Répartition des nombres premiers [23-30]

Pour tout entier n > 2, on note Ty, le nombre d’entiers premiers compris (au sens large) entre 1 et n et,
pour tout entier n > 1, on note py, le n-ieme entier premier.
On a donc, par exemple,

P1=2,p2=3,p3=5ps5=7... m=1l,m3=my =2, 5s=3,g=mty =4...

On admet le Théoreme des nombres premiers qui énonce :

n
Ty ~ —.
n—+oo fnn

En déduire un équivalent de py, lorsque n tend vers +oo.

Il est prudent de traduire cet équivalent sous la forme d"une limite :

lim on g

n—-+oo n

# On peut toujours composer des limites, on ne peut pas toujours composer des équivalents.

Par définition, 7t,, = n pour tout entier n > 1 et comme 1’ensemble des nombres premiers est
infini, on sait que la suite (pr) tend vers +oco. Par composition de limites, on a donc

lim Py (%)
n—-+oo pn

et aussi (e
lim —Pn (1)

n—too {npy

puisque {n {nx = o(fnx) lorsque x tend vers +oo.
A nouveau par composition de limites (continuité de fn en 1), on déduit de (x) que

lim nn+nénp, —np, =0,

n—+oo

ce qu’on peut aussi écrire sous la forme

nn—Inpn +o(lnpn) = ofl)

+o0o

en tenant compte de ().
Comme {nn et {np, tendent vers +oco, on en déduit que

nn =npy + o(lnpy), c’est-a-dire np, ~nn.
En revenant a (%), on en déduit enfin que

Pn ~ ninn.
n—+oo



