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Pour tout entier n ⩾ 1, on pose

Hn =

n∑
k=1

1

k
,

an = Hn − ℓnn,

un =

n∏
k=1

(
1+

(−1)k−1

√
k

)
.

1. a. Démontrer que la série
∑

(an+1 − an) est convergente.
1. b. En déduire que la suite (an)n∈N converge vers un réel γ.
1. c. Démontrer que

γ− an ∼
1

2n

lorsque n tend vers +∞.
2. Démontrer que la série de terme général

vk = ℓn
(
1+

(−1)k−1

√
k

+
(−1)k√

k
+

1

2k

est absolument convergente.
3. a. Démontrer que la suite de terme général

Vn = ℓn(
√
nun) +

n∑
k=1

(−1)k√
k

+
an

2

est convergente.
3. b. En déduire un équivalent de un lorsque n tend vers +∞, puis la nature de la série

∑
un.
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Solution ❀ Une série numérique

1. a. Pour tout n ⩾ 1,

an+1 − an =
1

n+ 1
− ℓn

(
1+

1

n

)
donc

an+1 − an ∼
1

2n2

lorsque n tend vers +∞.
Comme

∑
1/2n2 est une série convergente de terme général positif, la série

∑
(an+1 − an) est abso-

lument convergente (et donc convergente) et de plus

+∞∑
k=n

(ak+1 − ak) ∼
+∞∑
k=n

1

2k2
(eq.1)

lorsque n tend vers +∞ (Théorème de comparaison par équivalence pour les séries de terme général
positif et Théorème de sommation des relations de comparaison).
1. b. Comme

∑
(an+1 − an) est une série télescopique, on en déduit que la suite (an)n∈N est conver-

gente.
1. c. Puisqu’il s’agit du reste d’une série télescopique,

+∞∑
k=n

(ak+1 − ak) =
[

lim
k→+∞ak

]
− an = γ− an.

On a vu en cours que
+∞∑
k=n

1

k2
∼

1

n

lorsque n tend vers +∞. Donc on peut déduire de (eq.1) que

γ− an ∼
1

2n

lorsque n tend vers +∞.
2. D’après la formule de Taylor,

ℓn(1+ h) = h−
1

2
h2 +O(h3)

lorsque h tend vers 0. On applique cette formule avec

h =
(−1)k−1

√
k

où k tend vers +∞. On en déduit que

vk = O
( 1

k
√
k

)
lorsque k tend vers +∞. Comme la série (de Riemann)

∑
1/k3/2 est une série convergente de terme

général positif, on en déduit que la série
∑

vk est absolument convergente (et donc convergente).
3. a. Il est facile de vérifier que

∀ n ⩾ 1, Vn =

n∑
k=1

vk.

Comme la série
∑

vk est convergente (question précédente), la suite (Vn)n⩾1 est elle aussi convergente.
3. b. D’après ce qui précède,

∀ n ⩾ 1, ℓn(
√
nun) =

n∑
k=1

(−1)k−1

√
k

+
an

2
+ Vn.

Or la série alternée ∑ (−1)k−1

√
k
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est convergente (puisque 1/√k tend vers 0 en décroissant) ; la suite (an)n⩾1 est convergente (par 1.b.)
et la suite (Vn)n⩾1 est convergente (question précédente). Donc la suite de terme général ℓn(

√
nun)

converge vers un certain réel λ.
Par continuité de la fonction exp (en λ), on en déduit que la suite de terme général

√
nun converge

vers eλ et donc que

un ∼
eλ√
n

lorsque n tend vers +∞.
❧ La série

∑
eλ
/√n est une série (de Riemann) divergente de terme général positif, donc la série

∑
un

est divergente (Théorème de comparaison par équivalence pour les séries de terme général positif).


