SUITES ET SERIES NUMERIQUES
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Soit (Un)new, une suite réelle de terme général strictement positif. Pour tout entier n € IN, on pose

Un

n
Sn = et = —.
n Z Uy Vn S

k=0

n

Démontrer que les séries _un et >_ vy sont de méme nature.

Sila série ) u, converge, alors la suite (Sn)nen de ses sommes partielles est convergente et comme
> u, est une série de terme général strictement positif, sa somme S est strictement positive. On en

déduit alors que
Un
n nﬂAjroo ?
et donc, par comparaison de séries de termes généraux positifs, la série }_ vy, est elle aussi (absolu-
ment) convergente.
@ Réciproquement, si la série ) _u,, diverge, alors ses sommes partielles S, tendent vers +oo (série

divergente de terme général positif), donc

Vi =  o(un).
n—-+oo
Ca s’annonce plus compliqué!
a [l faut alors remarquer que
Sn—Sno Sn—
vn>2’ v, = n n1:1_ n—1 (*)
Sn Sn
Deux cas se présentent alors.
@ Premier cas.
SiS,_1~8S,,alors
déf. Sn—Sn1 o Sn—Sn1 . Sn1 ~ v
" Sn—1 Sn—1 Sp n—too "

et par conséquent les séries >_w, et >_ v, sont de méme nature (comparaison de séries de termes
généraux positifs).
L'avantage de la série } w, est d’étre facilement comparable a une intégrale.

S1 Sy Sn_q Sn

Pour tout entiern > 2,

o = 1 Snodt Sn
ZWkZZ(Sk—Skq)'S EJ TZQH?-
k=2 k=2 k=1 S L

Comme la suite (S;,) tend vers +o0, on en déduit que la série }_w,, diverge et, par conséquent, que
la série Y v, diverge elle aussi.
@ Deuxiéme cas.
Si Sn—1 n'est pas équivalent a S,,, alors on déduit de (x) que la série } v, est grossiérement
divergente.
@ Dans tous les cas, on a démontré que : sila série ) u,, diverge, alors la série ) v, diverge aussi.
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Pour tout entier n > 1, on pose

dx.

sin({nn) Jnﬂ sin({nx)
Uy =—— ef vy = —_—

n n X

Démontrer que les séries )y et Y_ vy sont de méme nature.
Déterminer la nature de ces séries.

#» Rappelons que cos(a +b) = cosacosb —sinasinb, que

o(1+3) 7 Ole)

et que

g ol role)  mhroR)] o)
11 est important de savoir mener ces calculs élémentaires sans hésitation.

Les vy, peuvent étre facilement calculés :
n+1 1
Vi = [f cos(ﬂnx)]TL = cos(nn) — cos(dn[n + 1]) = cos({nn) — Cos(fnn +{In [1 + ED

= cos(ﬂnn){1 — COS(fn[1 + %D} + sin(fnn) sin [En(] + %)}

donc in(tam) 1 )
,. . sin(nn +(’)<— .

n 2
n—-+o0 n n
On a ainsi démontré que la série } (v, —u,, ) était absolument convergente. Par conséquent, les deux
séries Y u, et ) v, sont de méme nature.

# La conclusion repose sur la remarque suivante :
— si la série ) uy est convergente, alors v, = (Vi — Un) + Uy et Y vy est la somme de deux séries
convergentes;
— sila série )_ vy, est convergente, alors Wy = vy — (Vo —Un) et Y_uy est la différence de deux séries
convergentes.

@ Variante
On peut aussi introduire la fonction f définie par

Vi>0, f(t):%‘}’“t)

On vérifie sans peine que

Yt 0, Ft) = Cos(fn’c);2 sin(ﬂnt). _ ﬁcos(:f; + fnt).

# On doit savoir factoriser une combinaison linéaire de sin et cos :

VOER, acosd+bsin®=+/aZ+b2cos(0— ¢)
oit 'angle ¢ est défini modulo 27t par les relations

a ) b
—— sim S
VaZ+b2’ YTV

cos @ =
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On en déduit que

2
vn>1,vVtemn+1], |[f(t)|< n—\[z,
donc que (Inégalité des accroissements finis)
2 2
Vn>1,Vxehn+1], [f(x)—fn)|< iz(x—n) < i;
n n
et donc que (Inégalité triangulaire pour les intégrales)
n+1
Vyn>1, Ivn—unlgj |f(x)—f(n)|dx<§.

On a retrouvé, de maniere plus explicite, 1’estimation de (un — v) qui nous a permis de conclure
plus haut.

On a calculé les vy, avec la relation de Chasles, on en déduit I'expression des sommes partielles :

vyn>1, ka:J de:1—cos[€n(n+1)].
k=1 1

Intuitivement, on se doute que la suite de terme général cos[{n(n + 1)] est divergente et donc que les
deux séries ) u, et ) v, sont divergentes.

#y Nous allons maintenant démontrer que la série ) . est divergente en établissant qu’elle contredit le
critere de Cauchy.
Que dit ce théoreme (qui n’est pas au programme) ?
Sila série ) un convergeait, ses sommes partielles U,, convergeraient vers sa somme U. En particulier,

Ve>0,INeEN, Vn3 N, |un—u|<§

et donc
Ve>0,3INeN, YN<n<p, |[Up—Up|<|U,—U[+[U,—U|<e.

Nous allons maintenant démontrer qu’il existe un réel ey > 0 tel que

VNeN, IN<n<p, [U,—Uy|> eo.

@ Pour tout entier m > 1, on consideére les réels
7T 571t
[ :exp(g —I—Zmn) et Bm :exp(? —I—Zmn).

#v Mais pourquoi ces réels ? Un peu de patience! Et si vous ne pouvez pas patienter, allez tout de suite voir
ci-dessous () : on cherche a minorer le numérateur par une constante strictement positive (1/2 en 'occurence).

— e27/3

Comme Bm/y >2,0na

am & Tam] < [Bm] © by

On en déduit en particulier
Xm — 1 aAm — 1 Km

< <
Bm bm Bm —1

et on tire de cet encadrement que

lim 9=l o—2m/s, (%)
m—o+oo by

Pour tout entier a,,, <k < b,,ona

5
g+2mn<€nk< ngZmn,
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done 1 in({nk) 1
sin({n
Vanh <k<b < <
m e (1)
et par conséquent
& b —am 1 T/ am ]
Ym>l Up, —Usa= ) we> ot — o1 S
m m

k=am

On déduit enfin de () que la différence Uy, — U, 1 ne tend pas vers 0 et donc que la suite (U, )
des sommes partielles de la série } u, est divergente.
Les deux séries ) un et ) v, sont divergentes.

#o 1l n’est pas mauvais de se faire une idée numérique des entiers dy, et b,.

m am b
1 904 7340
2 484063 3930843
3 259211451 2104933683
4 138805568671 1127174423196
5 74329223763263 603592497942773
6 39802679086860360 323218745985703936
7 21314002518543781888 173080941384522956800
8 11413470494514011439104 92683399841782943449088
9 6111818210390361696632832 49631187220940054826319872

On constate bien que Bm/q, ~ 8.
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Pour tout entier n > 1, on pose

n
— Z(_
k=1
1.| Démontrer que
[1.] q
V2n

m e 2
puis déterminer un équivalent de by,.

On pose Ay, = by + bny1. Démontrer que la suite (A,) converge vers une limite strictement
négative.

Déterminer la nature de la série Y_/p ...

Dans la somme b, il y a un nombre pair de termes, qu’on regroupe deux par deux.

2n n n
Vnzl, b= (-1 Z —V2p— Z\/Tp@— 1—%).
k=1 p=1 p—1

Le développement limité de v/1 — h au voisinage de h = 0 nous donne alors

Vap(1- 1—21p) = zx}TerO(p\]/ﬁ) NZ\}ZTD'

La série (de Riemann)
1
2 375
est une série divergente de terme général positif, donc (sommation des relations de comparaison)
bZn n—>+oo 2\/> Z

Une comparaison (archi)classique entre somme et intégrale nous donne alors

LI ™ dt
;ﬁn;mL SO =2VR+00) ~ 2V

On déduit des calculs précédents que

18
13

n—-+oo

a D’apres ce qui précede,

boni1 =bon—V2n+1= (@-l-o(\/ﬁ)) —\/27\/1 +217TL

2
V2 VInF T
- 2n+o(\/ﬂ)~++.

@ Ayant traité les cas pair et impair, on peut conclure :

(=D"vn

n—-+oo 2

bn
Le développement limité de v/1 4+ u au voisinage de u = 0 montre qu’il existe une suite (v)
telle que

1 1 1
> _— = — = — .
vk >1, 1+ X 1 K + vy avec Vi Nt O(kz> (*)
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. Pour tout entiern > 1,

n n+1
An =bn+bnpr =) (~1)Vk+ {—\ﬁ+ Z(—nk\/i]
k=2

k=1

=1+ i(—nk(ﬁ—\/m)
k=1

n (—J)k n .
=—1+ + ) (1) *Vkw.

D’apres le Critere spécial des séries alternées, la série
g
2Vk
est convergente. D’apreés I'estimation (x), la série ) (—1)*vk vy est absolument convergente et donc

convergente.
Par conséquent, la suite (A,,) est convergente.

# Ce qui précede ne nous renseigne pas tout a fait sur le signe de la limite. Le premier terme est strictement
négatif et la limite du second est également négative (le Critére spécial des séries alternées, qui s’applique ici,
nous donne le signe des restes et en particulier le signe de la somme — puisque la somme est en fait le reste
d’ordre 0). En revanche, pour déterminer le signe de la limite du troisiéme terme...

@ Puisqu’il s’agit ici d’étudier la limite d"une suite, transformons cette suite en série télescopique!
Pour toutn € N,

An+1__An::(bn+1*‘bn+2)_(bn'+bn+1)::bn+2_'bn
==V 2+ (D) T = (D) (Vn+ T—vn+2)
_ (—n"
Vn+l+vn+2

# [l serait dommage d’avoir oublié I'astuce de la quantité conjuguée !

On peut manifestement appliquer le Critére spécial des séries alternées : la série télescopique
> (A1 —An) est convergente, donc la suite (A, ) est convergente et, en notant A, sa limite,

+oo
(="
Ao — A1 = <0
! T;\/TL-|-1-§—\/T1+2

puisque le premier terme de la somme (pour n = 1) est négatif.

# On a ainsi démontré une deuxieéme fois la convergence de la suite (Ay,) et, de plus, déduit du Critere
spécial des séries alternées que la limite A, de cette suite était inférieure a Aq.

OrA; = by +by; = (=1) + (=1 ++v2) < 0, donc A, < 0. La limite de la suite (A,) est bien
strictement négative.

# Nous allons continuer a "sommer par paquets”, il n’est pas utile de fournir quelques détails sur ce qui va
suivre.
Sila série Y_uy est convergente, alors la suite de ses sommes partielles

n
Snzzzz;uk
k=0

est convergente. Considérons alors la série ) (uzp 4 Uzpy1) obtenue en "sommant par paquets de deux

termes” :
2n+1

mn
Z(uZp +uzpi1) = Z Uk = Son1.
p—0 k=0
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En tant que suite extraite d’une suite convergente, la suite des sommes partielles de la série Y (Uzp +Uzpi1)
est elle aussi convergente, donc la série ) (Wzp + Uzp 1) est convergente.
Le méme raisonnement montre que : si la série ), converge, alors la série

Z(u—pN FUpNg1 o UpNp(N=T))
converge aussi, quel que soit I'entier N > 2.
Pour tout entier p > 1,

1 1 __ M
bap  bapy1 bapbapia

et on déduit des questions précédentes que

1 1 2
—+ ~ .
pr b2p+1 p—+oo P

Comme Ay, # 0,lasérie ) —2Ax/, est une série divergente dont le terme général est de signe constant.
D’apres le Théoreme de comparaison des séries de terme positif, la série

> (o * )

b2p+1
est divergente et par conséquent la série
1
2%,
est divergente elle aussi.

# Le Théoreme de comparaison (par ~, o ou O) ne conclut pas sur la convergence d’une série mais seule-

ment sur sa convergence absolue.

S'il permet de conclure que la série est absolument convergente, on en déduit immédiatement que la série
est convergente (sauf si on se trouve dans un espace vectoriel de dimension infinie!).

Si le Théoreme de comparaison prouve que la série n'est pas absolument convergente, on pourrait avoir
affaire a une série semi-convergente (= convergente sans étre absolument convergente).

Mais si le terme général de la série étudiée est de signe constant, alors la convergence équivaut a la conver-
gence absolue et si la série n'est pas absolument convergente, alors on peut conclure qu’elle est divergente.
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Pour tout entier j € N, on note k;, le plus petit entier p € IN* tel que

P
Z .

n=1

Justifier la définition de k;.

Démontrer que k; tend vers +oco lorsque j tend vers +oo.
Démontrer que Kj41/k; tend vers e lorsque j tend vers 4-oo0.

Notons comme d’habitude
P
1
H, = Z n’
n=1
le p-iéeme nombre harmonique.

a Pour tout j € N, on note
Q;={peN": H, >j}L

L’ensemble Q; est une partie de IN et comme la suite (Hn)n>1 tend vers 400, I'ensemble Q; est
majoré. D’apres 1’axiome de bon ordre, 'ensemble Q; possede un plus petit élément : c’est k;.

SiH, >j+1,alors H, > j, donc
VjeN, _O.j+] C Qj
et par conséquent,
VjeN, kj+] = mian+1 = mian = k]-.

Par croissance, la suite (k;)jecn tend vers +oo si, et seulement si, elle n’est pas majorée.
Raisonnons par I'absurde en rappelant que la suite (H;, ), »1 des nombres harmoniques est crois-
sante : si la suite (k;)jen est majorée par M € R, alors

VjeN, HM>Hk,->j)

ce qui est impossible!
Donc la suite (k;)jen tend vers +oo.
Remarquons que, par définition du plus petit élément,

Hy, >j et Hy1<j

pour tout j € N assez grand.
De méme (changement d’indice),

Hk.+1>]'+] et ij+]_1<j+1

J
pour tout j € N assez grand.

#v Les nombres harmoniques Hy, ne sont définis que pour p > 1.
Pour que k; — 1 € N*, il faut k; > 2. Or kq = 1 et k, = 4, donc il suffit que j > 2 pour que ces calculs
aient un sens.
Pour que kj 1 — 1 € N*, il faut ki1 > 2 et comme K11 > kj, cela n’impose pas de contrainte
supplémentaire sur j.

Par conséquent, pour toutj > 2,
Hi, y —Hi,1 2 (G+1)—j=1 et Hyg, ,1—Hy <(G+1)—j=1

Comme la fonction t — 1/; est décroissante et continue, en comparant somme et intégrale, on
obtient

ki+1 dt k
T <Hyg,, —Hg1 < ke b ol
Kj41 kj—1 ka] t n k] 1
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et

K+ dt K;
1>ij+1,1—ij>J — ={n i+l .
k5+1 t k’] +1

Par conséquent, pour tout j € N assez grand,

1 k; 1
. )l <c1— j+1 < _ _ ).
€n<1 + kj) <1—4In 5 < €n<1 kj)

Comme k; tend vers 400, on en déduit par encadrement que

lim Ko _
j—+o0 kj
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On suppose que la série numérique )y, est convergente. Démontrer que

n

Zkuk = o(n).
n—-+oo

k=0

Comme la série ) u,, est convergente, les restes

+o00
Rn = Z Uk

k=n+1

sont bien définis et la suite (R, )nen tend vers 0.
@ Pour toutn € N,

n—1

n n mn n n
> k=) k(Ro1—Ri)=) kRei— Y kRi=) (k+DRe— ) kR
k=0 k=1 k=1 k=1 k=0 k=1
n—1
= (Z Rk> —nR,.
k=0

On a rappelé que Ry = o(1) et il est clair que D1 est une série divergente de terme général
positif. D’apres le Théoréme de sommation des relations de comparaison (version divergente),

n—1 n—1
Z Rk n—>:+oo o(Z 1) = O(TL).
k=0 k=0

Par ailleurs, nR,, = o(n) (puisque Ry, rappelons-le une nouvelle fois, tend vers 0).
On a ainsi démontré que

n

Zkuk =  o(n).
n—+oo

k=0
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Déterminer la nature de la série de terme général

V3 (=DM m
U = Arccos<7 + o ) S
On étudie ici une série numérique de terme général
(=D"
tn = f( n« )

ot f est une fonction de classe ¥*° définie sur un voisinage de 0 et telle que f(0) = 0.

# Il n’y a pas lieu de faire du zéle : peu importe pour quelles valeurs de n le terme w,, est défini, il suffit de
savoir que WUy, est défini a partir d’un certain rang.
On sait que la fonction Arccos est définie sur [—1, 1] et comme

lim @ + =D
n—+oo 2 n

el-111,
le terme général u,, est bien défini a partir d’un certain rang.

@ D’apres la formule de Taylor,

(0
fix) = f'(0)x + ( )~x2+0(x2),
x—0
donc u,, = vy +wy pour tout n € IN*, avec
(=)™ 1 1
Y . _ " o R
v =f0) e et wa = £(0): 7z +o( 3 )-
: Pour x voisin de 0,
f(x) = —2 et ) = V32

V1 —4y/3x —4x2

donc f/(0) = —2 et f”(0) = —4+/3.

(1—43x —4x2)*?

#o 1l n'est toujours pas utile de s'intéresser a 'ensemble de définition de f, il suffit ici de savoir que f est
dérivable sur un voisinage de 0.

@ Nous pouvons maintenant étre plus précis :
— la série de terme général

(—1 )n+1 2

Vn =
est convergente pour « > 0 (Critere spécial des séries alternées) et (grossierement) divergente
pour x < 0;

— comme

—2V3
Wn ~

n—+oo M2%

et que le second membre est de signe constant (négatif), les deux séries sont de méme nature
et la série ) w, est convergente si, et seulement si, 2« > 1 (comparaison a une série de
Riemann).

# ]I faut ici bien prendre soin de préciser que le signe du terme général est constant pour conclure.
En effet, si Xn ~ Yn, alors la série }_ xy, est absolument convergente si, et seulement si, la série )y est
absolument convergente (Théoréme de comparaison par équivalence).
Si le terme général yn est de signe constant, alors le terme général x, est lui aussi de signe constant et,
dans ces conditions, la convergence de la série équivaut a la convergence absolue.
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@ En conclusion :
— si @ < 0, alors u, ~ vy, etlasérie ) v, diverge grossierement, donc la série ) u, diverge
grossierement;
— si0 < a < 12, alors la série alternée ) v, converge et la série ) w,, diverge, donc la série
> uy, diverge;
— si > 1/, alors la série alternée >~ vy, converge et la série }_ wy converge absolument, donc
la série Y~ u, converge.

# Comme Wy ~ Vn, la série ), est absolument convergente si, et seulement si, x > 1 (comparaison a
une série de Riemann).
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Pour tout entier n > 1, on pose
up, =ann+bvinn+1)+cnn+2).

Déterminer la nature de la série _u,, en fonction des réels a, b et c.

Lorsque n tend vers +oo,

b+ 2c

un:(a+b+c)€nn+b€n(1 +%) +c€n(1 +%) =(a+b+c)nn+ +(’)(%).

> Sia+b+c#0,alors la série ) u, diverge grossiérement.
» Sia+b+c=0etb+ 2c # 0, alors
b+ 2c

n—-+oo n

et ) u, diverge (mais pas grossierement).
» Enfin,sia+b+c=b+2c=0,alors u, = O(1/n2), donc la série }_u, converge (absolument).

#v Dans ce dernier cas,onab = —2a et ¢ = a, donc
up =aflnn—2m(n+1) + n(n+2)]

et on reconnait une série télescopique :

VYN > 2, Zun:a[—fn2+€nmi:::ﬂ

donc la somme de la série est égale d —a {n 2.
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On pose
+o0 1
Fla) = och e
n—

Déterminer les limites de F en O et en +oo.

Tout d’abord, F(«) est bien définie pour tout o« > 0 (somme d’une série de Riemann convergente).
@ Comme tous les termes sont positifs,

Va>0, Fla)>own-

et par comparaison, F tend vers +oo au voisinage de +oo.

@ La fonction f définie par
104

est continue, décroissante et intégrable sur [1, 4+oo[ pour tout o« > 0.
Par comparaison entre une somme et une intégrale (faites une figure!),

N

—+o00 t
Va0, J od

oo o dt
Fla) <
R e () ochJ

LTt

c’est-a-dire
Va>0, 1<Fa)<1+a.

Par encadrement, on en déduit que F tend vers 1 au voisinage (droit) de 0.
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Démontrer que, pour tout n € IN*, I'équation
x—Inhx=mn

admet une unique solution x, dans 'intervalle 10, 1].
Démontrer que la suite (xn )n>1 tend vers 0, puis que xn ~ e~ ™ lorsque n tend vers +oo.

Donner un développement asymptotique a deux termes de x,.
La fonction f = [x — x — {nx] est de classe ¢ sur l'intervalle ]0, 1] et

Vo<x<1, f’(x):T—)l(<0

donc la fonction f est strictement décroissante sur ]0, 1]. I est clair que f tend vers +oo au voisinage
de 0 et que f(1) = 1. D’apres le Théoreme de la bijection, la fonction f réalise une bijection de 10, 1]
sur [1,+oo[ et la bijection réciproque est continue sur [1, 4+oco[ et de classe ¢ sur |1, +ool.

Pour tout n € N¥, le réel n appartient a [1, +oo[, donc I'équation f(x) = n admet une unique
solution : x,, = f~'(n) €10, 1].
Comme f tend vers 400 au voisinage de 0, le Théoreme de la bijection nous assure que la
réciproque f~! tend vers 0 au voisinage de +oo. Par conséquent,

xn =f ' (n) —— 0.
n—-+oo

Par définition de x,,
VneN, Inx,=-n-+xq.

En composant par exp :

VneN x,=e ™.
~—
—1

(puisque xn, tend vers 0) etdoncx,, ~ e ™.
n—-+oo

On reprend I'équation qui définit x,, sous une autre forme :
Xn = Inx, +nn =n(e™x,).

Or on sait que ¢n(1 + u) ~ u lorsque u tend vers 0 et que e™x,, tend vers 1. Par conséquent,

et donc

Autrement dit,

# On peut en fait calculer un développement asymptotique de x,, aussi précis qu’on le souhaite! En effet,
I'équation étudiée équivaut a

et la fonction g = [x — e ] réalise une bijection (croissante, cette fois) de classe ¢ de [0,1] sur [0,e~ "]
dont la réciproque est de classe € sur [0, e~ [ puisque

Vxel0,1[, g'(x)=e *(1—x)>0.
D’apres le Théoreme de Taylor-Young, la réciproque g~ admet un développement limité a I'ordre p au voisi-

nage de O pour tout p € N :

0
-1 +
g ' (u) = 2 7.uk+o(up)u:0 aju+ -+ apuP + o(uP).
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Comme xn, = g~ ' (e™™), on en déduit que

Xn = aje " +---+ape P Ho(e P,

1l est clair que g(x) = x —x* + % + o(x3) au voisinage de 0. On peut en déduire que

971(u) =u+u’+ %ug + o(u?)

au voisinage de 0 et donc que

3
Xn = e M4 e—Zn + 26—311 + o(e—Sn).

Pour les curieux, je précise que g~ ' (1) = —Wo(—u) oit Wy est la branche principale de la fonction de
Lambert.
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Démontrer que, pour tout n € IN*, I'équation
n
> o
k=1

admet une unique solution dans l'intervalle [0, 1]. Cette solution sera notée an,.
Démontrer que la suite (an)nen est décroissante et minorée par /.

Démontrer que la suite (an)nen converge et déterminer sa limite.

Pour tout n € N*, on définit une application f,, : [0,1] — R en posant

Vxelo 1,  fal) =) x*

k=1

En tant que application polynomiale, f,, est de classe € sur le segment [0, 1]. En tant que somme de
fonctions strictement croissantes sur [0, 1], elle est aussi strictement croissante sur [0, 1].

D’apres le Théoreme de la bijection monotone, I'application f,, réalise une bijection de [0, 1] sur
[fn(0), fn(1)] = [0,n]. Comme 1 € [0,n], I'équation f,, (x) = 1 admet donc une, et une seule, solution
an, dans le segment [0, 1].

# On sait méme que 0 < ar, pour tout entier n € N* (puisque £,(0) < 1 = fr(an)) et que an, < 1 pour
tout entier n > 2 (puisque fn(an) =1 <n = f (1))

Par définition,

Or, pour tout entier n € IN*,

VneN, fulan)=1="fui1(ans1).

fnp1lan) = fulan) + GQH > fnlan) =1

et par conséquent
Tt (an) > fna (an+1 )

Comme la fonction f, 1 est strictement croissante, on en déduit que
VneN an>anis

et donc que la suite (an)n>1 est strictement décroissante.
@ Pour toutn € N*,

n +oo
fn(12) =) (2% <) (2" =1="fn(an)
k=1 k=1

et comme f,, est croissante, on en déduit que /2 < an.

# Puisque la suite (an)n>1 est définie implicitement (son terme général est la solution d’une équation, on
ne connait pas directement sa valeur exacte), il faut I'étudier implicitement, c’est-a-dire manceuvrer I'équation
— et pas seulement sa solution.

En tant que suite décroissante et minorée par /2, la suite (an)n>1 est convergente et tend vers
une limite { telle que
vVn>1, - <UI<an.
Comme chaque fonction f,, est strictement croissante, on en déduit que
VneN, f(2) <foll) <frlan)=1.
En faisant tendre n vers 400, on en déduit que

1 1 (

= — . < < 1.
=37 S~

Ainsi, 7+, = 1etdonc =1/
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Déterminer la nature de la série

ZBn(] + %)

Lorsque I'entier n tend vers +oo,

w0 = o)) -

En notant u,, le terme général de la série, on en déduit que

U, = (_Tl)n—i-(?(l).

n—+oo n2

Par conséquent, la série ) 1, est la somme de la série convergente

=
2

(Critere spécial des séries alternées) et d'une série absolument convergente (puisque son terme gé-
néral est dominée par '/,2, qui est le terme général d’une série absolument convergente).

La série )_u,, est donc convergente.
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On considere la suite (un )nen définie par la donnée de 0 < wo < et par la relation de récurrence :
VneN, upy1 =sinuy.

Démontrer que la suite (un )nen converge et préciser sa limite.
En considérant un 11 — Uy, démontrer que la série )_ ud converge.

En considérant tn w1 — Inw,, démontrer que la série 3_ u2 diverge.

11 est clair que l'intervalle ]0, 7t est stable par sin, donc la suite (un )nen est bien définie et prend
toutes ses valeurs dans cet intervalle. De plus,

Vo<x<m 0<sinx<x

donc la suite (un )nen est strictement décroissante. Comme elle est minorée (par 0), elle converge
vers un réel £ € [0, {].

Puisque sin est continue sur |0, 7, si £ appartenait a cet intervalle ouvert, ce serait un point fixe
de sin : il n’y en a pas. La seule possibilité qui reste compatible avec la monotonie de (un)nen est
donc: ¢ =0.

Comme u,, tend vers 0, on peut utiliser le développement limité de sin :
u Up =SiNUy, —U —Un
n+1 n — n LA 6
La suite (un)nen étant strictement décroissante, on vient de comparer deux séries dont les termes
généraux sont de signe constant (négatifs) et on déduit du Théoreme de comparaison que les séries
S (Unt1 —un) et 3 ud sont de méme nature.

Or > (up41 —uy) est une série télescopique et la suite (1, )nen est convergente, donc la série

> u? est convergente.

Comme u,, tend vers 0 par valeurs strictement positives,

2

. 2
- _,osinu, Cup 2 o Tun
nupy 1 —nu, =n . €n(1 < + o(un)> AT

Avec le méme raisonnement, les séries > (dnu, 1 —{nu,) et ) qu sont de méme nature.
Mais comme la suite (un)nen tend vers 0, alors la suite de terme général {nu,, tend vers —oo,
donc la série télescopique Y (fnun41 — nu,) diverge et, par comparaison, la série _ u? diverge.

# Pour tout x € R,

2
u —o

x [ SN X ., n 2 24+

Un, 1 —un =sin un—un—un-{(1— c +o(un))—1} e e

En choisissant o = —2, on constate que la différence uy, ; —uy converge vers une limite finie non nulle (égale
a1/3). On en déduit que la série télescopique est grossierement divergente et que sa n-iéme somme partielle

n—1

E o4 Xy o -
(uk+1 _uk)_un_uo ~Un
k=0

2

est aussi équivalente, lorsque n tend vers o0, a ™/3. Par conséquent,

ce qui explique tout ce qui précede !
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Pour tout entier n > 2, on pose

(1" (="

n = " = ;7 1 n t n =
Vo Y
Vérifier que
B T (=" 1
unn—)_—O—oovn_E—i_ o/ +O(n\/ﬁ)'

Déterminer la nature des séries Y un et Y vy.
Démontrer que Wy, ~ vy. Conclusion ?

Par définition,

UM
n — (1
VS (1+ Jn )
et comme (—1)™/y/n tend vers 0 lorsque n tend vers +oo, on peut utiliser le développement limité
de (1 +x)~ " au voisinage de x = 0 :

14+x)""T=1T—x+%x%+ o(x?)

pour en déduire que

_ =Dt (=n" 1 1
™ notoo vn .[]_ +7+O(E):|
et le résultat cherché s’obtient en développant ce produit.

La série ) vy, converge d’apres le critere spécial des séries alternées : c’est une série alternée et,
de fagon évidente, la valeur absolue du terme général tend vers 0 en décroissant.
D’apres le développement précédent,

-1
Un —Vn ~
n—+oco M

donc la série )} (u,, — vy ) est divergente (série harmonique). Par conséquent,

Zun = Z(un_vn)+zvn
—_———  ~——

DV Ccv

est divergente.

Le développement de la premiére question a beau nous indiquer que u,, ~ vy, les séries 3 u,
et ) vn ne sont pas de méme nature : le théoréme de comparaison par équivalence s’applique aux
séries DONT LE TERME GENERAL EST DE SIGNE CONSTANT, il ne peut pas s’appliquer aux séries
alternées.
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On considere une suite positive (an)new et la suite réelle (un )nen définie par la donnée de ug € R et la
relation de récurrence suivante :

Un + Uz + a3

VTLG]N, un+1 = 2

1.| Démontrer que
q

a
YVneN, Uni) —Un < 7n
Démontrer que : si la série ) ar, converge, alors la suite (un )nen converge.

La réciproque est-elle vraie ? On pourra considérer la suite de terme général

n
Up = —.
"on+l
Soit n € N. D’apres la relation de récurrence,
n 2 42
Unt1 —Un < 2 un+an—un<an

— Jui +ai <up +an.

Or les a,, sont positifs (par hypothese) et les uy, aussi (par hypothese pour 1 et par récurrence pour
n > 1), donc

VuZ +a2 <uptan &= ud 4 ai < (un +an)? =ud +ad +2unan.

On a ainsi démontré que
a
VNneEN, Uni)—Un < 7“

Pour appliquer le théoréme de comparaison aux séries ) (un 1 —Un) et Y ay, il faut encore
vérifier que
VneN, 0<upi1 —Un.

Or, d’apres la relation de récurrence,

/U2 2 _
ug +an —Un

Un+1 —Un = 2

11 est clair que

ui +ai >up >0

et comme u,, > 0, on en déduit que
VUuE 4+ a2 = unl =ug.

VTLE]N, 0<Un+1—un<

On a donc en fait
an

5

Comme la série ) an est convergente, on déduit du théoréeme de comparaison pour les séries
de terme général positif que la série télescopique ) (un41 —un) est convergente et donc que la suite
(Un)nen est convergente.

D’apres la relation de récurrence,
VJuZ 4+ a2 =2un 1 —up
2

n = (2un o1 _un)z _ui =Hni1 (Ungpr —Un).

et donc
a
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En prenant u,, = n%q, on a alors
a2:4(n+1)'(n+17 n ):4(n—|—1)' 1 N i
" n+2 n+2 n+l n+2 M+2)(n+1) no+too n2

Comme les a,, sont positifs, on en déduit que

2

an ~ —.
n—-+oo N
D’apreés le théoreme de comparaison pour les séries de terme général positif (bis), la série ) a, est
divergente (puisque la série harmonique est divergente).

La réciproque de la propriété établie plus haut est donc fausse.
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Calculer la limite de

Calculer un équivalent de

La fonction [t — n(1 + t)] est continue sur le segment [0, 1]. Donc les sommes de Riemann Ry,
convergent vers

1
J (1 +t)dt=[(1+t) (1 +1) —t]y =22 1.
0

Chaque réel S, est un produit de réels strictement positifs, donc

nS, = 1 > tn(n+k)=tnn+R,.
nk:1

Par conséquent,
4n
S,=n-efn ~ qn.e2tm2-1 T
n—-+oo e
# Variante avec la formule de Stirling
Si on remarque que

on peut tenter d’appliquer la Formule de Stirling :

|
(ZTI) ~ \/Z . e7n4nnn'

n! no+oo

Autrement dit,

2n)! e\”"

lim 2 () =V2em:
notoo Ml 4n

On a ici une suite réelle (un )nen de terme général strictement positif, qui converge vers une limite { > 0. Par

conséquent,

ul/m Y exp tnun —exp(0) =1.
n n—-+oo

En l'occurrence,

et on retrouve bien le résultat précédent.
Attention! En général, la composition d’équivalents produit des résultats hasardeux. C’est pourquoi on
a pris soin ici de composer des limites.
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Pour tout entier n € N, on note
I, = Inm— 7, nt+ 5.

Calculer le développement limité a I'ordre trois au voisinage de 0 de la fonction tan.
Démontrer que, pour tout n € N, I"équation

tanx =x

admet une, et une seule, solution x,, € I, et que x ~ N7 lorsque n tend vers +oo.

On pose yn = Xn — N

3.a. | Démontrer que yn, = Arctanxy, et en déduire la limite de la suite (Yn)nen.

3.b. | Démontrer que la suite (Yn )nen converge vers ™/2 et déterminer un réel c tel que

Sle

s
—— ~
Yn 2 n—+oo

Démontrer que, pour tout entier n assez grand,

T 1T\ xptan(l/ng) —1
tan(yn 2 + TlT[)  xXp Ftan(Vng)

Trouver quatre réels a, b, c et d tels que

c d 1
Xn = an+b+—+—2+o(—2).
oo n n n

n—+

La fonction tan est impaire et de classe > sur Iy = ]—7/, 7], donc elle admet un développe-
ment limité a I'ordre 3 de la forme

tanx = ax+ bx> + o(x?).
x—0

On sait que Arctan(tanx) = x pour tout x € Iy et que

3

Arctany =y — y? + o(y?).

En posant y = tanx = ax + bx3 + o(x?), on ay> = a3x® + o(x3) et donc

a*y 3 3
Arctan(tanx) = x = ax + (b — ?)x + o(x?).

On en déduit que a = Tetque b = 1/.
La fonction f définie par f(x) = tanx — x (sur 'ensemble de définition de tan) est une fonction
de classe ¢! sur chaque intervalle I, et

Vx el f'(x) = (1 + tan?x) — 1 = tan® x > 0.

De plus, sur I,,, la dérivée f'(x) ne s’annule que pour x = n7, donc f est bien strictement croissante
sur l'intervalle I,,.

La fonction f réalise donc une bijection de l'intervalle I,, sur 'intervalle J,, = f.(I,,) = ]—o0, 400l
puisque x reste bornée sur I, alors que

lim tanx = —oo et que lim tanx = +oo.
x—(nma—m/2)+ x— (n+7m/2)—

Ainsi, pour tout n € N, I’équation f(x) = 0 admet une, et une seule, solution x,, dans l'intervalle
Iy

# Par construction, nm — Y2 < Xn < N+ Y, donc xn, = nm + O(1) et en particulier xn, ~ N7
lorsque m tend vers +o0. Il est donc naturel de considérer la suite (Yn)nen pour étudier plus précisément le
comportement de la suite (Xn )neN-
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Comme tan est m-périodique,
¥YnelN, tan(yn)=tan(x, —nm) =tanx, = x,
(par définition de xy,). Or x, € I, donc yn = x, — 7 € I et, par définition de la fonction Arctan,

VnelN, yp=Arctanxy,.

On a remarqué que xn ~ N7, donc x,, tend vers +oo et, par composition de limites, y,, tend
vers 7/, (par valeurs inférieures) lorsque n tend vers +oo.

#v Personne n’a oublié la célébre relation ?

1
Vx>0, Arctan x 4+ Arctan = g

Parfait! Elle permet de comparer facilement Arctanx a 2, ce n'est pas son moindre mérite.

@ Comme xq > 0,
1 1 T
Yn + Arctan — = Arctan x,, + Arctan — = —.
Xn Xn 2

On en déduit que

s 1 -1 -1
Yn — = =—Arctan— ~ — ~—
2 Xn n—+oo X NI

puisque '/x,, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

# Comme on I'a remarqué plus haut, il est donc logique d’étudier maintenant la suite de terme général

T 1
Up =Xy —NA— = + —
2 nm

pour obtenir une estimation plus précise de Xr,.

Comme Yy, tend vers /> par valeurs inférieures et que '/nx tend vers 0 par valeurs positives,
on peut supposer que n est assez grand pour que

4 SYnT 3 s nm

N

<
1
On peut donc appliquer la formule d’addition de tan :

—Tt T tana 4+ tanb
T cab<, t b)=
v g o< an(a +b) 1 —tanatanb’

en sachant que

V0<B< X tan(e—g) !

2 2) " tano®’
On a donc
tan( T L) _ tan(yn —m/2) +tan(1/nm) 1+ tany, tan(1/nn)
I" 72 ) T 1 tan(yn —n/2) tan(1/nn) © tanyn + tan(1/nn)

et on conclut en rappelant que tany,, = x, (démontré plus haut).
On sait que tanu = u + O(u?) lorsque u tend vers 0 et on a déja démontré que

T 1 1
Xn = n7'c+———+o(—).
n—-+oo 2 nrw n

On en déduit d"une part que

tan tni—1 = iJrO(i> il
anyntah oo notoo 21 n2 n

et d’autre part que

Xn +tan— ~ n7
Nn7mMt n—+oo
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D’apres la question précédente,
1

tanu ~ .
™ notoo 27tn2

#o [l est tentant de composer cette relation avec la fonction Arctan — mais cela doit étre justifié, car on ne
dispose d’aucun théoreme général a ce sujet.

Cette relation de comparaison peut s’écrire également

1 1
tanu, n_>:+oo 727m2 + o(ﬁ)

Comme u, tend vers 0, on peut supposer que n est assez grand pour que u,, € Iy et en déduire que

Uy = Arctan{zﬂ]7 + @(%)} _ 2]? + O(é)

d’apres le développement limité de la fonction Arctan au voisinage de 0.

Finalement,
Xn = N7+ m_ L + ! + (l)
A 2 nm 2m? ! “\n2/)
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Pour tout entier n > 1, on pose

Un = @) vn = (=1)"un
n

et n n n 1
Sn:Zuk, Tn:ZVk) Hn:ZE
k=1 k=1 k=1

On admet I'existence d'un réel y (la constante d’Euler) tel que

H, = mOn+v+o(l).

n—+

Etudier les variations de ““* pour x > 0.

X

Comparer un a V/n. En déduire la nature des séries )_un et 3_vq.
Exprimer Syn — Sy sous la forme d’une somme. En déduire que
n*2
San—Sn = _—5-+m2-tan+o(l).

n—-+oo

Exprimer San + Tan en fonction de Hy, et de Sy,. En déduire la somme de la série Y v,.
La fonction f définie par

Vx>0, f(x)= ﬁnix
X
est de classe € sur ]0, +ool et
1—
Vx>0, f'(x)= $
X

Par conséquent, la fonction f est croissante sur ]0, e] et décroissante sur [e, +oo[. Elle atteint donc un
maximum, égal a '/, en x = e. Il est par ailleurs clair que f tend vers —co au voisinage de 0 et vers 0
au voisinage de +oco.
Il est clair que 1{ = o(uy) lorsque n tend vers +oo. Or la série > u,, est une série de terme
général positif et la série harmonique ) /i est une série divergente de terme général positif. Par
comparaison, la série } u,, est divergente.

@ Lasérie ) vy, est une série alternée, son terme général tend vers 0 et la suite (|vn|)n>3 = (Un)n>3
est décroissante. D’apres le Critere spécial des séries alternées, la série > v, est convergente.

D’apres la relation de Chasles,

2n 2n
Vn>1,  S;n—Sa= Y w )y f(k).

k=n-+1 k=n+1

Comme la fonction f est décroissante sur [e, +oco[, on peut facilement comparer cette somme a une
intégrale (Faites une FIGURE!) et en déduire que

2n n 2n—1
vnz3 Y < fde< Yo
k=n+1 n k=n

# Cet encadrement n’est valable que pour n. > 3. Ce n'est pas un probléme, puisqu’on va faire tendre n vers
+o0.

En retournant I'encadrement, on obtient que

2n 2n 2n
vVn >3, J f(t)dt +uym —un < Z ung f(t) dt.
n k=n-+1 n
@ Pourtoutn > 1,
2n 2 2
nt {n-ty2n n-2
L Tdtf[T]n = tn2-tnn+ ——.
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Par ailleurs, il est clair que U, —un = o(1) lorsque n tend vers +oco, donc on déduit de I’encadrement
précédent que

2n 2
2
Z u = €n2~€nn+€n2 + o(1).

—+
k=n-+1

En sommant S,r, et Ty, les termes de rang impair se compensent pendant que les termes de
rang pair s’ajoutent et il reste

n

n2+ fnk
Son + Ton :2]; Wy = ]; — = {n2H,, + Sn.

Par conséquent, d’apres la formule d’Euler (rappelée par I'énoncé) et la question précédente,

n*2 _ 2y—n2

Ton = N 2Hn—(Son—Sn) = [Eannn+yenz+o(1)]—[enzzmwr +o(1) .

n—+

An2+o(1).

Comme la série ) v, est convergente, sa somme est aussi la limite de la suite extraite (Ton )nen et
par conséquent
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On considere la suite (un )nen définie par la donnée de wo > O et par la relation de récurrence suivante.

Un

YynelN =—.
n > Un+1 24w,

Démontrer que un = O(27™) lorsque n tend vers +oo.
Démontrer qu'il existe une constante y > 0 telle que

v

~
™ oo 21

On peut démontrer par récurrence que u,, est bien défini et strictement positif pour tout n € N.
Par conséquent,

Un
VvnelN, O<u <
) n+1 X 240
et donc (a nouveau par récurrence)
Uop
Vne N, 0< U, < 27.

On en déduit en particulier que la suite (un )Jnen converge vers 0.
Ce qui précede conduit a introduire la suite de terme général v, = 2™u,, pour démontrer que
cette suite (v, )Jnen converge vers une limite strictement positive.

D’apres la relation de récurrence,

Vnyl Vn
VnEJN, {n Vi, ——h’l(]-f—w)
D’apreés la question précédente, la suite (v )nen est bornée, donc

—Vn

nv —{nv ~
n+1 Moo 2MH]

et le second membre est le terme général d'une série absolument convergente (dominé par le terme
général de la série géométrique de raison 1/2). Par conséquent, la série télescopique ) (nvny1 —
{nvy) est (absolument) convergente et la suite de terme général {nv, converge vers un réel {.

Par continuité de la fonction exp, la suite (vn )nen converge vers le réel y = el > 0.

# On peut méme expliciter la valeur de y! Au contraire de ce qu’on vient de voir, c’est une démonstration
ad hoc, qui n’est pas susceptible de servir dans d’autres circonstances.

@ On arelevé plus haut la relation de récurrence suivante.

1

VneN, Vil =Vn -

T+ 5
Enposantp_; =Tet
n
Ui
vneN,  pa=JI(1+5), (1)
k=0
on a arrive (par récurrence) a I’expression suivante :
vVn e, vy = Yo _ o
Pn—1 Pn—1
et donc a o
V nec N, un - m. (2)

Il reste a déterminer la limite de la suite (pn )nen pour obtenir une expression explicite de la constante

Y.
a D’apres la définition (1) du produit p,, et 'expression (2) de u,,,

uw u
vVneN, pn:pn_1~(1+7n)zpn—1+zn%-
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En reconnaissant une série télescopique et une série géométrique,

+o00 T
. u
Jm pa—po =Y (o pai) = Y 5ty =
n=0 n=0
donc
lim pn=p_1+uo=14+up

n—-+oo

et finalement
Wo 1

Up  ~ C—
™ n—too 1 +uy 2n
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” On note ar, le nombre de chiffres de I'écriture décimale de n!. Donner un développement asymptotique i
trois termes de a.,.

Le développement décimal de I'entier x s’écrit avec (d + 1) chiffres si, et seulement si,

d
X =bo+10by +---+10%4 = > bic10*
k=0

avec 0 < bg,...,bg_1 < %et1 <byg <9
Autrement dit, le développement décimal de x s’écrit avec (d + 1) chiffres si, et seulement si,
104 < x < 10917 Cest-a-dire
din10<x<(d+1)in10

| Inx
N L%nlOJ '
Vn(n!) {n(n!)
an =

n10 J n—>:+oo n10

puisque | x| = xt O(1) par définition de la partie entiere.

ou encore

Par conséquent,

+0(1)

On étudie donc en fait {n(n!).
@ La comparaison classique entre somme et intégrale nous donne

VneN, J ntdt < Zﬂnkgj ntdt+nn.

En calculant I'intégrale, on en déduit que

n(n!) = nhn—n+0{nn) (%)
n—-+oo
et donc que
_An(nl) _ ninn n
=70 O = a0 "o O

lorsque n tend vers +oo.

# Nous allons préciser ce développement en reprenant I'estimation (x) d'une maniere classique : la méthode
qui suit est celle qui justifie I'existence de la constante d’Euler.
Pour préciser I'estimation

mn
Zuk =vn +o(vn),

k=1
on réécrit la différence des quantités connues comme une somme partielle :

(Z uk) —Vn = Z(uk — (Vk = Vvk—1)) — Vi
k=1 k=1

puis on étudie la série de terme général wy = uyx — (Vi —vi_1).
. Pour tout entiern > 2,

(Zenk) (ntnn— n—1+Z€nk (knk—k) + (k—1)tn(k—1) + 1]
k=2

R B 1
_1+kzz[1+(k 1)€n(1 k)}

On vérifie rapidement que

1

wk:1+(k—1)1zn(1—%)—ﬁ+zk avec zkkjooo(klz). (1)
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@ Version simple

sont équivantes :

On a démontré que wy ~ 1/2x lorsque k tend vers +o0. Or 1/2x est positif pour tout k
wy est positif pour k assez grand et comme la série harmonique est divergente, les sommes partielles

> 1, donc

n n 1
kgzw n—>+oogik

On sait bien que

n
g E n—>+oo

et on peut conclure :

n(n!) = ¢

nn
nnn—n+ —— +o(fnn)
n—-+oo
« Version savante

On connait I'histoire de la constante d’Euler et on sait que

k=1

= 1 1
Z - = Enn—|—y—|—(’)(—).
k n—+4o0o n
D’autre part, on a vu (f) que la série )_ zy était absolument convergente et que, en notant S la somme
de cette série,
+o0
1
=3 - ¥ a5 0( 3 )-00h)
n

k=n-+1
Par conséquent, il existe une constante C telle que

n

Zwk _ nn

> n—»+ooT+C+O( )

Finalement, il existe une constante K telle que

tn
f(n) = ntan—n+ T“ F K+ o(1/n)

# Pour retrouver I'équivalent de Stirling, il reste a démontrer que K = {n~/2m (ce qui se déduit des
intégrales de Wallis).
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Trouver la limite de la suite de terme général

n
1
Sn:;tank+n.

#o Les termes de la somme dépendent de l'indice n, par conséquent S, n’est pas la somme partielle d'une
série.

4 En réécrivant les termes de la somme, on fait apparaitre le motif ¥/, :

tan = tan(l . é)
k+n n (1+k/n)
qui doit faire penser aux sommes de Riemann :
1« .k !
) f(—) —>J £(t) dt.
n b n n—+oo  Jo

Mais la tangente complique la donne!
Pour 1 < k < n, le quotient kl—n est compris entre O et /. 1l est donc petit et par conséquent

1 1

VT (3)

tan —— =~
k4+n k+n

ce qui suggere que

n 1
1 dt
S~ ={n2.
];k—Fn no+oo L T+t

Malheureusement, la relation (3) n'a pas vraiment de sens (I'entier k est-il fixé? s’agit-il d’un équivalent
uniforme en k?) et aucun théoreme du cours ne permet de passer de cette relation de comparaison entre les
termes a la relation analogue entre les sommes.

. Premiére méthode
La fonction tan est de classe ¢’ sur le segment [0, /4] et
Vxel0,7], tan’(x)=1+tan’x
tan” (x) = 2 tanx(1 + tan? x)
donc
VOel0,7], 0<tan”(x)<2x1x(1+1%)=4.

D’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange, on a donc

2
YV x € [0, 4], ‘tanxfx| < 4% = 2x2.

Par conséquent,

=] = 1 2n
Sn—) ——|<2 < : 4
];k—i-n’ ];(k—kn)z (1+mn)? @)

vYne N

# Pour majorer une somme, on peut parfois se contenter de multiplier le plus grand terme par le nombre
total de termes...

L'encadrement (4) prouve que

LI
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On a reconnu plus haut une somme de Riemann et on a déja calculé sa limite, donc :

Iim S, ={n2.
n—-+oo

@ Variante de la premiére méthode

# On a travaillé sur le segment [0, /4] de maniére assez arbitraire. Or les arquments de la fonction tan sont
tous compris entre 1/on et 1/n. 1l serait donc plus judicieux d’étudier tan au voisinage de O et plus précisément
I'écart entre le graphe de tan et sa tangente a ['origine...

On considere la fonction f = [x — tanx — x].
Pour tout entier n € N*, la fonction f est de classe ¢! sur le segment [0, /] et

1
Vxel0,n], 0<f'(x)=tan?x < tan? —

D’apres I'inégalité des accroissements finis, la fonction f est donc lipschitzienne sur [0, /1] avec en
particulier

Vxe0,Vnl, [f(x)| = [f(x) = (0)| < tan?

On a donc (inégalité triangulaire)

-3 ] < 2 M)l < S

et donc (somme de n termes, tous égaux)

Vn e N,

n
1 1
N* -y ——|<tan’ .
vne N S, k_1k+n’ tan o 5)
Comme plus haut, on en déduit que
LI
Wi Sn = g =0

et on peut conclure de la méme maniere.

#o ]l est important de noter qu’on a utilisé ici un théoreme moins précis que dans la premiére version (inéga-
lité des accroissements finis, c’est-a-dire approximation au premier ordre, vs inégalité de Tnylor-Lagrange au
second ordre), mais on s’en est servi de fagon plus judicieuse (en considérant un intervalle plus petit).

Cela explique pourquoi on a obtenu une meilleure approximation (le majorant de (5) est un infiniment
petit du second ordre alors que le majorant de (4) était un infiniment petit du premier ordre).

@ Deuxiéme méthode
Pour n € IN¥, on consideére la fonction f définie par

1
Vt€R+, f(t):tanm.

Il est clair que cette fonction est continue et décroissante. Une comparaison classique entre somme et
intégrale nous donne l'encadrement suivant.

n 1 n 1
* — < <
VneN* f(n) f(O)—i—J'O tannthdt\Sn\J'O tannthdt (6)

D’une part,

f(n) —f(0) = tani —taml — 0.
2n n n—o+oo

D’autre part, le changement de variable t = nu nous donne

n 1 1
Jo tann+t dt :Jo gn(u)du avec gn(u)=ntan YT
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Chaque fonction g, est intégrable sur [0, 1] (fonction continue sur un segment) et

1 1
n—:roon.nﬂ +u) 1+u’

gn(u)

La suite de fonctions (gn)n>1 converge donc simplement sur [0, 1] vers une fonction continue sur
[0, 1] (et donc intégrable sur ce segment).
Par croissance de la fonction tan sur [0, /] C [0, 1],

Yuelo,1], 0 gntan¥ <n’canl
n(1+u) n

et d’apres 1'inégalité des accroissements finis, la fonction tan est 2-lipschitzienne sur [0, 7/4], donc

si bien que la convergence est dominée :
Yn>2 Vuel0,1], 0<gn(u) <2

(Le majorant est indépendant du parametre n et, en tant que fonction de u, il est intégrable sur le
segment [0, 1].)
On déduit alors du théoreme de convergence dominée que

1 1
lim J gn(u) du:J &:an
n—+oo |, 0 1+u

et finalement, on déduit de (6) que
Iim S, =1I{n2

n—-+oo

par encadrement.
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Pour tout entier n € IN*, on pose
n (_1)k71
TI(+ 5,
k=1 vk

Quelle est la nature de la série Yy, ?

11 est clair que tous les facteurs sont strictement positifs :

= (1 )0 )0 35) - (1 )

doncu, > 0Oet

On sait que

n(1+h) = h— 5+ O(h3).

_1)k—1 _1\k—1
) 5 S ()

Ainsi, Inu, estla somme des trois sommes partielles :
— la somme partielle d"une série convergente

Donc
{n (1 +

I\T
L

~
Il

(Critere spécial des séries alternées);
— la somme partielle d"une série divergente

LA, en
DI

(comparaison bien connue des sommes partielles de la série harmonique avec une intégrale);
— la somme partielle d"une série absolument convergente (terme général dominée par le terme
général d'une série de Riemann d’exposant 3/2 > 1).
Par conséquent,

= [Sy+o(1)] + [Er‘T“ +oltnn)] + [S2 + o(1)]
fnn
noteo 2

Par composition de limites, on en déduit que

Iim u, =+o0
n—-+oo

et donc que la série ) u,, est (trés) grossiérement divergente.

# On a calculé un équivalent de n, qui ne permet pas de trouver facilement un équivalent de u,. En
effet, on a obtenu

Un

exp EnTn -exp(o(tnn)) = vn - exp(o(tnn))

et le dernier facteur est une forme indéterminée :
— si o({nn) tend vers +oo, ce facteur tend vers +o0;
— si o(fnn) est borné, ce facteur est borné;
— si o(dnn) tend vers —oo, ce facteur tend vers 0.

n—+oo
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Avec un peu de culture, on connait la constante d’Euler

v &~ 0,577

qui est définie par

=1

Y - = mn+vy+o(l)

k n—+oo

k=1

On en déduit alors que
nn
hu, = —F(S1+v+S2)+o0(1),

n—-+oo 2

ce qui nous donne

U ~ eY+51+52 . \/ﬁ
n—-+oo

On dispose ainsi d’un équivalent de u,, — faussement précis, car on n’a aucune idée des valeurs de Sy et de
S.
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Pour tout entier n € N, on note v, le reste de la division euclidienne de n. par 5.

La série y_ ooy ost convergente.
Pour tout entier n € N*, on pose

n
Zkk+1

k=1

Exprimer Ssy, en fonction des nombres harmoniques

-y

k=1

Fi%d

En déduire la valeur de

“+o0
L
Par définition de la division euclidienne,
VyneN, 0<r,<b5.
Donc
()
nMm+1) no+oo  \n2
et, par comparaison avec une série de Riemann, la série est (absolument) convergente.
Pour tout entier k € N et tout entier 0 < r < 4,

T =7 & JLeN, k=5{+r

On peut donc décomposer S5, en somme de cinq termes.

5n

35“’]; k(k+1)

n—1 n—1 n—1
1
-y ' iy ' .
- (Be)BL+2) % 5e+z (5(+3) +3% 5€+3 15E+4)
n—1 1 1
4y _
* ;) GlrH5i5) 0 Zsese+1)

La décomposition en éléments simples

_r _1__1
XX+1) X X+1

permet de simplifier ’expression.

n—1 n—1
1 1 1 1
ST‘L: S — 2 -
5 ;)SEJH 5042 " é5e+2 5013
n—1 _
1 1 1 1
+3) s srra Tt st aees

L 1 1 1 4
:Z + + -
£ 50+ 1 t50r2 5043 5044 5045

n

B 1 1 1 1 1

1
!
_g 50+1 "5012 5013 5044 5045 (11

5n
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Il faut alors comparer la somme

5n 1
H5n - Hn = Z E
k=n+1

a l'intégrale
5n
dt

n

La méthode usuelle (FAITES UNE FIGURE!) nous donne :
1 1
vyn>1, 54+ — <Ssp <In5+ —
n n

et on déduit du théoreme d’encadrement que

lim S 5n — In>5.
n—-+oo
@ Comme la série converge, la suite (S, )nen+ de ses sommes partielles est convergente. Toute
suite extraite d’une suite convergente est elle-méme convergente et tend vers la méme limite. Par
conséquent,
lim S, = lim Ss, ={nb5.
n—-+oo

n—-+4oo

Autrement dit,

+
8

Tn
————— ={nb5.
nn-+1) n

—_

n

# En présentant les calculs de maniére un peu plus abstraite (c’est-a-dire en faisant intervenir une somime
double), on devrait pouvoir généraliser le résultat au cas de la division euclidienne par un entier naturel p > 2
quelconque.
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On considere deux suites positives (Un )nenN et (en)nen telles que

VOo<k<m, un<k+“—£k.

Démontrer que

Soient0 <1 < lete =12 > 0.
Comme la suite (&, )nen tend vers 0 et que € > 0, il existe un rang Ko tel que

vV k > Ko, 0< e e
Pour tout entier n > 1 et tout Ko < k < n, onadonc

*)

Le terme médian étant indépendant de k et 'entier k prenant un nombre fini de valeurs, on peut
passer au minimum dans (x) :

Vyn =1,

0< Ut < min (12, VR
T U/M T Keskgn\ /1 k /

@ Une étude rapide montre que la fonction f définie par

Vx>0, f(x):%—i— ‘/ja
atteint son minimum en
X =Xo = VNne =ynn.
Cela nous suggere de poser
k=|vnn|.

Comme 0 <n < Tet] <y/n < n,ilestclair que [y/nn| < netcomme [/nn| tend vers +oo lorsque
n tend vers +oo, il existe un entier Ny € N tel que

Yn=Ni,  [Van] =K.
On peut donc déduire de (x) que

Un

Vn

puisque, comme on sait, ynn < [ynn| < y/nn+ 1.1l reste donc

vnin+1  ne
N

vn > max{Ko, N1}, 0<

< f(|vnn)) <

u 1
vn > max{Ko, N1}, Og\/—%gﬁ—km.

Comme '/, tend vers 0 lorsque n tend vers +o0, il existe un rang N, € N tel que

1
vVn > Ny, ﬁ S|

et par conséquent,

u

Vn}maX{KmNth}» 0< — < 3.

vn

Autrement dit : 1a suite de terme général u,, /y/n tend vers 0, c’est-a-dire
Un = o(\/ﬁ)
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Pour tout n € IN*, on considere I'équation
x"4+x—1=0 (En)

Démontrer que I'équation (E) admet une, et une seule, solution dans R.,. Cette solution sera notée
xn, dans la suite.

Démontrer que la suite (xn )n>1 est croissante et majorée. Que peut-on en déduire ?

Ecrire un code python qui calcule par dichotomie une valeur approchée @ 10~* pres de x,, en
fonction den € N*,

3.b. | Représenter graphiquement les 100 premieres valeurs de x, et conjecturer la limite de la suite.

El Démontrer cette conjecture.
Pour tout entier n € IN*, on considere la fonction
fao=Kx—x"+x—1].
1l est clair que f,, est de classe ¢! (polynomiale!) et strictement croissante sur 'intervalle R :
vyn>1, Vx>0, fl(x) =nx™"""+1>0.
Comme f;, (0) = —1 et que f,, tend vers +oo au voisinage de +oo, elle réalise une bijection de [0, +oo[

sur [—1,4o0[. En particulier, '’équation f,, (x) = 0 admet une, et une seule, solution sur R.

# Quand il s’agit de prouver qu’une équation admet une, et une seule, solution dans un intervalle donné, il
faut systématiquement penser a appliquer une version du Théoreme de la bijection monotone.

On dit que la suite (xy,) est définie implicitement : on ne connait pas la valeur de x, (on sait la calculer
pour n = 1 et pour n = 2), mais on a caractérisé le réel x,, comme I'unique solution d’une équation sur un
intervalle donné.

Par conséquent, on va déduire les propriétés de la suite (x,) de I'étude de I"équation (E,,), c’est-a-dire des
fonctions f.

Comme f,,(1) = 1, on peut préciser la réponse précédente : la fonction f,, réalise une bijec-
tion du segment [0, 1] sur le segment [f(0), f(1)] = [—1, 1] et par conséquent 'unique solution x,, de
I’équation (E,,) appartient en fait au segment [0, 1]. La suite (x,,)n>1 est donc bornée.

# En fait, xn, appartient a l'intervalle ouvert 10, 1[ puisque f, (0) # 0 et que £ (1) # 0.
@ Par hypothese,
vyn>1, frr1(xne1) =0 ="Fn(xn).

On sait que 0 < xn,Xn41 < 1 etque
Yuelo ], 0<u™! <u™,

Par conséquent,

fn(Xny1) = XT1:+1 +Xpny1 — 1> Xﬁﬂ +xXnp1 — 1 =Ffrp1(Xng1) =0 = frlxn).

Comme f,, est strictement croissante sur [0, 1] et que 0 < Xn,Xn4+1 < 1, on en déduit que
vVn>1, Xnil > Xn.

Autrement dit, la suite (xn )n>1 est (strictement) croissante.

a En tant que suite croissante et majorée, la suite (xn )n>1 converge — et de plus sa limite ¢ appar-
tient au segment [xq, 1] = [1/2,1].
Le code de l'algorithme dichotomique doit étre connu !

def resolution(fn, a, b, eps):
fa, delta = fn(a), (b-a)
while delta>eps:
m = (a+b)/2
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fm = fn(m)
if fa*fm>0:
a, fa =m, fm

else:
b =m
delta /= 2

return (a+b)/2

Compte-tenu de 1’analyse qui précede, on pourra choisir a = 0 et b = 1 pour tout entier n € N*. De
ce fait, la longueur de l'intervalle résiduel sera inférieure a 10~* au terme de la 14-iéme itération et

on aurait pu remplacer la traditionnelle boucle while par une boucle for.

La fonction qui détermine 'équation dépend de n, elle doit donc étre définie a l'intérieur de

la boucle for. Le reste de la résolution ne devrait poser aucune difficulté.

def f(n, x):
return xxxn+x-1

a, b, eps, N=20, 1, 1le-4, 100
liste_x = []
for n in range(1l, N+1):
fn = lambda x: f(n, x)
liste_x .append(resolution(fn, a, b, eps))

import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot(liste_x, "+7)
plt.ylim (0.5, 1)

On obtient alors la figure suivante, qui suggere que la suite (X )n>1 converge vers 1.

1.0
0.9
+
+++
0.8 A +
+
+
+
0.7 1
+
+
0.6 1
0.5 + T T T T T
0 20 40 60 80 100

On sait que la suite (xn)n>1 converge vers { € [0, 1] et qu’elle est croissante.

Procédons par I'absurde.
Sif<1,alors 0 < x,, < ¢, donc

Vne N, o< x g™

n
n

et, par encadrement (0 < £ < 1!), x; tend vers 0 lorsque n tend vers +co.




rms135-1444 3

# Sil =1, alors le terme X}, est une forme indéterminée en 1°°. L'hypotheése { < 1 permet de calculer en
éliminant cette indétermination.

On en déduit alors que

O0=frn(xn)=xg+xn—1——0+L—-1<0,
n—-+oo

ce qui est absurde : la suite identiquement nulle ne peut tendre vers une limite strictement négative!
On a ainsi démontré que { = 1.

# Ce qui précéde permet d'écrire xn = 1 — €, 0ll €y est un réel strictement positif qui tend vers 0. On
déduit de I'équation (E,,) que

en =1—xn =X} =exp[nin(l —e,)] = exp(—nen(l + o(1)])

et donc que ney, tend vers +-oo lorsque n tend vers +oo. Ainsi, l'infiniment petit ey, est infiniment grand par
rapport a V/n.
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Soit n, un entier supérieur a 3. On considere I'équation

eX =nx (En)

d'inconnue x € R.

Démontrer que, pour tout n > 3, I'équation (E,,) admet exactement deux solutions o, et 3, telles
que 0 < ot < Pr.

Etudier la monotonie de la suite (&n )nen.

Déterminer la limite de la suite (ot )nen, puis un équivalent simple.

Donner un développement asymptotique a deux termes de ot.

Pour tout entier n > 3, la fonction f,, = [x — e* — nx] est clairement de classe %' sur R et
Vx€eR, f(x)=e*—mn.

Par conséquent, la fonction f;, est strictement décroissante sur l'intervalle ]| —co, {nn] et strictement
croissante sur l'intervalle [{nn, +ool.

11 est clair que f,, tend vers +oco au voisinage de —oo et au voisinage de +o00; que f,(0) =1 >0
et que le minimum de f,, est strictement négatif :

vn >3, mi]rlen(x) =f.(Inn)=n—nnn=n(1—4Inn) <O0.
xX€e
En appliquant le théoréme de la bijection monotone, on en déduit que I'équation (E,,) n’a pas de
solution sur ]—o0, 0] (la fonction f;, est strictement positive); qu’elle admet exactement une solution
sur ]0, {nn[ et exactement une solution sur J¢nn, +ool.
L’équation (E,,) admet donc exactement deux solutions réelles ,, et 3, qui vérifient :

Vn >3, 0<oan <fnn< Pn.

# On aurait pu étudier les variations de la fonction ¢ = [x — xe ] en transformant I'équation (E,,) en
@(x) = V/n mais cela n’aurait pas été plus simple.

# Comme d’habitude, quand une suite est définie implicitement, il faut comparer les fonctions qui définissent
Oy ef Xny1 pour comparer les réels &y et otny1.

Pour tout entier n > 3, par construction,
frrr(an) =fnlon) —an = —on <0

puisque «,, > 0. Donc
vn 23, frrilangt) =0 > frupr(on).

Mais on a démontré plus haut que f, 41 était strictement décroissante sur l'intervalle [0, {n(n + 1)]
qui contient l'intervalle [0, {nn]. Par conséquent, f,, 1 est strictement décroissante sur un intervalle
qui contient a la fois oy, et oty 1.
On a ainsi démontré que 0 < a1 < &y < fnn pour tout n > 3 : la suite (xn )n>3 est donc

(strictement) décroissante.
On a démontré que la suite (o, ) était (strictement) décroissante et minorée (par 0), donc elle est
convergente et sa limite £ est positive.

@ Sila suite (o, ) converge vers un réel £ > 0, alors e*" tend vers e’ alors que no,, tend vers +oo.
Par conséquent,

0="Fn(an) =e* —noy —— —o0,
n—-+oo

ce qui est absurde. La suite («,, ) converge donc vers 0.

@ En déduit que e*~ tend vers 1 et, puisque f,(x,) = 0 pour tout n € N, que na,, = e*~ tend

vers 1. Autrement dit,
1

~  —

n .
n—+oo T
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D’apres la question précédente, il existe une suite (¢r,) de limite nulle telle que

1 €
Vn >3, Ay = — + —=.
n n

Comme f,, () =0, onadonc e* =na, = 1+ &, et par conséquent
P q

€n

1+£n:exp(%+?):1+

L e ) =14 Y+ oY)
n

Par unicité du développement asymptotique, on en déduit que e, ~ '/ et par conséquent

1 1
K = *+*2+O(1/n2)-
T

2y Quant a la suite (), il est clair qu’elle tend vers +oco (puisque Inmn < ).



rms135-1446

Pour tout entier n € N, on pose
I, = 2nm, 2n7m + 74).

Démontrer que I'équation sinx = e™* admet une, et une seule, solution dans le segment 1,,. Cette
solution sera notée x.
Démontrer que la suite (Xn )nen tend vers +oo.

Déterminer un développement asymptotique a deux termes de xr.

La fonction f = [x — sinx — e~ *] est clairement de classe €' sur R et

VneN, Vxe€ I, f'(x) = cosx+e ™ > 0.
N~
>0

La fonction f est strictement croissante sur l'intervalle I,, et réalise donc une bijection du segment I,,
sur le segment
[f(znﬂ)) f(ZnT[ + 7[/2)] = [_efzn”) 1— e*Znthrr/Z}.

Comme 0 < e ™ pour tout u > 0 et que e < 1 pour tout u > 0, on en déduit que 0 € f,(I,)
pour tout n € N. Par conséquent, I'équation f(x) = 0 admet une, et une seule, solution sur chaque
segment I,.

Par construction,

donc x,, ~ 2nm et en particulier la suite (X, )Jnen tend vers +oo.

¥YneN, 2nm < xp < 2N+ 75

Comme (xn )nen tend vers +oco, e *» tend vers 0 et donc (par construction des x,, et par pério-
dicité de sin)

VnelN, e * =sinx, =sin(x, —2nmn).
On a démontré que 0 < xn, — 2n7 < 7Y, c'est-a-dire x,, — 2nm € Ip. Or on sait que sin réalise une
bijection de Iy sur [0, 1] et que la réciproque de cette bijection est continue sur [0, 1]. Par conséquent,

Xn — 2n7 = Arcsin [sin(xn — Zm'c)] = 0.

On en déduit que x,, = 2n7 + o(1) et donc que

Xn — 2Nt ~ sin(x, —2nm) =sinx, = e "
n—-+oo n—+oo n—+oo

Ainsi,
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” Soit (un)new, une suite de réels positifs qui converge vers 0. Démontrer que cette suite posséde une
sous-suite décroissante.

Comme la suite (un )nen est positive et tend vers 0, on sait que
Ve>0,INeN,Vn >N, 0<uy <e. (%)

a §’i] existe une infinité d'indices n € N tels que u,, = 0, alors il existe une suite extraite (Vi )xen =
(U (x))xen telle que vii = 0 pour tout k € N et cette suite extraite est décroissante (au sens large).
@ Sinon, il n’existe qu'un nombre fini d'indices n € N tels que u, = 0 et par conséquent, il existe
un rang Ny tel que
vVn > No, u, > 0.

On choisit alors vo = un,.
Supposons connus des indices No < nj < --- <N, tels que

UNy > Upn—1 >+ >Up, >0.
On pose alors ¢ = u,, > 0 et on déduit de (x) qu'il existe un rang ny, 1 > n,, tel que
Vn}np+1, Ogungunp+1-

On a ainsi justifié I'existence d’une suite extraite (vk )xen = (Un, Jken qui est décroissante.
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Pour tout entier n € N, on pose
gn(t) =fnt— Arctant — nr.

Démontrer que, pour tout entier n € N, il existe un, et un seul, x, € R, tel que gn(xn) = 0.
Démontrer que e™™ < xn, pour tout n € N. En déduire la nature de la série ) 1/x...
Considérons la fonction g : R% — R définie par

Vt>0, g(t) =Int— Arctant.

1l est clair que g est de classe %" sur I'intervalle ]0, +oo[, qu’elle tend vers —co au voisinage de 0 et
vers 400 au voisinage de +oo.

# La fonction Arctan est bornée sur IR, c’est donc la fonction {n qui impose les limites de g.

De plus,

11 2ot
R0 = e T e

# Le discriminant du numérateur est strictement négatif (égal a —3), donc le numérateur est de signe
constant et il est strictement positif pour t = 1.

Par conséquent, la fonction g est strictement croissante sur 'intervalle ]0, +oo[ et on déduit du
Théoreme de la bijection monotone que g réalise une bijection (strictement croissante) de 'intervalle
10, +o0[ sur l'intervalle

Jlim g(t), lim g(t)[ =]—o0,+oo[.
t—0 t—+o0

Par conséquent, pour tout entier n € N, il existe un, et un seul, réel x,, € R’ tel que g(x,,) = nm.

# En définissant les fonctions gr, I'énoncé offre une fausse piste : il n'y a ici qu’une seule fonction a étudier !

Il est clair que

vyn>1, g(e™™) = nmt — Arctan(nm) < nm = g(xn).

Comme la fonction g est croissante, on en déduit que e™™ < x,.
@ Comme e™” > 0, on en déduit que

1 1
vyn>l 0<—<—=(e ™"
Xn enm
Comme —7t < 0, onadonc0 < e™™ < 1, ce qui prouve que la série géométrique ) (e~ 7)™ est
convergente et, par comparaison de série de termes généraux positifs, la série ) 1/« est (absolument)
convergente.
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Soit (un)newn, une suite réelle ou complexe. On suppose que la série ) i, est convergente. Démontrer
que la série
Yo
n

est convergente.

Comme la série ) u, est convergente, la suite (U, )ncn de ses sommes partielles
n
VneN, Up=) w
k=0

est convergente et en particulier elle est bornée : il existe un réel M > 0 tel que
VneN, Un] <M.

@ Pour tout entier N > 1,
Dl e Un—Uny Uy U Uy & 1 1
Yo er el L e ) e

Le dernier terme, —Uo, est constant. Le premier terme, Un/y, tend vers 0 puisque la suite (U )nen
des sommes partielles est bornée. Enfin, pour tout N > 1,

1 1 = . /1 1
Z1‘u“(n_w)‘<ZM(H—W)=M(1—%)<M.

n= \*,_/ n=
>0

On vient ici de majorer les sommes partielles d"une série de terme général positif. Autrement dit, on
a prouvé que la série
1 1
-
Z "\n n+1l
était (absolument) convergente. Par conséquent, les sommes partielles
N
y &
n=1 n

tendent vers une limite finie lorsque N tend vers +oco, on a démontré que la série )}/, était conver-
gente.
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On considere la suite u définie par la donnée de uy € R et la relation de récurrence

e Un

\V/TIGN, Un 41 :m.

Quelle est la nature de la série ) _uy, ?
Quelle est la nature de la série Y_(—1)™uy, ?

Il est clair que u,, > 0 pour tout n > 1 (on ne connait pas le signe de up). On en déduit que

Yn2>1, O uns1 < ——

ce qui prouve que la suite (un)nen converge vers 0. Par conséquent, un41 ~ 1/n et comme la série
harmonique }_ '/» est une série divergente de terme général positif, la série >_ u,, est divergente.

En reprenant la relation de récurrence, lorsque n tend vers +oo,

et 1—unr—1—o(un) (1 n 1)*‘

nel =07 T n
1 1 1
= —(1-= 1 —— 1
(Lt (- o)
1 1
=5 0()
Par conséquent,
n (=n"
=D"un = +O0(Vn2).
n—-+4oo n
@ La série harmonique alternée ) (—1)"/; est convergente (Critére spécial des séries alternées).

Comme la série de Riemann ) 1/,2 est absolument convergente, toute série dont le terme général est
O(1/n2) est elle-méme (absolument) convergente.
Ainsi, la série >_(—1)™u, est convergente (comme somme de deux séries convergentes).
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Soit (Wn)nen, une suite réelle a valeurs non nulles. On suppose qu'il existe un réel o tel que

u fod 1
SR O(—z).
U, mn—o+oo n n
Démontrer que les u,, sont de signe constant a partir d'un certain rang.
On suppose que tous les uy, sont strictement positifs et on considere

(M4 1) *Un

wn = {n
n*u,

Démontrer que la série ) wn, est absolument convergente. En déduire que la suite (N*Uyn )nen+ est
convergente.

En déduire, sans utiliser I'équivalent de Stirling, la nature de la suite de terme général

TLTL

T nlen’

Un

Par hypothese, le quotient =+ tend vers une limite strictement positive (égale a 1 en fait).
Dong, a partir d’un certain rang, ce quotient est strictement positif et les deux réels u,, et 1,41 sont
donc de méme signe.

#o ]l n’est pas nécessaire de recourir aux € pour justifier le résultat si on pense a bien mettre I'accent sur la
stricte positivité de la limite.
Pour ceux qui y tiennent quand méme, les voici. La limite du quotient est égale a 1, donc, pour tout € > 0,
il existe un rang n, € IN tel que

Un 41

Vynz>n,, T—¢e< <1+e.

Un

En particulier pour ¢ =1/, il existe un rang ny ,, € N tel que

Un41
vVn2>mng,,, o >

n

> 0.

N =

D’apres la premiére question, comme les réels u,, sont tous de méme signe pour n > n; ,
— oubienu, >0 pour toutn = n, ,,
— oubien u, < 0 pour toutn > n; ;.
Puisqu’on s’intéresse uniquement au comportement asymptotique de la suite (1, )Jnen, on peut sup-
poser que tous les u, sont strictement positifs, quitte a remplacer (un)nen par la suite extraite
(Un)nzn,,, ou par la suite extraite (—un)n>n, ,, : cela sera sans conséquence sur les valeurs de wy,.
@ Onsait que n(1+u) =u+ O(u?) lorsque u tend vers 0. Avec

o 1
¢z 3 rold)
n—o+oo N mn

on a bien

im u=0 et O(u?) :mo(l).

n—-+oo n—+

On en déduit que, lorsque n tend vers oo,

Wn = Zn(1 + %)“ 4 n It

Un

= [y o)) vl ()]
~o(3z)

Par comparaison avec une série de Riemann, on en déduit que la série ) w,, est absolument conver-
gente.
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@ On peut aussi réécrire wy, de la fagon suivante :
wn =In[(n+1)%uni1] — n[n®uy],

ce qui exprime ) w;, comme une série télescopique.
Comme la série ) w,, est convergente, on en déduit que la suite de terme général n(n*u, ) est
convergente et, par continuité de la fonction exp, la suite de terme général n®u,, est convergente.
Plus précisément, si In(n*u,) tend vers { € R, alors n*u,, tend vers K = el >0et par consé-
quent

K
U, ~ —.
n—-+oo N%

Tous les u,, sont strictement positifs et, pour toutn > 1,

Unpr  (n4 1) nlen
Un nn (m+ 1)len+!
T\ nle™
— (11} . .+
( +n) (n+1) (n+1)e-nlen
1 T\
=2 (1+7)

Lorsque n tend vers +o0,

et donc

ol o 1—l+0(]).

U n—+oo n n2

On peut donc appliquer le résultat précédent avec o« = /3, ce qui prouve qu’il existe une constante
K > 0 telle que
K

Up ~ —=.
™ oo \/ﬁ
En particulier, la série ) u, est divergente (par comparaison avec une série de Riemann).

#o La regle de D’Alembert ne permet pas de déterminer la nature de la série ) ., puisque le quotient
Un1/Un tend vers 1.

# D’apres I'équivalent de Stirling,

nl ~ V2m"e "n

n—-+oo

donc

n nHA:Loo A /27-[71'
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On considere une suite (Un )nen définie par la donnée de wy € R et la relation de récurrence suivante.
VneN, u,.1=cosuy,

Démontrer que la suite (Wn )nen converge.

Comme ug € R, alors
Uy =cosug € [—1,1] C [, ],
donc
up =cosuy € [0,1] C [0,7/5]

et, par récurrence,
Yyn>2, u,ecl0]1].

¢ La fonction cos est clairement de classe €' sur [0, 1] et
Vx € [0,1], cos’(x)=—sinx € [~sinT,0].

En posant 0 < k = sinl < 1, on déduit de I'inégalité des accroissements finis que cos est k-
lipschitzienne sur [0, 1].
@ Pour toutn > 2, les termes u,, et u,41 appartiennent au segment [0, 1] et

[Uni2 —Unp1l = lcosun 1 —cosun| < kfung —unl.
On en déduit par récurrence que
VN2, fungr — unl < KV us — gl

Comme 0 < k < 1, on en déduit que la série télescopique ) (uny1 — Uy ) est absolument conver-
gente (comparaison a une série géométrique convergente). Cette série est donc convergente et par
conséquent la suite (un )nen est convergente.

#o Cette suite converge vers I'unique point fixe de la fonction cos, mais cela n’est pas demandé par I"énoncé.
1l faut se tenir prét a appliquer le Théoréme de la bijection monotone a la fonction [x — X — cos x].
L’étude des variations de la suite n’est pas demandée non plus. Comme cos est décroissante sur [0, 1], les
deux suites extraites (Uzn) et (Uan1) Sont monotones et varient en sens inverse. (Faire une figure pour en
savoir plus!)
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Déterminer la nature des séries dont les termes généraux suivent.

un = Arccos /1 — -1 avec o > 0

%ﬂieation :cos? up +sin‘uy, =1)

—1
Vi = Cos(nznfn L)
n

Comme « > 0, il est clair que
1
lim 1—-— =1,
n—+oo n«
donc u,, tend vers 0 (par composition de limites) par valeurs positives (puisque la fonction Arccos

prend des valeurs comprises entre O et 7r). Par conséquent,

U, ~ sinu, ~ \/Sinzu .
n—-+oo
Par définition de la fonction Arccos,

2
cos® u, = {cosArccos 1— &} =1—-—.

On a donc

sinu, =1—cos®up = —
n(X

et finalement :

Un ~ —>5.
™ ntoo n/2
D’apres le Théoreme de comparaison par équivalence (cas des séries de terme général positif), la

série > u, est convergente si, et seulement si, x > 2.

# La fonction Arccos est continue en x = 1, mais elle n’est pas dérivable en x = 1. Par conséquent, elle
admet un développement limité a I'ordre O, mais pas a l'ordre 1, en x = 1.
Pour trouver un ordre de grandeur sans recourir a I'astuce suggérée par I'énoncé, il faut passer par le
Théoréme fondamental :

1
—dt
Arccos 1 — Arccosx = J -
V1=t

et par conséquent

1
dt
Arccosx ~ J — =V2V1—x.
x=1 ) V21 —1
Ici,
/ 1 1
l—x=1—/1—— ~ —

n% n—+oo 2n%

et donc

1

uw ~ — .
™ notoo /2

Lorsque n tend vers +oo,

n n n  2n? 3n3
Par conséquent,
2 n-1._ M T 1
n<min T nm 2 3 +O(n2)
et donc "
B N i 1 (=Dt 1
v =, (CWsin[ 54 0( )| = 5+ 0(5)
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P -+ N 4 ft 4 Ao
La série ) (%711” est convergente (Critere spécial des séries alternées). Toute série dont le terme
général est dominé par '/,2 est absolument convergente (Théoréme de comparaison a une série de
Riemann). Par somme, la série )_ v, est convergente.

#o La série ) vy est semi-convergente car

s
‘Vn‘ ~ 5.
n—+oo 3N

et la série (harmonique) ) _V/n est une série divergente de terme général positif.



