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Pour tout entier n > 1, on pose
efx\/'ril

ny/n

VxeR, fn(x)=

et pour tout x tel que la série ) f,,(x) converge, on note

Partie A. Variations de f

1. Démontrer que la série > f,,(x) converge si, et seulement si, x € R,. La somme f est donc définie
sur R,.

2.  Démontrer que f est positive et décroissante sur R .

¥ Pour la décroissance de f, on comparera f(x) a f(y) en supposant que 0 < x < y.

3. Expliciter une suite (un )nen telle que la série ) u,, converge et que
Yn>1,Vx20, |[fa(x)]<un.

4.a. Calculer f/ (x).
4.b. Soit a > 0. Expliciter une suite (v )new telle que la série } v, converge et que

Yyn>1,Vx>aq, |f{1(x)‘ < vn.

4.c. Justifier I'existence de
W = sup |}, (x)|
x>0
pour tout n > 1. La série ) wi, est-elle convergente ?
5. Pour 5/2 uniquement. Exploiter les résultats des questions précédentes.

Partie B. Etude de f au voisinage de +co

6. Que sait-on déja du comportement de f au voisinage de +c0?

7. Démontrer que f(x) = O(e™*) au voisinage de +o0. Que peut-on en déduire?
8. Pour tout x > 0, on pose

oo gx(vA-T)

nyn

<
Rad
I

M

8.a. Expliciter unréel A > 0 tel que P(x) = O(e**) lorsque x tend vers +oo.

8.b. Exprimer f(x)e* au moyen de {(x) et en déduire un équivalent simple de f(x) au voisinage de
+00.

8.c. Pour 5/2 uniquement. La fonction f est-elle intégrable au voisinage de +00?

Partie C. Allure du graphe de f
9. Onrappelle qu'une fonction ¢ est convexe sur un intervalle I lorsque

e((1=Ax+Ay) < (1=ANe(x) +Ap(y)

quels que soient x,y € I et A € [0, 1]. On rappelle aussi que la fonction exp est convexe sur R.
9.a. Démontrer que f est convexe sur R,..
9.b. En déduire que I'expression
f(x) —(0)
X

admet une limite lorsque x tend vers 0.
9.c. Démontrer que cette limite est infinie.
10. Tracer I’allure du graphe de f.
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Solution % Etude d’une série de fonctions

Partie A. Variations de f
1. Six>0,alors0 < e V™ < 1 pour toutn > 1, donc

lorsque n tend vers +oco. Comme la série de Riemann ) 1/,3/2 est (absolument) convergente, on en
déduit que la série )} f,(x) est (absolument) convergente.
@ Six < 0,alorse ™™ >1et
(e)Vn

fn(X) = n3/2 oo 400

par croissances comparées des puissances de n et des suites géométriques. Dans ce cas, la série ), (x)
est grossierement divergente.

@ Finalement, la série ) f, (x) converge si, et seulement si, x > 0.
2. Pour tout x > 0, la série ), (x) est une série de terme général positif, donc sa somme f(x) est un
réel positif.

. Pour tout « > 1, la fonction [x — e~ **] est décroissante, donc

VO<x<y, Vk>1, fily) < frlx).

En sommant sur k, on en déduit que

n

n
VO<x<y, Yn>1, fiy) <D filx)
k=1 k=1

et en passant a la limite (puisque x et y sont positifs) :

400 +o00
VO<x<y, fly)=) fily) <) filx) =fx)
k=1 k=1

ce qui prouve que f est décroissante sur R .

3. Ilestclair que

1
Vn}],Vx}O, |fn(x)|<m

et comme la série de Riemann ) 1/,3/2 est convergente, on peut choisir

1
Uy = 7

1
REMARQUE.— —75 = sup [fn(x)]
n xeR 4
4. a.

Vn>1, Vx>0, f/(x)=

4.b. DPourtoutn > lettoutx > q,

f! <
) = o <
Choisissons donc
(e—a)\/ﬁ /
Vyn>1, v,= = sup |[f;(x)]
n x€la,+oo[

Par croissances comparées de {nn et de y/n,

Tl.(x\)n — e—\/ﬁa+(oc—1 Jénn 0
n—-+oo

donc
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ce qui prouve que la série > vy, est absolument convergente (par comparaison aux séries de Riemann).

REMARQUE.— On ne peut pas invoquer la regle de D’ Alembert ici car le quotient v»+1/,  tend vers 1.
4.c. D’apres l’axiome de la borne supérieure, toute fonction bornée par M admet une borne supé-
rieure et cette borne supérieure est inférieure a M.

a [l est clair que

Yn>1,¥x>0, [fi(x)] <=,

ce qui prouve d'une part que la borne supérieure wy, existe et d’autre part qu’elle est majorée par /.
a De plus [f],(0)| = /n, donc 1/» est bien le plus petit majorant possible et par conséquent

Chacun sait que la série harmonique diverge, donc }_ w,, diverge.
5. Par1.,lasérie de fonctions )_f,, converge simplement sur [0, +-oo[.

Toutes les fonctions f,, sont continues et, d’apres 3., la série de fonctions }_f,, converge normale-
ment sur [0, +oo[, donc la somme f est continue sur [0, +ocol.

Par 4.b., la série dérivée ) f;, converge normalement sur [a,+oo[ pour tout a > 0, donc la somme
f est dérivable terme a terme sur ]0, +ool :

+oo —v/mx
Vx>0, f’(x):—Ze .

Partie B. Etude de f au voisinage de +co

6. Par 2., la fonction f est décroissante et positive, donc admet une limite finie (et positive) au voisi-
nage de +oo0.
7. Ilestclair que

—x
Vx=0,Vn>1, ogfn(x)ges—/z.
T

Comme les séries ) f,,(x) et ) 1/n3/2 sont convergentes, on en déduit par sommation que
+o0 ]

Vx>0, 0<flx)<e ™)

n3/2
n=1

et par conséquent f(x) = O(e™™) lorsque x tend vers +oo.
En particulier, la limite de f au voisinage de +oo est nulle.
8.a. PrenonsA =+/2—1> 0 pour que (v/n —1) > A pour tout n > 2. Alors

—AX

<~
N h3/2

Comme les séries ) f,,(x) et ) 1/n3/2 sont convergentes, on en déduit par sommation que

“+oo
1
—AX
Vx>0, 0<YP(x)<e ZW
n=2

et en particulier que P(x) = O(e~**) lorsque x tend vers +oo.
8.b. Comme A > 0, il est clair que

Ef(x) =14+1Px)=1+0(e ™) =1+0(1)

ce qui prouve que f(x) ~ e~ * au voisinage de +oco.
8.c. La fonction f est continue sur [0, +oo[ et équivalente a e au voisinage de +o0, donc f est
intégrable au voisinage de +oo (et intégrable sur [0, +oco[ en fait).

Partie C. Allure du graphe de f

9.a. Par convexité de la fonction exp sur IR, les fonctions f,, sont convexes sur R . En effet, quels
que soient x,y > 0et0 <A KT,
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eV [(1-AxAy] _ o (1-A) (—vix) +A (- viy)
<(1=A)e V™ 4 pe VY,

(On pouvait aussi étudier le signe de f}/.)
@ Fixonsx,y > 0,0 <A< letz=(1—A)x+ Ay > 0. Par convexité des f,

Ynz1, fu(z) <(—=Nfo(x)+AMnaly).

Comme les séries Y (x), Y fn(y) et fn(z) convergent (puisque x, y et z sont positifs), on en déduit
par sommation que
f(z) < (1 =A)f(x) + Mf(y)

ce qui prouve que la fonction f est convexe sur [0, +ocol.
REMARQUE.— On peut prouver que f est deux fois dérivable terme & terme sur ]0, +-o00l, ce qui permet
de prouver facilement que f est convexe sur 'intervalle ouvert 10, +oo[. Mais comment justifier ensuite
que f est convexe sur l'intervalle fermé [0, +oco[?
9.b. Par convexité de f sur [0, +oo[, le taux d’accroissement

f(x) —f(0) _ f(x) —f(0)

X T ox=0

est une fonction croissante de x sur ]0, +o0o[ et on sait que toute fonction monotone sur ]0, +oco[ admet
une limite, finie ou infinie, au voisinage de 0.
9.c. Soitx > 0. Pour tout k > 1, la fonction fy est de classe €' sur [0,x], donc il existe 0 < ¢ < x tel
que
fielx) = f(0) _ ., o\ eVRer eV
T ThledEmRe sy
Comme la somme d’une série de terme général négatif est un minorant de la suite des sommes par-
tielles, on en déduit que

<0.

o VEx

f(x) — £(0) =
> 7<—§ .
Vx>0, Vn>1, < < 2 ”

D’apres 9.b., on peut faire tendre x vers 0 (les limites existent, celle du membre de gauche étant éven-
tuellement infinie) :

Comme la série harmonique est une série divergente de terme général positif, on en déduit en faisant
tendre n vers +oo que

ce qui signifie que le graphe de f admet une tangente verticale au point d’abscisse x = 0.
10.




