Lycée Pierre CORNEILLE

Probleme de Mathématiques
Référence pb1602 — Version du 15 octobre 2025

MP/MPI

Dans tout le probléme, on note H,,, le n-iéme nombre harmonique :

Sl
—=k n’
La fonction C (dzéta) de Riemann est définie par
+oo 1
Vx> ], C(X) = ey
1

Ce qui suit permet d’établir une formule découverte par Euler :

ZCk+1

vVr >3, ZZ n+1) =r{(r+1)—

Partie A.
1.a. Démontrer que la série de terme général

Représentation intégrale de sommes

est convergente.
1.b. En déduire qu'il existe une constante réelle A telle que

Hp =n+ A+ o(1)

puis que H,, ~ nn lorsque n tend vers +oco.
2. Pour quelles valeurs de r € N la somme

“+oo
S, = An
— (n+1)r
est-elle définie?
3.  Onrappelle que
+00 .I +oo
€n(]—t):—Z— et que T t
n=1 n=0
pour tout t € ]—1, 1[. En déduire que
—n(1—t) &, ..
VtE}—],][, ?:ZHnt .

4. Pour tout couple (p, q) € N2 et tout 0 < ¢ < 1, on pose
1 1
Ipg= L tPfn9tdt et q= [ tP (n9 t dt.
£

4.a. Démontrer que l'intégrale I, 4 existe pour tout couple (p, q) € N2.

4.b. Soit 0 < ¢ < 1, fixé. Démontrer que
VpeN,VqeN* I =—"IF

4.c. En déduire que

—q

VpeN,VqeN" I,q=—= — Ip,g—1-

q e nfe
q*p+1p,q71 p+1

—k).
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4.d. En déduire une expression de I, 4 en fonction de p et g.
5. Soit r € IN*. On considere une suite réelle (an )nen telle que la série

Yot
m+1)r
soit absolument convergente.

5.a. Démontrer que la série ) a,x™ est absolument convergente pour tout x € |—1,1[.
Le cours sur les séries entieres montre alors que la fonction f définie par

“+o0
Vxel-1,1[, f(x)= Z anx™
n=0

est continue sur ]—1,1[.
5.b. Démontrer que

6. Soitr > 2.
6.a. Déduire des questions précédentes que

6.b. FEtablir alors que

1yl g2 g2 (1
5, — (-1 J' " tin (1 —1t) dt.
2r—=2)! Jo t
6.c. En déduire que
1("n’t
Sz E JO ] —t dt

puis exprimer S, en fonction de ¢(3).
Partie B. La fonction f3
7. On présente ici rapidement la fonction I" définie par

+o00

Vx>0, Ix)= J e tdt.
0

On admettra que la fonction " est de classe € sur ]0, +o0[, a valeurs strictement positives et qu’elle
vérifie la relation fonctionnelle :
Vx>0, Tx+1)=xI(x). (1)

7.a. Vérifier que, pour tout x > 0, la fonction
[ttt Te !

est intégrable sur ]0, +oco[ (de telle sorte que I' est bien définie sur cet intervalle).
7.b. Soient x et ot, deux réels strictement positifs. Justifier ’existence de l'intégrale généralisée

“+oo
J tx—] e—oct dt
0

et donner sa valeur en fonction de I'(x) et de o*.
8. On établit ici quelques propriétés de la fonction (3 définie par

1
vx,y >0, Bx,vy) :J 11—ty dt.
0

8.a. Justifier l'existence de 3(x,y) quels que soient x > O ety > 0.
8.b. Démontrer que

Vxy >0, Bxy)=pRy,x).
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8.c. Démontrer que

X
VX)9>O> B(X'i']»y):mﬁ(x)y)

8.d. En déduire que

_ Xy
Bx+Ty+1)= CEETI Y B(x,y)

quels que soient x > O ety > 0.
9. Nous allons maintenant établir la relation

rexJriy)

Fx+y)’ @

VX»U>0> B(X)U):
9.a. Expliquer pourquoi il suffit de démontrer (2) pour x > 1 ety > 1. Dans la suite de cette question,
on suppose que x > 1 et quey > 1.

9.b. Démontrer que
+o0

B(x,y) =J W

0 (1 +U)X+y

¥ On pourra utiliser le changement de variable t = 7.
9.c.  Onnote F, y, la primitive de [t — e "t*"¥~!] qui s’annule en 0. Justifier I'existence de Fy y et
démontrer que

Vt>0, Feylt) <Tx+y).

9.d. Démontrer que la fonction G définie par

“+00 uxf1
G(G)ZJO WFX‘B((1 +u)a) du

est continue sur R..

9.e. Démontrer que G tend vers I'(x + y)3(x, y) au voisinage de +oo.

9.f. Démontrer que G est de classe ¢"' sur tout segment [c, d] C 10, +ool, puis que G est de classe ¢!
sur ]0, +ool.

9.g. Pour a > 0, exprimer G’(a) en fonction de I'(x), de e~ % etde a¥~ .

9.h. Déduire la relation (2) de ce qui précede.

Partie C. La fonction F
La fonction F (lire : digamma) est la dérivée de {n(T") :

M(x)
F =
Vx>0, (x) Fx)
10. Démontrer que
1
Vx>0, Fx+1)—Fx)= "

0
11.a. Déduire de la relation (2) que la dérivée partielle £ est définie sur R’ x R et que

op
VX,y>O, @(X»H)Zﬁ(&y)[F(y)—F(X*'U)}
11.b. Soit x > 0, fixé. Quel est le sens de variation de la fonction [y — (x,y)]?
11.c. Démontrer que F est croissante sur ]0, +ool.
12.a. Démontrer que

FO+x)—F1)=Fn+x+1)—Fn+1)

= /1 1
+Y (i)
k=1
pour tout réel x > —1 et tout entiern > 1.
12.b. Soientn > 2, un entier et x > —1, un réel. On pose p = |x| + 1, ot | x| désigne la partie entiere
de x. Démontrer que

- <Fm+x+1)—Fn+1) <Hpyp —Hy <

313
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12.c. En déduire que, pour tout réel x > —1,

+o00
1 1
FO+x)=FD+ ) (=— :
n1(n n+x)
13. Onnote g, la fonction définie par
+o00 1 1
Vxe[-1,400, g(x)= Z(E_ n+x).
n=2

13.a. Démontrer que g est de classe € sur [—1,4oco[. On exprimera g™ (0) en fonction de ¢(k 4 1)
pour tout entier k > 1.
13.b. Démontrer que, pour tout entier n,

moa®(o
vxel L fo -3 S <.
k=0
Que peut-on en déduire?
13.c. Démontrer que
+o00o
F(14+x) =F(1)+ ) (=D 'gn+1x"
n=1

pour tout réel x € ]—1, 1.

Extraits du rapport du jury

Les correcteurs ont, comme toujours, accordé une grande importance a la rédaction et a la clarté
des raisonnements.

La question [1.a.] n’est traitée correctement que par la moitié des candidats.

La question [5.b.] n’est correctement traitée que par une minorité de candidats.

Au [6.a.] et [6.b.], les justifications sont le plus souvent inexistantes. Rappelons que, lorsque le
résultat est donné, I’argumentation doit étre d’autant plus rigoureuse. L'expression de S, en fonction
de ((3) est rarement montrée.

Le calcul de [8.c.] n’aboutit que dans peu de copies.

Pour [9.a.], un discours peu structuré ne peut tenir lieu de preuve.

Dans [9.b.], le changement de variable est donné; il faut donc justifier les calculs.

Les questions [9.d.], [9.e.] et [9.f.] ne sont correctement traitées que dans moins d'un quart des
copies.

La question [13.a.] n’est que rarement bien traitée. La preuve de [13.b.] est souvent partielle.

a Conseils aux futurs candidats

Les théoremes doivent étre connus et utilisés en vérifiant précisément les hypotheses.

Les démonstrations et les calculs doivent figurer sur les copies et étre d’autant plus détaillés que
le résultat est donné.

Rappelons que la présentation et la rédaction sont évaluées. Le manque de soin est systématique-
ment sanctionné.

Il est par ailleurs indispensable de mettre en valeur les résultats, par exemple en les encadrant.
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Solution % Autour des sommes d’Euler

Partie A. Représentation intégrale de sommes

1l.a. Lafonction [t — 1/] est continue sur ]0, +oc0[, mais pas intégrable au voisinage de 0. Par consé-
quent, le réel a,, est bien défini si, et seulement si, 'entier n est au moins égal a 2.

De plus,

1 1 -1 1 1

U = — —n— —+en“—:7+en(177)
n n—-1 n n n n

donc an = O(1/n2) lorsque n tend vers +co. Comme la série de Riemann )_ /2 est absolument conver-

gente, on en déduit que ) a, est absolument convergente (et donc convergente).
1.b. DPour tout entiern > 2,

Zakfz l—(%nk—HZn( k—1))

k=2
=H,—1)+(—Inn+¥nl)
=H,—fmhn-1.

Comme la série ) a, est convergente, la suite de ses sommes partielles est convergente. En notant S,
la limite de cette suite, on déduit du calcul précédent que

H,—hn—S+1
n—-+oo

c’est-a-dire H, —fnn =S+ 1+ o(1) ou encore, en posant A =S + 1,
Hn ={nn+A+o(1).
En particulier, comme {nn tend vers +oo,
H, =mn+o({nn)

et donc H,, ~ {nn lorsque n tend vers +oo.

2. Par[1.b.]:
— Sir =0, alors H,, tend vers +oo et la série diverge grossierement.
— Sir =1, alors

Vn>1, 0< LI
n+1l -~ (n+1)
et comme la série (harmonique ou presque) ) 1 est divergente, alors la série ) 77 est

divergente (comparaison des séries de termes généraux positifs).
— Sir > 2, alors

Hn fnn  {nn 1 _ ( 1 )
(n+1r \/ﬁ 2 N\
etcommer — 1/ > 3/, > 1, alors la série Z + est absolument convergente.

Bref, la somme S, est définie (en tant que somme d’une série convergente) si, et seulement si,
I'entier r est supérieur a 2.
REMARQUE.— En tant que somme d’une famille dénombrable de réels positifs, la somme S, a un sens
pour tout entier r € IN, mais elle est égale a +oo pour v = 0 et v = 1 et ne prend une valeur réelle que
pourr > 2.
3. Pour [t| < 1, la série géométrique de terme général v, = t™ est absolument convergente. Comme
t"/n = o(t™), on en déduit que la série de terme général u,, = t"/,, est elle aussi absolument convergente.
Le terme général du produit de Cauchy de ces deux séries est défini par

n n
Cn=) Wn k= Z WV
k=0 k=1
n
tk
-k _ n
2t

puisque uo = 0 (la série > u,, commencant avec le terme uy).
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Comme les séries Y u, et > vy, sont absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy ) cn
est absolument convergent et

Se-(Z9)(Er)

donc

—In(1—1) i
—-1,1 —_—— = H,t".
Vtel-1,1], - n§:1 t

4.a. Quels que soient les entiers naturels p et g, la fonction
fp,q = [t — tP In9 1]

est continue sur l'intervalle ]0, 1].
Sip > 1, cette fonction tend vers 0 au voisinage de 0 et est donc intégrable sur ]0, 1].
Sip =0, alors on sait que
1
au voisinage de 0 et comme '/ est intégrable au voisinage de 0, alors f,, 4 est intégrable sur ]0, 1].
Ainsi, quels que soient p et q dans N, l'intégrale I, 4 existe au sens propre (en tant qu’intégrale
d’une fonction intégrable).
4.b. Sur le segment [¢, 1], les fonctions [t — tP] et [t — n9 t] sont de classe €. On peut donc inté-
grer par parties :

L p+1 1 T g+l q-1
Jﬂm%azv EMQ—Jt g™t
+1

2 p €
iapJF] enqsi q
p+1 p+1

CQFD.
4.c. Comme I, 4 est une intégrale généralisée convergente, alors
v eN, I,q=1lmI} ..
p? q ) P>q €50 P,q

De plus, commep +1 > 1,

P n9e —— 0.
£e—0

Les trois termes de 1'égalité démontrée au [4.b.] admettent donc une limite finie lorsque ¢ tend vers 0.
On peut donc passer a la limite dans cette égalité et on obtient :

* —q
VpEN,VqE]N, Ip’q:pﬁlp‘qi].

4.d. On peut deviner (au brouillon exclusivement) que

(=1)%q!

vp,qu, Ip,qzm.

On doit la démontrer par récurrence sur sa copie, en faisant une hypothese de récurrence convenable
comme par exemple : Il existe un entier q € N tel que

(—1)9q!
VpeEN, I,q= W.
L'initialisation (q = 0) est évidente. L'hérédité découle bien entendu de la relation de récurrence établie
au [4.c.]
5.a. Fixons x tel que [x| < 1.
Lorsque n tend vers 400, on sait que n" est un infiniment grand (pour r > 1) et que x™ est un
infiniment petit (puisque [x| < 1) et, par croissances comparées, n"x™ tend vers 0. Par conséquent,

n __ T M an -0 an
anx® =+ DT ey = ((n—l—])T)'
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Comme la série } %55+ est absolument convergente par hypothese, on en déduit que la série ) anx™
est aussi absolument convergente.
REMARQUE.— En termes de série entiéres, cela signifie que le rayon de convergence de }_ anx™ est au
moins égal a 1.
5.b. Nous allons appliquer le théoreme d’intégration terme a terme.

= D’aprés [4.a.], pour tout entier n € IN, la fonction u,, définie par

Vtelo 1, un(t)=ant™m™ 't

est continue et intégrable sur 10, 1[.
= D’apres [5.a.], la fonction © définie par

+o00
Vtelo, 1, o) =" Ttf(t) =) ant™tn" 't
n=0

est continue sur ]0, 1[. Donc la série de fonctions )} u,, converge simplement sur |0, 1[ et sa somme ©
est continue.
=> Enfin, pour toutn € N,

1 1
J |un(t)]dt:|an|J th(—ent)" " dt
0 0

(r—1)!

=l e
B lan|

ce qui prouve que la série de terme général

1
J lun (t)] dt

0

est convergente.
a En conséquence, la somme O est bien intégrable sur ]0, 1], la série de terme général

1 . a
(1) Y el L
Lun(t)dt—( N =1 i

est absolument convergente et

J] O(t)dt = E J] un(t) dt

0

n=0
CQFD.
6.a. Posons an, = Hy, pour toutn > 1et ap = 0. Par [2.], si v > 2, alors la propriété [5.b.] est vraie.

On déduit alors de [3.] que
5, = A1 J Y g

=10, T—t

6.b. Sur chaque segment [x,y] C ]0, 1], les fonctions f et g définies par

flt)=t"" "t et g(t):%]linzﬂ—t)

sont de classe ¢! et leurs dérivées ont pour expressions :

"%t n(1—t
n et g'(t)*in( )

()= =17 - 2=

Par [6.a.] et [5.b.], le produit fg’ est intégrable sur ]0, 1], donc

] . Y
J P R Ul W limJ' f(t)g’(t) dt.
. Tt sk
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En intégrant par parties,

g —1pn"™ Tt en?(1—t)7v
/ _—
LfHM(ﬂdt—z[ d i
r—1 (Y tn?(1—1t)
+ ZJ; : dt.

— Le produit f'g est évidemment continu sur 0, 1[.
— Au voisinage de 0,
n" 2t t?
#(1)g(t) = 0(T———) = O(ttn" 1)
t
donc f’g tend vers 0.
— Auvoisinage de 1, en posantt =1 —h,

f'(t)g(t) = O(tn"*(1 —h)tn* h) = O(tn* h)

et [h + n” h] est intégrable au voisinage de 0 par [4.a.]
Par conséquent, le produit f'g est intégrable sur 10, 11.
Par des arguments analogues,

™ xen?(1 —x)

0
X x—0
et, puisquer—12>1,
"y in?(1—y) 0
y y—0

On peut donc passer a la limite et obtenir :

1 B 1l paT2 490201
Jgnr,1t€n(1 t) dt—r 1J‘ N tn (1 —1) dt,

0 1—t 2 t

ce qui donne alors immédiatement 'égalité voulue.
6.c. D’apres[6.b.] pourr =2,
(M1t
ST:,Jgﬂiggjdt

2], t

Avec le changement de variable affine u = 1 —t, on en déduit que

du.

TT2

1 J Tin?u
o 1—u
(Ce qui est bien le résultat attendu puisque, faut-il le rappeler?, la variable d’intégration est muette.)

@ Nous allons appliquer le résultat du [5.b.] a la fonction f définie par

+oo

1
Vtelo, 1, f(t) == > o1an
n=0
avecr — 1 = 2, c’est-a-dire r = 3.
Pour tout n € N, on pose donc a,, = 1. Il est clair que la série de terme général

an 1 i
M+ (Mm4+1)3 nd

est absolument convergente. Par conséquent, d’apres [5.b.],

1o,
SZ—EJOQH ufdu
(—1)371(3—1)'*2‘” an *+ZOO1
3 3
2 :O(TH—]) p:1p

c’est-a-dire S, = ((3).
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Partie B. La fonction (3

7.a. Leréelx > 0 est fixé.
La fonction f définie par
Vi>0, f(t)=t""Tet

est continue sur ]0, 1[.

Lorsque t tend vers 0, ona f(t) ~ t*~! et comme x > 0, la fonction f est intégrable au voisinage de
0.

Lorsque t tend vers +oo,

f(t) = 1 ef"/z . e*t/l — O(e*t/Z)’

donc f est intégrable au voisinage de +oo.

La fonction f est donc bien intégrable sur 0, +ool.
7.b. Comme « > 0, on peut effectuer le changement de variable affine u = @(t) = «t. La fonction ¢
est une bijection de classe ¢! de ]0, +ool sur ]0, +o0o[. Comme

flu) =uw e ™
est intégrable sur ]0, +o0l, alors
(fo)(t)-@'(t) = " Te ™ o= a* - t* et
est intégrable sur ]0, +-o0[ et
too +00
Jo o -t et dt = L w e % du,

c’est-a-dire

roo pteut gy — 1Y
0 ox

8.a. Soientx > 0ety > 0, fixés. La fonction f définie par
Vtelo, [, f(t)=t"1(1—t)y"!

est continue sur ]0, 1[. Au voisinagedet =0",on a

ft) ~ 1 = T

et au voisinagedet=1",0na
1

(1—t)'-v’
Comme x et y sont strictement positifs, la fonction f est donc intégrable au voisinage de 0 et au voisinage

de 1, donc intégrable sur ]0, 1[, ce qui prouve que (3(x,y) est bien définie pour tout x > 0 et touty > 0.
8.b. Le changement de variable affine u =1 —t donne::

flt)~(1—t)V ' =

] 0
J (1 -ty dt:J (T—w* ™ (1) du
0 1

1
:J w1 —uw) ' du
0

c’est-a-dire B(x,y) = By, x).

8.c. Commex >0ety >0,alorsx+1>0ety+1>0.Par[8.a.],

1 T—x
B(x+1,y) :J (1 -ty Tdt = limJ (1 =ty T dt

0 x—0 o

et de méme

1—x
Blxy+1) = lin})J (1 )Y d.

xX— o



Sujet pb1602 10

Les fonctions [t — t*] et [t — (1 — t)Y] sont de classe €' sur 0, 1[ (mais pas sur le segment [0, 1] six < 1
ouy < 1..), on peut donc intégrer par parties :

JthX“ —yTdt = {L]: t)yy] o

o« 04

T—a
+ fj 11 —t)Y dt.
Y

04

L’expression t*(1 — t)Y tend vers 0 lorsque t tend vers 0 (car x > 0) et lorsque t tend vers 1 (car y > 0),
donc
UB(X+],yJZXB(X,y+1)' (3)

De plus,
A=)y =t 11—ty (1 —1)
=t T =)V — (1 =)y !

et comme ces trois fonctions de t sont intégrables sur 10, 1[ ([8.a.]), on en déduit par linéarité de l'inté-
grale que

Blxy+1) =Byl —Bx+1,y) (4)

et finalement, en combinant (3) et (4) que

Blx+T,y) = o Bloy).

8.d. On déduit de ce qui précede que :

X
ﬁ(x—i—]»y—&-]):mﬁ(x,y—i—ﬂ par [8.c.]
x
T xty+1 Bly+T,x) par [8.b.]
Xy
BETEER R par [8.c.]
- = B(xy) par [8.b.]

x+y+1x+vy)

9.a. Supposons que (2) soit vraie pour x > 1 ety > 1.
Choisissonsu > 0etv > 0etposonsx =u+1>Tety=v+1 > 1. Alors, d’apres (2),

Mu+MNrv+1)

Pluttv+1) = T(u+1D+(v+1))
B ull(u) - vl(v) 1)
C(u+v+NDTu+v+1) par
B uv MNuw)r'(v) a
T utviDuty) Tutv) par (1)
et comme, par [8.d.],
B(u,v) C (uviutv+T)
Blu+1,v+1) uv ’
alors W)
u)l'(v
B(u,v) :m-

Cela prouve que (2) est aussi vraie pour x > O ety > 0.
9.b. Considérons la fonction ¢ définie par

u 1
Yuz0 u=—=1——.
el T+u T+u
1l est clair que @ est une fonction de classe ¢! et strictement croissante sur I'intervalle ]0, +ool. Elle
tend vers 0 au voisinage de O et vers 1 au voisinage de +o0o donc, d’apres le théoreme d’inversion, elle
réalise une bijection de ]0, +-o0o[ sur ]0, 1[.
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Par ailleurs, d’apres [1.a.], la fonction f définie par
Vi>0, f(t)=tT(1-t)y!

est intégrable sur ]0, 1.
D’apres le théoreme de changement de variable, I’expression

oo o' = (75) " () a —i—1u)2

est donc intégrable sur ]0, +oo[ et

1 +o0

fl(t) dt:L (o)) - ¢'(w) du

wazj

0
+o0 uxf1
= ——d
Jo (T4+u)xty "
9.c. Commex >1ety > 1,lafonction

f= [ e vty
est continue sur 'intervalle fermé [0, +oco[. D’apres le Théoreme fondamental, elle admet donc une, et
une seule, primitive sur [0, +oo[ qui s’annule en 0 et cette primitive a pour expression :

t
Vte0,+ool, Fyylt) :J et uX YT du. (5)
0

REMARQUE.— Si on avait seulement supposé x > 0 ety > 0, la fonction F ,, serait une primitive de
f (et donc de classe €') sur l'intervalle ouvert ]0, +oo[ mais serait seulement continue sur 'intervalle
fermé [0, +oo[. Ce serait donc la primitive de f qui tend vers 0 au voisinage de 0.

a Comme la fonction f est positive et intégrable sur [0, +oo[ (d’apres [7.a.]), alors

t “+o0
Fey(0) =0< J e tu¥tyl dqu g J e tu¥ty—T du
0 0

par positivité de l'intégrale, c’est-a-dire
Vte [O,+OO[, 0<Fx,y(t)<r(x+y)'

9.d. Lesréelsx > 1ety > 1 étant fixés, on considere la fonction ¢ définie par

x—1

olaw) =1 =

WFX’I‘J (1 +uwa)

pourac QO =Ryetucl=R,.
= Soitu € R;.Comme K; = 14+u > 0, la fonction affine [a — K;a] vade Q = R, dans Q et comme
Fyy est continue (et méme ¢') sur Q, alors la fonction

l[a— ¢(a,u) = KyF, y(Kya)]

est continue sur Q.

= Soit a € Q. La fonction [u — Fy (a4 au)] est continue sur I, donc la fonction [u — ¢(a,u)] est
continue sur I (continue en 0 aussi puisque x > 1).

= D’apres [9.c.], pour tout (a,u) € Q x I,

ux71

0< o(au) <
Le majorant de (6), considéré comme une fonction de u, est intégrable sur I d’apres [9.b.], ce qui prouve
que la fonction [u — @(a, u)] est intégrable sur I.

De plus, le majorant de (6) est indépendant de a : I'hypothése de domination est donc vérifiée sur
Q.
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D’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametres, la fonction G est continue sur Q.
9.e. Soit (an)nen, une suite positive qui tend vers +oco. Pour tout entier n € N, on considére la
fonction f,, définie par
Vuel=Ry, fa(u)=o(an,u)

(Ia fonction @ a été définie au [9.d.]).

= On a démontré au [9.d.] que les fonctions f;, sont intégrables sur I.

= Par (5) et la définition de I'(x + y) comme intégrale généralisée, la suite de fonctions (fn)nen
converge simplement sur I :

uxfl
Vuel, fa(u) e (T r e Fx+y)

et par (6), la convergence est dominée.
D’apres le théoreme de convergence dominée et [9.b.],

+oo +o00 ux—]
L fo(u) du — = L T MNx+y)du

= B, y)l(x+y).

Comme la suite de terme général G(a,) converge vers 3 (x,y)'(x+y) pour foute suite (an)nen qui tend
vers o0, alors la fonction G tend vers 3(x,y)I'(x + y) au voisinage de +oo.
9.f.  Onreprend la fonction ¢ du [9.d.] avec les intervalles Q = [c, d] et I = [0, +o0l.

= Comme l'image de l'intervalle Q) par la fonction affine [a — (1 + u)a] est contenue dans [0, o0
et que Fy y est (par définition) de classe %" sur [0, +oo[, alors pour tout u € I, la fonction [a — ¢(a,u)]
est de classe €' sur Q et

x—1

2@ u
a(a,u) = m(] + Wk, (T +ua)
uxf1
— e T+ wap
:uxflef(1+u]uax+y71’

= Par [9.d.], pour tout a € Q, la fonction [u — ¢(a,u)] est intégrable sur I.
= Pour tout a € Q, la fonction

{uH ?g(a,u)]

est continue sur I (y compris en 0, puisque x > 1).
= Comme x +y — 1 > 1, 'expression

ax+y71 _ e(eryf] )Jina

est une fonction croissante de a, donc

Vacel,d, 0<a¥yv ! gdetvT,

(T+uw)

Comme 1+u > 1> 0, 'expression e @ est une fonction décroissante de a, donc

Vaele,d, 0<e (THtwa ge(THuje
On en déduit par produit que

d
Vaele,d, 0< %(a,u)] <u¥ T (THwe gety-—1,

Le majorant est indépendant de a et, d’apres [7.b.] (avec & = c), il est intégrable sur I en tant que
fonction de u. On a ainsi prouvé l'intégrabilité sur I de la fonction

{u»—> ?g(a,u)]

et I'hypothese de domination.
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. D’apres le théoréme de dérivation des intégrales a paramétre, la fonction G est de classe ¢’ sur le
segment [c, d] et pour tout a € [c, d],

+oo
G'(a) = a¥ty! e’“J' uw et du. (7)
0

@ Pour tout a € ]0,+o00], il existe deux réels 0 < ¢ < d tels que a € |c, d[, donc la fonction G est de
classe ¢! en tout a € R* : elle est de classe ¢! sur |0, +oo et I'expression (7) est vraie pour tout a > 0.
9.g. D’apres[7.b.] et (7),

—= =¥ e T (x)

pour tout a > 0.
9.h. Comme la fonction G est de classe €' sur ]0, +-o0[ par [9.£.], on déduit du Théoreme fondamental

que
aj

vV0<ay<ag, G(a1):G(ao)+J G'(u) du. 8)
ao
=> On sait que Fy ,,(0) = 0 par définition ([9.c.]), donc G(0) = 0 par définition également ([9.d.]). Par
[9.d.], 1a fonction G est continue en 0, donc

G(ao) — 0.
(10—?0

= Par [9.e.], on sait que
Glar) ———= Tx+y)Bxy).

a]—-+oo
= Enfin, d’apres (7),
J G'(u) du= r(x)J w e du
ap ao

et par [7.a.] et la définition des intégrales généralisées,

Ja] G'(u)du ——— = T(x)T'(y).

ao [ap—0 aj—+oo

On en déduit que I'(x +y)B(x,y) = I'(x)T'(y) en passant a la limite dans (8) et comme I'(x +y) > 0
(propriété rappelée par 1’énoncé), on en déduit la propriété (2), établie ici pour x > 1 ety > 1, et donc
pour x > 0 ety > 0 d’apres [9.a.]

Partie C. La fonction F

10. L'énoncé rappelle que T est une fonction de classe %' sur 10, +col. En dérivant la relation (1), on
obtient
Vx>0, TM(x+1)=T(x)+xI"(x).

On en déduit que, pour tout x > 0,

M) PO+ 1 gy,

F(X—H):y(xJﬂ) B xI(x) X

11.a. D’apres 1’énoncé, la fonction I' est de classe & et strictement positive sur ]0, +ool[.
Comme x > 0, alors la fonction [y +— x + y] prend ses valeurs dans ]0, +ool.
D’apres (2), la fonction partielle [y — B(x,y)] est donc de classe € sur 10, +o00[ et

B, o Ty ()(x+m
3y (oY) =T o~ T o e

_TMy)  TEINy) T(x+y)

Mx+y) Tx+y) Tx+y)
= B(x,y)Fy) — B(x,y)F(x +y).

11.b. Soient0 <y; <yz.Sit€]0,1[,alors0 < 1—t < 1,donc

O<(1—-t)¥2 <(1—-t)¥
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et donc, puisque t*~' >0,
Vo<t<l, 0<t*T(1—t)V2 <t* 11—tV

Par positivité de 1'intégrale,
0< B(X)yl) < B(X»y1)

ce qui prouve que la fonction [y — B(x,y)] est (strictement) décroissante.
11.c. La dérivée d'une fonction décroissante est négative, donc

0
v x,y > 0, %(x,y} <0.

Or B(x,y) > 0 d’apres (2), donc

Vx,y>0, Fly —Fx+y) <0

d’apres [11.a.] On a ainsi démontré que la fonction F est croissante sur ]0, +ool.

12.a. Soientx > —letn > 1. Alors k +x + 1 > k +x > 0 pour tout entier 1
termes de la somme télescopique suivante sont bien définis :

FiIn+x+1)—Fx+1) (x+k+1)—Fx+k)

-2
-2

d’aprés [10.] On applique cette égalité pour x = 0:

Fn+1)—

?T‘ \

n
et on en déduit que

FO+x)—F(1)=Fn+x+1)—Fn+1)

+i(k k+x)

k=1

par soustraction.
12.b. Comme la fonction F est croissante et que x > —1, alors

Fn+x+1)—Fn+1) >Fn)—Fn+1) :%]

d’apres [10.] Par définition de la partie entiere,
[x] <x<|x|+1=p
et, toujours par croissance de F,
Fm+x+1)—Fm+1)<Fn+p+1)—Fn+1).

Par [10.],

n+p
Fn+p+1)—Fn+1)= ) Flk+1)—Fk)

k=n+1

puisqu’on reconnait une somme de p termes, tous majorés par /».

<k

< n, donc tous les
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12.c. Par[12.a.] et [12.b.],

—1 = X <P =
. _ T <F 1 r
n — k(k +x) e 1) = n+;kk+x

Comme le réel x est fixé, alors 'entier p est fixé lui aussi. D’autre part, lorsque k tend vers +oo,

X 1
e =o()
k(k +x) k?
donclasérie ) 77 est absolument convergente et la suite de ses sommes partielles est donc conver-
gente. En passant a la limite (n — +o00) dans I’encadrement précédent,

+oo1 1

Vx> 1, Fxk ) =F =Y (- s)-
k=1

13.a. Pour tout entier n > 2, on considere la fonction u,, définie par

Vx> —1, un(x):l— 1 .
n n+x

On a déja justifié que la série de fonctions }_u,, converge simplement sur [—1,4oc0o[ : sa somme est la
fonction g.
a ]l est clair que u,, est, pour tout n > 2, une fonction de classe > sur [—1,+o0] et on vérifie par
récurrence que
(=) Tk
- (m+x)k+17
On en déduit que
k!

V1L Vx> -1 )| < e

Ce majorant est indépendant de x et comme, pour tout entier k > 1 fixé,

(n —k1!)k+1 - O(nk]“ ) - O(%)

quand n — +oo, alors les séries de fonctions uﬂ‘)

k=1
Par conséquent, la somme g est de classe € sur [—1, 400 et

convergent normalement sur [—1, 4-00[ pour tout

>
n=2
too (—1)k+1k!
>

(4 x)k+1"

En particulier,
vik>1, g™ (0) = (1Kl +1)—1]

(en remarquant bien que la somme commence an =2 etnonpasn =1).
13.b. Soit x € ]—1,1[. La fonction g est de classe ™" sur le segment [—x,x]. On peut appliquer
I'inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre (n + 1) sur ce segment :

noo(k n+1
O
D’apres [13.a.], pour [t| < 1,
|g(“+”(t)| B +Z°° 1
(n+1)! _p — (p+t)n+2
& 1 &

<Z (p—1)n+2 :anﬁgdz)

p=2 p=1
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puisque
1

YREN, VP21, o

1
ﬁpfz-

On en déduit donc que

noqk)
vxel 10 fob - 3 SO < ) it
k=0 )

et comme [x| < 1, le majorant tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. Par conséquent,

+oo (k) (O)
Vixl<1, gx) :Zngk
k=0
ce qui signifie que la fonction g est développable en série entiére.
13.c. On a démontré en [12.c.] que
F(4+x) = F(1) + (1= =) + 900,

Il est clair que g(0) = 0. On déduit alors de [13.b.] que

“+oo (k)
X g™ 0)
F(1 —F(1 .
(1+x) ()+1+X+l; o X

Or (série géométrique de raison —x € ]—1,1[)

et d’apres [13.a.]

+oo +o00
> 9“2'(0) X =) (DT 1) = 1]xF
k=1 ) k=1

donc (somme de deux séries convergentes)

F(1+x)=F(1)+ ZOO(—UH‘ Clk+ 1)x*
k=1

pour tout x € ]—1,1[.
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