Lycée Pierre CORNEILLE MP/MPI

Probléme de Mathématiques
Référence pp2009 — Version du 15 octobre 2025

Partie A. Intégrales généralisées
1. Soitx € R, différent de 1 et de —1. Démontrer que

Vo eR, x*>—2xcosb+1>0.

2. Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes. (On ne demande pas de calculer leurs

valeurs.)
2.a. .
J {n(sin0) d6
0
2.b. ~
J In(1 —cosB) do

0

2.c

J fn(1 +cosB) do
0

3. Endéduire que l'intégrale généralisée

P(x) = J tn(x? —2xcosO + 1) do
0

converge pour tout x € R.
4. Démontrer que la fonction P : R — R ainsi définie est une fonction paire.
5. Démontrer que la différence

2tinx — P(x)

admet une limite finie lorsque x tend vers +oo.
' On pourra vérifier que

-1 1 3
a l'aide d’une formule de Taylor.

Interpréter géométriquement ce résultat.

Partie B. Racines de l'unité
6. Pourx € R, différent de 1, on pose

27
Py(x) = J in(x? —2xcos 6 + 1) do.

6.a. Démontrer que

P2(x) = nljrfng Z €n(x2 —2xc052kT7T + 1).
k=1

6.b. Démontrer que
n 2 Hn 2 2kt
(X —]) k](X —ZXCOST+]>

pour tout n € IN*.
6.c. En déduire que
Pylx) = ‘ 4mtnx s%x >1,
0 sio<x< 1.

7. Donner une expression simplifiée de P(x) pour x € R tel que |x| # 1.



Sujet pp2009 2

8.a. Démontrer que
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k=1 k=0

pour tout x € R et toutn € IN*.
8.b. En déduire que

Vyn>1, sin — =
n
k=1

8.c. Pour 5/2 uniquement. En déduire enfin que

In(sin©) d6 = .

J”/ 2 —7in2
0 2

9. La fonction P est-elle continue sur R ? Tracer l'allure de son graphe, en mettant en évidence ses
principales caractéristiques.
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Solution % Intégrale de Poisson

Partie A. Intégrales généralisées

1. On reconnait un trindme du second degré en fonction de x. Le coefficient de xZ étant positif, ce
trindme atteint son minimum en x = —b/4 = cos 0 et ce minimum est égal a

1 —cos?0 =sin’0 > 0.

Comme x # %1, on en déduit que sin 0 # 0 et donc que le minimum du trindme est strictement positif.
Par conséquent, pour x # %1,
VOeER, x*—2xcosf+1>0.

REMARQUE.— On peut aussi mettre le trindbme sous forme canonique :
x2 —2xc0s0 +1 = (x —cos0)? + sin” 0

ce qui montre qu’il est toujours positif et qu'il est nul si, et seulement si, x = cos0 et sin® = 0. Le
trindme ne peut donc s’annuler que pour x = £1 et sin0 = 0.
2.a. La fonction sin est continue et strictement positive sur l'intervalle ouvert ]0, 7t[, donc la fonction
f1 = [0 — {n(sin 0)] est continue sur cet intervalle.

a Lorsque 0 tend vers 0, on sait que

sin® =04 o0(82) =06 [1+ o(0)].

Par suite,
In(sinB) =6+ n[1 + o(6)] ~ {nO.

Comme la fonction ¢n est intégrable au voisinage de 0 (fonction de référence), on en déduit que f; est
intégrable au voisinage de 0.

a Le changement de variable affine 6 = 7 — « transforme 8 € [m—1,n[ en « € ]0,1]. D'apres le
Théoreme du changement de variable, la fonction f; est intégrable sur [t — 1, [ si, et seulement si,

In[sin(7t — )] = {nsin &

est intégrable sur ]0, 1], ce qui est vrai comme on vient de le rappeler. Par conséquent, la fonction f; est
bien intégrable au voisinage de .

La fonction f; est donc intégrable sur l'intervalle ouvert ]0, 7t[.
2.b. La fonction f; = [0 — In(1 — cos 0)] est continue sur 'intervalle semi-ouvert ]0, 7.

Lorsque 0 tend vers 0,

62
n(1 —cosB) = En(z + 0(92)>

—mw%+&(;+dn>~zme

et comme la fonction {n est intégrable au voisinage de 0 (ter repetita placent?), la fonction f; est inté-
grable sur ]0, 7t].
2.c. Lafonction f3 = [0 — {n(1 + cos 0)] est continue sur 'intervalle semi-ouvert [0, 7t[. On sait que

Vo elo,n], n(l+cosB)=~In[l—cos(m—0)].

En posant « = 7 — 0, on définit un changement de variable affine qui transforme 6 € [0,7[ en a €
10, m]. D’apres le Theoreme de changement de variable, comme la fonction f; est intégrable sur 10, 1], la
fonction f3 est intégrable sur [0, 7t[.
3. Notons

£(0) = fn(x*> —2xcos 0 + 1)

pour tout x € R et tout ® € R pour lesquels cela a bien un sens.

@ Supposons pour commencer que x # x1. D’apres [1.], la fonction f est continue sur le segment
[0, 7] et par conséquent, I'intégrale P(x) existe.

@ Pour x = 1, on remarque que

v0eclo,n, f(0)=In2+In(1—cosO).
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Sur l'intervalle borné 10,7, la constante ¢n2 est intégrable et la fonction f, est aussi intégrable par
[2.b.], donc la fonction f est bien intégrable sur ]0, nt[. L'intégrale généralisée P(x) est bien convergente
dans ce cas.

@ Pour x = —1 enfin, on remarque de méme que

voel0n, f(O)=m2+n(1+cosb)

et on déduit de [2.c.] que la fonction f est intégrable sur 10, 7[. L'intégrale généralisée P(x) est donc
convergente dans ce cas aussi.

. La fonction P est ainsi définie sur R.
4. Comme on vient de le remarquer, la fonction P est bien définie sur R et, pour tout x € R,

P(—x) = | fn(x? +2xcosB+1)do

Jo

0

= | tn[x? + 2xcos(m— o) + 1](— dax)

JTT
r7t

=| tn(x*—2xcosa+1)da = P(x)
Jo

avec le changement de variable affine 6 = m — «. La fonction P est donc paire.
5. Commencons par le commencement : on ne compare bien que ce qui est comparable!

s
2tinx — P(x) = J tnx? — tn(x? 4 2xcos 0 + 1) do
0

:JZBn(] +§cose+x1—2) de

@ Pour tout x > 10,

2c050 1| 2 1 _3_1
X x2| Tx  x2 T x 3
@ La fonction [t — n(1 +t)] est de classe €' sur le segment S = [~1/3,1/3]. D’apres la formule de

Taylor-Lagrange,

Vues, [n(l1+uw)|=]|n(+u)—n(1+0)
1

1+s‘

1 3

< = Z |yl
< uf Ty Iul

< |ul- max‘
sES

Par conséquent, pour tout x > 10,

2 1 3 12 1
= )<z |= —
€n<1+xcos9+xz>‘ S35 ‘XCOSG-FXZ
33 9
2 x  2x

@ Enfin, d’aprés I'Inégalité de la moyenne,

’27T£nx— P(x)‘ < J
0

™9 on
<| Zdoe=2"
\LZxde 2x

€n(1 +icose+xlz)’d6

pour tout x > 10.
Par encadrement, on en déduit que 2 ¢nx — P(x) tend vers O lorsque x tend vers +oo. Autrement
dit,
P(x) = 2minx+o(1).
X—+400
Interprétation géométrique : le graphe de P possede une branche parabolique d’axe (Ox) au voisinage
de +oo.
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Partie B. Racines de l'unité

6.a. Onsait (Théoreme de Riemann) que : si la fonction f est continue sur le segment [a, b], alors

Ici, x > 0 etx # 1, donc [[1.]] la fonction

[0 en(x* +2xcos 0 + 1)]

est continue sur le segment [0, 27] et on peut appliquer le Théoréme de Riemann avec a =0 et b = 2m.

6.b. Pour toutn > 1, on connait les racines n-iemes de 1'unité :

n

(Xn o ]) _ H(X_ eZith/n).

k=1
En conjuguant cette égalité, on obtient :

n

(Xn o 1) — H(X o 672ik7r/n)

k=1
et en multipliant ces deux égalités, on arrive a :

n

(x"—1)% = H(XZ—ZXCOSZ%IJH).

k=1
6.c. D’apres la question précédente,

n

Zln(xz —ZXCOSZan + ]) :Zn[(xn — 1)2]
k=1

pour x € [0, 1{U]1, +oo[.
@ Pour0<x<1,

tn[(x™ —1)?] =24n(1 —x")

—0
n—-+oo

et P2(x) = 0 d’apres [6.a.]
@ Pourx > 1,

tn[(x™—1)*] =2en(x"—1)
— 2en(x™) +zen(1 - Xln)
1
= 2n€nx+2€n(1 — X—n)

D’apres [6.a.] et [6.b.],

Po(x) = lim zj-ﬂn[(x“—ﬂz}

n—o+oco M

. 47t 1
:47r€nx+ngrfoo?€n(1 —X—n)
=4minx.
7. Pourx € [0,1[U]T, 400l
27

P2(x) = P(x) —|—J tn(x? —2xcos6 + 1) do

=P(x) +J tn(x? — 2xcos  + 1)(— d)

(Chasles)
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avec le changement de variable affine o = 2t — 6.
@ On déduit alors de la question précédente que

P(x) = 2inx six >1,
) sio<x< 1.

Comme la fonction P est paire [[4.]], on en déduit que

| 2mdnlx| silx| >1,
P(x)—‘ 0 silx| < 1.

REMARQUE.— L'expression de P(x) pour x > 1 coincide avec I’équivalent calculé au [5.]!
8.a. Pourk=n,

xZ—ZXCOSZkTﬂ—Q—l =x—-1)7?

donc, d’apres [6.b.],

o 2kn (x™ —1)2
g(xz—Zxcosn—i-]) = 21—71)2

pour tout x € R, différent de 1. Et d’apres la formule de la somme géométrique,

Ti_[(xz —2xcosz% + 1) = (TIZ] xk)

2

puisque x # 1.
On a donc deux polyndmes P et Q tels que P(x) = Q(x) pour tout x dans une partie infinie de IR.
Par conséquent, P = Q et en particulier P(x) = Q(x) pour tout x € RR. Ainsi,

n—1 n-1
VxeR, H(XZ—ZXCOSZ]T?T-F]) = (];)xk)z.

8.b. Appliquons le résultat précédent pour x =1:

T]1__[1(2—2c052]:r) =] ﬁ(] — oS 2]%7‘) —n2.

k=1 k=1

Comme

0
V0 € R, 17c059:25in2§,

on en déduit que

(car 0 < k77, < m) et donc que

k=1
On sait aussi que

. . © 0
Vo eR, s1n6:251n§cos§

et donc que

n—1 n—1
. km k7t V2
(H sin 211) <H cos 2T‘L> = (ZH_1 ) .
k=1 k=1
Changeons d’indice dans le second produit avec j = n — k. Comme l'indice k varie de 1 a (n — 1),
I'indice j variede (n—1) a1 et

T T T . T
COs =— =COoS( = — 5— ) =sin =—
n n 2n
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donc

=1 ~——
>0
(car 0 < *7/5,, < 7/5) et finalement
n—1
ko yn
vyn>1, 11 sin o= = 5

8.c. La fonction f;(0) = {n(sin®) n’est pas continue sur le segment [0, 7/2], donc on ne peut pas
appliquer le Théoreme de Riemann comme on I'a fait au [6.a.]

En revanche, la fonction f; est continue, croissante et négative sur I = 0, 7/2]. Par conséquent, pour
tout entier n > 1, la fonction ¢, définie par

k—1 k k
vickan v T g KT o) =g, (KT
n 2n n
est une fonction continue par morceaux sur [0, /2] (fonction en escalier), telle que
VO<0 <7, f1(0) <en(0) <0

et telle que
V0 el0,7], lim ¢@n(0)="F(0).

n—-+oo

0 /2

On a donc
Vn>1,Y0<0< 7, |en(0)<—f(0).

Comme la fonction —f; est intégrable sur 0, 7/2] (d’apres [2.a.]), la convergence des fonctions ¢, vers

la fonction f; est dominée, ce qui prouve que

/2 /2
J £1(0)do = limJ ©n(0) do.

0 n—-+4oo 0

Comme @, est une fonction en escalier, cela prouve que

/2 Ay T
J In(sin®) d6 = lim Z — - Insin —.
n n

n—+oo
0 k—

D’apres la question précédente,

kmt
Zﬂnsmﬁ = Z Ensmz—
k=1 k=1
vn
:€n2n_1 =—n—1)n2+nn
donc
n
.kt —n—-T)n minn
Z—I;Knsm? = pl n2+ 1
7iin 2
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9. D’apres la question précédente,

P(1) = r tn(2—2cos0)do = Jn tn(4sin” 9/) do

0 0
7

:27T€1’12—|-4J (’,rlsing dg

0 2 2

/2
:2n€n2+4J nsinudu =20

0

D’apres [7.] et [8.c.], la fonction P tend vers 0 au voisinage de 1 (aussi bien a gauche qu’a droite) et
P(1) = 0. Par conséquent, la fonction P est continue en 1 (et en —1 par parité).

-1 0

Par [4.], le graphe de P admet 1’axe des ordonnées pour axe de symétrie.

Sur [0, 1], la fonction P est constante. Sur |1, +ool, elle est strictement croissante et concave.

En x =1, la pente de la demi-tangente a droite est égale a 27t : cette tangente est donc assez proche
de la verticale (mais elle n’est pas verticale!).



