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Dans cet exercice, on se propose de démontrer par 'absurde que 7 est irrationnel. On suppose donc
qu’il existe deux entiers naturels non nuls a et b tels que
S
=%
1. Soient n, un entier naturel non nul, et P, un polynéme réel de degré 2n.
Pour tout entier k € N, on note P(¥), 1a dérivée k-ieme de P. (On rappelle que P(®) = P.)
On considere les applications F et G définies par

n

D (—1FPEY(x)

F(x)

X)) =
k=0
G(x) = F/(x) sinx — F(x) cos x
pour tout x € R.
Calculer G’ et en déduire que

Jn P(x)sinx dx = F(0) + F(m).
0

2. On suppose maintenant que le polynéme P est défini par
1

P=—X"a—bX)"
n!

ol n est un entier naturel non nul.
2.a. Calculer PU)(0) pour tout entier 0 < j < 2n. En déduire que F(0) et F(7r) sont des entiers relatifs.
2.b. Démontrer que, pour toutn > 1, I'intégrale

n= sinx dx

L — J” x"(a—bx)"
0 n!
est un entier naturel non nul.

2.c. Démontrer que la suite (I )n>1 converge vers 0.
2.d. Conclure.



Sujet pp2105 2
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1. On obtient facilement :

On en déduit que

2.a. Endéveloppant par la formule du bindme et en posantj =k +n:

2n

1 "o n an—kpk ) a?n—ipi-—n .
P= — X" n—k(_ kk: _-Ik k+n: —1)y—m j
X Z(k)“ (=o)X =) (1) kN ,Z( L ey TP TR
k=0 k=0 j=mn
et donc (selon la Formule de Taylor pour les polyndmes) :
— si0<j<n—1,alors '
PU)(0) =0
— etsin <j < 2n, alors
POI(0) = (=1) ™ — ) @2 Ip T = (=) [ n oA a2n-ipi-m,
G—n)!(2n—j)! j—m/) n
—_——
ez €%
On en déduit que les PU)(0) sont des entiers relatifs, puis que
F(0) =) (=1)*P¥(0)
k=0
est également un entier relatif.
@ Comme :
a a n N
P =X) = mlp —X) X" =P,
on en déduit que
p(i)(ﬂ) — P(j)(a/b) — (—1)’?‘”(0)
est également entier relatif pour tout j € {0,...,2n}, puis que F(7) est élément de Z.

2.b. Pour toutn > 1, I, est donc un entier relatif (car I, = F(0) 4+ F(7)) strictement positif (car la
fonction [x — P(x) sin x] est strictement positive sur ]0, 7).
2.c. Pourtoutx € 0,7,
x"(a—bx)" | a™
0 —————sinx <
n! n!

(cette majoration, fres grossiere, suffit pour conclure) donc

7.[n+1 am
— 0.
n! n—-+oo

O\In\

2.d. Comme les I,, sont des entiers strictement positifs, on a 1 < I, pour tout n, ce qui contredit la
convergence de (I, )n>1 vers 0 établie a la question précédente.
L’hypothese 7 € QQ est absurde et 7t est donc irrationnel.



