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MP/MPI

Pour toute fonction f continue de [0, 1] dans IR, on pose

Ifllo = sup [f(t)]
te[0,1]

et on définit la fonction
ws [O, 1] — R

par
we(t) =sup{|f(x) — f(y)| : x,y € [0,1], kx—y| < t}

pour tout t € [0, 1]. La fonction wy est le module de continuité de f.
1. Soit f € €°([0,1]).
1.a. Démontrer que la fonction w; est bien définie sur [0, 1], qu’elle vérifie

et qu’elle est croissante sur [0, 1].
1.b. Soient t; et t;, deux réels appartenant au segment [0, 1], tels que

t1+t2 <1,

Démontrer que
we(ty +t2) < wety) + we(t2).

1.c. En déduire que la fonction wy est continue a droite en chaque point de [0, 1[ si, et seulement si,

elle est continue en 0.

1.d. [x] Enjustifiant la continuité uniforme de f, démontrer que w; est continue sur [0, 1].

2.  On considere ici la fonction
q=[x—vx| : [0,1] = R.

2.a. Soitt € [0, 1]. Etudier les variations de la fonction
[x = Vx+t—v/X]
pour x € [0,1 —t].
2.b. En déduire I'expression de la fonction wg.
3. On considere dans cette question une fonction continue

w:[0,1] >R

qui vérifie les propriétés établies en [1.a.] et [1.b.]
3.a. Soient 0 < x <y < 1. Démontrer que

0<wly) —whk) <wly—x).
3.b. On choisit alors une constante réelle K et on pose

Vtel0,1], f(t)=K+ w(t).

Démontrer que K = f(0) puis que le module de continuité wy de f est égal a la fonction w.

4. On considere une fonction f € €°([0, 1]) et son module de continuité wy. On fixe 0 < t < 1.

4.a. Démontrer par récurrence que
we(pt) < pwe(t)

pour tout p € N tel que pt < 1.
4.b. En déduire que
we(At) < (A + 1w (t)

pour tout réel A tel que 0 <At < 1.
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55 On pourra considerer la partie entiere p = || du réel A.

4.c. Démontrer l'alternative suivante :

— ou bien w¢(t) >0

— ou bien la fonction w¢ est identiquement nulle sur [0, 1].
5.  Soit w, une fonction continue non identiquement nulle sur [0, 1], qui vérifie les propriétés [1.a.] et
[1.b.]
5.a. On note alors C,, I'ensemble des fonctions f définies sur [0, 1] pour lesquelles il existe une
constante M avec

VO<xy<T, [f(x)—f(y)] <Mw(x—yl.

Montrer que C,, est un sous-espace vectoriel de ¢°([0, 1]).
5.b. Pour toute fonction f € C,, on pose

If(x) — f(y)|

il = ||f]| o +su .
191 = Wflloo + 510~

Démontrer que 'application [f — ||f||] est une norme sur l'espace Cy,.
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Solution % Module de continuité

1l.a. Soitt e [0, 1], fixé.
La fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc elle est bornée et, par inégalité triangulaire,

[F0x) = F(y)] < 2fllo
quels que soient les réels x et y de [0, 1] tels que |x — y| < t. Par conséquent, 'ensemble

Ee = {|f(x) = fy)] : x,y € [0,1], k—yl < t}

est une partie non vide et majorée (par 2|/f|| ) de IR : cet ensemble admet donc une borne supérieure,
ce qui prouve que wr(t) est bien défini pour chaque valeur de t € [0, 1]. La fonction wy est donc bien
définie sur [0, 1].

@ Pour t = 0, la contrainte [x — y| < t impose y = x, donc

Eo = {|f(x) = f(y)| : x,y €[0,7], x—y| <0} ={0}

et par conséquent w¢(0) = 0.
a Sojent 0 < t; < t; < 1.Six ety sont deux réels de [0, 1] tels que [x — y| < t;, alors il est clair que
[x —y| < t,. Par conséquent,
E¢, C Ey,

et par croissance de l'opérateur sup,
we(t) < we(tz).

La fonction wy est donc croissante sur [0, 1].
1.b. Soient x et z dans [0, 1] tels que [z — x| < t; + t. Par symétrie, on peut supposer que

x<z<x+ (t1 +t2)
et deux cas se présentent alors :
x<z<x+t; ou x+t; <z (x+17)+ .
Dans le premier cas, par définition de wy,
[f(z) — f(x)| < we(ty)

et dans le second cas,
[f(z) — f(x + 1) | < we(ty).

On déduit alors de 'astuce taupinale que

[f(z) — f(x)| < |f(2) — f(x + t1)| + |f(x + t1) — f(x)|
< we(tz) + we(ty).

Ainsi, quels que soient x et z dans [0, 1] tels que [z — x| < t; +t2,0na
[f(z) = f(x)] < welt1) + we(t2).
Comme le second membre ne dépend ni de x, ni de z, on peut passer au sup et en déduire que
we(tr +t2) < welty) + we(tz).

1.c.  Siwy est continue a droite sur [0, 1], elle est en particulier continue a droite en t = 0 et comme la
fonction wy n’est pas définie a gauche de 0, elle est donc continue en t = 0.
w Réciproquement, supposons que w+ soit continue en 0.
Soit t € [0, 1[. Comme la fonction w+ est croissante sur [0, 1], pour chaque réel 0 < & < 1 —1,

we(t) < we(t+ o) < we(t) + welor)

d’apres la question précédente. Comme wy est continue en 0 et que w¢(0) = 0, le terme w¢(x) tend
vers 0 lorsque « tend vers O et, par encadrement, w+(t + ) tend vers we(t).

La fonction wy est donc continue a droite en chaque t € [0, 1[.
1.d. Fixons ¢ > 0, une fois pour toutes.
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@ Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle est en fait uniformément continue. Il existe donc un
réel o > 0 tel que
(W) — f(v)| <e

quels que soient u et v dans [0, 1] tels que [u —v| < a.
Soient s et t dans [0, 1] avec |s — t| < o. Par symétrie, on peut supposer que s < t < s + o Par
croissance de wy, on sait déja que
we(s) < we(t).

@ Considérons maintenant x et y dans [0, 1] tels que |[x — y| < t. Par symétrie, on peut supposer que
x<y<x+t

Deux cas se présentent :
— Oubien x <y < x+ s et dans ce cas

[f(x) — f(y)| < we(s).
— Oubienx+s <y < x+ tetdans ce cas
0<y—(x+s)<t—s<a
D’apres l'astuce taupinale et la continuité uniforme de la fonction f,
[f(y) — f(x)’ < |fly) = flx+ )|+ |f(x+s) — f(x)‘
< e+ wels).

Dans les deux cas, on a donc
[f(y) — f(x)] < wels) +¢

quels que soient x et y tels que [y — x| < t. Comme le second membre est indépendant de x et de y, on
peut passer au sup et en déduire que
we(t) < we(s) + .

@ On a ainsi démontré que
VO<s<tSs+a<], 0<<we(t)—we(s)<e

ce qui prouve que la fonction wy est (uniformément) continue sur [0, 1].
2.a. Le plus simple est de faire apparaitre la quantité conjuguée. Comme

t
VIRtV = o

il s’agit clairement d'une quantité positive qui décroit en fonction de x € [0,1 — t] (le parametre t est
fixé) et cette quantité est donc maximale pour x = 0.

REMARQUE.— On peut aussi remarquer que la dérivée partielle

1 1
2VxFt 2y

est négative (puisque le premier dénominateur est plus grand que le second).
2.b. Six <y, alors

2 (TR =
X

x—yl <t &= x<y<x+t
et comme ( est croissante, pour x <y < x +t,
la(y) — a(x)| = qy) — q(x) < q(x +t) — q(x).
Comme on impose en outrey < 1,ona x4+t < 1, soit x < 1 — t. Par conséquent,

wq(t) =sup{lvy — vl : x,y €10,1], x —y| < t}
= sup Vx+t—vx=V0+t—V0=+1

x€[0,1—1]
d’apres I'étude précédente. On en déduit que

Ytelo, 1], wqlt)=q(t).
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3.a. Soient 0 < x <y < 1. Par [1.a.], la fonction w est croissante, donc 0 < w(y) — w(x). Posons
maintenant t; = x et t;, =y — x de telle sorte que t; et t, appartiennenta [0,1] et que t; +t, =y < 1.
D’apres [1.b.],
w(y) =w(t; +t) <wty) +wty) =wkx)+wly —x)
C’est-a-dire
w(y) —w(x) < wly —x).

3.b. D’apres[l.a.],ona w(0) =0, donc
K =K+ w(0) = f(0).

@ Soitt € [0,1].
Avecx =0ety=t,ona0 <x,y < let|x—y| <t Onaalors

1£(y) — £(x)] = £(t) — £(0) = [K + w(t)] — [K + w(0)] = w(t)

donc w¢(t) > w(t) (par définition de wy).
Réciproquement, d’apres [3.a.], si 0 < x <y < 1 sont deux réels tels que [x —y| < t, alors

) = f(y)| = w(y) — w(x) < w(y —x) < w(t)

puisque w est croissante ([1.a.]) et que y — x < t. Le second membre ne dépend ni de x, ni de y : en
passant au sup, on en déduit que w¢(t) < w(t).
Par double inégalité, on en déduit que w¢ = w.

REMARQUE.— Comme la définition du module de continuité wy ne fait intervenir que les variations de
la fonction f, il est naturel que la valeur de la constante additive K n’apparaisse pas dans 1’expression
de ws.
4.a. L’inégalité est vraie pour p = 0 puisque w¢(0) = 0 ([1.a.]) et évidente pour p = 1.

Supposons que w¢(pt) < pwe(t) pour un entier p € N tel que (p 4+ 1)t < 1. En posant x = pt et
y=(p+1)t,onabien 0 < x <y < 1 et on déduit alors de [3.a.] et de 'hypothese de récurrence que

we(y) < welx) + wely —x) < pwe(t) + we(t) = (p + Twe(t).

On en déduit que w¢(pt) < pw¢(t) pour tout p € N tel que pt < 1.

REMARQUE.— Comme on effectue une démonstration par récurrence finie, il faut bien distinguer 1'hy-
pothese de récurrence de la conclusion : on fait I'hypothése de récurrence pour (p + 1)t < 1 et on
conclut pour pt < 1.

4.b. Onposep = |A| € N: par définition,

PSAZ(p+1)

et par hypothese sur A, ona pt < 1.
On choisit alors x = pt ety = At de telle sorteque 0 <x <y < 1.
Six =y, alors A = p et dans ce cas trés particulier,

we(At) = we(pt) < pwe(t) < (A+ Twe(t).
Dans le cas général, ona 0 < x <y < 1 et on déduit alors de [3.a.] que
0 < wilAt) — we(pt) < we (A —plt) < wi(®)
puisque 0 < (A —p)t < t et que wy est croissante. Comme w+(t) > 0, on en déduit que
we(At) < (p+ Dwelt) < (A +Twe(t).

4.c. Par [l.a], la fonction w¢ est positive sur [0, 1]. Supposons que w¢(t) = O et, pour x € [0,1],
posons A = %/; (ce qui est possible car t > 0). On a alors At < T et donc

0< (,Uf(X) = (l)f(}\t) < ()\+ ])(,Uf(t) =0

ce qui prouve que la fonction wy est nulle sur [0, 1].
5.a. On applique le critére habituel.
a Soit f € Cy,. Pour tout xp € [0, 1] et pour touth € Rtel quey =xo +h € [0,1],

|f(x0 +h) —f(xo)| < M w(|hl).
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Comme w est continue en 0 et que w(0) = 0 par [1.a.], on a

Iim M w(/h]) =0
h—0

et par comparaison f(xo + h) tend vers f(x() lorsque h tend vers 0. Cela prouve que f est continue en
chaque point x¢ de [0, 1] et donc que 'ensemble C,, est contenu dans l’espace vectoriel €°([0, 1]).
a La fonction nulle appartient a C, (pour cette fonction, le membre de gauche est toujours nul, donc
la constante M = 0 convient).
a- 5iles fonctions f et g appartiennent toutes les deux a Cy,, alors il existe deux constantes M; et M,
telles que
[f(x) — f(y)| < My w(lx —yl)

et que
lg(x) — g(y)| < Mz w(lx —yl)

pour tout x et tout y de [0, 1]. Pour tout scalaire A € R, on en déduit que

|(Af + ) (x) — (Af + 9)(y)]

= |Alf(x) — f(y)] + [g(x) — g(v)]]|
Al |f(x) — f(y)‘ + |g(x) — g(y)| (inégalité triangulaire)
(IAIM7 + M2) w(lx —yl)

NN

ce qui prouve que la combinaison linéaire Af 4+ g appartient a 'ensemble C, (avec la constante M =
Al My + M, par exemple).
Ce qui précede prouve que C,, est bien un sous-espace vectoriel de €°([0, 11).
5.b. D’apres la question précédente, C,, est bien un espace vectoriel.
a Toute fonction f € C,, est en particulier une fonction continue sur le segment [0, 1], donc une
fonction bornée. Par conséquent, ||f||_ existe bien et c’est un réel positif.
Par ailleurs, la fonction w n’est pas identiquement nulle, donc

Vt>0, w(t)>0
d’apres [4.c.] et par conséquent, le quotient
If(x) — f(y)l
w(fx —yl)

est bien défini quels que soient x # y. Par définition de C,, ce quotient, positif, est majoré par une
constante réelle M, donc sa borne supérieure est également bien définie et positive.
Comme la somme de deux réels positifs est un réel positif, on vient donc de démontrer que ||-|| est
une application de I’espace vectoriel C,, dans R.
@ Quel que soit le scalaire A € R,

IAf(x) —Af(y)l _ If(x) — f(y)l
— = ]A| ———+—
w(lx—yl) ~ w(fx—yl)

et en passant au sup par rapport a x et y, on en déduit que

Af(x) — Af f(x) —f
A )y 10— 1)
oy wlx—yl) —~ xzy W(x—yl)
>0
Par ailleurs, comme ||-||, est une norme, ||Af[|, = [Al [[f]|,, et par somme, on en déduit que |-|| est

positivement homogene :
Vfe Cw) VA€eR, ||)\fH = Al ||f||

@ Jlest clair que 0 < ||f||, < |If|]. Donc : si ||f|| =0, alors ||f||, = 0 et comme ||-||, est une norme, on
en déduit que f est I'application identiquement nulle, c’est-a-dire le vecteur nul de I'espace vectoriel
Co.

@ Quelles que soient les fonctions f et g dans C,, quels que soient x # y,

(F+9)(x) = (F+g)y)l _ [f(x) = fy)l _ Ig(x) — gyl
w(lx —yl) = wlx—yl) w(x—yl)
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Comme le sup est un majorant, on en déduit que

I(F + g)(x? — N ey o] + [l = llgllu]-

w(lx—yl)

Le second membre étant indépendant de x et y, on peut passer au sup et en déduire que

sup 149100~ (1 - 5)y

\
< Il = (1]l + — gl
sup %3] 161 = 11£ll o + llgll = Nl

et donc que

14 gll < Il + gl + If + glloe = Iflloc = I9ll
< [Ifll+ gl
(inégalité triangulaire pour la norme ||-|| ).

Finalement, ||| est bien une norme sur C,.



