Lycée Pierre CORNEILLE MP/MPI

Probléme de Mathématiques
Référence pb1701 — Version du 15 octobre 2025

On note £, 'ensemble des applications lipschitziennes de R dans IR, c’est-a-dire 'ensemble des appli-
cations @ : R — R pour lesquelles il existe une constante K, > 0 telle que

Vixy) €R? O o(x) — 0(y)] < Kelx —yl.

Le but de ce probleme est de trouver, en fonction des réels a # 0 et A # 0 donnés, les applications
F € L telles que
VxeR, F(x)—AF(x+a)="~(x) (1)

ou f € L est donnée.

Partie A. Préliminaires : quelques propriétés des fonctions lipschitziennes

1. Démontrer que L est un espace vectoriel réel.
2. Soit f € L. Démontrer que, pour tout réel xo, la fonction g+, : R — R définie par

Vx€eR, gx,(x)="~f(x—x0)

appartient aussi a L.

3. Soit f : R — IR, une application dérivable. Démontrer que f est lipschitzienne si, et seulement si,
sa dérivée f’ est bornée.

4.a. Démontrer que les fonctions sin et cos sont lipschitziennes.

4.b. Donner un exemple de fonction lipschitzienne sur IR qui ne soit pas bornée.

4.c. Donner un exemple de fonction de classe ¢! sur R qui ne soit pas lipschitzienne.

5. Soient f et g, deux applications bornées de £. Démontrer que le produit fg est aussi une application
lipschitzienne bornée. Que dire du produit de deux applications lipschitziennes lorsqu’elle ne sont pas
toutes les deux bornées ?

6. Soit f € L. Démontrer qu’il existe deux réels positifs A et B tels que

VxeR, [f(x)] <Alx+B. )

= On pourra appliquer la propriété de Lipschitz avec y = 0.

Quel ordre de grandeur de f(x) peut-on en déduire au voisinage de +00?
7. Soit f : R — R. On suppose qu'il existe un réel M > 0 tel que

[F(x) — f(y)]| < Mix —yl,
quels que soient les réels x et y vérifiant 0 < x —y < 1. Démontrer que f € L.

Partie B. Résolution d’un cas particulier
Dans cette partie, on suppose que f est la fonction nulle :

VxeR, f(x)=0.
8. On suppose qu'une fonction F € £ vérifie I'équation fonctionnelle (1). Démontrer que
vYneZzZ, F(x)=A"Fx+na).

9. Onsuppose que |A| < 1. Démontrer que F est la fonction nulle.
' On pourra étudier I'ordre de grandeur de N"F(x + na) lorsque n tend vers 'infini.
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10. On suppose que |A| > 1. Démontrer que F est la fonction nulle.

11. Onsuppose que A = 1.

11.a. Quel est ’ensemble des solutions de 1’équation (1)?

11.b. Expliciter, en fonction de a, un exemple de solution non nulle.

12. Onsuppose que A = —1.

12.a. Démontrer que F est périodique et admet 2a pour période.

12.b. Expliciter, en fonction de a, un exemple de solution non nulle.

12.c. Toute application F : R — R de période 2a est-elle solution de (1) ?

Partie C. Cas ou |A| < 1
13. On suppose que 'équation (1) admet une solution F. Soit x € R. Démontrer que

n—1
VneN', F(x)=A"F(x+na)+ Y Af(x+ka). ©)
k=0

14. Démontrer que, pour tout x € IR, la série

Z A f(x + na)
est absolument convergente.
¥ On pourra invoquer le résultat du [6.]
15. On considere I’application ¢ : R — R définie par

+o00
VxeR, o) = Z A (x + na).

n=0

Démontrer que ¢ € £, puis que ¢ est I'unique solution lipschitzienne de 1’équation (1).
16. Expliciter la solution F; de (1) associée a la donnée f1(x) = 1.
17. Pour tout x € R et tout A € ]—1, 1], on pose

cosx — Acos(x —a)
1 —2Acosa+ A2
Démontrer que, pour tout A € |1, 1], la fonction

[x = F2(x,A)]

Fa (X) A) =

est I'unique solution lipschitzienne de (1) associée a la donnée f = cos.

Partie D. Un cas particulier avec A = —1

On suppose dans cette partie que A = —1, a = 1 et que f € L est une fonction de classe ¢,
convexe, décroissante et de limite nulle au voisinage de +o0.
18.a. Quel est le signe de f(x)? Et celui de f'(x)?
18.b. On suppose que la fonction f n’est pas constante. Démontrer que

lim f(x) = +oo0.

1 On pourra minorer f par une fonction affine.
18.c. Onsuppose que u < v < u+ 1. Démontrer que
flu) —f(v) = flu+1)—f(v+1) = 0.

18.d. Donner un exemple de fonction f vérifiant les hypotheses de I'énoncé.
19. Démontrer que, pour tout x € IR, la série

D (=D(x+m)
converge.
20. On posera dans la suite de cette partie :

+oo

VXxER, @) =) (=1)"f(x+n).

20.a. Démontrer que
YxER, [o()]<[fx)]

et en déduire la limite de ¢ au voisinage de +oo.
20.b. Démontrer que ¢ est lipschitzienne.
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5 On pourra appliquer [7.] en s’aidant de [18.c.]

21. Démontrer que I’équation (1) admet une, et une seule, solution F € £ qui tende vers 0 au voisinage
de +oo.
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Solution % Résolution d'une équation fonctionnelle

Partie A. Préliminaires : quelques propriétés des fonctions lipschitziennes

1. L’ensemble £ est contenu dans l'espace vectoriel des applications de IR dans R. La fonction iden-
tiquement nulle est lipschitzienne (elle admet 0 pour constante de Lipschitz). Enfin, si ¢ et { sont
lipschitziennes, quel que soit le réel A, quel que soit le couple (x,y) € R?,

|(Ap + ) (x)—(A@ + ) (y)]
= Alp(x) — @(y)]l + [W(x) — b (y)]|
< |7\|’(p(x) — (p(y)’ + |1b(x) — 1|)(y)| (inégalité triangulaire)
< (INKgp + Ky )Ix —yl,

ce qui montre que L est stable par combinaison linéaire.

L'ensemble £ des applications lipschitziennes de R dans IR est donc un sous-espace vectoriel de
I'espace <7 (R, R) des applications de R dans IR.
2. Quels que soient les réels x et y,

|gxo (X) = g, (W)| = [F(x —x0) — Fy — x0)]|
< K| (x = x0) — (y — x0)|
g K |X_y|)

ce qui montre bien que gy, € L.
3. Supposons que f soit lipschizienne et dérivable. Pour tout x € IR,

|f(x) — f(x + h)]|

vh#0, Ix — (x + h)|

< Ky

donc

B |f(x) — f(x + h)|
[0 = lim = e <<

Réciproquement, si f est dérivable sur IR, alors le théoreme des accroissements finis nous assure
que

f(x) —f
Vx#y, Icelx oyl M:f’(c).
X—y
Sila dérivée de f est bornée par K, on en déduit que
f(x) — fy)
—— 1 <
VX7, ‘ X—y ‘\K

et donc que
¥ (xy) € R%, - [f(x) — fly)] < Kix—yl.

(L'inégalité de Lipschitz est évidente pour x = y...)

4.a. Ladérivée de sin, qui est cos, est une fonction bornée. Par [3.], la fonction sin est lipschitzienne.
De méme pour cos.

4.b. De méme, la fonction [x — x] est lipschitzienne, mais elle n’est pas bornée sur R.

4.c. Enfin, la fonction [x — x?] est de classe ¢! sur R, mais elle n’est pas lipschitzienne puisque sa
dérivée n’est pas bornée.

5. Soient f et g, deux applications lipschitziennes, respectivement bornées par M et M 4. Alors, quel
que soit le couple (x,y) € R?,

|(fg) (x)—(f 9)(yJ|
|f(x —f(y)g(x) + f(y)g(x) — f(y)g(y)|
<|F(x) = f(y)] - |g()| + [f(Y)] - [9(x) — gy)]
< (Mg Kf+Mf g)x—yl.

Leur produit fg est bien une application lipschitzienne et bornée.

a Sif(x) =sinx et g(x) = x, alors f et g sont lipschitziennes. Mais (fg)’(x) = sinx + x cos x pour tout
x € R : en particulier, (fg)’(k7) = k7 tend vers +o0 lorsque l'entier k tend vers +oco, donc fg n’est pas
lipschitzienne (toujours d’apres [3.]).
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6. D’apres la propriété de Lipschitz, |f(x) — f(0)| < K¢[x — 0] et par inégalité triangulaire,
VxeR, |[f(x)|=[f(x)—F(0)+ f(0)] < Kglx|+ [f(O).

@ Cet encadrement montre que f(x) = O(x) lorsque x tend vers +oo.
7. Soientx <yetN = |y —x], de telle sorte que 0 < 6 = (y—x)/(N+1) < 1.On pose alors xj. = x+kd
pour tout entier 0 < k < N + 1. (En particulier, xo = x et xn41 = y.) Comme 0 < X1 — Xk < 1 pour
tout 0 < k < N, on déduit de I'hypothese de 1'énoncé et de I'inégalité triangulaire que

N
[#9) = 100 = | D flxicen) = (x|

k=0

N
< Z [f(xs1) — F(xi)|

~

0
N
<MD (xier —x) =My —x)
>0

<My —x|.

Cela prouve que f est lipschitzienne et admet M pour constante de Lipschitz.

REMARQUE.— Si f est dérivable, I'hypothese de 1’énoncé permet de démontrer que la dérivée f’ est
bornée par M (a vérifier) pour conclure en invoquant une nouvelle fois [3.]

Partie B. Résolution d’un cas particulier
8. La propriété F(x) = A"F(x + na) est évidente pour n = 0 (car A\° = 1) et pour n = 1 par (1).
Supposons-la démontrée pour un entier n > 1. Alors, en appliquant (1) avec x « x +na,
F(x) = A"F(x + na)
= A" [AF((x +na) + a)]
=A""TFx 4+ (n + 1)al.

D’apres le principe de récurrence, la propriété est établie pour toutn € N.
a Comme A # 0, I’équation (1) peut aussi s’écrire

F(x) =Fl(x —a) +a =A""F(x —a).

Autrement dit, ce qui vaut pour le couple (A, a) vaut également pour le couple (A\~', —a). On peut alors
déduire de ce qui précede que

VneN, Fx)=A")"Fx+n(—a)l =A "F(x—na)
et finalement que
YneZ, F(x)=A"Fx+na).

9. Soitx € R.Comme a # 0, alors x +na tend vers l'infini lorque n tend +o00, donc F(x +na) = O(n)
d’apres [6.] et donc
AMF(x +na) = O(nA™).

Or A™ tend vers O (puisque |A| < 1) et par croissances comparées, il en va de méme pour nA™. Donc
A"F(x + na) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

On déduit alors de [8.] que F(x) = 0 pour tout x € R.
10. On reprend la méme méthode en faisant cette fois tendre n vers —oo. On a encore

F(x) =A"F(x + na) = O(nA™)

et, par croissances comparées, cette quantité tend vers 0 lorsque n tend vers —oo puisque [A| > 1.
Donc F(x) = 0 pour tout x € R lorsque [A] # 1.
11.a. L'ensemble des solutions de 1’équation

f(x) =f(x + a)

est 'ensemble des fonctions lipschitziennes et périodiques, de période a.
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11.b. La fonction F = [x — cos(27x/a)] est lipschitzienne et de période a.
12.a. Pourtoutx € R,ona
F(x) = (=1)?F(x + 2a) = F(x + 2a)

d’aprés [8.], donc F est périodique et admet 2a pour période.
12.b. La fonction F = [x — cos(7tx/a)] est lipschitzienne et vérifie

VxeR, —F(x+a) :—cos(% +7t) :cos% = F(x).

12.c. Les solutions de (1) admettent toutes a pour anti-période, ce qui est bien le cas de 'exemple
précédent, mais qui n’est pas le cas de toutes les fonctions de période 2a.

La fonction affine par morceaux et continue ¢ qui passe par les points de coordonnées (0,0),
(3a/2,1) et (2a,0), prolongée en une fonction de période 2a, n’est pas une solution de (1) car @(a) #
—@(0). (Faites une figure!)

Partie C. Cas ou |A| < 1

13. On va démontrer (3) par récurrence sur n, en remarquant que, pour n = 1, cette propriété n’est
autre que 'hypothese (1). Supposons donc cette propriété pour un entier n > 1. Alors, d’apres (1) (avec
X — x+na),

(m+1)

AT Ex 4+ (n+ 1a Z Ak f(x + ka)

=A"(AFl(x + na) + a]) + Z A*f(x + ka)
k=0

=A\" (F(erna)fforna Z?\k (x + ka)

n—1

=A"F(x+na) + Z ARf(x + ka)

= F(x).

La propriété (3) est ainsi établie pour tout n € IN*.
14. Comme a # 0, quel que soit x € IR, la variable (x + na) tend vers l'infini lorsque n tend vers +oc.
On déduit alors de [6.] que A" f(x+na) = O(nA™). Or|A| < 1, doncla série ) nA™ converge absolument
(puisque NA™ = o(u™) pour tout |A| < p < 1). Par comparaison, la série }_ A™f(x + na) est absolument
convergente.
15. D’apres la question précédente, I'application ¢ est bien définie sur R. Démontrons qu’elle est
lipschitzienne.

La différence de deux séries absolument convergentes est absolument convergente et par inégalité
triangulaire

“+o0
lo(x) —@(y)| = ’ Z A (f(x +na) — f(y —|—na))‘
J:I.Oz()
< ZI?\\“]f(erna) —fly +na)].

n=0
Mais f est lipschitzienne : quels que soient le couple (x,y) € R? et I'entiern € N,
0< ]f(x +na) —fly +na)’ < Kelx —yl

et comme A| < 1,

+oo
lo(x) — @(y)| <Kflx—y|ZI?\l“— x —yl
n=0

I7\|

Cet encadrement démontre que ¢ est lipschitzienne.
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@ Vérifions ensuite que ¢ est bien une solution de (1).

e(x)—A@(x+a)

+oo +oo
= Z AMf(x +na) — Z AT f(x + a) + nal
n=0 n=0
+oo +oo
= Z Af(x +na) — Z A f(x + na)
n=0 n=1

=Af(x +0 x a) = f(x)

a Vérifions enfin que la solution de (1) est unique. S’il existe deux solutions : @1 et ¢», alors P =
@1 — @2 est lipschitzienne (par [1.]) et solution de (1) avec f(x) = 0. D’apres [9.], la fonction { est
identiquement nulle et par suite @1 = @>.

a  Ainsi, la fonction ¢ est 'unique solution de (1).

REMARQUE.— Une solution de (1) doit vérifier la formule (3) et comme une telle fonction est lipschit-
zienne, il faut en outre que A™F(x + na) tende vers 0 : la formule qui définit ¢ est donc bien la seule
possible.
16. D’apres [15.], F1(x) = 1/(1 —A) pour tout x € R (somme d’une série géométrique).
17. D’apresle cours,si ) u, est une série convergente de somme S, alors la série ) Re(u, ) est conver-
gente et sa somme est la partie réelle de S.

D’apres [15.], 'expression de 'unique solution lipschitzienne de (1) associée a cos est

+ZOO A cos(x + na) = Re (ei" +f (Aeia)“>
n=0 n=0
G

. 1— Qe ia

:m 1x
e(e (1—Acosa)? + (Asina)z)

_cosx —Acos(x —a)
1—2Acosa+ A?

= Fz(X, A)

Partie D. Un cas particulier avec A = —1
18.a. Comme f est décroissante et tend vers O au voisinage de +o0, elle est positive sur R et sa dérivée
est négative.

REMARQUE.— 5i la fonction f était deux fois dérivable (hypothése que ne fait pas 1’énoncé), alors sa
dérivée seconde serait positive (convexité).

18.b. Comme f est dérivable sur l'intervalle ]—o0, +00[, mais pas constante, alors il existe un réel xo
tel que f'(xo) # 0. Alors par convexité de f, on en déduit que

VxR, f(x)=f(xo)+f (x0)(x—x%o).

Comme f’(xo) < O par décroissance de f, le second membre tend vers +oo lorsque x tend vers —oo et,
par comparaison, f tend vers +oo au voisinage de —oo.

REMARQUE.— Une figure peut aider.
18.c. La fonction f étant convexe, son graphe est au-dessus de la tangente au point d’abscisse v. En

particulier,
flu) = f(v) + (u—v)f'(v).

De méme, son graphe est au-dessus de la tangente au point d’abscisse (u + 1) et en particulier,
fv+ D) 2 flu+D)+[(v+ 1) — (u+ D] (u+1).
On en déduit que

v) > (u—v)f'(v)
et que (ufv)f’(u N>flurl)—Fflv+1).

Mais la fonction f’ est croissante et négative et v < u + 1, donc

0= f(u+1) >
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et comme (u—v) <0, alors
O (u—v)f'(u+1) < (u—v)f'(v)

d’ot finalement
flu) —f(v) = f(u+1)—~f(v+1).

REMARQUE.— La encore, une figure peut aider. Faites des figures!
18.d. L’expression f(x) = {n(1 4+ e~ *) convient (mais on peut se contenter de tracer son graphe).

REMARQUE.— La fonction [x — e *] ne convient pas, car elle n’est pas lipschitzienne.
19. Lasérie de terme général u,, = (—1)"f(x+n) est alternée car f est une fonction positive. Par hypo-
these, la fonction f est décroissante et tend vers 0 au voisinage de +oo, donc la suite de terme général
[un| tend vers 0 en décroissant. D’apres le critére spécial des séries alternées, la série ) (—1)™f(x +n)
est convergente.
20.a. Lorsqu'une série alternée vérifie les hypotheses du critere spécial, on sait que sa somme est
bornée par la valeur absolue du premier terme. Ici, le premier terme est (—1)°f(x + 0) = f(x). On en
déduit que

VxeR, |(p(x)] < |f(x)‘.

Comme f tend vers 0 au voisinage de +o0, alors ¢ tend vers 0 au voisinage de +oco.

REMARQUE.— Le critere spécial nous dit également que ¢(x) est du signe de f(x), c’est-a-dire positif
pour tout x € R.
20.b. Soient x ety, deux réels tels que 0 < x —y < 1. Alors

+o0
() —o(y) =Y (=1 [flx+n)—fly+n)].

n=0

Comme f est décroissante et que y < x, on reconnait la somme d’une série alternée. Son terme général
tend vers O puisque x + 1 et y + n tendent vers +oo et que f tend vers 0 au voisinage de +oco.
Pour toutn € N, on pose u =y +netv =x+mn, de telle sorte que u < v < u+1etd’apres [18.c.],

fly+n)—~fx+n) = fly+n+1)—~fx+n+1)

c’est-a-dire
[fx+n)—fly+n)| = |flx+ (n+ D] —fly+ (n+ 1)]|.

La valeur absolue du terme général est donc une fonction décroissante de n, ce qui permet d’invoquer
le critere spécial des séries alternées. En particulier, la somme de cette série est bornée par la valeur
absolue de son premier terme :

lo(x) — (y)] < |[f(x) — fy)| < Kelx —y

puisque f € L. La propriété de Lipschitz est donc établie pour ¢ d’apres [7.]
21. D’apres ce qui précede, la fonction ¢ est lipschitzienne et tend vers 0 au voisinage de +o0. De plus,
pour tout x € R,

Q(x )+<p(><+1)

Z )™ f(x +n) +Z D™(x+1+n)

_Z N™f(x+n)— +ZOO(—l)“+1f(>c—|—TL—i—1)
i e
=) (D™x+n) =Y (-1 f(x+n)
N
Donc la fonction ¢ est bien une solution de (1) pour (A, a, f) = (—1,1,f).

a Si @7 et @, sont deux solutions de (1) pour
(A, a,f) = (=1,1,1),
alors leur différence \p = @1 — @, est une solution de (1) pour

(A)a)f) :(_]»])O)
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et d’apres [12.], la fonction \ est périodique, de période 2. Si @1 et ¢, tendent toutes deux vers 0, alors
1 est une fonction périodique qui tend vers 0 au voisinage de +oo, c’est donc la fonction nulle et par
suite, @1 = @3.

La fonction ¢ est donc 'unique solution de (1) qui tende vers 0 au voisinage de +oco.



