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Intégrales 2
Intégrales généralisées
Exercice 1 06-01  Exercice 7 06-07
1. Sila fonction f est paire ou impaire, alors elle est in- Lorsque a tend vers +oo
tégrable au voisinage de —oo si, et seulement si, elle est ’
intégrable au voisinage de +o0.
2. Sif est paire et intégrable sur IR, alors J ! dx T
+oo +oo gla=x)V1—x2  a
J f(t)dt = ZJ f(t) dt.
e ° Exercice 8 06-08
3. Sif estimpaire et intégrable sur IR, alors
1. Pour toutn > 2, lorsque x tend vers +oo,
+oo
J f(t)dt =0.
oo too 12 32
4 J S dt=0(S)
. t xn—!
o tdt *
J,Oo THt24+t4
2. Pourtoutn € N et toutx > 0,
Exercice 2 06-02
1. +o0 eftz efxz n4+1 +o00 €7t2
+o0 —
J AL P L T N J vz 4t
o 1+1t2
2. L
oo pnt T ha En particulier, lorsque x tend vers +oo0,
Va> O, J ) dt=- —
o a’+t 2 a
+0oo 5 e*XZ
Exercice 3 06-03 J et dt~ .
X 2x
1. Poura<b,
Jb dt B J'l du i Exercice 9 06-09
aVb=t(t—a) Javi—u? . 1. Llintégrale
2. Pourtousa <b,
1
b 2 dt
(b — a) f(x) = J
L \/(bfx)(xfa)dx:T 0 \/(x2+t2)(1—|—t2)
Exercice 4 06-04 ot définie pour tout x > 0.
oo, teo gy 2.  Auvoisinage de +o0,
e * dx = e —
—o0 0 \/JE 1
(x) = 1 dt
Exercice b 06-05 ) x o VIt t2 + (73)
Pour toute fonction f continue sur [—1, 1],
1 £(x) n /2 3. Auvoisinage de 0,
J dx = J f(cost) dt = J f(sint) dt.
—1 V1 —x2 0 —n/2
; f(x)—rdt—i-OU)
Exercice 6 06-06 TVt
1. Démontrer la convergence de
T donc f(x) ~ —{nx.
1= Sopde
0 nt
Exercice 10 06-10
2. Vérifier que
Lorsque x tend vers 0,
Foo X o—2x Ze o—x
I:J 7dx:lin})‘[ " dx.
—
° e +° cost R
3. Endéduire la valeur de I. . tr~ X



Intégrales 3
Exercice 11 06-11 Exercice 17 06-17
1. Pour tout x > 0, on pose
oo oot oo pdt (T, &
P =[S | =y [Tema=y L
X t 0 et —1 k=10 n=1 n
Alors F(x) = o(e™*) au voisinage de +oo et F(x) ~ —InXx  Exercice 18 06-18
au voisinage de 0.
2. La fonction F est intégrable sur ]0, oo et Pour tout x € R,
+oo -+ +oo
+o0 sin(xt) X
J F(x) dx = 1 L p— dt:;7n2+xz-
0 =
en intégrant par parties. Exercice 19 06-19
3. Auvoisinage de +oo,
e " e f room Jke kt dt = In !
Fx) == +0(55 ) 2], 2
4. Pour tout x > 0, on pose Exercice 20 06-20

“+oo efxt
= dt.
o(x) L :

Alors @(x) = e"ZF(xz), donc @(x) ~ —2e*" Inx au voisi-
nage de O et

x4

au voisinage de +-oco.

Exercice 12 06-12
Lorsque x tend vers +oo,
J Arctant dt ~ m tnx.
0 t 2
Exercice 13 06-13
Lorsque x tend vers +oo,
Foo p—tx? 1
- _dt=0(—=).
J o 1+t dt=0 (xz)
Exercice 14 06-14
Si f est intégrable sur [0, +o00[, alors
1 +o00
J LI J f(x) dx
o 14+t n—+too  Jg
Exercice 15 06-15
Lorsque n tend vers +oo0,
J’ +to° Arctan t/,, kg
o t4t3 2n’
Exercice 16 06-16
Par convexité de la fonction exp,
n n +o0
lim J (1+3) e*tht:J e tdt=1.
n—-+oo 0 n 0

1. Lafonction F définie par

+oo ,—xt
F(X)ZJ ¢ at

Vx>0,
0 X+t

est décroissante et positive sur R et tend vers 0 au voisi-
nage de +oco.
2. Comme
5 “+oo e U
Vx>0, F(x)=e" J — du,
u

x2
la fonction F est une solution de 1’équation différentielle

2

xy(x) —y'(x) =~

Vx>0,

3. De plus F(x) ~ 1/2 lorsque x tend vers +oo et F(x) ~
—2{nx lorsque x tend vers 0.

Exercice 21 06-21

Pour tout n € N, on pose

(n+1)7m
I, = J sin(t?) dt.
Jmm

1. Démontrer que la suite (I )nen tend vers 0.

2. Effectuer le changement de variable u = t2.

3. Aumoyen d'un changement de variable affine, élimi-
ner 'entier n des bornes de l'intégrale.

4. En déduire la nature de la série >_L,,.

Exercice 22 06-22

Etudier la convergence des intégrales généralisées
suivantes.
1.

1
J nt dt
0 v/(1—1)3

“+o0
J (t+2)— Vt2+4t+1dt

0
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Exercice 23 06-23  Exercice 28 06-28
La fonction 1. Soit f, de classe €. Si f et f' sont intégrables au voisi-

Ut —1)tX nage de +o0, alors f tend vers 0 au voisinage de +oo.
F=lxm L nt dt 2. Si une fonction est monotone et intégrable au voisi-

nage de +oo, alors elle tend vers 0 au voisinage de +oo.

tend vers 0 au voisinage de +oo. 3.  Une fonction uniformément continue et intégrable sur

. un voisinage de +oo tend vers 0 au voisinage de +oo0.

Exercice 24 06-24

Justifier la convergence de l'intégrale

= J’1 (1 —x?)

, ") dx

et calculer sa valeur au moyen d’une intégration par par-
ties.

Exercice 25 06-25

Justifier ’existence de
1+tm

+oo
I, = _
" Jo Vit

et étudier le comportement de I,, lorsque n tend vers +oo.

06-26

Pour tout entier n > 1, on définit la fonction f,, sur
[0, 1] en posant :

Exercice 26

nynt pour0<t< 1/,

VtG[O,ﬂ, fn(t):’ 1/\/{ pour]/n<t<1.

1. Démontrer que la suite (fy,)n>1 converge simplement
sur [0, 1], mais ne converge pas uniformément sur [0, 1].
2. Calculer de deux manieres différentes la limite de

1
L |
0

lorsque n tend vers +oo.

fn(t) dt

06-27

On considere deux suites réelles bornées (an)nen et
(bn)nen et on suppose qu'il existe un segment [c, d] (avec
c < d) tel que

Exercice 27

vteled, lim a,cosnt+ b,sinnt=0.

n—-+oo

1. Démontrer que, pour tout n € N, il existe un réel ¢,
tel que

Vtele,d, ancosntt+b,sinnt=4/a2 + b2 cos(nt+e,).

2. Calculer
d
_ J

et en déduire que

I, [an cosnt 4 by, sinnt] 2 dt

. (a% +b2)(d—c)

n—-+00 2

3. Démontrer que les deux suites (an)nen et (bn)nen
convergent vers 0.

Exercice 29 06-29
La fonction w : ]—1,1[ — R définie par
Vtel-1,1[, w(t)= !
) Y - /] — t27
est intégrable sur ]—1, 1[.
Exercice 30 06-30

Démontrer que

+00 o5 +oo 1— 400 : 2
J’ sinx dx:J Czosx dx:J (smx> dx.
0 X 0 X 0 X
Exercice 31 06-31
Démontrer que
+oo 1 + t2
Jo en(?) dt =m.
Exercice 32 06-32
Démontrer que
T Arctant oo du
J —5n o dt= 4J 7
0 t 0 1 +u
Exercice 33 06kh-01

Soit z € €\ R_. Etudier I'intégrabilité de la fonction
f définie par
L
(z4+t)VT+t

ft

sur l'intervalle I = [0, +ool.

Exercice 34 06kh-02

Pour tout t € IR, on pose

1
et + t2e—t°

f(t) =

Etudier l'intégrabilité de la fonction f sur l'intervalle I =
]—o00, +ool.
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Exercice 35 06kh-03

Exercice 40 06Kh-52

1. FEtudier I'intégrabilité de la fonction f définie par

f(t) = !

BV -1
sur l'intervalle I =]1, +ocol.
2. Calculer
J+oo dt
1 BVt2 -1

au moyen d’un changement de variable.

Exercice 36 06kh-04

Démontrer la convergence de l'intégrale

1 3
Jtidt
o V1 —12

et calculer sa valeur au moyen d'un changement de va-
riable.

Exercice 37 06kh-05
Démontrer que
+o0 +00 +oo 2
t?e Mt dt = =
Exercice 38 06kh-06

1. Démontrer que la fonction S définie par

Vi

vVt>0, p—

S(t) =

est intégrable sur I =10, >].
2.  Démontrer que la série

Z Ve it

converge pour tout réel t > 0 et préciser sa somme.
3. Onadmet que

+oo
J e du= ﬁ.
0 2

A Vaide d’un changement de variable, calculer

+o0
J Ve ™t dt.

0
4. En déduire que

+o0 +o0
J vt dt:@ZL.
o et—1 2 ni]n\/ﬂ

Exercice 39 06Kh-51

La fonction f définie par
f(x) = ]sinx|x

est-elle intégrable sur R ?
On admettra I'équivalent classique des intégrales de

Wallis :
/2 -
J sin"tdt ~ —.
0 n—-+oo n

Soient f et g, deux fonctions continues de R dans R.
On suppose que

VxeR, f(x)=1

et on considere I'équation différentielle
VxeR, y'(x)+f(x)yx)=g(x). (B)

1. Onsuppose que la fonction g tend vers 0 au voisinage
de +00. Démontrer que toutes les solutions de (E) tendent
vers 0 au voisinage de +oco.

2. Onsuppose que la fonction g tend vers 0 au voisinage
de —oco. Démontrer qu’il existe une, et une seule, solution
de (E) qui tende vers 0 au voisinage de —co.

Exercice 41 06Kh-53
Calculer un équivalent de
1
dt
fx)=| —————
b L (T4t +t2)x
lorsque x tend vers +oo.
Exercice 42 06Kh-54
1. Calculer I'intégrale
+o00o
_ B\t
U, = Lioo(l + n) e " dt.
2. En déduire les limites de
T (™ ™
In—ﬁ‘l‘_n<]+a) e dt
etde
] +o0 t\n .
Tn WL <1+—) e tdt
lorsque n tend vers +oo.
Exercice 43 06Kh-55

Soit f, une fonction continue de [0, 1] dans R. Ftudier

la limite de
1
R

. W f(X) dx

lorsque h tend vers 0.

06Kh-56

Soit A > 0 (fixé). On considére I’équation différentielle
suivante.

Exercice 44

1

xy/(x) +Ay(x) = = (E)

Vx>0,

Existe-t-il une solution de cette équation qui tend vers une
limite finie au voisinage de 0?
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Exercice 45 rms130-576  Exercice 51 rms132-1166
On pose Démontrer 1’existence de l'intégrale
T n(1+1t) iy 1 o 1— tArctan1 dt
P e : t
o tvl+t = 2n+1)

Justifier 'existence de I et de S, puis exprimer I en fonction
de S.

Exercice 46 rms130-1388

Démontrer que

+oo (_])n+1

1
nt
dt = _—,
L1+t2 ZO(ZnJr])Z

Exercice 47 rms132-571

Pour x > 1, on pose

24nx _t
F(x):J € at

nx

1. Déterminer la limite de F au voisinage droit de 1.
2.  Démontrer que F est injective.

rms132-610

Soit A, une partie de IN. On considere la fonction f dé-

Exercice 48

finie par
Xn
VxeR, f(x)= Z .l
neA
et on suppose que
eX

f(x)

x—too X2
1. Soit I, une partie finie de A. Calculer

J~+oo xMe X

, - dx

nel
et en déduire que A est une partie finie.
2. Que peut-on en conclure?
rms132-617

Soit f, une fonction continue et bornée sur R,. Dé-
montrer que

Exercice 49

lim
n—-+oo

‘r“’ nf(x) — mif(0)
o T+mnxx2 " 27
rms132-628

Soit a > 0. On consideére une fonction g, continue sur
[0, a] et telle que g(0) # O, et la fonction F définie par

Exercice 50

Vx€R, F(x)= J g(t)e *tdt.

0

Démontrer que

puis calculer sa valeur.

Exercice 52 rms132-1167

On pose

/2

/2
I:J fnsinxdx et ]:J fn cos x dx.

0 0
1. Justifier 'existence des intégrales I et J.
2. Vérifierque I =].

3. Calculer I+ J. En déduire la valeur de 1.

Exercice 53 rms132-1169

On étudie ici
*In(1—t
F(x) = —J (=t g
0 t
1. Déterminer I’ensemble de définition de F.
2. Démontrer que

+00

F(x) = Z %

n=1

Vx e [0,1],

3. Au moyen d'une intégration par parties, démontrer
que
2

VOo<x<T, Fx)+F(1—x) :%—En(] —x)nx.

Exercice 54 rms132-1219

Pour tout entier n € N*, on pose
+o00 1 n
I :J e Vidt u =(1+—)
" ’ " vn
etv, =e V™

1. Démontrer que la série } v, converge.
On notera dans la suite :

+oo
Rn: Z V.

k=n-+1

vVneN,

2. Démontrer que l'intégrale I, est bien définie. Calculer

X
J ue “du
0
pour tout x € R et en déduire que
VneN* I,=2(1++vn)e V™
3. Démontrer que
Vne IN*) In+1 g Rn g In-

En déduire un équivalent de Ry, lorsque n tend vers +oo.
4. Démontrer que la série ) uy converge. En posant

+oo
Tn = E Uy,

k=n+1

vVneNN,

démontrer que T, ~ R~/ /z lorsque n tend vers +oo.
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Exercice 55 rms132-1225

Exercice 58 rms134-1483

On rappelle que

“+oo

VneN, I“:J e "™ dt =n!

0
(étude de la fonction I') et que

n,,n

nl ~ 2me "n™.

n—-+4oo

1. Etudier les variations de S(x) = (1+x)e * pourx > 1.
En déduire que

2 n—1
VneNs Vx>, ang(ﬁ S(x).

2. Démontrer que

X2 3
Vx>—1, In(l+x) gx—7+?
4. En déduire que
Vv n +o0o
lim J (1 + L) e VX dx = J e X" /2 dx.
n—+oo —vn \/ﬂ oo

5. En effectuant le changement de variable
u=(t—mn)/vn
dans l'intégrale I,,, démontrer que

lim
n—-+oo

- 1+l ne*\/ﬁudu:\/ziﬁ.
J\F( \/ﬁ)

En déduire la valeur de l'intégrale

—/
“+o0o N
J e /2 dx.
—0o0

Exercice 56 rms134-1465

Trouver la limite de la suite de terme général

n
1
Sh = t .
" ]; ank—i—n

Exercice 57 rms134-1482bis

On pose

(-1

1. Démontrer que f est de classe ¢ sur [0, 1[. (Préciser
I'expression de sa dérivée.)

2.  Démontrer que f est continue sur [0, 1].

3. La fonction f est-elle dérivable en 1?

4. Calculer le développement limité a 1'ordre deux de
f(x) au voisinage de x = 0.

Calculer
x du
olx) = |

0 3+cos?u

pour tout x € R. On posera v = tanu.

Exercice 59 rms134-1516

Pour tout n € N, on pose

/2
U, = (—1)“J cos™ x dx.

0

Justifier la convergence de la série ) u, et calculer sa
somme.

Exercice 60 rms134-1520

Démontrer l'existence de l'intégrale
+o0o0 t+0o0 1)
0 n=1

et calculer sa valeur.

Exercice 61 rms134-1659

Soit f : Ry — R, une fonction de classe 2. On sup-
pose que f et f' sont bornées.
1. Justifier I’existence des réels

Mo(f) = sup [f(x)| et May(f) = sup |[f"(x)].
x€R x€R

2. Soit x € R4. En utilisant l'inégalité de Taylor-
Lagrange, démontrer que

2Mo(f) | hM;(f)
h 2

Vh>0, [f'(x)|<

3. Justifier alors 'existence de

M; (f) = sup ’f’(x)’
xeR

et démontrer que

M (f) < 2V Mo (f)M2(f). (%)

4. Pour tout ¢ > 0, on définit une fonction f, : R, — R
en posant

et

Vx>2, f.(x)=2

Démontrer que f,, f. et f// sont bornées sur R, . Préciser
les valeurs de Mg (f,), de M (f:) et de M, (f¢).

5. En déduire que le facteur 2 est la meilleure constante
possible dans l'inégalité ().
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rms134-1663

Soient a < b, deux nombres réels, et f, une applica-
tion de classe €2 sur le segment [a, b], a valeurs réelles,
telle que

Exercice 62

et on consideére le polynome

(X—a)(X—b)

P p—
0 2

1. Trouver une relation simple entre les deux intégrales
suivantes.

b b
J f(t) dt J f(t)Po(t) dt

a a

2.  En déduire que

(b—a)’
L

a

Jb f(t) dt‘ <

Intégrales fonctions d’un parameétre

Exercice 63 07-01 Exercice 68 07-06
Démonstration du théoréeme de continuité. 1. Lafonction F définie par
+o0 242
Exercice 64 07-02 _ (T +x7t7)
F(x) e dt
1. La fonction F définie par 0
est continue sur IR.
/2 cost 2. Lafonction F est de classe ¢! sur R* et
F(x) = = dt 7'c
0 X Vx>0, F,(X):1+X.
est continue et décroissante sur ]0, +ool.
2. Elle tend vers 0 au voisinage de +oo et vers +oo au 3. Endéduire I'expression de F(x).
voisinage de 0.
3. DPlus précisément, Exercice 69 07-07
1 1 La fonction F définie par
F) =~ +0(5) L
x x tsint
Vx e l[0,1], F(x):J —_—
lorsque x tend vers +oco et o 1 —xcost
F(x) = — tnx + O(1) est continue sur [0, 1].
Exercice 70 07-08

lorsque x tend vers 0.

Exercice 65 07-03
La fonction F définie par
+oo s
F(x) = J e ()T dt
est de classe €' sur R et sa dérivée est nulle.
Exercice 66 07-04

Démontrer que la fonction F définie par

+oo :
sint
F(x) = J et
0 t

dt

est de classe ¢! sur R* . Calculer F/(x) et en déduire F(x).

Exercice 67 07-05

La fonction définie par

Fix) — J+°° Arctan(xt) dt

) t(1+t2)

est de classe €' sur R. En calculant sa dérivée, on montre

que
s

Vx>0, F(x)= zﬂnﬂ +x).

La fonction F définie par
F(x) roo “
A IR IS
est de classe ¢ sur ]0, +o00[, mais n’est pas dérivable en

0.

Exercice 71 07-09

1. Démontrer 'existence de 1'intégrale généralisée

+oo ot
=] Srau
2. Onpose
too o—tx
=], e
2.a. Démontrer que l'intégrale généralisée F(x) est

convergente pour tout x € R..

2.b. Démontrer que la fonction F est continue sur R .
2.c. Démontrer que la fonction F est de classe ¢ sur
R% et déterminer une équation différentielle linéaire du
premier ordre vérifiée par F.

2.d. Calculer F(0) et déterminer la limite de F au voisi-
nage de +oo0.

3. En déduire la valeur de I.
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Exercice 72 07-10

Exercice 76 07kh-01

Soit 0 < ¢ < 1/2.
1. La fonction F, définie par

+oo
x dt
F = —
«(x) L t(1 + tx2)
est continue sur Q = ]0, +ool.
2. Lorsque x tend vers +oo,
1 (" dt
Fal(x) ~ X L e

3. Etudier la limite en 0 en distinguant le cas o = 1/5.

Exercice 73 07-11

On pose

1
F(x) = J Ll

o Int
1. L’ensemble de définition de F est l'intervalle ouvert
Q=]-1,4+0c0[.
2. La fonction F tend vers 0 au voisinage de +oco.
3. Lafonction F est de classe %' sur Q.
4.

Pour x € R, on note

Fix) = J*"o Arctan(x/t) dt.

0 1+t2

tudier 'ensemble de définition et la continuité.
tudier la dérivabilité de F. Simplifier I'expression de

T

1
2.
F
3. Démontrer que

dt =
0 1—12 8

r int —m?

Exercice 77 07kh-02

On pose

Ha) J,1 X2

o V1+ a*x?

1. Démontrer que F est définie sur RR.

2. Démontrer que F est continue sur R. En déduire la li-
mite de F(a) lorsque a tend vers 0.

3. Etudier la limite de F(a) lorsque a tend vers +oco.

4. Trouver un équivalent de F(a) lorsque a tend vers

Pour tout x > —1, +-o00.
o0 e=(x+u _ o= (x+2)u 2+x Exercice 78 07kh-03
du ={n .
0 u T+x Démontrer que la fonction F définie par
Exercice 74 07-12 +oo dt
F(x) = J TR AVE R
On pose —oo (TH2)(1 +1ixt)
+00 dt +oo esfjgontinue sur R.
VYn e N*, In:J o et Vx>0, F(x):J 5
0 (14+t2)n 0 7|<£+ te,
xercice 79 07Kh-51
1. Démontrer que F est de classe € sur ]0,+oo[ et ex- On pose
primer I, en fonction de FY(1).
2. Expliciter F(x) et en déduire les valeurs de I, pour Fix) — J'n/z Arctan(xsint) dt
n>1. o sint '

Exercice 75 07-13
1. SoitA >0.
1.a.
A .
t
limJ' T e —ndt=0
x—0 0 t
1.b. A l'aide d’une intégration par parties,
too o—xt gint +oo L(—x+1)t 2
J ﬂ dt < J 67 dt < —
A t A t A
pour toutx € R
2.
i J+oo sint e ¥t gt — J+oo sint dt
x—0 0 0

1. Démontrer que la fonction F est définie sur R et im-
paire.

2. Démontrer que F est de classe ¢ sur R et calculer
F/(x).

3. En déduire une expression simple de F(x) pour x €
R.

Exercice 80 07Kh-52

Soit o« > 0, fixé. On pose

+oo

F(x) = J ¥ Te et dt,
0

1. Démontrer que la fonction F est définie sur RR.

2. Démontrer que F est de classe ¢! sur R et exprimer

F/(x) en fonction de F(x).

3. En déduire I'expression de F(x).
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Exercice 81 07Kh-53

Exercice 85 rms130-1402

On pose

/2

F(x,y) = J in(x? cos? t +y? sin? t) dt.

0

1. Démontrer que la fonction F est définie sur QO = R x
R . Préciser la valeur de F(yo,yo) pour yo > 0.

2. (Uniquement pour les 5/2) Démontrer que F est conti-
nue sur Q.

3. On fixey = yo > 0. Démontrer que la fonction
[x — F(x,yo)] est de classe €' sur ]0, 4+ool.

4. En déduire I'expression de F(x,y) pour (x,y) € Q.

Exercice 82 07Kh-54

Soit f : [0, 1] — IR, une fonction continue.
Etudier la limite de

" h
I(h) = JO mf(x) dX
lorsque h tend vers 0.

Exercice 83 rms130-1375

On pose

Hm—f LA
o1+t T

1. Pour quels x € R l'intégrale F(x) est-elle bien définie?
2. Calculer une primitive de
o
to ——
T+t

en posant t = u?.

3. En déduire la valeur de F(1/2).

rms130-1399

1. Soit x € R. Calculer la partie réelle et la partie imagi-
naire de

Exercice 84

1
x+1i
2. En déduire les solutions de I'équation

VxeR, y'(x)+ ~y(x) =0. (E)

3. Démontrer que l'intégrale

+0oo Sixt,—t

e*te
f(x) = J —F—dt

o Wi
est définie pour tout x € R.
4. Démontrer que la fonction f est de classe ' sur R et
exprimer sa dérivée sous forme intégrale.
5. En déduire que f est une solution de I'équation (E).
6. Démontrer que l'application

+00 ,—at o3
e sint
J ——dt

0 Vi

est définie sur IR* . Exprimer | en fonction de f et en dé-
duire le signe de J.

] = {OL»—)

1. Démontrer que

o1/t

lim =0.

t—0+  t
En déduire 'existence de l'application h définie par

—1/t
dt.

Vx>0, mmzje
0 t

2. Démontrer que y € ¢'(R*,RR) est une solution de
I'équation différentielle
Vx>0, x*y'(x)+yx)=x (E)

si, et seulement si, il existe un réel A tel que

Vx>0, y(x)=e/*h(x)+Ae!/*.
3. En effectuant le changement de variable t = ﬁ,
démontrer que
“+o00 e—u
Vx>0, e/ h(x) :xJ
o T+4+xu
4. Démontrer que l'application g définie par
+oo efu
vVxeRy, g(x) :L T du
est de classe € sur R ...
Exercice 86 rms132-628

Soit a > 0. On considére une fonction g, continue sur
[0, a] et telle que g(0) # 0, et 1a fonction F définie par

VxR, Fx)= J g(t)e *t dt.

0

Démontrer que

F(x) M

~Y
X—+00 X

Exercice 87 rms132-1228

On étudie

+o0o efxt
F(x) = dt.
() L T1t

1. Démontrer que F est définie sur R .

2. Démontrer que F est positive et décroissante. Déter-
miner sa limite en +oo.

3. Démontrer que F est de classe €' sur R . Calculer
F(x) — F/(x) pour x > 0 et en déduire que F est de classe
¢ sur R

4. Démontrer que

+0o eft

VX>O, F(X) :eXJ Tdt.

X

En déduire un équivalent de F au voisinage de 0.
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Exercice 88 rms134-1513 2. Démontrer que
On pose x + 1
2 Vx e Ry, F(x+2):X+ZF(x)
F(x) = J sin* t dt.
0 et calculer (n + 1)F(n)F(n + 1) pour tout n € N.

3. En déduire un équivalent de F(x) lorsque x tend vers
1. Démontrer que F est de classe € sur |1, +ool. +o0.



INTEGRALES (SOLUTIONS)

Solution 1 06-01

On consideére le changement de variable affine ¢ : R — R défini par

VteR, o(t)=-—t.

@ Soient f, une fonction continue (par morceaux) sur R et I, un intervalle contenu dans R. Par définition, la fonction
f est intégrable sur I si, et seulement si, la fonction |f| est intégrable sur I.
— Si f est paire, alors
VteR, [f(—t)|=]|f(t)]

— Si f est impaire, alors
VteR, [f(—t)]=]|—ft)]=][f(t)]

Dans les deux cas, la fonction f est intégrable sur I si, et seulement si, la fonction (f o ¢) est intégrable sur I.
a D’apres le théoreme de changement de variable affine, la fonction f est intégrable sur l'intervalle I = ]a, b si, et
seulement si, la fonction
g=foo
est intégrable sur 'intervalle | = ]—b, —al.
1. Supposons que f soit intégrable au voisinage de +oo : par définition, il existe un réel A tel que f soit intégrable sur
] =1A, +ool.
Que la fonction f soit paire ou impaire, la fonction f o ¢ est alors intégrable sur ] = JA, +oo[, donc la fonction f est
intégrable sur ] = ]—oco, —A[ et donc intégrable au voisinage de —oo.
a Réciproquement, si f est intégrable au voisinage de —oo, alors il existe un réel B tel que f soit intégrable sur | =
]—o0, BI.
Que f soit paire ou impaire, la fonction f o ¢ est alors intégrable sur ] = ]—oo, B[, donc la fonction f est intégrable
sur I = |—B, ool et donc intégrable au voisinage de +oo.

# Comme les deux parties de cette démonstration sont tres similaires, on peut se dispenser de rédiger complétement la deuxiéme
partie (cependant, dans ce cas, il faut mentionner I'analogie).

# Comme d’habitude, pour démontrer qu'une fonction est intégrable, on ne manipule aucune intégrale, seulement des fonc-
tions positives ! (De maniére analogue, pour prouver qu’une série est absolument convergente, on n'étudie que son terme général,
on ne calcule aucune somme partielle et encore moins de somme.)

2. Sif estintégrable sur R, alors elle est intégrable sur les sous-intervalles ]—oo, 0] et sur [0, +ool et :

roo f(t)dt = JOOO f(t)dt+ J:Oo f(t) dt.

—0o0

Le changement de variable affine ¢ réalise une bijection de ] = ]—o00, 0] sur I = [0, +00[ et, si f est paire, alors :

0 0
| rwae=| reva (parité de )
0
:—L (fo @)(t)e’(t) dt (o/(t) = —1)
0
:_J f(u) du (u= (1)
+o0
“+o0
:J f(u) du
0

Par conséquent,
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3. De méme, sif est intégrable sur R et impaire, alors

0 0
J f(t)dt = —J f(—t) dt (imparité de f)
0
:L (Fo@)(t)e’(t) dt (@'(t) = 1)
0
:J f(u) du (u=o(t)
e
= —J' f(u) du
0

Par conséquent,

4. La fonction définie par

W=1aya
est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R, donc la fonction f est définie et continue sur
]—o0, ool
Le numérateur est impair, le dénominateur est pair, donc le quotient f est une fonction impaire.

Lorsque t tend vers +oo,
t 1
donc la fonction f est intégrable au voisinage de +oco. D’apres [1], la fonction f est aussi intégrable au voisinage de —oco
et donc intégrable sur R.

D’apres [3],

Solution 2 06-02

1. La fonction f définie sur I =10, +oco[ par

nu
f = —)
W=7
est une fonction continue sur L. Elle est intégrable au voisinage de 0, puisque f(u) ~ {nu. Elle est intégrable au voisinage
de +oo, puisque
NEST
NS
-0 ~lu

hu Ju 1
flw ° (u\/ﬂ ) )
Le changement de variable ¢ défini par
Vtel, u=9(t)=-

est une bijection de classe ¢ de I sur L.
Comme f est intégrable sur I, alors

(fo@)(t)-@'(t) =

est intégrable sur I (ce qui ne nous apprend rien!) et

+oo 0
L (fo@)() - @’(t) dt :j flw) du.

Autrement dit,

et par conséquent,
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L’aire verte et laire rouge se compensent exactement!
2. On considere maintenant la fonction continue g définie par

nu

et le changement de variable affine 1\ défini par
Vxel, u=1YP(t)=at,

qui réalise une bijection de I sur I.
La fonction (de t) définie par

iy {n(at) _l(ﬂnt+€na)_f(t) nha 1
(Geow))- P =a s = e 7+~ o T aiit

est intégrable sur I en tant que somme de deux fonctions intégrables. D’aprés le théoreme de changement de variable,
la fonction g est elle aussi intégrable sur I et, comme les deux termes de cette somme sont intégrables, on peut invoquer
la linéarité de I'intégrale :

+o00 +oo
J g(u) du :j (gob)(t) - /(1) dt

0 0
1 [t fna (T dt fna (T dt

f(t)dt+ — = _—

J (6) dt + a J Jo 1+ t2

a Jo 0 1+t2 a

Or

* o dt x
J —dt= [Arctant], = Arctanx
o 1+t 0

(puisque Arctan O = 0) et, en faisant tendre x vers +o0, on en déduit que

oo dt 71
L 1412 dt=3
et on obtient enfin que
+o0
int m {na
2opdt=5
o a-+t 2 a
Solution 3 06-03

Les deux intégrales se simplifient a ’aide d’un méme changement de variable affine qui transporte l'intervalle ] = ]a, b|
sur l'intervalle I =]—1, 1[.
On cherche donc une fonction affine ¢ telle que

ela)=—1 et @(b)=1.
D’apreés la théorie des polyndmes interpolateurs de Lagrange,

b—t t—a

+ o(b) _(t=b)+(t—a) _2t—(a+b)

b—a b—a b—a
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# Pourquoi chercher 'expression de ¢ quand le cours nous donne la formule ? 1l nous reste a la simplifier.

En particulier,

VteR, o'(t)= > 0.
b—a
De plus, P(t) = 1 — @(t) est une fonction affine telle que P(a) =2 et P(b) = 0 et x(t) = 1+ @(t) est une fonction affine
telle que x(a) =0 et x(b) =2, donc
b—t t—a
P(t) _Z.bfa et x(t)=2- b—a'

Par conséquent,
(b—t){t—a)

T—@*(t) = (1—o(t) (1 + () =4 b=

# ['espere avoir convaincu les masses de I'utilité pratique des polynomes interpolateurs de Lagrange (au moins pour le cas du
premier degré).

1. La fonction

1
f=|xrm —
{ V11— xz]
est intégrable sur l'intervalle I = |—1, 1[ (fonction de référence) et
1
dx
——— = Arcsin 1 — Arcsin(—1) = 7.
J 1 V1 —%2 =D
@ D’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction définie par
b—a 2 1

- 2\/(b—1t)(t—a) ‘b—a (b—t)(t—a)

est intégrable sur ] et comme ¢’ est une fonction positive,

(fo)(t).e'(t)

J (fop)(t).e'(t)dt = J f(x) dx.
J I

Jb dt _r dx
avVb—tt—a) Jovi—x2

# Une rédaction claire ne suit pas la chronologie des calculs!
Initialement, on considere l'intégrale sur Ja,b[ d'une fonction g(t). Cette intégrale nous pousse a introduire une nouvelle
variable

Autrement dit,

. 2t—(a+b)
B b—a
et c’est ce changement de variable qui nous conduit a définir une nouvelle fonction f(x) (sur un nouvel intervalle) telle que

Vtelabl, g(t)=(foe)(t).e'(t).

Dans un souci de clarté, il vaut mieux commencer la démonstration en introduisant cette fonction f(x) et revenir progressive-
ment a la fonction g(t).

2. La fonction
f= [x =1 — xz}

est continue sur le segment I = [—1, 1], donc elle est intégrable sur cet intervalle.
On applique le Théoreme de changement de variable a la fonction affine ¢ définie plus haut : la fonction définie

par
N )
B b—a .

g(t) = (fo@)(t).@'(t) b—a

est intégrable sur | = [a, b] et comme ¢’ est une fonction positive,

J} g(t)dt = L f(x) dx.
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# Pour une fois, une partie du Théoreme ne sert strictement a rien : la fonction g est continue sur le segment [a, b, donc elle est
évidemment intégrable sur cet intervalle. On n’a pas attendu le Théoréeme pour le savoir !

Autrement dit,
b 1
ﬁj' \/(b*t)(t*ﬂ)dt:l[ \/1*X2dX.
- a —1

w Les amateurs de calculs de primitives (tous les vices sont dans la nature) se précipitent sur un nouveau changement
de variable.
La fonction P = [0 — cos 0] est une bijection de classe €' (et décroissante) du segment [0, 7] sur le segment [—1,1].
La fonction définie par

(fo)(0).'(0)] = /1 — cos? 0.]—sin 0

—sin? 0 (car0 < 0 < metsin® > 0)

est (évidemment!) intégrable sur le segment [0, 71] et
| rowerwi@rao—| v
[0,7] [—1,1]

Par conséquent,

1 7T
J \/1fx2dx:J sin? 0 do.
-1 0

#o La décroissance de @ nous a incité i conserver la valeur absolue sur @', ce qui nous permet de conserver les bornes de l'intégrale
dans I'ordre croissant. (C’est une commodité, pas une nécessité. La seule nécessité est de ne pas faire de faute de signe.)

Il reste a linéariser :
1 —cos20

VOecR, sin’0= 5

pour trouver la valeur de l'intégrale :
1
Uy
—x2 = —
J_l V1 —x%dx 3

et donc
2

b
J Vb—0t—a)dt = @.

a Les géometres s'épargneront ce dernier changement de variable. En effet, 1’aire sous la courbe d’équation y =
V1 —x2 correspond a l'aire comprise entre ’axe des abscisses et la courbe d’équation x? + y* = 1: c’est l'aire d'un
demi-cercle de rayon 1, soit /5.

# Les vrais géometres auront remarqué des le début qu’on calculait I'aire d'un demi-disque de diametre [a, b], soit

(37

Solution 4 06-04

On sait que la fonction f = [x — e "] est intégrable sur l'intervalle ]—o0, +oo[ (fonction de référence). De plus, il s’agit
d’une fonction paire, donc
+o0 N +o0o 5
J e X dx= ZJ e ™ dx.

—oo 0
Méme si la fonction f est continue sur [0, +00[, on peut considérer qu’il s’agit ici d’une intégrale sur l'intervalle I =
10, +-o0l.

La fonction ¢ = [t — v/t] est de classe €' et réalise une bijection (croissante) de ] = ]0,+oo[ sur I = ]0, +ool.
D’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction

2 1 et

o 1) — e~ (VD2 L
(foe)(t).o'(t)=e NG

=
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est intégrable sur | et de plus, comme ¢’ est une fonction positive,

et 2
—dt = J e * dx.
J] Vit I

#o La remarque sur le signe de @' (t) sert a justifier I'absence de valeur absolue.

Par conséquent,
400 5 +oo et
J e ™ dx = ZJ — dt.
Vi

—0 0
Solution 5 06-05
Soit f, une fonction continue sur le segment Iy = [—1, 1]. La fonction g définie par
f(x)
g(x) = i
est donc continue sur l'intervalle ouvert I = ]—1,1[.
@ La fonction ¢ = [0 — cos 0] réalise une bijection (décroissante) de classe ¢! de I'intervalle ouvert ] = 10, 7t[ sur

I'intervalle I. D’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction g est intégrable sur I si, et seulement si, la
fonction

f(cos 0)
V1 —cos? 0

est intégrable sur J. Or la composée [0 — f(cos 8)] est continue sur le segment Jo = [0, 7]

f(cos 0)

(go@)(0).le'(0) = - |—sinB| = — -sin @ = f(cos 0) (car sin® > 0 sur J)

]o — Io — R
0 — cos® —— f(cos0)

donc elle est intégrable sur | C Jo, ce qui prouve que g(x) est intégrable sur I.

# On peut aussi s'inspirer du résultat établi en [06-29] pour justifier 'intégrabilité de la fonction intégrande. Sachant que la
fonction

1
W= [t ——
[ Vi1— tz}
est intégrable sur 1 = ]—1,1[ et que la fonction f est continue sur le segment [—1, 1] et donc bornée sur 1, le produit g = fw est

intégrable sur 1.

De plus,
L(go ©)(0).1¢’(8)] o =J g(x) dx

I
c’est-a-dire (en plagant les bornes dans 'ordre croissant)

J-1 fx) dx = Jﬂ f(cos©) d6.

1V1—x2 0

@ De méme, la fonction 1} = [0 — sin 0] réalise une bijection (croissante cette fois) de classe ¢ T de l'intervalle ouvert
K = ]—72, 75[ sur 'intervalle I. D'apres le Théoreme de changement de variable, la fonction g est intégrable sur I si, et
seulement si, la fonction

f(sin 0) f(sin 0)
———— -|cosB| =
1—sin’0 cos

est intégrable sur K. Or la composée [0 — f(sin 0)] est continue sur le segment Ko = [—7/2, /5]

(gow)(0).p'(6) =

- cos 0 = f(sin 0) (car cos 0 > 0 sur K)

Ko — [ — R
0 — sin® —— f(sin0)

donc elle est intégrable sur K C Ky, ce qui prouve (a nouveau!) que g(x) est intégrable sur I.
De plus,

j (g0 %) (0)."(0) de:J 9(x) dx
K I

(sans valeur absolue car, cette fois, P’ (6) > 0) et donc

f LX) dx = Jn/z f(sin®) do
1 V1 —x%2 —m/2 .
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Solution 6 06-06

1. La fonction 1
f= {t — t_]
nt

est évidemment continue sur l'intervalle ouvert ]0, 1. Lorsque t tend vers 0,

Lorsque t tend vers 1,

(t—1) (t—1)
m[1—(1—-t)] —(t—1)
La fonction f admet donc un prolongement continu sur le segment [0, 1] (en posant f(0) = 0 et f(1) = —1), donc elle est
intégrable sur ]0, 1[.

f(t) = — —1.

#o Seul le prolongement de f est intégrable sur le segment [0,1], car f elle-méme n’est pas définie sur le segment [0, 1], mais
seulement sur 'ouvert 10, 1.

2. Lafonction ¢ = [x — t = e~ *] réalise une bijection de classe ¢ de l'intervalle ]0, 1[ sur 'intervalle ]0, +oco[. Comme
f(t) est intégrable sur ]0, 1, le Théoreme du changement de variable nous assure que

fop(x) @'(x)= (e )= ——

est intégrable sur ]0, +-oco[ et que

0 +oo ,—x _ ,—2x
I:J' focp(x)-(p'(x)dXZJ' ¢ T i

+oo

@ Puisque la fonction

e % — e*ZX
X
est intégrable sur ]0, +oc0[, on sait que
+oo ,—x —2x +0oo ,—x —2x
e X—e . e X—e
J —dx = lim J - dx.
0 X £—0 € X
Comme les deux fonctions
e X e*ZX
X — et X —
X X

sont intégrables sur [e, +-o00[ (continues sur cet intervalle et o(e™™) au voisinage de +00), on peut invoquer la linéarité de

l'intégrale :
+oo ,—x —2x +oo ,—x +oo ,—2x
e X—e e e
Ve>0, J 7dx:J dX—J dx.
€ X € X € X

Le changement de variable AFFINE y = 2x dans la derniére intégrale nous donne :

+oo ,—x _ ,—2x 400 ,—x +oo ,—y 2 —x
J de:l[ ¢ dx—J e—dy:J eX dx.

€ X € €

3. Pourtout e > 0 et tout x € [g, 2¢],

En intégrant sur [, 2¢], on en déduit que

et, par encadrement, que [ = {n 2.
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Variante 1.
La fonction [x — (e™ — 1)/x] est continue sur |0, +oco[ et tend vers —1 au voisinage de 0, donc elle est intégrable au
voisinage de 0. Par linéarité de 1'intégrale, on en déduit que

2e ,—x 2e ,—x £ ,—x __
J ¢ 1dx:J ¢ ]dfo ¢ ]dx 0—-0=0.

e X 0 X 0 X e—0

Par conséquent, en vertu de ’Astuce taupinale,

2e —x 2e 2¢ —x_-l 2e —x_]
J € dx:J %Jr,[ ¢ ™ dx:€n2+J' ¢ dx n2+0.

e X e e e X e—0

On prendra soin de ne jamais invoquer la linéarité pour des intégrales divergentes!
Variante 2.

La fonction g = [x — e™*/x] est continue sur ]0, +oco[ et g(x) ~ T/x au voisinage de 0. Comme la fonction [x — /]
est continue et positive mais pas intégrable au voisinage de 0, on en déduit que

1 —x 1
e dx
dx ~ — =—In¢
e X £e—0 e X

(Théoreme d’intégration des ordres de grandeurs, version divergente).
Mais cela nous conduit a

2¢ —X
J eX dx = [fn2¢ —fne+ o(fne)] = o(tne),

€

ce qui ne nous permet pas de conclure!

Solution 7 06-07

Comme a tend vers +oo, on peut supposer que a > 1. Par conséquent, la fonction intégrande définie par

f(x) = 1

(a—x)vV1—x2
est continue sur l'intervalle |1, 1[.
De plus,
1 K
S V2at VT x (x— %)
avec xo = —1 et =12 < 1, donc f est intégrable au voisinage de —1.
De méme,
1 K’

) X1 V2(a—1vVT—x - (xo —x)*

avecxo = let x = 12 < 1, donc f est intégrable au voisinage de 1.
Ainsi, la fonction f est intégrable sur ]—1, 1[.

@ Poura>1,

1 1 1
<

1,1
vxel-nLiL, a—|—1<a—x a—1

et comme V1 —x? > 0, on en déduit que
1 1 1 1

\ 1,1 —_— < f(¥)  ——  —.
x € ]-1,1[, PR s (x) PR s (%)
Comme la fonction Arcsin est de classe €' sur l'intervalle ouvert ]—1, 1[ et continue sur le segment [—1, 1], l'intégrale
généralisée
J‘ ! dx
-1 1— Xz

est convergente et égale a Arcsin 1 — Arcsin(—1) = 7.

# On vient d’appliquer ici la version généralisée du Théoréme fondamental. Si on entre dans les détails, on commence par
remarquer que

B
dx
V-T<A<B<«I J ———— — Arcsin B — Arcsin A
A VT =2
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(version classique du Théoreme fondamental, appliquée a une fonction de classe €' sur 1—1,1[) avant d’en déduire que

1
J L = Arcsin 1 — Arcsin(—1)
1 1—x2

en faisant tendre A vers —1 et B vers 1, la continuité de la fonction Arcsin intervenant dans le second membre.

# On peut aussi remarquer, mais ¢a ne sert a rien ici, que la convergence de cette intégrale généralisée prouve que la fonction

=

est intégrable sur 1—1, 1[. En effet, cette fonction étant positive, la convergence de I'intégrale équivaut a la convergence absolue de
Uintégrale.

On peut donc intégrer I'encadrement (x) et obtenir

1
T s
Va>1, ——<| f(x)dx<
a1 e s T
On en déduit en particulier que
1
J f(x)dx ~ E.
1 a—+oo A
Solution 8 06-08
1. Pour tout entier n € N, la fonction f;, définie par
et
Vit>0, fn(t)= =

est clairement continue sur ]0, +oo[ et f,, (t) = O(e™ ') au voisinage de +oo, donc la fonction f,, est intégrable sur [x, +oo[
pour tout x > 0.

. On fixe dorénavant un entier n > 2.
tZ

Comme la fonction {t — e } est décroissante sur R, on a

Vizx, 0<flt) < S 1)
Comme n > 2, le majorant est une fonction (de la variable t) intégrable sur [x, o0l :
oo > [T dt e,XZ
0< fo(t)dt <e™ —_— =
[, mmaree | R =
On en déduit enfin que
—+00 —x?
e

lorsque x tend vers 4oc0. (Comme n est fixé, le facteur (n — 1) qui figure au dénominateur doit étre traité comme une
constante.)

# Comme fy, est intégrable au voisinage de +oo, on sait [10.3] que I'intégrale

roo fo(t) dt

X

tend vers 0 lorsque x tend vers 4+-oco. L'ordre de grandeur (2) est plus précis.

# On peut faire encore plus précis car I'encadrement (1) est tout juste digne d'un stagiaire.
Le Maitre verra, lui, l'encadrement suivant :

te " tet

= -+l T gyt
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et en déduira, par intégration sur [x,+oo[, que

+oo 1 +oo 2 e X
0<L fn(t) dt < 7 L e dt = S

et par conséquent que, pour tout entier n € IN (et pas seulement n > 2),

—x2

rw fo(t) dt = 0(%) 3)

xX

lorsque x tend vers +oo.

2. Nous allons intégrer par parties pour trouver un ordre de grandeur plus précis (méthode archi-classique). Pour

0 < x <y, on remarque que
Vet 1(Y2tet
J € dt= 7J 2 gt

L tn 2 « tn+1

et on en déduit que
tZ

et —e P (V_(nt1) —e
J tn dt = [ztn+1] J 2 ’ tn+2 dt.

x x x

Comme les fonctions f,, et f4» sont intégrables au voisinage de +o0, on peut faire tendre y vers +oo pour obtenir :

oo p—t? e n41[teet
V X > O, JX tT dt — 2Xn+1 - 2 J tn+2 dt (4)
On déduit alors de (3) (avec n «+— n + 2) que
oo p—t? e’ e ™ e X e x
L tn dt = It + O(X(n+2)+1 ) T oyl + O<Xn+3>’ ®)

estimation digne d'un Grand maitre (comparer avec (3)...).
@ On en déduit en particulier (pour n = 0) que

+o0 —x?
€
J et dt ~
X 2x

lorsque x tend vers +oo.
Mais ce n’est pas tout! Les deux intégrales de (4) sont du méme type : on peut donc itérer le procédé. On en déduit
(pour n =0, 2, 4 puis 6) que

2

+oo —X +oo ,—t?
J et dt="S —lj € dt
x 2x  2), t?

e_XZ B e_XZ + ﬁ J’+oo e_tz
2x 4x3 - 2.2), t4

e ¥ N 3¢ 135 Jm P
X 4x3 85  2.2-2), t

_ e B e X' 3 B 15" O<e_x )
X 4x3 8x5 16x7 ’

dt

Le Grand maitre n’arréte de calculer que par faute de place!

Solution 9 06-09

1. Pour tout x > 0, la fonction
1

V2 +12)(1+12)

est continue sur le segment [0, 1], donc elle est intégrable sur cet intervalle. La fonction f est donc bien définie sur R .

Q= |t—
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2. Par linéarité de l'intégrale,

1J‘ dt _f(x)_J‘(1_ 1 > dt _1J‘(1_ 1 ) dt
X Jo V1412 Clo\x W22V R x o \/]+(L)z VI+t2

Or, pour tout u > 0, en multipliant par la quantité conjuguée,

1 u
_ — < =
Vitu  VT+u/T+u+1) 2

e

0«1

(%)

puisque le dénominateur est manifestement supérieur a 2.

# On peut aussi déduire I'inégalité (x) du Théoréme fondamental :

-u

1 —1 —1 1 J‘“ dz 1
2

1— = — = — 7<
ViFu ViFu V10 2) (1+2)3/2

puisque, pour tout 0 < z < u,

d/i N1 T 1
dz\Vitz) 2 (1+232°2

# On peut également la voir comme une inégalité de convexité : la fonction

e

1
\/m}

est convexe sur R, car

vuso, & ( L ) = >
7 dwr\VT+u/ 414+ u)p/?
et comme
1 1 + o(u)
= — = o
T+u 2
lorsque wu tend vers 0, on en déduit que
Vus0, LIS
T+u 2

(une fonction convexe est minorée par sa tangente).

Comme l'intégration conserve les inégalités (les bornes sont ici dans 'ordre croissant), on en déduit que, pour tout

x>0,
1 dt 1 (1 t2dt
o<7J44447_fx<47j4444f
x Jo V1 +t2 (x) x3 Jo 21 + 12
et donc que

pour x — +oo, ce qu'il fallait démontrer.
@ On en déduit en particulier que

au voisinage de +o0, avec

Toodt
K] :JO \/ﬁ :Argsh1 :—EH(\/Z_]).

#o Cette derniére remarque s’adresse a ceux qui, méprisant le Programme Officiel, connaissent la dérivée de la fonction Arg sh.

3. On procede bien entendu de la méme maniere. Pour tout x > 0,

J] dt f(x)_J‘(] 1 ) dt
o VX2 + 12 o VIFt2) VX2 t2
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D’apres I'encadrement (%),

1 t2
vtelo,1], 0<1— < =5
V142 2

et par conséquent,

-+

( 1 ) 1 t?
01— < <=
VIFE2) VX2 412 2x2 112 2

puisque v/xZ + 12 > /0 + t2 = t pour tout t € [0, 1].
L'intégration conserve les inégalités, donc

1 1
0<J ot f(x)gj Lt

0 VX2 +1t2

pour tout x > 0, ce qui prouve que la différence
1
dt
[ o
0 Vx% +t?
considérée comme une fonction de x, reste bornée sur R et en particulier que
1
dt
f(x) :J ——— +0()
0o Vx-+t

lorsque x — 0.
Pour tout x > 0, le changement de variable affine u = t/ et la relation de Chasles donnent

J‘ dt _F/X du _J‘ du +J‘/" du
o VxI+tZ Jo VT+uZ JovT+uZ i VT+uZ
<
te

Lorsque x tend vers 07, I'expression '/x tend vers +oo et lorsque u tend vers +oo,

1 1

Vit

Or [u — /4] est une fonction positive et non intégrable au voisinage de +oo, donc

=—{nx

1/x du 1/x du
L v1+u2NJ u

1 u
lorsque x tend vers 0. On en déduit que
f(x) = [Cte — Inx + o(fnx)] + O(1)

et donc que
f(x) ~ —Inx

lorsque x tend vers +oo.

# La encore, si on connait la dérivée d’Arg sh,

J']/Xdu —ﬂn(l+ ) —{Inx
o VI4u? X x? .

On est quand méme plus efficace quand on est plus savant...
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Solution 10 06-10

La fonction f définie par

est continue sur l'intervalle ouvert I = ]0, +o0[. De plus,

flt) t—j—oo o (tlz))

donc f est intégrable au voisinage de +oo. Par conséquent, 1'intégrale généralisée

+oo t
Flx) = J 5 dt

est bien définie pour tout x > 0.
@ Comme

1
f(t) = cost 2 g(t) o aveca=22>1,

la fonction f n’est pas intégrable au voisinage de 0.
La fonction de référence g est positive, intégrable au voisinage de +oo mais non intégrable au voisinage de 0, le
Théoreme d’intégration des ordres de grandeur nous assure que

J+Oof(t) dt ~ J+Oog(t) dt =1

x x—0 Jy X

Solution 11 06-11

1. On doit bien stir commencer par justifier 'existence de 1'intégrale généralisée F(x).
@ La fonction f définie par

e*‘t

est évidemment continue sur ]0, +oo[ et au voisinage de +o0,
f(t) =ole™"),

donc f est intégrable sur 'intervalle [x, +oo[ pour tout x > 0.
# Au voisinage de 0, on a f(t) ~ 1/, donc f est intégrable sur tous les intervalles [x,+oo[ (avec x > 0) sans étre pour autant

intégrable sur 10, +ool. Cela mérite qu’on s’en souvienne...

Etude au voisinage de +oco
La fonction [t — e '] est une fonction positive et intégrable au voisinage de +oco0. Comme f(t) = o(e™*) au voisinage
de +o0, alors on déduit du Théoreme d’intégration des relations de comparaison que

F(x) = roo f(t) dt O (Jﬂo et dt).

X x

Or, pour tout x > 0,

donc
F(x) = o(e ™). (6)

X—+00

#y Comme f est intégrable au voisinage de +oo, on pouvait affirmer directement que

+oo
J f(t)dt —— 0

—
x X—+00

(il s’agit du "reste” d’une intégrale convergente) mais on a obtenu ici un résultat bien plus précis.
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Etude au voisinage de 0
La fonction [t — 1/] est une fonction continue, positive et NON intégrable au voisinage de 0. Comme f(t) ~ 1/ au
voisinage de 0, alors on déduit du Théoréme d’intégration des relations de comparaison que

| 1
f(t)dt ~ J ?:—Enx.

Jx x—0 Jy

Comme f est intégrable sur [1, +oo[, on déduit de la relation de Chasles que

1 r+oo
F(x) :J f(t)dt+ f(t) dt zo—enx+o(€nx)+(’)(1) ~ —{nx. (7)
x—
X J1
=Cte

#y On a dit plus haut que f était positive, intégrable au voisinage de +oo, mais pas intégrable au voisinage de 0. On aurait pu en
déduire directement que

+oo +o00
J f(t)dt = J f(t) dt —— +oo0.

x x x—0

En appliqguant un théoreme d’intégration des relations de comparaison, on a obtenu ici un résultat bien plus précis (bis).

2. Comme la fonction f (définie plus haut) est continue sur l'intervalle ]0, +oc0[ et qu’elle est intégrable au voisinage
de +o00, la fonction F est en fait une fonction de classe €' sur ]0, +oo[, primitive de —f (généralisation du Théoréme
fondamental).

Plus précisément, la fonction F est la primitive de —f sur l'intervalle ]0, +oo[ qui tend vers 0 au voisinage de +oo.

# Rappelons que deux primitives d’une fonction g sur un intervalle I different d’une constante.
Par conséquent, la fonction —f admet au plus une primitive sur ]0, +oo[ qui tend vers 0 au voisinage de +oc et, comme on I'a
justifié plus haut, la fonction F est cette primitive.
De méme, la fonction —f admet au plus une primitive sur 10, +oo[ qui tend vers O au voisinage de 0. Mais comme la fonction
f est positive et qu’elle n'est pas intégrable au voisinage de 0, toutes ses primitives tendent vers +oo au voisinage de 0.

D’apres les ordres de grandeur (6) et (7), la fonction F est intégrable au voisinage de O et au voisinage de +oco. Par
conséquent, la fonction F est bien intégrable sur |0, +oo[. Donc l'intégrale généralisée

J:Oo F(x) dx

est convergente et, par définition,

+o0o b
J F(x)dx = lim J F(x) dx.
0 p%51% Ja

@ Comme F est de classe 4", nous pouvons intégrer par parties : quels que soient 0 < a < b,

b b

xF’(x) dx = bF(b) — aF(a) —&—J xf(x) dx.

a

Jb F(x) dx = [xF(x)]} — J

a a

Or xf(x) = e ™ est intégrable sur ]0, +oco[ et d’autre part, d’apres (6) et (7) :

bF(b) = o(be ®)—0 et aF(a) ~s —afna —— 0.
En faisant tendre a vers 0 et b vers 400, on en déduit que

+oo +o0 +o0
J F(x)dx=0—-0+ J e “dx C’est-a-dire J F(x)dx = 1.
0 0

3. Onintegre a nouveau par parties en dérivant la fraction (et donc en intégrant I’exponentielle).

Quels que soient 0 < x < y fixés,
Y ot _ y (Y et
Je—dt:[ —| fJf ° .
Lt t Ix 2

La fonction f, définie par
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est évidemment continue sur ]0, +oo[ et f2(t) = o(e™*) au voisinage de +o0, donc f, est intégrable sur [x, +oo[ pour tout

x > 0. On peut donc faire tendre y vers +oo et en déduire que

e X +oo —t

Vx>0, =S| S

@ [l nous reste a estimer la derniere intégrale a I'aide d’un encadrement simple.

#v La méthode qui suit est archi-classique.

Il est clair que

—t —t

e
2
Les trois fonctions de cet encadrement étant intégrables au voisinage de +oo, on en déduit que

e
X

Vt>x, 0< -

—+o00 eft “+00 eft 1 “+00 . efx

2
x X

X X

Cet encadrement montre que

lorsque x tend vers +oo. On déduit alors de (8) que

Fix) = e7X+o(e7X).

X—too X x2

(8)

©)

(10)

(11)

(12)

# 1l faut acquérir un peu d’expérience (c’est-a-dire faire pas mal de calculs) avant d’arriver spontanément i I'encadrement (9).

L’encadrement suivant serait tout aussi juste :

e X
tZ

Vt=zx, 0< <

t2
mais donnerait apres intégration :

+oo eft +oo e X e X
Vx>0, 0< ——dt < dt =
R J 2 J t2 X

ce qui serait infiniment moins utile que (10), puisqu’on pourrait seulement en déduire que

4. Soitx > 0. La fonction affine P (t) = x(t + x) réalise une bijection (croissante) de ] = [0, +oco[sur I = [xz, +o0 [ et

—xt 5 efx(t+x)

Vte], i+t =e" 'm‘xzexz F(W() - B! (1)].

On a démontré a la premiere question que f(u) était intégrable sur l'intervalle I, le Théoréme de changement de variable

nous assure alors que

efxt
te
[ x+ t}
est bien intégrable sur l'intervalle | et que, de plus,

+o00

+oo N N
J e - f(W(t) - |’ (1) dt = e* J f(u) du

0 x2
c’est-a-dire ,
Vx>0, @(x)=e" F(x?).
@ On déduit alors de (7) et du Théoréme de composition des limites que
F(x?)

U )
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(puisque x? tend vers 0 lorsque x tend vers 0). Par conséquent,

F(x?) ~ —2inx
x—0
et donc )
e(x) ~ —2e* inx.
x—0
@ De maniére analogue, comme x? tend vers +oco lorsque x tend vers +oo, on déduit du développement asymptotique
(12) que

2 2
P _ e—X e—X
F(X ) XH_—O—OO XZ +O< X4 )
Par conséquent,
1 1
o0, 52t 0(a)
Solution 12 06-12
La fonction f définie par
Arctant
f(t) = —

est continue sur l'intervalle ouvert Iy = 10, +oo[. De plus, f(t) tend vers 1 lorsque t tend vers 0 (forme indéterminée
usuelle), donc f est intégrable au voisinage de 0 et I'intégrale généralisée

est convergente pour tout x > 0.
@ Lorsque t tend vers +oo,

—_—

f(t) = Arctant - % ~g(t) =

Y|

t
et comme !/t n’est pas intégrable au voisinage de 400, la fonction f n’est pas intégrable au voisinage de +oo.

Cela dit, la fonction de référence g est positive et continue sur [1, +oo[. Le Théoréme d’intégration des ordres de
grandeur appliqué sur l'intervalle I = [1, +oco[ nous assure donc que

fo(t)dt ~ rg(t)dtzfznx.

1 X—+00 1 2

On a ainsi démontré que

fo(t)dt:FU)—i—fo(t)dt = F)+ [T enxct oltnx)].

o ; X—+00
Comme F(1) est une constante réelle et que {nx tend vers +oco lorsque x tend vers +oo, on en déduit enfin que

* Arctant
0 t x—+o0 2

#v ]l est impossible d’appliquer le Théoréme sur I'intervalle 10, 400l car la fonction de référence g n’est pas intégrable au voisinage
de 0. II était donc nécessaire d’appliquer la relation de Chasles pour rester sur des intervalles oit g était intégrable.

Solution 13 06-13

Pour tout x € R, la fonction
efxzt
t—

1+13

est continue sur [0,+o0[ et est O(1/13) au voisinage de +o0, donc elle est intégrable sur [0, +oo[. Par conséquent, la
fonction f définie par

est définie sur RR. (Il est clair que cette fonction est paire.)
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@ Pourx #0,

2
e X't 2

Yt>0, 0<——<e *t
’ 1413

et le majorant est une fonction intégrable sur [0, +oco[ (fonction de référence, dont l'intégrale sur [0, +oo[ est connue).
Comme l'intégration conserve les inégalités,

+oo efxzt +oo N 1
0< ——dt < e X tdt= —
o 141 o x?

et donc
Vx>0, 0<x*f(x)<1

ce qui prouve bien que

lorsque x tend vers +oo.

# En particulier, on a prouvé que f tendait vers 0 au voisinage de +oo.

# D’apres ce qui précéde, on a aussi T(x) = O(V/x2) lorsque x — 0. Cependant, cette nouvelle relation est dénuée d'intérét car la
fonction de référence 1/x2 est infiniment grande au voisinage de 0 tandis que la fonction f est bornée sur R :
et 1

V(X,t)eRX]R,+, 0<]+t3<]_‘_7t3

et donc

Solution 14 06-14

Pour t > 0, lorsque I'entier n tend vers 400, le produit nt tend vers +oo et le produit

nf(nt)

est une forme indéterminée (a priori, une fonction intégrable au voisinage de +o0o n’a pas de limite au voisinage de +o0).
On n’a donc aucun espoir d"appliquer le Théoréme de convergence dominée a ces intégrales.
@ Nous posons donc, pour tout entiern > 1,

x =nt dx =ndt
pour obtenir

N J‘ f(nt) J“ f(x)
o 1+ (x/n)
Nouvelle difficulté : I'intervalle d’intégration semble varier avec 1, ce qui empéche d’appliquer le Théoréme de conver-
gence dominée.
@ Nous posons donc

VneN* Vx e [0,+ool, fr(x) fo) h Lo, my(x).

7 + (x/n

Comme f est intégrable sur I = [0, 400, elle est (par définition) continue par morceaux sur I et les fonctions f,, sont
donc elles aussi continues par morceaux sur I.

#y Cette astuce doit étre utilisée systématiquement pour rendre l'intervalle d’intégration indépendant du parametre n.
De plus,
CIpon(x)
14 (x/n)

est le produit d'une fonction intégrable (f) et d"une fonction continue par morceaux et bornée, donc les fonctions f,, sont

bien intégrables sur I et
1 +o0
vyn>1, nJ @dtzj fn(x) dx.
o 1+t 0

fn(x) = f(x)
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@ Pour tout x € I, il existe un rang ny € N tel que
x < Nng
et donc tel que
Vyn>ng, x<mn.

On a donc :

14 (x/n) notoo

Vn>=mng, fn(x)="~f(x) f(x)
(y compris pour x = 0!). La suite de fonctions (f,)n>1 converge donc simplement sur I vers la fonction f.

@ Enfin, il est clair que
1

140

Le majorant est indépendant de n et intégrable sur Iy (par hypothese). Nous pouvons donc appliquer le Théoréme de
convergence dominée et en déduire que

vYyn>1, Vxelp, ‘fn(x)‘ < ‘f(x)’ :‘f(x)’.

1 +oo
lim nJ fnt) 4 = J £(x) dx.

# Sil'intégrale j;oo f(x) dx n’est pas nulle, on a en fait démontré que
1 400
1
J UL fJ (x) dx.

Si cette intégrale est nulle, on a démontré que

1
L % dt oo O(l)

Le Théoreme de convergence dominée peut donc servir a déterminer des ordres de grandeur et pas seulement des limites...

Solution 15 06-15

# Le Théoréme de convergence dominée ne donne qu’une limite. Pour lui faire calculer un ordre de grandeur, il faut le détourner

de son usage normal.

On consideére l'intervalle I = ]0, +oo[ et les fonctions f,, définies par

n Arctan t/,

Yyne N Vtel frn(t) T O

a Intégrabilité — Soitn > 1, fixé.
» Il est clair que les fonctions f,, sont continues sur l'intervalle ouvert 1.
» Lorsque t tend vers 0,
donc la fonction f,, tend vers une limite finie au voisinage de 0 : elle est donc intégrable au voisinage de 0 (puisqu’elle
admet un prolongement continu sur l'intervalle semi-fermé [0, +o0]).

s 1 1
falt) ~m- = = (’)(—)
n(t) 2 34t t3/)’
donc la fonction f;, est intégrable au voisinage de +oco (comparaison a une fonction puissance).
Ainsi, chaque fonction f;, est intégrable sur I =]0, +-ool.
@ Convergence simple — Pour tout t € I, on sait que

» Lorsque t tend vers +oo,

t t
Arctan— ~ —,
n n—+oco N

donc la forme indéterminée ¢
n Arctan —
n
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tend vers t lorsque n tend vers +oco. Par conséquent, la suite de fonctions (f,,)n>1 converge simplement sur I vers la

fonction 1
f=|t— ——
[ 7 +t2} ’

qui est évidemment continue sur I.
@ Domination — Par concavité de la fonction Arctan, on sait que

Vu>0, 0<Arctanu<u.

Par conséquent,
ot 1
< L/“ = .
t4t3 T4t2
Le majorant est indépendant de n € IN* et intégrable sur I en tant que fonction de t. Nous pouvons donc appliquer le
Théoreme de convergence dominée, qui nous assure que

Vyn>1,vVtel, [ (t)]

lim roo fo(t) dt = roo f(t) dt =

s
n—+oo |, 0 2

On a ainsi démontré que

o 1+t2 2’

T Arctan t/,, dt 1 (T dt T
o t+13 n—+oo T

Solution 16 06-16

# Le Théoreme de convergence dominée s’applique sur un intervalle d’intégration indépendant de n. Il faut donc définir les

fonctions f, en tenant compte de cette exigence (astuce classique).

@ Pour toutn € N*,

J:(1 + %)“e*2t dt = L (1 + %)ne*2t dt + J:oo 0dt = J:oo £ (t) dt

oll on a posé
t n
Vte[o,nl, fn(t):<1+a) e 2t et Vteln,+ool, fnlt)=0.

Autrement dit,
t n
VYneN, vtelo,+ool,  fult)= (1 + E) e 2t (1)

a Intégrabilité — Pour tout entier n > 1, la fonction f;, est évidemment continue sur [0,n[ et sur In, +oo[. De plus,
elle tend vers une limite & gauche finie (égale & 2"e~2") et vers une limite a droite finie (égale a 0) en t = n, donc f,, est
bien continue par morceaux sur [0, +ool.

Comme f, est nulle sur In, +oo[, elle est évidemment intégrable au voisinage de +oo, donc elle est bien intégrable
sur [0, +ool.

@ Convergence simple — Fixons t € [0, +oo[. Il existe un entier ny > t et par conséquent,

Vn>no, fa(t) = (1 —|—%)ne*2t :exp{—Zt—l-nfn(] —l—%)}

On sait que
en(1+3) ~ L

n n—+oco N
donc t
lim [72t+n€n<1 n E)} — Jttt=—t

n—+oo
et donc, par continuité de exp,
lim fn(t) =exp(—t).

n—-+4oo

Il est clair que la fonction f = [t — exp(—t)] est continue sur [0, +-o0l.
@ Domination — Par convexité de exp, on sait que

VueR, T+u<exp(u).
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En particulier,
Vue 0,400, 0<T+u<exp(u)

Comme [u — u™] est croissante sur R, on en déduit que
t n n t
Yn>1,vtelon], 0<(1+—) < (exptn) =e
et donc que

Yn>1,Vtelo,nl, ’fn(t)‘ <el-e?t=et.

Il est clair que cette majoration est encore vraie pour t € In, +oo[ (puisque dans ce cas, f, (t) = 0).
@ On a ainsi démontré que la convergence était dominée :

Vn>1,Vtelo+ool, [fa(t) < et

car le majorant est indépendant de n € N* et intégrable sur [0, +oco[ en tant que fonction de t.
On peut donc appliquer le Théoreme de convergence dominée :

lim roo fo(t) dt = roo f(t) dt

n—-4oo 0 0

c’est-a-dire
“+o00o

lim J (1 +3)“e—t dt:J etdt—1.
n—-+oo 0 n 0
Solution 17 06-17

On considere l'intervalle I = ]0, +ocol.
Pour tout entier k > 1, on pose

Vtel, u(t) = te .

- Pour tout k > 1, la fonction uy est continue sur l'intervalle ouvert I.
Elle tend vers O (= une limite finie) au voisinage de 0, donc elle est intégrable au voisinage de 0.
Lorsque t tend vers +oo,
wo(t) =te V2. e /2 = o(e t/2)

et
Vk>2, w(t)=te D7t = e

donc uy est intégrable au voisinage de +-oo.
Ainsi chaque fonction uy est intégrable sur I.
@ La série de fonctions }_ uy converge simplement sur I en tant que série géométrique de raison 0 < e~ * < 1 (puisque
t>0)et

_ tet t

S l—et et—1’

+o0o +o00
Vi>0,  S(t)=) w(t)=t) (e ¥
k=1 k=1

@ On voit sur I'expression précédente que la somme S est continue sur 1.
@ Enfin, pour tout k > 1,

+oo et 1
L [ (t)] dt = JO te *tdt =5

(par intégration par parties, bien stir).
» Comme la série }_1/2 est convergente, on peut appliquer le théoreme d’intégration terme a terme : la somme S est
donc intégrable sur I et

oo 4 +00 4o +oo 1 2
dt = t)dt = —_ = —.
JO et —1 ]; JO uk( ) 1; kZ 6

#y Et si on avait choisi I = [0, +oco[?

- [étude de I'intégrabilité était simplifiée : chaque fonction wy étant continue sur [0, 4ool, il suffisait de I'étudier au voisinage
de 400 pour justifier son intégrabilité.

a La convergence simple était un peu plus délicate! Pour t = 0, on n’a plus une série géométrique convergente (la raison est
égale a 1), mais une série de terme général nul (a cause du facteur t).

w La régularité de la somme était plus délicate aussi! Un développement limité montre que S(t) tend vers 1 au voisinage droit
de 0 alors que S(0) = 0 (somme de la série de terme général nul). Par conséquent, S est continue sur 10, ool et admet une limite a
droite finie en 0, donc S est bien continue par morceaux sur [0, 4oo[ (sans étre continue sur cet intervalle).
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Solution 18 06-18

Soit x € IR, fixé (une fois pour toutes). On étudie ici la fonction S définie par

sin(xt) et pa
— 5 . —t\n
=t = sin(xt) pp—— ng_] (e”")™ sin xt,

S(t)

c’est-a-dire a la somme de la série de fonctions }_u,, olt
Vn>1,Vte[0,+ool, un(t)=e ™sin(xt).

@ Pour tout n > 1, la fonction u,, est continue sur [0, +oo[. Pour t voisin de +o00, on a u,(t) = O(e ™) et comme
n > 0, on en déduit que u, est intégrable sur l'intervalle I = ]0, 4-ocol.

@ La série de fonctions ) u, converge simplement sur I (en tant que somme d’une série géométrique de raison
et e€]o, 1.

@ La somme S de cette série est clairement continue sur I (quotient de deux fonctions continues sur R, dont le déno-
minateur ne s’annule pas sur I).

@[] reste maintenant a prouver que la série de terme général

+o00o
In :J lun (t)] dt
0
est convergente afin de pouvoir appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.
@ Premiére tentative (ratée)
Soit n > 1. Il est clair que
Vtel, |un(t)| <e ™. (13)

Par positivité de 1'intégrale,

+o00 1
0<In<J e Mtdt=—.
0 n
Hélas, la série harmonique ) 1/, est divergente et cette premiére majoration ne permet pas de conclure.

# On peut comprendre cet échec en étudiant I'intégrabilité de la fonction S. Cette fonction est clairement continue sur 10, +-ool et
_|sin(xt)]

1—et

|S(1)]
donc S(t) = O(e ') lorsque t tend vers +oo. Mais lorsque t tend vers 0,

donc S admet une limite finie en 0", tandis que
1 1

et—1  t
On voit maintenant qu’en éliminant le sin dans la majoration (13), on perd le facteur qui rend S intégrable au voisinage de I’origine.
1l faut donc chercher un majorant qui tienne compte du sin!

. Deuxiéme tentative (efficace)
On doit savoir que
YueR, I[sinul<|ul. (14)

On en déduit que
Vn=1,Vtel |un(t)] < |xtle ™ (15)

et la fonction [t — te™™'] est intégrable sur ]0, +oo[ pour tout n > 1. Par positivité de I'intégrale,

“+o00 . |X‘ +oo
vyn>1, 0<In<|x\J te ™ dt:—J'

> ue “du
0 n

0
avec le changement de variable affine u = nt.

Comme [u — ue™"] est intégrable sur ]0, +-oo[ (on 'a déja dit), la derniere intégrale est un réel fini (qu'il est inutile
de préciser — il est égal a 1). On a donc démontré cette fois que

I, = o(]) (16)

n2
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et donc que la série }_ I, est convergente.
@ On peut alors déduire du théoreme d’intégration terme a terme que

+0 too

roo S(t)dt= ) J wn (t) dt.

0 o

Or, pour toutn > 1,

+oo +oo . el—n+ix)t; 400 x
J U, (t) dt = jmJ eIt gt — Jm{i_} ==,
0 0 —MNn+1x Jo n<—+x
donc finalement
+00 +oo
sin(xt) X
VxeR dt = —_
’ Jo et —1 21 n? +x2

@ Variantes
On peut établir I’ordre de grandeur (16) de deux autres manieéres, plus précises (mais plus longues aussi).

@ Le changement de variable affine u = xt en supposant , la relation de Chasles et le second changement de
variable affine v = u — kmt (pour k € IN) nous donnent

“+oo +oo dU.
J e "“Ysinxt|dt = J e ™/ X |sin u|— (17)
0 0 x
+00 (k+1)7 du
= J e ™ X |gin u| — (18)
k=0 KT x
1 +oo T
= - Z e kX J e ™"/ *sinvdv (19)
X =0 0

puisque sinv > 0 pour tout v € [0, 7.
Dans (19), I'intégrale ne dépend plus de k et on peut (pardon : on doit!) reconnaitre une somme géométrique. Par
conséquent,
+oo 1 1 7T
e "sinxt|dt= - ——— | e ™/*sinvdv. (20)
o x T—e /x|,
@ Classiquement, on trouve un ordre de grandeur d’une telle intégrale en intégrant par parties. Pour le coup, il faut
intégrer deux fois par parties (a chaque fois en intégrant I’exponentielle et en dérivant la composante trigonométrique).
On trouve :

7T X s
J e ™/ Xginvdy = = J e /X cogv dv, (21)
0 nJo
7t 1 e*'m‘c/x x [™
J e /X cosvdv — lte ™ X+ = J e ™/ *sinvdv (22)
0 n nJo
et en combinant (21) et (22), on trouve
T XZ xz 7
J e "W/ Xginvdv = 2 (] + einﬂ/x) ) J e ™/ Xsinv dv. (23)
0 n n< Jo

@ Devant (23), deux attitudes sont possibles :
— L’Ancienne école, qui se réjouit de pouvoir en déduire une expression explicite de l'intégrale cherchée!

s 2
/X o _ X —n/x _ !
L e sinvdv = o (1+e ) T O(nz) (24)

— L’Ecole moderne (a laquelle, pour une fois! j'appartiens) se contente de remarquer que
0<T+e™M/*g2

et que
us

7T
OQJ e*m’/"sinvdvéJ' ldv=m
0 0

ce qui suffit a donner I'ordre de grandeur suivant

J: e ™/ Xsinvdv = O(%) (25)

lorsque n tend vers +oo.
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Quelle que soit la maniéere choisie (24) ou (25), I'estimation (16) peut alors étre déduite de (23).

@ Par principe, I’Ecole moderne n’a pas trés envie de calculer des expressions explicites lorsqu’elle peut se contenter d’'un ordre
de grandeur trouvé d’un coup d’cil (I'Ecole moderne a un trés bon coup d’eil) et, si on cherche vraiment a calculer cette intégrale,
autant passer par les complexes :

us

J: e ™/ *sinvdv = Jm Jo exp K%ﬂ + i)v} dv

:jm[ij;‘ exp[(%n —I—i)vH =...

0

# Autre méthode
Pour intégrer terme a terme, on peut avoir le choix entre le Théoréeme d’intégration terme a terme (qu’on a choisi d’appliquer)
et le Théoréme de convergence dominée.
@ On a remarqué plus haut que la fonction S est la limite, au sens de la convergence simple sur l'intervalle 1, de la suite des
fonctions définies par

f(t) = ) wi(t).
k=1

Or il s’agit d'une somme géométrique ! Donc
[sinxt| et

1—et

|fn(t)] = - = [s(v)]

et la convergence est dominée : on a trouvé un majorant indépendant de n € IN* et intégrable sur I (démontré plus haut). Par
conséquent,

+oo +oo N ptoo 100 400
S(t)dt= lim J fo(t)dt = lim J ug(t) dt = J uy (t) dt.
JO n—+00 Jo n—+oo l; 0 k 1; 0 K

# On peut expliquer graphiquement pourquoi la majoration (14) nous a mieux réussi que la majoration (13) pour établir la
convergence de la série ) I,.

En fait, si la majoration (14) parait plus grossiere que (13) (on majore une fonction bornée par une fonction qui n’est pas
bornée!), elle est bien plus précise au voisinage de l'origine. C’est I'occasion de se rappeler le principe essentiel formulé par Boris
Vian au sujet des bombes atomiques : "la seule chose qui compte, c’est ’endroit ot1 ¢’qu’elle tombe”.

Dans les deux figures ci-dessous, le graphe de e~ ™v/*|sin V| est en trait continu rouge.

Pour les petites valeurs de n (figure de gauche), on voit bien que la majoration (14) (en pointillés) est moins précise que (13)
(en trait continu bleu).

1.04

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

En revanche, pour les grandes valeurs de n (figure de droite), lorsque 1,, devient vraiment petit, la majoration (14) devient bien
meilleure que la majoration (13).

#y Un dernier mot, a propos de la majoration (14). Cette majoration peut étre comprise d'un point de vue analytique (variations
de la fonction sinus cardinal) ou d'un point de vue géométrique (concavité de la fonction sin sur [0, 7).
C’est ce que montrent les graphes ci-dessous.
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Solution 19 06-19

On considere l'intervalle I = ]0, +ool.
Pour tout entier k > 1, on pose

Vtel, we(t) = (—1)ke ™t = (—e bk,
@ Pour tout k > 1, la fonction uy est continue sur [0, 400l et

uk(t) = Ofe™)
t—+o0
donc uy est intégrable sur [0, +-oo[ et donc sur 1.
@ Pour tout t € I, la série ) uy(t) est une série géométrique de raison (—e ') et comme 0 < |[—e [ = e~ ' < 1, cette
série est (absolument) convergente. Autrement dit, la série de fonctions ) uy converge simplement sur L.
@ La somme S définie par

+oo
Vtel,  S{H)=) w(t)=(—e"
k=1

est clairement continue sur I.

# MALIS la série de terme général
+oo 1

L [u (t)| dt = L e *tdt = X

est divergente : on ne peut donc pas appliquer le Théoréme d’intégration terme a terme.

@ Pourtoutn > lettoutt e,

_eft (1 _ (_eft)n)

= 1—(—e Ym 2
Zuk(t)’:‘ e L Bl G P L
k=1 €

et +1 \1+et:g(t)

puisque [—e [ =e "t < 1.
On a trouvé un majorant g(t) indépendant de n € IN*. De plus, la fonction g est clairement continue sur R et
g(t) = O(e ') lorsque t tend vers +oo, donc cette fonction g est bien intégrable sur I = ]0, +ool.
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» D’apres le Théoreme de convergence dominée, la suite des sommes partielles

n ptoo 400 T
S| TEre =Y wa
0 k=1

k=170

est convergente et tend vers

+oo t00 +oo ot
t)dt = —dt.
Jo ];uk( ) Jo T+et

Autrement dit, la série
+oo

ZJ (—1)ke*t dt

0
est convergente et sa somme est connue :

+
8

+oo +o00 —et
J (=) ke "t dt = J —— _dt.
0 0 1+et

~
Il

On reconnait une expression de la forme u’(t)/u(t), donc

+o0 _eft ) N » :
Jo Wdt:/\grﬂmen(]—'—e )—tn(1+e ):—(%nZ:an_

Solution 20 06-20

On va constater sur cet exemple qu’'on n’a pas toujours besoin du cours sur les intégrales a parametre pour étudier les
propriétés d'une fonction définie par une intégrale.
1. Onposel=[0,+o0[, Q =10,+o00[et

efxt

V(x,t) e QxI, f(x,t)=

x+t

@ Pour tout x € Q, la fonction [t — f(x,t)] est continue sur I'intervalle fermé I et

1 —xt —xt
f(x,t)—x+t~e Ao o(e ™).
Comme x > 0, la fonction [t — e *'] est intégrable au voisinage de +oo, ce qui prouve que [t — f(x, t)] est intégrable
sur I pour tout x € Q.
Par conséquent, la fonction F définie par

est bien définie pour tout x € Q.
@ Pour tout t € [, la fonction [x — e '] est décroissante et positive, tandis que la fonction [x — x + t] est croissante
et positive. Par conséquent, la fonction [x — f(x, t)] est décroissante et positive.
On a donc
Vo<x<y,Vtel 0<f(y,t)<fx,t)

et en intégrant cet encadrement, on obtient
Vo<x<y, 0<Fy)<F(x)

ce qui signifie que la fonction F est décroissante et positive sur Q.
@ Soit x > 0. Il est clair que
—xt 1

e
vtel 0<f(xt)< :—z-xe_"t
X X

et par conséquent

] “+o00 o -I
0<F(X)<7 xe dt:fz.
X 0 X

#v [l est important de connaitre par cceur la valeur de cette dernieére intégrale!
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Cet encadrement nous dit en particulier que

F L 5o @(xlz)

et donc que F tend vers 0 au voisinage de +oco.
# On aurait aussi pu appliquer le théoréme de continuité en fonction d’un parametre (dans la version "existence d’une limite
finie”).
2. Pour x > 0 fixé, on considere le changement de variable affine :
u=x(x+1t)=x>+xt du = x dt.

On en déduit que

+o00 —(u—x?) +oo ,—u
xe du e
F(X)ZJ 7-—:&2] ~— du
X2 u X 2 u

@ Comme la fonction [u — e /u] est continue sur l'intervalle ]0, 400 et intégrable au voisinage de +o0, on sait que
la fonction ¢ définie par

+oo e v
vy >0, cp(y)=J Tdu
Y

est une primitive de —e™¥ /y.

Par conséquent,
2

Vx>0, F(x)=e* @(x?)
donc F est de classe €' sur ]0, +ool et, pour tout x > 0,
F/(x) = 2xF(x) + 2xe*’ @'(x?) = 2xF(x) + 2xe*” . %
La fonction F est donc bien une solution de I'équation différentielle

Vx>0, xyix)—y'(x)= %

# On aurait aussi pu appliquer le cours sur les intégrales a parametre pour démontrer que F était de classe € et exprimer sa
dérivée (Formule de Leibniz).

3. On fixe x > 0 et on considere les deux fonctions de classe ¢! définies par :

7efxt -I
et v(t) = .
X x+t

Viel,  ult) =

11 est clair que
—1
(x+1t)2"
On a déja démontré que u'v était intégrable sur I. Il est clair que uv tend vers 0 au voisinage de +oo. Enfin uv’ est
continue sur I et O(1/:2) au voisinage de +o00, donc uv’ est aussi intégrable sur I.
D’apres la formule d’intégration par parties,

vtel, u'(t)=e et V()=

+oo 400 “+oo —xt
F(x) = L W (t)v(t) dt = —u(0)v(0) — L u(thv'(t) dt = Xlz - L x(iw

Pour tout t € I et tout x > 0, il est clair que

et donc, en intégrant cet encadrement,

En particulier, lorsque x tend vers +oo,
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@ La fonction [u — /] est continue et positive sur ]0, 1], mais elle n’est pas intégrable au voisinage de 0. Or

e U 1
s o 2
uUu u—ou
donc : :
e v du
—du ~ — =—I{ny
y u y—0 y u

Par composition de limites (et pas par composition d’équivalents!), on en déduit que
1 e—u
J ~—du — n(x?) =-2¢nx.
x2 u x—0

D’autre part, I'intégrale

+oo ,—u
K:J e—du
1 u

est convergente (déja vu!) et indépendante de x et le facteur e*” tend vers 1 lorsque x tend vers 0.
Finalement,

Fix) = & [(=2nx + o(nx)) + K] ~ —2nx.

Solution 21 06-21

1. Tout d’abord, la fonction f = [t — sin(tz)] est continue sur le segment [y/nm, y/(n + 1)7, donc elle est intégrable
sur ce segment et 'intégrale I,, est donc bien définie pour toutn € IN.
@ Ensuite, pour toutn € N,

£/ (n+1)m
IIn| < J | sin(t?)] dt

Navd
et

Vte [yvnmy/(n+1)n], [sin(t?)] <1,
donc

VnelN, [[/<vVn+1)n—

Pour calculer un ordre de grandeur de /(n + 1)7, on commence par factoriser : lorsque n tend vers +oo,

1\1/2 1
Vin+1) :\/nn<1+g) :\/Tﬁ(1+£+0(1/n)>-
On en déduit que

Vin+n—ynn ~ 1\/3

n—+too 2

ce qui prouve bien que la suite (I, )nen tend vers 0.
2. Il ne s’agit pas de poser u = t?, mais de poser t = \/u, ce qui n’est pas tout a fait la méme Chose
Pour toutn € N*, I'application ¢ = [u — /u] réalise une bijection de classe ¢! de [nm, (n+1)n] sur [y/n7, /(n + 1w

et comme la fonction f est intégrable sur [\/nm, \/(n 4 1)7], on peut déduire du Théoréeme du changement de Varlable
que la fonction

(o) ¢ = |ur SOt
@e = 24
est intégrable sur le segment n7, (n + 1)7).
# Cela n’a rien de remarquable : toute fonction continue sur un segment est intégrable sur ce segment.
En revanche, pour n = 0, I'application ¢ réalise une bijection de classe ¢! de ]0,7] sur |0, /7] et la fonction
(fo@)- @ estintégrable sur l'intervalle |0, 71, ce qui est tout de méme plus intéressant car, cette fois, le Théoreme du
changement de variable nous assure de la convergence d'une intégrale généralisée :

Io _J”smu du.

o 2v/u
Quoi qu'il en soit,
(n+1)7m _:
VneN,In:J kil
nm 2Vu
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3. Lechangement de variable affine v = u—n7 permet d’écrire I, comme une intégrale sur l'intervalle [0, 7t] pour tout
n>l.

™ sin(v + n) ™ sinv
" Jo VvV +nm v ) Jo v+ nm v

Comme sin v est positif pour tout v € [0, 71], on en déduit que l'intégrale I, est du signe de (—1)™ pour tout n € N. Ainsi,
la série >_ I,, est une série alternée.
4. Pour toutv € [0, 7] et pour tout n > 1, il est clair que

O<vVWwH+nn< v+ (n+1)n

et comme sinv > 0 sur [0, 7], on en déduit que
sinv sinv
S WVFmF D W

Comme l'intégration avec bornes dans I'ordre croissant conserve les inégalités, on en déduit enfin que

VTLZL 0<|In+1|<|ln|-

Cela prouve que les conditions d’application du Critére spécial des séries alternées sont remplies. La série ) I, est donc
convergente et sa somme est du signe de Iy, c’est-a-dire positive.

Solution 22 06-22

1. La fonction
int
=t —
-

est continue sur l'intervalle ouvert ]0, 1[.

Lorsque t tend vers 0, il est clair que f(t) ~ {nt. Or {n est une fonction intégrable au voisinage droit de 0 (fonction
de référence).

Lorsque t tend vers 1, on pose t = 1 — h. D’apres le Théoreme du changement de variable AFFINE, la fonction f est
intégrable au voisinage (gauche) de 1 si, et seulement si, la fonction [h — f(1 — h)] est intégrable au voisinage (droit) de

oo tn(1—h h 1
nd—h) -h _, (7)
Vh3 h3/2 vh
et la fonction [h+— h™!/?] est intégrable au voisinage de h = 0 (fonction de référence), donc f est bien intégrable au

voisinage de 1.
Ainsi, la fonction f est bien intégrable sur ]0, 1] et I'intégrale généralisée

1
J nt dt
(1—1)3

f(1—h) =

est (absolument) convergente.
2. Lafonction g = (t + 2) — vt? + 4t + 1 est continue sur l'intervalle [0, +oo[. Lorsque t tend vers +oo,

\/m_t\/i {1+ )—;(126)+O<t13)}:(t+2)—23t+0(t12>

-3
g(t) t—;ioo T‘t
ce qui prouve que g n’est pas intégrable au voisinage de +oo.
a [’équivalent trouvé montre que la fonction g tend vers 0 par valeurs inférieures au voisinage de +oo. Par consé-
quent, elle est de signe constant (négative!) au voisinage de +oco et comme elle n’est pas intégrable au voisinage de +oo,
on en déduit que 'intégrale généralisée

donc

+o00
J (t+2)—Vt2+4t+1dt

0
est divergente.

# On aurait pu calculer le développement limité de maniere plus siouX en réduisant le trindme a la forme canonique. En effet,

Vet = Jt42? 3=+ 1= —> (42— +o<(] )

(t+2)? 2(t+2) t+2)

et on pouvait en déduire plus rapidement I'équivalent de g(t) qui permettait de conclure.
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Solution 23 06-23

Soit x € R, fixé. La fonction

(t— 1)t

fx = {t»—> nt

} 10,1 = R
est continue sur l'intervalle ouvert ]0, 1[.

Elle tend clairement vers 0 au voisinage de 0 (limite finie au voisinage d’une borne finie), donc elle est intégrable
au voisinage de 0.

Avect=1—h,
(=)@ —h)*

n(1—h) t-1

donc fy est intégrable au voisinage de 1 (limite finie au voisinage d"une borne finie a nouveau,).

La fonction F est donc bien définie sur R, .
a [’étude précédente nous a montré que la fonction g définie par

fx(t) =

1,

t—1
t 1 t) = ——
vieloil, gty =-—

était continue sur l'intervalle ouvert |0, 1[, mais pouvait étre prolongée en une fonction continue sur le segment [0, 1] en
posant g(0) =0etg(1) =1.
Ce prolongement est donc borné (fonction continue sur un segment) et, d’apres l'inégalité triangulaire,
Vx>0 |F(x)|<J1‘(t_”tX’dt<”g| J']txdt—”g”m
’ h 0 Int = ° 0 X+ 1 )

En particulier, la fonction F tend vers 0 au voisinage de +oo.

Solution 24 06-24
Il est clair que la fonction définie par
1— 2
VOo<x<l, f(x)zu
X
est continue et négative sur l'intervalle O, 1[.
Lorsque x tend vers 0,
2
f(x) ~ —- — —T,
X

ce qui prouve que f admet un prolongement continu sur [0, 1{ et donc que f est intégrable au voisinage de 0.
Lorsque x tend vers 1, on effectue le changement de variable AFFINE h = 1—x. D’aprés le Théoréme du changement
de variable, f(x) est intégrable au voisinage de x = 1 si, et seulement si, f(1 — h) est intégrable au voisinage de h = 0. Or

{n(2h — h?) 1 h
00 =0 —h) = =45 = 7= tnh+t2+m(1-3)]

dong, lorsque h tend vers 0,
f(1—h) ~{nh.

Comme {n h est intégrable au voisinage de 0 (fonction de référence), la fonction f est bien intégrable au voisinage de 1.
La fonction f est donc intégrable sur ]0, 1[. En particulier, I'intégrale généralisée de f sur ]0, 1[ est convergente et :

1 A
J f(x) dx = lim J f(x) dx.
0 AZS e

« Bssayons d’intégrer par parties avec

u(x) = n(1 —x?) v(x) = i u'(x) = ixz v/ (x) = lz
X 1—x X
Lorsque x tend vers 0, le produit
_ )

est équivalent a —(—x?)/x = x et tend donc vers 0. Mais, lorsque x tend vers 1, ce produit tend vers +oo... Cette
intégration par parties est impossible.
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@ Que déduire du calcul précédent? Pour que le produit u(x)v(x) ait une limite finie lorsque x tend vers 1, il faut qu’il
s’agisse d'une forme indéterminée et donc que v(x) tende vers 0.
La seule possibilité pour intégrer par parties est donc :
-1 x—1 —2x 1

u(x) = n(1 —x?) vix)=—+1= u(x)=1+—>
X X 1—x

On a donc

Vo<x<1, uvix)=_ —X)in“ —x?) _ —(1—x)n(l _X)x+ (1=x)tn(1 +x)

Lorsque x tend vers 0, on a encore u(x)v(x) ~ x et lorsque x tend vers 1, cette fois, u(x)v(x) tend vers 0 (les deux termes
du numérateur tendent vers 0 et le dénominateur tend vers 1).
La Formule d’intégration par parties nous dit alors que l'intégrale généralisée

1
J u’(x)v(x) dx
0

est convergente et que

1 1
J f(x) dx = lim u(x)v(x) — lim u(x)v(x) — J u’(x)v(x) dx.

0 x—1 x—0 0

Par conséquent,

! B T 2x(1=x) B Todx B
J’O f(X) dX——JO de——ZJO ]+X =—-2{n2.

# Le résultat trouvé est négatif, ce qui est cohérent avec notre remarque initiale sur le signe de f(x).
# La Formule d'intégration par parties démontre seulement que l'intégrale généralisée

1
J u’(x)v(x) dx

0

est convergente, elle ne prouve pas a elle seule que le produit u'(x)v(x) est intégrable sur 10, 1.

En fait, ce produit étant négatif (donc de signe constant) et I'intégrale généralisée étant convergente, on peut conclure que
u'v est bien intégrable sur 10, 1.

Mais, je le répéte, cette propriété n'est pas une conséquence de la Formule d’intégration par parties toute seule!

Solution 25 06-25
On pose I = 10, +oo[ et, pour toutn € N,

T
Vit

@ Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur l'ouvert 1.
Pour n = 0, la fonction f;, tend vers 2 au voisinage de t = 0 et, pour toutn > 1,

Vtel fn(t)

1+ 0(1) 1

~ —,

S0 Vit o(vE) | VA

Donc f,, est intégrable au voisinage de t = 0 pour tout n € IN.
Pourn =0, ona fy(t) ~ 2/t au voisinage de 40 et, pour toutn > 1,

(1)

o o(tt) 1

fn(t) tt 00 2N + o(t2n) - e
Donc f;, est intégrable au voisinage de t = +o0 si, et seulement si, n > 2.
Bref : pour tout n > 2 (et seulement pour n > 2), la fonction f,, est intégrable sur I.
@ Considérons la fonction f définie sur I par

1 si0<t<1,
vtel flt)= /(\)ﬁ sit>1.
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La fonction f est continue sur |0, 1{ et sur ]1, +ool. Par ailleurs, elle admet une limite finie a gauche en t = 1 (limite égale
a 1) et une limite finie a droite en t = 1 (limite nulle). Donc la fonction f est bien continue par morceaux sur I.
@ Pour 0 < t < 1, on sait que t™ et t*" tendent vers 0 lorsque n tend vers +oo, donc

. 1
nl—l>r—01:100 fn(t) = W = f(t).

Pourt = 1,0ona fy(t) = 1 = f(t) pour tout n € N. Enfin, pour t > 1, on sait que t™ et t*™ tendent vers +oo lorsque n
tend vers +o0, donc

ot L
" notoo t2M T N no+oo o ’
La suite de fonctions (f )n>2 converge donc simplement sur I vers la fonction f.

@ Considérons la fonction g définie sur I par

Y sio<t<],
veel gv=| 0t G lh

Cette fonction est évidemment continue sur les deux intervalles ouverts ]0, 1[ et ]1, +ool. Par ailleurs, elle tend vers une
limite finie a gauche en t = 1 (limite égale a 2) et vers une limite finie a droite en t = 1 (limite égale a 1). La fonction g
est donc continue par morceaux sur I.
Par comparaison avec les fonctions de Riemann (au voisinage de t = 0 comme au voisinage de t = +00), la fonction
g est intégrable sur l'intervalle I.
a Pour 0 < t < 1,il est clair que

Pourt>Tletn>2,0onal < vt <t"etdonc

T+t 1 1
O<fn(t)<m=t*n<*:9(t)-

On a donc établi que
Yn>2vtel, 0<fa(t)<g(t)

ot le majorant est indépendant de n et intégrable sur I en tant que fonction de t.
La convergence est donc dominée. Par conséquent,

roo fo(t) dt ——— roo f(t) dt = r a_,

0 n—-+4oo

Solution 26 06-26

1. Les deux définitions de f,,(1/n) coincident :

1

V'

L = Vi

donc la fonction f,, est bien définie sur [0, 1].

@ La fonction f;, est clairement continue sur [0, /i, ainsi que sur |'/n, 1]. De plus, elle est clairement continue a gauche
en x = !/n et continue a droite en x = 1/, donc elle est bien continue en x = 1/,,. Par conséquent, la fonction f, est
continue sur le segment [0, 1].

L'intégrale I, existe donc bien en tant qu’intégrale d"une fonction continue sur un segment.

#v La fonction fy, est clairement de classe € sur les intervalles [0, 1/n[ et 11/, 1]. Elle est également dérivable a gauche et a droite

en x = 1/, mais
—1 _ —nyn

(fr)g(Vn) =nvn  tandis que  (fn)g(1/n) = SONA R 2
x='/n

donc f, n’est pas dérivable en x = /.

a Six =0, alors f,(x) = 0 pour toutn > 1.
Si0 < x < 1, alors il existe un entier ng = ne(x) € N tel que

vn = no, X 2 >

2=

1
o
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et donc
Vn = no, fa(x) =

Nk

Par conséquent, la suite de fonctions (fn)n>1 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f définie par

0 six=0,
Vxelo,1], f(x)= Ve si0<x<l.

#v La fonction f est continue sur 10, 1], mais elle n’est pas continue par morceaux sur [0, 1], car elle n’a pas de limite a droite finie
au voisinage de 0 (elle tend vers +00).

@ Comme toutes les fonctions f,, sont continues sur [0, 1], si la suite de fonctions (fn)n>1 convergeait uniformément
sur [0, 1], 1a limite f de cette suite serait également continue sur [0, 1], ce qui est faux comme on vient de le constater.
Par conséquent, la suite de fonctions (fn )n>1 ne converge pas uniformément sur [0, 1].
2. On peut calculer explicitement I, : pour toutn > 1,

2 1
+2(\/T_\/V>n):2—ﬁ+ﬁmz-

1 2
In =n \/ﬁ ( / TL)
2
@ Sinon, on peut remarquer que, pour toutn > 1,

) ngn(x) gfn(vn):\/ﬁ :f(X)

V0<x<l
n

1
< —
Jx

et que

<
Sl=

<X<]) ngn(X):f(X)
Par conséquent,
Vn>1,Vxel0,1], 0<fu(x)<f(x).

Or la fonction f est une fonction intégrable de référence sur ]0, 1], donc la convergence est dominée!
Par conséquent,

1 1
J fr(t) dt—>J f(t) dt = 2[V1— V0] = 2.

0 n—-+oo 0

# La fonction f n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] et a fortiori n'est pas intégrable sur [0, 1]. Cependant, elle est bien
continue sur 10, 1] et intégrable sur 10, 1] : c’est méme, comme on I'a dit, une fonction de référence!
Cette remarque en passant pour indiquer que la théorie de I'intégration qui est au programme est trop simplifiée pour ne pas
présenter quelques bizarreries...

Solution 27 06-27

1. Lesréels

an bn

X=——— &et . —
Vai + b2 Y Va2 +bZ

vérifient 'équation du cercle trigonométrique :
Xy =1

donc (forme faible du Théoréme de relevement) il existe un réel ¢, tel que

X =cos@, et y=-—sinp,
si bien que

x cosnt + ysinnt = cos(nt + @, ).

2. Par conséquent,
rd

I, = (a2 +b2)| cos?(nt+ ¢,)dt

Jc

(4 1+ cos(2nt + 2¢x)

— (a2 +b2) 5 dt
JC
2 bZ [ d
_ QHTH (d—¢) +J cos(2nt 4 2¢n) dt|.
L C
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Mais l'intégrale

a ) .
J cos(2nt 4+ 2¢,) dt = {w}

c 2n c

tend vers O (le numérateur est borné et le dénominateur tend vers 4+-co quand n tend vers +o0), donc

d
lim [(d—c) —|—J cos(2nt+ 2¢,) dt} =(d—c)>0.

n—-+oo c

Autrement dit,

a
{(d—c)—&-J' cos(2nt+2<pn)dt} ~ (d—c¢)

c n—-+oo

et par conséquent

(a2 +bi)(d—c)
n—-+oo 2 ’
3. Pourtoutn € N, on pose
Vtele,d, fu(t)=(ancosnt+by, sinnt)z.

Chaque fonction f,, est intégrable sur [c, d] (fonction continue sur un segment).

Par hypothese, la suite de fonctions (fn)nen converge simplement sur [c, d] vers la fonction nulle (qui est une
fonction continue sur [c, d]...).

Enfin, la convergence est dominée : en effet, comme les suites (an)nen et (bn)nen sont bornées,

VnelN, |a.<|all, et [bnl<|b]-

Par inégalité triangulaire,

Le majorant trouvé est indépendant de n € N et intégrable sur [c, d] en fonction de t (en tant que fonction constante sur
un segment).
D’apres le Théoreme de convergence dominée,

d d
lim J. fn(t)dt:J 0dt=0.

n—+oo J. c
@ On déduit alors de la question précédente que

: 2 2 _
im0} =0

1 2 2 _—
nl—l}};loo\/m_
VneN, Ianlém et |bn|<\/m,

on déduit du Théoreme d’encadrement que les deux suites (an)nen et (bn)nen convergent vers 0.

(puisque (d —c) > 0) et donc que

(par composition de limites).
Et comme

Solution 28 06-28

1. Comme la fonction f est de classe €', il existe un réel a tel que

Vx> aq, f(x) :f(a)+J /(1) dt (%)

400 :

# A retenir! On vient de démontrer que : si une fonction continue est intégrable au voisinage de +oo, ses primitives ont toutes
une limite finie au voisinage de +oo.
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@ Supposons que { > 0 : il existe donc un réel A > a tel que

et d’apres (x) et la relation de Chasles,

* h’ x — AN

vxzA [ raes [ gas EEAE

A

Comme le minorant tend vers +oo lorsque x tend vers o0, la fonction f n’est pas intégrable au voisinage de +-oo.
On obtient un résultat analogue si £ < 0 (les primitives de f tendent vers —oo dans ce cas).
La seule possibilité qui reste est { = 0.

@ A retenir aussi! On vient de démontrer que : si une fonction intégrable au voisinage de +oo tend vers une limite ¢ au voisinage
de +oo, alors cette limite est nulle : { = 0.
Cela dit, les fonctions qui n’ont pas de limite au voisinage de +oo sont légion et il faut toujours se rappeler que tendre vers O
au voisinage de +oo n'est ni une condition nécessaire, ni une condition suffisante pour étre intégrable au voisinage de +oo.

2. Une fonction monotone tend vers une limite (finie ou non) au voisinage de +oo. D’apres la question précédente, si
f est monotone sur [a, +oo[ et intégrable au voisinage de +oo, alors il faut que cette limite soit nulle.
3. Supposons que la fonction f ne tende pas vers 0 au voisinage de +-co. Alors il existe un réel eg > 0 tel que

VA>0,Ix=A,  [f(x)| = eo.
On peut dire les choses plus simplement : il existe dans ce cas une suite (un)nen qui tend vers +oo et telle que

YnelN |f(un)| > €. (1)

#» En fait, on doit dire les choses plus simplement ! C’est le moyen de conserver la maitrise de son véhicule.
1l faut donc retenir aussi la "caractérisation séquentielle” des fonctions qui ne tendent pas vers 0 au voisinage de +oo.

@ Comme €0/ > 0 et que la fonction f est uniformément continue sur un intervalle de la forme [a, +o0l, il existe un
réel o > 0 tel que

N

YxyZa,  k—yl<a =[x —fy)] <5 ®

@ Quitte & remplacer ce réel & > 0 par /3 (par exemple),on peut supposer que 0 < & < /2 (en vertu du principe "Qui
peut le plus, peut le moins”).
Quitte a extraire une sous-suite de la suite (i )nen, On peut également supposer que

VneN, Un = a et Uni1 = Up + 1

(puisque la suite tend vers +o00).
On peut alors déduire de (1) et de () que

Yyn>1,Vx e un —oa,un + «f, |f(x]—f(un)|<%0
et donc que (inégalité triangulaire)
Yyn>1, Vxe u, — o, un, + o, ‘f(x)]}’f(un)]—%>%o.
Par conséquent,
Un+& €0
vyn>1, J |f(x)’dx>(2cx)—:oc-so. (%)
T— 2

@ Supposons que la fonction f soit intégrable sur [a, +oo[.
On remarque que les segments [u,, — o, U, + «f sont deux a deux disjoints puisque

1 1
vVneN, un+oc<un+§<un+1fi<un+1foc.

Comme la fonction [f| est positive, on déduit alors de la relation de Chasles que
+00 rupto

>

n=174Yn—«

+oo
|f(x)| dx < J |f(x)| dx,

a
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ce qui est impossible car, d’apres (x*), la série
Un + o

ZJ |£(x)| dx

Un—x
est une série grossierement divergente de terme général positif.

On a ainsi démontré qu’une fonction uniformément continue et intégrable au voisinage de +oco tendait nécessaire-
men vers 0.

# Cela dit, les fonctions continues qui ne sont pas uniformément continues sur un voisinage de +oo sont légion et il faut
toujours se rappeler que tendre vers 0 au voisinage de +oo 1n’est ni une condition nécessaire, ni une condition suffisante pour
étre intégrable au voisinage de +o0o — vous connaissez la chanson.

Solution 29 06-29

Premiére méthode
La fonction w continue sur l'intervalle ouvert ]—1, 1] et

Yoo dt . .
V—-1l<x<y<l, J ﬁ:Arcsmy—Arcsmx.
N —

On sait que Arcsin tend vers une limite finie (égale a /) au voisinage de 1 ainsi que vers une limite finie (égale a —7/)
au voisinage de —1. Par conséquent, l'intégrale généralisée

r dt
1 V1 =12

est convergente et comme la fonction w est positive, on en déduit que la fonction w est intégrable sur ]—1, 1[.

# Si une fonction f est intégrable sur l'intervalle 1, alors 'intégrale généralisée

J f(t) dt
I
est convergente. La réciproque est fausse en général. Mais si la fonction f est de signe constant sur 1, alors la convergence de
Uintégrale généralisée
J f(t) dt
I

entraine immédiatement la convergence de l'intégrale généralisée

L [f(t)| dt

et donc l'intégrabilité de f sur L

@ Deuxiéme méthode
La fonction w est continue sur 'intervalle ouvert I = ]—1, 1[. De plus, cette fonction est paire, donc elle est intégrable
sur I si, et seulement si, elle est intégrable au voisinage de 1. Or

1 1

W = A VZ(1—1)1/2

et on sait que

¢ 1
{ H(t—wx]

est intégrable au voisinage gauche de 1 si, et seulement si, x < 1. Comme /2 < 1, on en déduit que w est intégrable au
voisinage (gauche) de 1 et donc intégrable sur |—1, 1[.

# Voir [06-05] pour une application de ce résultat.
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Solution 30 06-30

Les fonctions
sinx 1 —cosx sinx\ 2
f=|x—=—1, g=|x»——>—| et h= xn—>( )
X X X

sont continues sur ]0, +ool.
@ Au voisinage de 0, la fonction f tend vers 1 et peut donc étre prolongée en une fonction continue sur [0, +ool.
Il en va donc de méme pour la fonction h = f2.
Enfin, la fonction g tend également vers une limite finie au voisinage de 0 :

gt A - )] o}

et peut étre elle aussi prolongée en une fonction continue sur [0, +oco[ en posant g(0) = /2.
@ Au voisinage de +o0, les fonctions g et h sont intégrables car

1 1
- 0(5 he = 0(5).
) t—+o0 O(tz) et (t) t—+o0 o t2
En revanche, la fonction f n’est pas intégrable au voisinage de +oo (résultat a connaitre).
@ Considérons deux réels 0 < &€ < A et intégrons par parties.

A A
sint 1 —cost]A 1—cost
J —dt:[i} JrJ 72dt.
.t t e ).t

g(t

Sachant que g est intégrable sur ]0, +-o0], I'intégrale généralisée

+oo
J g(t)dt
0
est convergente. Par ailleurs, il est clair que
1—cosA
limeg(e) = lim —— =
e—0 9(e) A—+o0 A
On prouve ainsi que l'intégrale généralisée
T sint
|
0 t
est convergente et que
+00 o3 +oo
sint 1—cost
[T R E LT
o t 0 t

# Lors de l'intégration par parties, il faut choisir une primitive de sin. On a pris ici la seule primitive de sin qui nous donne
une fonction intégrable au voisinage de 0.
Le choix de cette primitive est essentielle!

@ [l est '’heure de faire un peu de trigonométrie :

vVteR, 1 —COStZZSil‘lz%
donc
1 —cost 2sin?(t/2)

vt>0, 2 2

et par conséquent (puisqu’on a déja prouvé l'intégrabilité de la fonction g)

du

J*m 1—cost gt — J*w sin®(t/2) dt J+°° sin® u
0 t? o (t/2)? 2o u?

en effectuant le changement de variable affine u = t/.

# Ce changement de variable affine réalise bien une bijection (croissante) de classe ¢ de 'intervalle ouvert 10, ool sur lui-
méme.

a Si nous n’avions pas déja justifié I'intégrabilité de h, le Théoréme du changement de variable aurait pu nous permettre de
déduire 'intégrabilité de h de I'intégrabilité de g (sur l'intervalle 0, +oo[).
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Solution 31 06-31

La fonction f : 10,400l — R définie par

vt>0,  f(t) :m(1 :th) :en(1 +t]—2) — (1 +13) — 20t

est clairement continue sur l'intervalle ouvert I = ]0, +ool.
Lorsque t tend vers 0,
f(t) = —2int+o(1) = O(nt)

donc f est intégrable au voisinage de 0.
Lorsque t tend vers +oo,

donc f est intégrable au voisinage de +oo.
La fonction f est donc intégrable sur I et I'intégrale généralisée de f est convergente.
@ Intégrons par parties avec 1’astuce habituelle en présence de la fonction {n. Quels que soient les réels 0 < ¢ < A,

JAf(t) dt = [ten(1+ tlz)r\ —LAt- (% - %) dt

~[ren(1+ )] 42 1

11 est clair que

limtfn(] v tlz) - tgglooten@ + tlz) —0.

t—0

On a déja démontré que f était intégrable sur I et on sait bien que H% est intégrable sur I (fonction de référence). On

peut donc faire tendre ¢ vers 0 et A vers +oco pour obtenir

J+m€n(] +t2) dt:zroo . _ .

o t2 o 1+t2
Solution 32 06-32
La fonction f : ]0, +o0o[ — R définie par
Arctant
est continue sur 0, +-oco[. De plus,
(1) — Arctant 1 1
V=17 S 17

donc f est intégrable au voisinage (droit) de 0 et comme Arctan est bornée sur IR,

i, = 0(53)

donc f est intégrable au voisinage de +oo.
@ La fonction g : ]0,+oc0[ — R définie par

1

Vu>0,  gu)=qg

est continue sur [0, +ool et
1

9 e
donc g est bien intégrable au voisinage de 400 et donc intégrable sur [0, +oo[.

@ Les fonctions Arctan et 1/y/; sont de classe ¢! sur ]0, +oo[. On peut donc intégrer par parties en remarquant que

Arctant Arctant 1
— Vt—— 0 et que —_— = (ﬁ)mo

NG 50 t—50 Vi t=0

ce qui nous donne
+°° Arctant -2 +oo (0 ) 1

0 t1/2 o 1+t2
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# Sachant que 'intégrale généralisée
| g a
I

est convergente (puisqu’on a démontré que fq' était intégrable sur 1) et que le produit f(t)g(t) tend vers une limite finie aux deux
extrémités de l'intervalle 1, on a justifié la convergence de 'intégrale généralisée

L f'(t)g(t) dt.

En revanche, on n’a pas encore justifié que le produit 'g était intégrable sur 1.

On peut réécrire 1'égalité précédente sous une forme apparemment plus compliquée.
T Arctan t e dt
[ [
t3/ o T+ 2Vt

La fonction g est intégrable sur I =0, +oo| et la fonction ¢ = [t — /t] réalise une bijection de classe ¢! de l'intervalle
ouvert I sur lui-méme. Par conséquent, le produit (g o ¢) - ¢’ est intégrable sur I et

0

4r°° 14 4r°°(g 0)(De’ (1) dt 4r°° o(us) du
- —_— = (@] = .
o T4+ 2Vt 0 0
Finalement,
T Arctant oo du
L Aot i = 4L s
Solution 33 06kh-01

Comme z ¢ R_, il est clair que la fonction f est continue sur l'intervalle I.

Comme l'intervalle I est fermé en 0, il reste a étudier f au voisinage de +oo pour justifier que f est intégrable sur I.

Or il est clair que

1 1
flt) ~ —=—5%5.
totoo ty/f  t3/2

Comme 3/2 > 1, on déduit de la régle de Riemann que la fonction f est intégrable au voisinage de 4co et donc que f est
intégrable sur L.

Solution 34 06kh-02

Le dénominateur est évidemment continu sur I et aussi strictement positif (somme d’une exponentielle, strictement
positive, et d'un terme positif), donc la fonction f est continue sur RR.

#o [l reste donc a étudier 'ordre de grandeur de f au voisinage de +oco et au voisinage de —oo pour conclure.

w Lorsque t tend vers +oo, le terme e' est infiniment grand alors que le produit t?e* tend vers 0 (par croissances
comparées). Par conséquent,

ft) ~ et
t—-+o0

Comme [t — e '] est intégrable au voisinage de +oco (fonction de référence), on en déduit que f est intégrable au voisi-
nage de +o0.
- Lorsque t tend vers —oo, le terme e' tend vers 0 alors que le produit t?e* tend vers +oo.

#v Cette fois, les deux facteurs tendent vers +oo, ce n'est pas une forme indéterminée, on aurait donc tort d’invoquer un résultat
sur les croissances comparées.

Par conséquent,

t
e | ¢
t—:iootizztiz.e :O(e ).

f(t)

Comme [t — e'] est intégrable au voisinage de —oo (fonction de référence), on en déduit que f est intégrable au voisinage
de —oo.

# On aurait pu procéder un peu différemment :

1 1
t —_ = P
fl), ~.¢ @ O(tl)
et conclure en rappelant que [t — /2] est, elle aussi, intégrable au voisinage de —oo.

En conclusion, la fonction f est intégrable sur RR.
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Solution 35 06kh-03

1. Ilest clair que la fonction f est continue sur l'intervalle ouvert I.

#v [l reste donc a étudier l'ordre de grandeur de f au voisinage de 1 et au voisinage de +oo.

@ Lorsque t tend vers +o0, il est clair que
1
f(t) oy

to+oo t4

et la regle de Riemann nous assure que f est bien intégrable au voisinage de +oo.
@ Lorsque t tend vers 1,

1 1 1 1 1
RS raus s rar A TILENY, e SRV s Sl SO &

Le changement de variable affine x = t — 1 prouve que f est intégrable au voisinage (droit) de 1 si, et seulement si, la
fonction [x — 1/,/x] est intégrable au voisinage (droit) de 0.
La regle de Riemann nous assure donc que f est bien intégrable au voisinage droit de 1.
@ Ainsi, la fonction f est intégrable sur I =]1, +o0[ et par conséquent l'intégrale généralisée

f(t)

J~+oo d‘t
SN

est convergente.
2.

#v Le principe général du changement de variable est d’éliminer un élément indésirable. Ici, il s’agit clairement de se débarrasser
du facteur \/t2 — 1. Il faut donc exprimer t (en fonction d'une nouvelle variable x) de telle sorte que t*> — 1 soit le carré d'une
quantité dont le signe est connu.

a Jdée : ﬁ — 1 =tan? 0 et on sait que tan® > 0 pour 0 < 6 < 5.

w Variante : ch® x — 1 = sh” x et on sait que shx est du signe de x.
Nous allons exposer les deux changements de variable.

a Lapplication

1
0
[ ~ cos 9]
réalise une bijection (croissante) de classe ¢! de ] =10, 75 sur I =1, +oo0l.
Poser t = ﬁ revient a poser cos 0 = %, ce qui donne
) —1
—sin0d6 = —- dt.
t2
Par ailleurs, pour 6 € ], on sait que tan6 > 0 et
t2—1= ! —1=tan’0
cos? 0

On a donc

teodt el 1 dt (/2 T
J] ﬁ—J] { t271t72—J'0 Cose~tane-sm9d9

/2 /2
:J' coszedezj 71+C0829 dezf.

a L'application ch réalise une bijection (croissante) de classe ¢ del'intervalle K = ]0, 400 sur l'intervalle I = |1, +-o0l[.
En posant t = chx, ona donc dt =shx dx et comme shx > 0 pour tout x € K,

Vt2 —1 = Vsh?x =shx.

On déduit de la formule de changement de variable que

J'+°° dt J'+°° shx dx J+oo dx
1 B3Vt —1 o ch®xshx o ch3x’
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# Ca a l'air plus simple, certes, mais ce n’est pas encore fini...

En revenant a la définition de chx :

[T [T e [T ey

= S S = ) e*dx.
o (te )l Tr(enmp ©

o chix
L’application [x — e~ *] réalise une bijection (décroissante) de classe €1 de K =10, +oo[ sur J0, 1[ et en posantu = e %,
on obtient du = —e~* dx. Ainsi :
oo dx u?
o ch’x o (14+u?)
# C'est presque fini, puisque nous avons enfin fait apparaitre une fonction rationnelle !

(J'ai dit "presque” ? Ah oui, j'ai dit "presque”.)

Pour tout entier n € N, on pose
L — J ! du
" 0 (1 + uZ)n '
(Il s’agit de I'intégrale d"une fonction continue sur un segment — rien de méchant.)
Il est clair que Ip = 1 et I} = 4. Intégrons par parties :

1 1 1 2
1 u 1 2nu 1 (T+us)—1
n = . =  C—_— = —_— 2 _—
! L] 0w v [(1 +u2)“}o+J'ou Orumt U=t “L G rwmeT v
si bien que
1
VnEN, In= g+ 2n(ln— L), (26)

On peut aussi écrire cette relation de récurrence sous une forme plus classique :

1 2n—1

VneN, In+]:W+T

L. 7)

On déduit de (27) que

1T =n . 1
IZZZ+§ puis de (26) que 8(12—13)f2(12_2)7

On a enfin retrouvé la valeur de l'intégrale :

T
7

us
= 8(12 - 13) = Z.

J'+oo dX
o ch®x

# Comment prévoir qu'un changement de variable sera beaucoup plus simple qu’un autre? Je ne sais pas...

Solution 36 06kh-04
La fonction f définie par
3
Vo<t< f(t) = ——
- e
est clairement continue sur l'intervalle semi-ouvert I = [0, 1[.
Lorsque t tend vers 1,
t3 1 1

f(t)

TVt Vet V-t
Le changement de variable affine u = 1 — t nous ramene donc a la forme '/, ;; pour u voisin de 0 et on sait (regle de

Riemann) que cette fonction est intégrable au voisinage de 0.
Par conséquent, f est intégrable au voisinage de 1 et donc intégrable sur l'intervalle [0, 1[.

# Une variante mérite d'étre présentée : on sait que la fonction Arcsin est continue sur le segment [—1,1]. Par conséquent,
Uintégrale

Arcsinx = JX dt
o V1 —12

tend vers une limite finie (égale a ™/2) lorsque x tend vers 1.
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J‘ dt
o V1 —12

est convergente et comme la fonction intégrande est positive, cela signifie en fait que cette fonction intégrande

Cela signifie que I'intégrale généralisée

=

1

est intégrable sur l'intervalle T = [0, 1[.

En considérant la dérivée d’Arcsin comme une fonction intégrable de référence, on peut interpréter la fonction f comme le
produit de la fonction [t — t3], qui est continue et bornée sur 1, par une fonction intégrable sur 1 et cela prouve que f est intégrable
sur L.

@ La fonction sin réalise une bijection (croissante) de classe ¢! de ] = [0,74[ sur I = [0, 1[ et en posant t = sin 0, on
obtient dt = cos 0 d6 et d’autre part

V1—12 =1/1—5sin’0 = Vcos2 0 = |cos 0| = cos O

puisque cos 0 > 0 pour tout 0 € J.
On déduit alors de la formule du changement de variable que

1 3 /2 i3 n/2

t sin” © .

J 7dt:J 7~c056d8:J sin® 0 d6.
o V1 —12 o cosb 0

En réfléchissant un peu avant de linéariser, on remarque que

/2 /2
J sin39d6:—J (1—cos? 0)(—sin0) dO
0 0

ce qui nous conduit a poser u = cos 0. (Ce changement de variable est décroissant, il faut faire attention a l'ordre des
bornes!)
Finalement,

1 tS 1 5 1 2

# On aurait pu aller plus vite si on avait pensé des le début a poser
u = cos Arcsin t.

(Mais COMMENT n'y ai-je pas pensé? ? ?)

Solution 37 06kh-05

Soient I =0, +ool et Iy = [0, +-o0[. Pour tout entier n € N*, on pose

Viely, up(t)=tle ™ =t>eH™
Chaque fonction u,, est continue sur l'intervalle fermé I, et

VTL} ], Un(t) :tzei(niil/z)t -eit/z o (e*t/Z)'
t—+o00

Comme [t — e~ /2] est une fonction intégrable au voisinage de +oco, on en déduit que u,, est intégrable sur I (et donc
sur I C Ip).

@ Pour tout t € I, la série }_un(t) est une série géométrique de raison e~ * € ]0, 1[, donc elle converge (absolument)
et sa somme est égale a

—+o00 1 tz
S(t) =) un(t)=te " —
n=1

1l—et et—1°

Il est clair que la fonction S ainsi définie est continue sur l'intervalle ouvert I.
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# Pour appliquer le théoreme lebesguien d’intégration terme a terme, il reste a vérifier que la série de terme général
+oo
Xn :J [un (t)| dt
0

est convergente.

. Pourtoutn > 1,

+oo +oo 1 (T
J [un (t)| dt = J tZe Mt dt = — J (nt)2e ™t . ndt.
0 0 n=Jo

Le changement de variable affine u = nt montre alors que

1 “+oo [ -I —+00
yn>1, on = —3 u‘e du:—3 ug (t) dt.
n’ Jo n’ Jo

Ainsi o, = O(/n3) lorsque n tend vers +oo et, d’apres le critere de Riemann, la série ) «,, est (absolument) conver-
gente.

@ Le Théoreme d’intégration terme a terme nous assure alors que la fonction S est intégrable sur l'intervalle I; que la
série de terme général

+oo
By = L un(0) dt

est absolument convergente (ce qui n’est pas une nouvelle, puisque f» = ay, : les fonctions u,, sont positives!) et que

+o00 +oo
J S(t)dt= ) Bn.
n=1

0

Comme 3, = oy, Nous savons donc que

“+o00 2 “+oo
J t ]dt:C(3)J' et dt = 20(3).

0 et —

# On peut calculer

+oo
J tfe ' dt
0

au moyen d'une double intégration par parties. Mais il n’est pas plus fatigant de se souvenir que

+oo
vYneN, J the tdt=T(n+1)=nl
0

Solution 38 06kh-06

1. Ilestclair que la fonction S est continue sur 'intervalle ouvert I = ]0, +ocol.
@ Lorsque t tend vers +oo,

S(t) ~Vie t=Vie V2. e 2 = o(e V/?)

(par croissances comparées de v/t et de e~/2). Or la fonction [t — e~'/?] est intégrable au voisinage de +oo, donc S est
intégrable au voisinage de +occ.

@ Lorsque t tend vers 0,
Vi1
R
et on sait que la fonction [t — T/i1/2] est intégrable au voisinage de 0 (régle de Riemann), donc S est intégrable au
voisinage de 0.

a Ainsi, la fonction S est intégrable sur I.
2. Pour tout t > 0, on considere ici une série géométrique de raison e~
convergente et, d’apreés la formule bien connue,

S(t) ~

t €10, 1[. C’est donc une série (absolument)

“+oo
Z VieT Dt — Vet T S(t).
n=0
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3. On ajustifié plus haut la convergence de cette intégrale. La fonction [t — /nt] réalise une bijection de classe ¢’
de l'intervalle ouvert ]0, +oo[ sur lui-méme. On peut donc poser u = v/nt avec

v
2v/t

et on déduit alors de la formule de changement de variable que

“+oo 2 “+o0 \/ﬁ dt 2 +o0o 5
Vie Mt dt = 7J nte "t = 7J' u?e ™™ du.
Jo nyn Jo 2Vt nyn Jo

Il reste a intégrer par parties pour terminer le calcul :

+o0o _ +oo _ +oo
J wWe ™ du= T]J w- (—2u)e ™ du = 21{ [u- e_“2]+°o —J' e du} =
0 0

du=+n-

=[S

d’aprés le résultat donné par I'énoncé.
Finalement, pour tout entiern > 1,

“+o0 ﬁ
te "t dt = .
Jo vie 2nyn

#v Le changement de variable affine uw = nt (avec du = n dt) nous aurait donné

+o0 ot 1 +o00 u 1 s
J, Viemaes o] Ve = o)

et, sachant que I'(x + 1) = xI'(x) pour tout x > 0, on en déduit que

+oo . B 1 B 1 B \/7TC
J Vie ™t dt = mr(a/z) = WF(VZ) = nun

0

4. On considere ici la série de fonctions >_ u, avec
VneN, Vtel0,+ool, un(t)=vte ™1t

On a démontré précédemment que toutes les fonctions ., étaient intégrables sur I = ]0, +-00[; que la série de fonctions
> u, convergeait simplement sur I et que sa somme S était continue sur L.

% On a aussi démontré, ce qui n'était indispensable, que la fonction S était intégrable sur 1.

On a aussi démontré que la série de terme général

+oo +o0
o = J lun(t)] dt = J un (t) dt
0 0

était convergente.
On déduit alors du Théoreme d’intégration terme a terme que la fonction S est intégrable (ce n’est qu'une confir-
mation); que la série de terme général

B =r°oun(t) dt = an
0

est absolument convergente (ce qui ne nous apprend rien non plus) et enfin que

+o0 +oo
| stac=3 pn,
n=0

0

c’est-a-dire, d’apres les calculs précédents :

+o0 \/{ _\/77(+ 1
J =Ty =

M

—_

n
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Solution 39 06Kh-51

La fonction f est continue sur R, égale a 1 si x € 7N et a exp(x fn|sin x|) sinon.

#v En particulier, la fonction f ne tend pas vers 0 au voisinage de +oco. Mais cela ne prouve rien!

@ Comme la fonction f est positive, elle est intégrable sur R, si, et seulement si, I'intégrale généralisée
+oo
J f(x) dx
0

est convergente et, toujours par positivité de f, la fonction (croissante)

{a — Ja f(x) dx]
0

tend vers une limite finie au voisinage de +oo si, et seulement si, la suite de terme général

Jnn f(x)dx = i Jkn f(x) dx.

0 1 (k=1)m
On est ainsi ramené a étudier la convergence d'une série de terme général positif.
@ On effectue le changement de variable affine x = t 4+ (k — 1)7t. Comme [sin| est t-périodique et que sint > 0 sur
10, 7l,

k7t g
J f(x) dx :J (sint)tT (=17 g,
(k—1)7 0

Pour tout réel t € [0, 71 et tout entier k > 2,
0<t+ (k—T)m < ke <4k

et comme
Vtelo,n], Isint] <1,

alors
Vk>2,Vtelo,n], I[sint[H* 17T > |sint**,

Par intégration, on en déduit que

k7t 7T/2
Vk>2, J f(t) dt > ZJ (sint)** dt.
(k—1)m 0
D’apres le rappel,
/2 4k 7
2 i ~ =.

La série (de Riemann) ) 1/\/x est une série divergente de terme général positif, donc la série
k7t
> J f(t) dt

(k—1)7

diverge, ce qui prouve finalement que la fonction f n’est pas intégrable sur R .

Solution 40 06Kh-52

La fonction f est continue sur l'intervalle R, donc elle admet des primitives sur IR. Notons F, 'une de ces primitives.
@ La fonction y est une solution de I’équation (E) si, et seulement si, il existe une constante Ky € R telle que

VxeR, y(x)=exp(—F(x)) {Ko + Jo g(t) exp(F(t)) dt] (28)

= Ko exp(—F(x)) + exp(—F(x)) L g(t) exp(F(t)) dt. (29)

Quelle que soit la constante Ky choisie, la fonction yn définie par

VxeR, ynlx)=Koexp(—F(x)) (30)
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est une solution de I’équation homogene associée a (E).

56

#v Ou bien on connait la formule par ceeur, ou bien on la retrouve rapidement par le calcul, mais il n’est pas question de trainer

pour exprimer la solution générale d’une équation différentielle linéaire du premier ordre!

@ Pour toutx > 0,

X X

f(t) dt = F(0) +J dt = F(0) +x,
0

F(x) = F(0) +J

0

donc
lim F(x) = +oo.

X—+00

De maniere analogue, pour tout x < 0,

F(x) = F(0) +J f(t) dt < F(0) +J dt =F(0) +x
0 0
(cette fois, les bornes de l'intégrale sont dans 1’ordre décroissant!), donc
lim F(x) = —oco.
X——00

1. D’apres (31), toutes les solutions de I’équation homogene tendent vers 0 au voisinage de +oo :

VKo €R, lim Koexp[—F(x)] =0.
X—+00

Nous allons maintenant démontrer que la solution particuliere définie par

X

Yo(x) = exp(—F(x)) Jo g(t)exp(F(t)) dt = L g(t) exp(F(t) — F(x)) dt

tend vers 0 au voisinage de +oo.
@ Comme la fonction g tend vers 0 au voisinage de +oo,

g(t).exp(F(t)) = o(exp[F(t)]).

t—+o0

(1)

(32)

(33)

(34)

Or la fonction [t — exp(F(t))] est continue, positive et non intégrable au voisinage de +oo (puisqu’elle tend vers +00).

On déduit du Théoréeme d’intégration des relations de comparaison que

L g(t).exp(F(t)) dt = o(J exp(F(t)) dt)

X—+00 0
et donc que

oo “\ s

e><1f>(—F(x))J0 g(t).exp(F(t)) dt = ‘”<J eXp(F(t)—F(x))dt).

a Comme x tend vers +oco, on peut supposer que x > 0. Pour t € [0, x]

F(t) — F(x) = Jt flu) du < Jt du=(t—x)

x X

car t < x. Par conséquent,

L'expression

r exp(F(t) — F(x)) dt
0

est donc bornée en tant que fonction de x, ce qui prouve que la solution particuliére tend vers 0 au voisinage de +o0 :

X

exp(fF(x))J- g(t).exp(F(t)) dt = o(1).

0 X—)_‘FOO

@ Par (29), (33) et (35), toutes les solutions de (E) tendent vers 0 au voisinage de +oo.

(35)
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2. Pourtoutt <0,
f(u) du < F(0) +J du=F(0)+t

donc
0 < exp(F(t)) < exp(F(0) +t) = exp[F(0)].e*
et comme
lim g(t) =0,
t——o0
alors
g(t) exp(F(t)) = o(eh).

Comme [t — e'] est intégrable au voisinage de —oo, on en déduit que la fonction (continue!)
[t — g(t) exp(F(t))]

est intégrable au voisinage de —oo.
w D’apres le Théoreme fondamental (version généralisée), la fonction

[x — J'i g(t) exp(F(t)) dt}

est une primitive de cette fonction. (Plus précisément : c’est la primitive qui tend vers 0 au voisinage de —o0.) On peut
donc réécrire la solution générale de I'équation différentielle (E) sous la forme

VxeR, y(x)=exp(—F(x)) {K1 + Ji g(t) exp(F(t)) dt} (36)

= K; exp(—F(x)) + exp(—F(x)) L g(t) exp(F(t)) dt. (37)

oo

@ D’apres (32),
VKy #£0, lim Kjexp(—F(x)) = +oo.
X——00

Comme I’équation différentielle (E) est linéaire, si y; et y, sont deux solutions distinctes de (E), alors la différence
YH =Y1 — Y2

est une solution non identiquement nulle de 1’équation homogene. Comme cette différence tend vers l'infini au voisi-
nage de —oo, les solutions y; et y, ne peuvent pas étre toutes les deux bornées au voisinage de —oo.
11 existe donc au plus une solution de (E) qui soit bornée au voisinage de —oo.
@ Notre objectif est maintenant de démontrer que la solution particuliere

Yo(x) = exp(—F(x)) J_ g(t) exp(F(t)) dt (38)

tend vers 0 au voisinage de —oo.
Comme la fonction g tend vers 0 au voisinage de —oo et que la fonction

[t — exp(F(t))]

est intégrable au voisinage de —oo, on déduit du Théoréme d’intégration des relations de comparaison (version inté-
grable, cette fois) que

X—+400

L g(t)exp(F(t)) dt = o(J exp(F(t)) dt)
et donc que

Yolx) = o(J exp (F(t) — F(x)) dt). (39)

X——00

D’apres le Théoreme fondamental,
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(puisque les bornes sont ici dans ’ordre décroissant). Par croissance de la fonction exp et positivité de l'intégrale,
x x
0< J exp(F(t) — F(x)) dt < e’XJ' etdt=1.

D’apres (39), . -
m Yol(x) =0U.

X——00

@ On a ainsi démontré que 'équation (E) admettait une, et une seule, solution bornée au voisinage de —oo : cette
solution est la solution particuliére yo définie en (38) et elle tend vers 0 au voisinage de —oo.

Solution 41 06Kh-53
Pour tout t € I = [0, 1], on pose

1
ST+t t2

Il est clair que g est une fonction de classe ¢ (et méme de classe ¥*°), strictement positive et

g(t)

—(2t+1)

vtelo,1], g'(t)= Ortr2

Comme g(0) =1, on en déduit que
Vo<t<l, O<g(t)<T.

Par conséquent,
Vo<tgl, lim [g(t)]* =0.

X—+00

11 est clair que
Vo<t Vx>0, |[g(t)]"| <

Le majorant est indépendant de x et comme la fonction [t — 1] est intégrable sur le segment [0, 1], on peut déduire du
Théoreme de convergence dominée que
lim f(x) =0.
X—+00

# On sait que f(x) est un infiniment petit, il est donc intéressant d’en calculer un équivalent. La technique la plus fréquente pour

y arriver consiste a intégrer par parties.
Point principal a retenir : cet exercice est beaucoup plus simple si on le présente de maniére abstraite (en introduisant la fonction

g et celles de ses propriétés qui seront utiles).

. Comme g est de classe ¢ et que sa dérivée g’ ne s’annule pas, la fonction H définie par

vtel0,1], H) =

est de classe ¢! sur le segment I = [0, 1].
@ Pour tout x > 0,

1

(x+ Df(x) = L (x+Dlg(t)*g’(t).H(t) dt
1

(g HWB)], —J [g(t)]* . H (1) dt
0

1
— 1+ [g(1)* " H(1) —J (gt H/ (1) dt
0
puisque g(0) =Tet g’(0) =—1.
@ Comme(O<g(l)<1,
lim [g(1)]*"".H(1) = 0.

X—+00

a Comme on l'a expliqué plus haut,

VOo<t<1, lim [g(t)*"".H'(t) =0

X—+00

et
VO<t<1, Vx>0, [lgit)*"H )] <|H ()]
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Le majorant est indépendant de x et intégrable sur I (en tant que fonction continue sur le segment [0, 1]). Par convergence

dominée,

1
lim J [g(t)*" 1. H'(t) dt = 0.

x—+0o0 Jq
@ On en déduit enfin que
Iim (x4 1)f(x) =1

X—+00

c’est-a-dire 1
f(x) ~ -—.
X—+oo X

Solution 42

06Kh-54

1. Pour tout entier n > 1, la fonction
t
fn = {t — (1 + )et}
n

est continue sur 'intervalle [—n, +oco[. De plus,

t tn —t
() e
n

t—+co MmN

(puisque n est fixé), donc la fonction f,, est bien intégrable sur [—n, +ocol.
@ Effectuons le changement de variable affine u =t +n.

+oo n
Un = J (E) e v du
0

“+o0 n
et _ e

= — ute "du=—nl
n" Jo nn

#y [l est bon de connaitre la derniere intégrale pour ne pas avoir a poser sans cesse le calcul.

D’apres la formule de Stirling,

nl  ~ 2tne” "n"
n—-+oo
donc
Up ~ 2mn
n—-+oo

et par conséquent (relation de Chasles)
lim I+ Jn =V2m

n—-+4oo

2. Nous allons maintenant démontrer que la suite (]J,,) tend vers 0, ce qui prouvera par la méme occasion que la suite

(In) converge vers v/ 2m.
On effectue cette fois le changement de variable affine

t
u=1+—,
n
qui nous donne
+o0
Jn = \/ﬁe“J (ue ™)™ du.
2

@ La fonction g = [u +— ue "] est une fonction positive de classe € et
YVu>2, g'(u=(1-ue *<0,

si bien que la fonction H définie par

est de classe ¢’'. On peut donc intégrer par parties selon la méthode classique.
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Pourn > 2,

car

D’autre part, pour tout u > 2,

[gw™ - H'(w)] = TES A
< [g(u)]n-H
car u(u—2) = u? —2u < (u—1)2. On en déduit que
ez . (2672)71 7 ~+o00 N +o00 N
L L (W)™ du+ o (L lg(w)] du>
c’est-a-dire oo 5 .
J gw)™du ~ w_
2 n—+oo n

Nous sommes arrivés au bout de nos peines, car

n—-4oo

Jn—\/ﬁe“ﬂm(ueu)ndu = o(vmlze )M,

ce qui prouve bien que J,, converge vers 0.

# Pour aller plus loin : Mines PC 2017, deuxiéme épreuve.

Solution 43 06Kh-55
Pour tout h # 0, la fonction
h
{x — f(x)}

h? +x2
est continue sur le segment [0, 1], donc F(h) est bien définie. De plus, il est clair que F est une fonction impaire, donc nous
allons désormais supposer que h > 0.

@ Pour nous faire une idée du résultat, nous allons commencer en supposant que la fonction f est constante. Pour tout
h >0,

! h 1 X 1 ]
o s fodx=fo-h [ Arctan g | <o Arctan ¢

et cette expression tend vers 7tfy /2 lorsque h tend vers 0*.
@ Pour confirmer cette premiére impression, nous allons supposer que f est de classe ¢! et intégrer par parties.

X 1 ! X 1 ! x
F(h) = {Arctan H f(x)} 0 L Arctan H f'(x) dx = (1) Arctan B L Arctan H f/(x) dx.

11 est clair que

) 1 7
hll)%l+ f(1) Arctan = (1 )E'
D’autre part, pour tout x € ]0,1],

~ X )= g
hll)nO1+A1‘ctzir1h f'(x) = 5 f'(x)
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et, comme la dérivée f’ est continue sur le segment [0, 1],
X / T !
Yh>0, Vxeloll, ]Ammnﬂwwm < 2 1l

Le majorant est constant, donc indépendant de h et intégrable sur I'intervalle borné ]0, 1]. Par convergence dominée, on

en déduit que
1

1
i X ¢ S - _
hlg‘&L Arctanh f'(x) dx L 3 f'(x) dx > [f(1) —f(0)]
et donc que
. _ mf(0)
i P = 22

a ]l est temps de répondre a la question posée : on suppose seulement que f est continue sur le segment [0, 1]. En
particulier, elle est bornée :
vielo1], |[f(t)] < [fllo-

@ [’habitude des fractions rationnelles méne au changement de variable x = hy :
1 1/h 400
1 x\ dx 1
F - . L) == = EEEE— . =
ollon a posé :

1 f(h-y) 1
_ =—_ 2 et — =0.
o 9nly) = T2 © Yy>o gnly)

Comme f est continue sur [0, 1], la fonction gy, est continue sur [0, /1], elle est continue sur ]7/n, +00[ (car constante)
et elle tend vers une limite finie a gauche et a droite en /i :

VOo<y<

2
lim gnly) = ")

y—1/h— a 1 +h2’ y—1>111}‘1h+ gh(y) =0

donc la fonction gp est bien continue par morceaux sur [0, +oco[.
De plus, gn est identiquement nulle sur ]'/n, +o0[, donc elle est intégrable sur [0, +oco[.

#v Dorénavant, on considérera que l'intervalle d’intégration est I = 10, +o0[, pour ne pas avoir a considérer le cas particulier
y=0.

a Fixons y € I. Comme 1/ tend vers 400 lorsque h tend vers 0 par valeurs positives, il existe o« > 0 tel que
1
VO<h<q O<y<?L

et donc tel que

f(hy)
VO<h =
<h<o gnly) T2
On en déduit que, par continuité de f,
. o)
hli%h gnly) = Try? g9(y).
Il est clair que la fonction g ainsi définie est continue et intégrable sur ]0, +ool.
Enfin,
1 1l oo
VR>0,¥0<y< gy lonty) < 773
et comme gy, est identiquement nulle sur |1/, +oo[, on en déduit que
YVh>0,Vy>0 |gh(y)’ < [l .
) ) ] + yz

Ce majorant est indépendant de h et intégrable sur 0, +-oc0[ (en tant que fonction de y).
@ On a ainsi démontré par convergence dominée que

J’+°° nif(0) '

lim F(h) =
o 2

h—0+
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# Sion ne pense pas a effectuer ce changement de variable, on peut, en imitant un Grand classique, démontrer que la différence

1 1
h h
F —_ —_— — —_— —_
(h) —£(0) L 2 dx L eI [f(x) f(O)} dx
tend vers 0 lorsque h tend vers +oo.
C’est assez technique, les € sont de sortie!

@ Pour tout x € [0, 1], on pose
d(x) = f(x) — f(0).

@ Soit e > 0. Il existe alors « > 0 tel que
vV x € [0, «f, |6(x)’ <e

car, par continuité de f, la fonction & tend vers 0 au voisinage de 0. De plus, toujours par continuité de f, la fonction & est bornée
sur le segment [0,1] :
vx e 0,1, [6(x)] < 2|f]| -

On déduit alors de la relation de Chasles et de I'inégalité triangulaire que

1 h « h ] n
Jo mé(?() dX’ < Jo W‘é(xn dX+J“ m|§(x)’ dx
“ hdx T hdx
< — +2||f —_
sL h2+x2+ | HO"JOChZ—i-xz
x h
< &Arctanﬁ +2|f] - (1 — ) - e

@ D’une part, le facteur Arctan %/, est compris entre 0 et /> (car % > 0). D’autre part, le réel o« étant fixé (depuis qu’on a

choisi ¢ en fait), il est clair que
h

lim 2 - s =
lim 2, - (1= o)+ 57—

11 veste a observer que
7'[
(2-3) >0

Par définition de la limite, il existe donc un réel ho > 0 tel que

h
V0 <h < ho, 0<2||f||oo~(1—oc)~m<(2—5).5.

@ On a ainsi démontré que, pour tout € > 0, il existait un réel hy > O tel que

L
JO mé(x) dx < 2¢.
Cela signifie précisément que
1
fim |t dx =0
et la conclusion est démontrée.
Solution 44 06Kh-56

Commencons par résoudre cette équation (linéaire, du premier ordre : la routine).
Une fonction y est une solution de 1’équation homogene associée a (E) si, et seulement si, il existe une constante

K € R telle que

K
Vx>0, yx) =

La méthode de variation de la constante nous assure alors que la fonction y définie par

K(x)

Vx>0, y(x)zx—?\

(o1 K est une fonction de classe ¢! sur ]0, +00[) est une solution de I'équation (E) si, et seulement si,

Vx>0, K'(x)=
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Comme A > 0, on en déduit que la fonction K’ est intégrable au voisinage de 0. On déduit alors du Théoréme fonda-
mental qu’il existe une constante Ky € IR telle que

X t)\71
dt.

K =K
Vx>0, (x) 0+Jo1+t

# Comme K’ est intégrable au voisinage de 0, la fonction K tend vers une limite finie en 0" et la constante Ko est égale a cette
limite.

Par conséquent, la solution générale de 1’équation différentielle (E) s’écrit :

dt.

K 1 Xt7\71
Vx>0, ylx)= 0 J

T T o T+t
@ Siy; ety, sont deux solutions distinctes de (E), alors il existe deux réels K; # K tels que

K, — K
Vx>0, y2(d) —yi(x) = =5

et comme K, —K; # 0, alors la différence y, —y; tend vers I'infini au voisinage de 0 (vers £oo, selon le signe de K, —Kj).
Comme la différence de deux fonctions bornées est une fonction elle-méme bornée, il existe donc au plus une solution
de (E) qui soit bornée au voisinage de 0.

@ Lorsque t tend vers 0,

1+t

Or la fonction [t — t*~] est positive et intégrable au voisinage de 0, donc

JX ! dt ~ thkq dt:ﬁ
0 1+t x—0 0 }\

d’apres le Théoreme d’intégration des relations de comparaison (version intégrable). On en déduit que

~ tA71 .

1 Xt)\—1
]
X O1+t X—)OA

donc la solution particuliere yo définie par

1 X t)\71
Vx>0, yo(x]:—J dt

est bornée au voisinage de 0.
11 existe donc une, et une seule, solution de (E) qui soit bornée au voisinage de 0. On a méme démontré que cette
solution tendait vers /5 au voisinage de 0.

Solution 45 rms130-576
La fonction f définie par
In(1+41t)
Vi>0, ft)=——=
() tv1+t

est évidemment continue sur l'intervalle I = ]0, +ool.
Elle tend vers 1 au voisinage de 0 (équivalent bien connu) et

f(t) nt 1
totoo t3/2 ‘”<t5/4>
donc f est bien intégrable sur I.
a La série ) ﬁ est évidemment convergente!
a Lapplication ¢ définie par
1

VI+t

réalise une bijection de classe ¢! de I sur ]0, 1[. Cette bijection est décroissante.

Vt>0, ot)=
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Il est clair que

—1 —¢*(t)
Vi>0 "t) = =
>0 @'t 2VT+t(1+1)  2VT+t
et que
L 1-e)
o e2(t)
de telle sorte que
n(1+t) —2mnoe(t) (1) —2¢'(t)
WIrt 1-e1) ° @2 (t)
(’,n(p(t) / . /
=41 @ ) =g(e(t) - @'(t)
oll on a posé
nu

D’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction g est intégrable sur ]0, 1] et

J:OO f(t)dt = f g(u) du.

# Attention a I'ordre des bornes, notre changement de variable est décroissant !

Donc
+o0 1 too
J f(t) dt:4J Z—quEnudu.
0 0 k=0
Les fonctions hy (1) = —u?* fnu sont continues et positives sur 0, 1[; elles sont évidemment intégrables et en intégrant

par parties, on trouve que

1
1
L2k _
Jo u Enudu—(Zk 7"

La série de fonctions )} hy est donc une série de fonctions intégrables qui converge simplement sur ]0, 1[ vers une
fonction intégrable sur ]0, 1[ et comme la série de terme général positif

1
] NLCHIEN

est convergente, on peut intégrer terme a terme :

+o00 +oo 1
J f(t)dt:4zm.

0 k=0

# Ceux qui connaissant ((2) et les astuces associées en déduiront que I'intégrale est égale a /5.

Solution 46 rms130-1388
La fonction f : ]0, 1] — R définie par

_ Int
ST+t
est évidemment continue sur l'intervalle ]0, 1]. De plus, f(t) ~ {nt lorsque t tend vers 0, donc la fonction f est intégrable
au voisinage de 0 et donc sur l'intervalle ]0, 1].
L’intégrale généralisée est donc bien définie.

Vo<t<l1,  f(t)

# On pourrait se contenter de définir la fonction f et d’observer qu’elle est continue sur l'intervalle 10, 1], en laissant au Théoréme
d’intégration terme a terme le soin de justifier I'intégrabilité de . (Voir plus bas.)

@ Pour tout t € ]0, 1], il est clair que

+o00 +o0
flt) =tnt ) ()" =) un(t) ott un(t)=(-1)"t""int.
n=0 n=0
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Les fonctions u,, sont continues sur l'intervalle ]0, 1] et intégrables sur cet intervalle (puisque un (t) = O(fnt) au voisi-
nage de t = 0). On a déja observé que la série de fonctions ) u, convergeait simplement sur l'intervalle ]0, 1[ et que sa
somme, la fonction f, était continue sur ]0, 1.

@ En intégrant par parties pour toutn € N,

1 2n+1 1 1T 42n _
n ot _J’ 2nde -1
Lt entdt_[mm‘)’nt]o C il @nanE

#> On doit savoir justifier cette intégration par parties en détail sans la moindre hésitation (se ramener a un segment [e, 1],
intégrer par parties sur ce segment et étudier clairement les limites).
Quant a savoir s'il est judicieux de détailler systématiquement tous ces calculs, c’est une toute autre question !

a Comme la fonction u,, est de signe constant sur ]0, 1[, on en déduit que

1

1

et donc que la série ) f; [un (t)] dt est convergente.
D’apres le Théoreme d’intégration terme a terme, la fonction f (= la somme de la série de fonctions) est intégrable
sur ]0, 1[ (ce que nous avons déja justifié de maniere indépendante) et

1 400 1] +o00 (_])n+1
J flt)dt=) L un(t)dt= ) rees

0 n=0 n=0

Solution 47 rms132-571
Tout d’abord, la fonction
t
f= {t — e]
t

est continue sur R’ et, pour tout x > 1, le segment [{nx, 2 {nx] est contenu dans ]0, +-oo[. Par conséquent, 1'expression
F(x) est bien définie pour tout x > 1 (intégrale d'une fonction continue sur un segment).
1. Soit x > 1. Par croissance de la fonction exp,

I
I
|

nx t 2¢nx
X e e e X
Vvt e [nx,24inx], 1T g—t

Par positivité de 'intégrale,

~

2enx 2¢nx
vVx>1, XJ ﬂ<‘f(x)<XZJ' ﬂ

fnx t fnx t

c’est-a-dire
Vx>, xtn2 < f(x) < x*in2.

On peut conclure par encadrement :
lim f(x) =4{n2.

x—1+

# Variante plus compliquée, qui permet néanmoins de réviser plusieurs idées intéressantes...
On peut aussi utiliser le développement en série entiére de la fonction exp.
Si le rayon de convergence d’une série entiere est infini, il y a convergence normale sur le segment [{nx, 2 tnx] (quel que soit
x > 1) et par conséquent

2¢nx 1 +oo Jtk71 2fnx +° k1
f(x) = J [T g dt=m2+ J D gt (linéarité)
Inx k=1 : nx 1 _q :
+00 2 4nx k1
={n2+ Z dt (intégration terme a terme)
k=1 Inx k! 8

+o0o k
(2% —1)fn"x
_mm2yy E
= k.k!
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On vérifie sans peine que le rayon de convergence de la série entiere

(2 — Tu*
Z k.k!

est infini. Sa somme est donc continue sur R et par composition de limites,

(2 —1)m*x +i’(zk—nuk_o

lim ~ k! = lim, k!

On a ainsi redémontré que f(x) tendait vers {n2 au voisinage de 1.

2. D’apres le Théoreme fondamental, la fonction F est de classe € T sur]1, +oo[ et

2 eZan 1 e@nx x—1
1, Flx)=2. LI .
Vx>, (x) x 2fnx x {Inx fnx >0

Comme F est strictement croissante sur l'intervalle ]1, 400, elle est injective.

Solution 48 rms132-610

Tout d’abord, la série de Poisson }_ ’% converge absolument pour tout x € R. Toute sous-famille d’'une famille som-
mable étant elle-méme sommable, on en déduit que la fonction f est bien définie sur RR.
1. On sait (cours sur la fonction T') que [x — x™ e *] est intégrable sur [0, +oo[ pour tout n € N et que

+oo xe ™%

dx =1.

VneN, J '
0 n.

Par linéarité de I'intégrale (puisque I est un ensemble fini, il est permis d’invoquer la linéarité!), on en déduit que

+oo n,—x
J ZXTZ dx =Y 1=#0.

0 el nel

Or I C A et le terme général est positif, donc

xte ™

Vxe0,+ool, 0<Y
nel

< e *f(x)
n!

et par hypothese, la fonction [x — e *f(x)] est intégrable au voisinage de +oco. On en déduit que
+o0
#(1) < j e *f(x) dx.
0
Le majorant ne dépendant pas de I, on peut en conclure que la partie A est finie.
# Par définition, le cardinal d'une partie A est infini si, et seulement si, on peut extraire de A une partie finie de cardinal
arbitrairement grand.

2. Puisque A est un ensemble fini d’indices, la fonction f est en fait polynomiale. Par conséquent, ’équivalent proposé
est impossible!

Solution 49 rms132-617

Transformons l'intégrale avec le changement de variable linéaire u = nx :

du.

T nf(x) T f(u/n)
2,2 Ix = 2
o 1+n%x o 1+u
Pour tout entier n € N*, on pose alors
flu/n)
T4+u?’

VueR,y, on(u)=

a Intégrabilité — Comme f est continue et bornée, chaque fonction ¢, est continue sur Ry ¢, (u) = O(1/ u?) lorsque
u tend vers 400, donc chaque fonction ¢, est intégrable sur R .



Intégrales 67

@ Convergence simple — Comme f est continue sur IR, elle est en particulier continue en 0. Par composition de
limites, on en déduit que la suite de fonctions (@ )n>1 converge simplement sur R, vers la fonction

f(0)
1 +u2} ’

0=fun

. Domination — Par ailleurs, comme f est bornée sur R, on a

Iflloo
1+u?z’

Yyn>1, Vx>0, |(pn(u)| <

Le majorant est indépendant de n et intégrable sur R, donc la convergence est dominée.
On en déduit que

) +oo +oo too
lim J on(u)du= J @(u) du = f(0) [Arctan u]

0
n—-+4oo 0 0

et donc que

) T nf(x) e
dim | e =510
Solution 50 rms132-628
Tout d’abord, l'intégrale F(x) est bien définie pour tout x € R en tant qu’intégrale d’une fonction continue sur un

segment.
@ Pour x > 0 (ce qui nest pas une restriction, puisqu’on étudie x — +o00), on peut effectuer le changement de variable

linéaire u = tx :
xXa

u
F(x) = — e " du.
xF(x) Jo g(x)e du
@ On considere donc la fonction ¢ définie par
u\
vVo<u<g<xa @xu) = g(;)e Y oet Yu>xa, o@(xu)=0.

» Intégrabilité — On a déja justifié que, pour tout x > 0, la fonction
= ox,u]

était intégrable sur I = [0, +-o00[ et que

+oo
J ©(x,u) du = xF(x).
0

» Convergence simple — Comme g est continue en 0,
Yuel  lim ¢(x,u)=g(0)e ™
X—+00
et la fonction [u — g(0)e™] est continue sur I (et bien entendu intégrable sur cet intervalle).
» Domination — Comme g est continue sur le compact [0, al, elle est bornée. Par conséquent,
Vuel,VxeRY, [oxuw|<]gl,e ™.

La majorant trouvé est indépendant de x > 0 et intégrable sur I en tant que fonction de u.
Par conséquent, d’apres le Théoreme de convergence dominée,

lim J @(x,u) du:J g(0)e " du = g(0).
I I

X—+00

Comme g(0) # 0, on peut en déduire que

o 00

# Si g(0) =0, on a seulement démontré que F(x) = o(1/x) lorsque x tend vers +oo, on n’a pas trouvé d’équivalent.
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Solution 51 rms132-1166

Il est clair que la fonction f = [t — T — t Arctan 1/;] est continue sur l'intervalle ]0, +ool.
Comme la fonction Arctan tend vers une limite finie au voisinage de 400, la fonction f tend vers 1 au voisinage de
t = 0. Admettant une limite finie au voisinage de 0, elle est donc intégrable au voisinage de 0.
D’autre part, d’apres le développement limité a I’ordre trois au voisinage de 0 de la fonction Arctan,
1 1

Artanl = ——5z+ (l)
A et 38 °\B

donc
1

M o3
ce qui prouve que f est intégrable au voisinage de +oo.
La fonction f est donc intégrable sur ]0, +oco|, ce qui prouve que l'intégrale généralisée est bien définie ("conver-
gente", comme on dit).
@ On connait I'identité classique :

1

vVt>0, Arctan 1= g — Arctan t. (%)
On en déduit que

Vt>0, f(t)=1— g t 4t Arctan t.
En intégrant par parties,

t? 2 dt 2 1 1 t? t 1
JtArctant dt = > Arctant — J T Trie "2 Arctant — EJ'1 “Tre dt = > Arctant — 5 + 5 Arctant
donc une primitive de f est
t o omt? 2 1
F(t) = 274 + 5 Arctant + 5 Arctan't.

Par définition,

J+Oo f(t)dt = lim F(t)—F(0) = lim F(t).

0 t—+o0 t—+o00

Avec l'identité (x) rappelée plus haut,
t o omt? 2 t ot Tt t*[1 1
5T + > Arctant = 777 Arctan¥ =5-75 [t +o(t2)] =o(1)

donc

Solution 52 rms132-1167

1. La fonction [x — {nsinx] est continue sur 'intervalle |0, 77/2] et

sinx
——nl1=0
X x—0

{nsinx — {nx = {n

(par composition de limites), donc
Insinx = fnx + o(fnx) ~ {nx.
Comme {n est une fonction intégrable de référence au voisinage de 0, on en déduit que ¢n sin x est intégrable sur ]0, 7/,].
@ On considére maintenant le changement de variable affine u = 5 — x qui réalise une bijection de [0, 77/2[ sur ]0, /2] :
d’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction [x — fn cos x] est intégrable sur [0, 7/[ si, et seulement si, la
fonction [u — €n cos(/> —u)] est intégrable sur ]0, 7/]. Or

T T
< — _—— = i
Vo<u< 7 €ncos(2 u) {nsinu

et on a déja démontré que ¢n sin u était intégrable sur ]0, 7/].
2. Lesintégrales I et ] sont donc bien définies. De plus, d’apres le Théoréme du changement de variable,

/2 /2
]:J L’ncosxdx:J' fnsinudu =1
0 0
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3. DPar linéarité,

/2 7t/2 in2
I+]= J {n(sinx cosx) dx = J {n sz x dx
0

donc

2l = {n sin 2x dx.

nenzkjm”
2

Avec le changement de variable affine u = 2x, qui réalise une bijection de 0, /[ sur 10, 7t[, on a

0

/2 1 /2 1 (™
J {nsin2x dx = 7J (Insin2x) (2dx) = 7J {nsinudu.
0 2 Jo 2 Jo

La fonction [u — {nsinu] est intégrable sur l'intervalle ouvert ]0, 7t[ (conséquence du changement de variable précé-
dent!) et admet u = 7/ pour axe de symétrie :

Vo<u<m, {nsin(m—u) = Insinu.

Par conséquent,

1 (™ /2
fJ aninudu:J nsinudu=1.
2 Jo 0

# C'est une variante du théoréme bien connu : si f est paire et intégrable sur ]—o, o[, alors

J:( f(t) dt = ZJ: f(t) dt.

:& Finalement,
7iin 2

2

[=]=—

# Puisque 0 < sinu < 1 pour 0 < u < 72, on inteégre une fonction négative avec des bornes rangées dans I'ordre croissant,
donc on savait des le début que l'intégrale était négative.

Solution 53 rms132-1169

1. Onintroduit la fonction f : [0, 4o00[ — R définie par

n(1—t
f0)=1 et Vt>0, ﬂﬂ:—li?—l
Le développement limité de {n(1 — t) au voisinage de t = 0 montre que f est continue sur [0, +oco[, donc f est continue
sur le segment [0, x] pour tout x € IR, et par conséquent, F(x) est définie pour tout x € R .
@ La fonction f n’est pas définie pour t < 0, donc I'intégrale F(x) n’a pas de sens pour x < 0.
L'ensemble de définition de F est donc l'intervalle [0, +ool.

#o Comme f est continue sur [0, +oo|, on déduit du Théoreme fondamental que la fonction F est la primitive de f qui s’annule en
0 et en particulier que F est de classe € sur [0, +ool.

2. Pour toutt € [0, 1[, on sait que

tTl

n(l1—1t)=— —

n(1 —t) Z:n

n=1
D’apres la définition de f,
“+o0 tn
vtelo1], f(t) = —
n=0
a Pour tout n € N, la fonction u,, définie par
tTl

vtelo,1], u“(t):n—H

est continue sur le segment [0, 1], donc intégrable sur tout segment [0, x] C [0, 1].
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» La série de fonctions > u, converge simplement sur [0, 1[ et, sur cet intervalle, sa somme est la fonction f, donc la
somme est continue sur [0, 1.

» Pourtout0 < x < Tettoutn € N,
Xn+1

1000 = | fun 0] = | wn) dt=

donc la série (de terme général positif) > I,,(x) est convergente.
» On déduit donc du Théoreme d’intégration terme a terme que la fonction f est intégrable sur le segment [0, x] pour
tout 0 < x < 1 ainsi que sur l'intervalle [0, 1[ et que

x +oo +o00 +00

nZ:Oun(t) dt = ZJ un(tdt =Y .

n=0 n=1

vo<x <1, F(X):J
0

f(t)dt = J

0

#y On savait déja que f était intégrable sur tout segment [0,x] C [0, 1], puisque cette fonction est continue sur le segment [0, 1].
Sur ce point particulier, le Théoreme d’intégration terme a terme ne nous apprend donc rien.

3. Soit0<x < 1.Pourtout0 < ¢ <x,

X_ 1_ X X
J Mdt:[—en(l—t)ent} —J en—tdt
. t e J.1—t
et comme
In(1—¢)dne ~ —elne —¢ 00,
ona <
F(x):—ﬂnxﬂnﬂ—x)—J ot gy
o 11—t

Le changement de variable affine u = 1 — t et la relation de Chasles permettent d’en déduire que

1 T—x
F(x)z—ﬂnxﬂn(]—x)—J En—udu:—ﬁnxﬁn(l—x)—&-F(]H—J Erl—tdt
1—x W 0 t
soit
Vo<x<T, F(x) + F(1 —x) =F(1) —nx{n(1 —x).
L’expression établie a la question précédente pour x € [0, 1] nous confirme que F(1) = 7/.
Solution 54 rms132-1219

1. Pour tout entierp > 1,
nPv, =exp(—v/n+plnn) —— 0
n—-+oo
par croissance comparée (fnn < /n). Ainsi, le terme général v, est négligeable devant le terme générale de n'importe
quelle série de Riemann convergente, ce qui prouve que la série }_ v, est absolument convergente.

# Un développement limité simple montre que

1

nEl=vn o~ e

et donc que vy /vy tend vers 1 : il est donc impossible de prouver que la série )_ vy, converge a l'aide de la régle de D’ Alembert.

2. La fonction [t — e_\/{} est continue sur [0, +oo[ et, comme on 1’a vu,

et = o)

quel que soit I'entier p > 1. Par conséquent, cette fonction est intégrable au voisinage de +oo et l'intégrale I, est bien
définie pour tout n € N*.

@ Par intégration par parties,
X

VxeR, J ue “du=1—(T+x)e *
0
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et par passage a la limite :

+o00
J ue “du=1.
0

@ Le changement de variable u = v/t (avec dt = 2u du) nous donne

“+o0
I, = ZJ uwe ™ du.
Ve

Avec la relation de Chasles, on en déduit que

ey
I, = 2(1 —J ue 4 du) =2(vn+1)e V™.
0

3. La fonction [t — e ‘/{} est décroissante sur R, . Pour tout k € IN*,

vtelkk+1], e VRFT ¢ oVt o= VK
donc
k+1
e VR < J e Vidt<e VR
k

On a démontré que la série 3_ e~ V™ était convergente, tout comme l'intégrale généralisée J”;%O eVt dt. On peut donc
sommer l'encadrement précédent :

400 400 400
YneN* R,= Ze”k+1 gf e*‘/{dtzlng Ze*ﬁ:Rn_p

k=n n k=n

On en déduit que
VneN, Int1 <Rp < L.

@ D’apres 'expression calculée ci-dessus,

Inii ~ In ~ 2yne V™

n—-+4oo n—-+oo

4. Avecle développement limité a I’ordre deux de {n(1 + h), on trouve que
u Vi
k k—+o0 \/E

Or ) vy est une série convergente de terme général positif, donc la série >~ uy est (absolument) convergente et

+oo +o00 R
T, = E U ~ E Yk _ Bn
n= =
n—-+oo e e
k=n+1 k=n+1 f f

d’apres le Théoreme de sommation des relations de comparaison.

Solution 55 rms132-1225

1. Ilestclair que l'application S est de classe € et que

Yx>1, S'(x)=-—xe *<0.
Par conséquent,
Vx=1, 0<S(x)<S(1)=2e".
On en déduit que

Vx>1,¥n>2, 0<I[SH)I™<ISH)IMT.S(x) < (%)“71 S(x).

2. La fonction intégrande est le produit d"une application polynomiale par e~*, donc elle est bien intégrable au voisi-
nage de +o0.
D’apres la question précédente,

(=8 = [0 ] < < () s
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Le changement de variable affine u = %, montre que
+oo +o0

J S(th) dt = nJ S(u) du

n 1
(o1 I'intégrale est un réel positif, puisque S est une fonction intégrable et positive). Par conséquent,

1 oo t\m 1 n—1 1 2\ n—1 +00
< — — —t < — - t < — (= .
O\\/HL (1+=) e dt\\/ﬁL () S(tn) dt < — (%) nL S(u) du

et comme 0 < Z/e < 1, on en déduit par croissances comparées (de /n, n et q™) que le majorant tend vers 0.
On a démontré par encadrement que

+002

1 +o00o tym

lim —J (14 =) etdt=o
n—+too /M |, n

(et on n’a pas encore compris ce que venait faire ici ce facteur '/, /x).

3. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout x > —1,

XZ X3 X X_t3
en(]+X):X_2+3+J0( 6) 'f4(t)dt
ou
4 _
t>—-1, f4(t)=—=—MmM(1+t)= —-= .
Vi>—1, f4(t) 3 n(1+1t) (1+t)4<0

On en déduit que l'intégrale est négative pour tout x > —1 (en discutant sur le signe de x pour tenir compte de 1’ordre
des bornes de cette intégrale) et donc que
2 3
X~ X
Vx>—1, In(1+x)<x——=+—=.

2 3
4. Ondevine qu’il s’agit d’appliquer le Théoreme de convergence dominée : nous allons définir une suite de fonctions
avec un peu d’astuce, afin de considérer une suite d’intégrales pour lesquelles l'intervalle d’intégration est toujours le
méme (= indépendant de n).

@ Pour tout n € N*, on considere I’application f,, : R — R définie par

X\ VX
VXER, folx)= (Hﬁ) eV T e (X).
Elle est continue par morceaux sur R (en tant que produit d"une fonction continue [polynomiale!] par 'indicatrice d'un
intervalle) et intégrable sur R (car nulle au voisinage de f-c0) et

+o00 VA
J fo(x)dx = J (1 + L)“e‘*ﬁX dx.
e Vyn

— 00
@ On vérifie sans peine que cette suite de fonctions converge simplement sur R vers une fonction célébre.
D’une part,

2

(1 + —)ne*‘/ﬁ" =exp {—\/ﬁx—l—nlno + %)} = exp {—\/ﬁx—i- Vnx — % + o(])}

2
o SPX/2)

et d’autre part, comme /n tend vers +oo,

X \" _
VxeR, Ing e N, Vn >ngy, fn(x)= (1 +ﬁ) e VX
donc
VxeR, Iim f,(x)= exp(fxz/Z).
n—-+oo
- ]l reste a vérifier la condition de domination. Ouvrez grand les yeux!

D’apres I'inégalité obtenue a la question précédente,

Vx>—yn nfn(1—~—i><\/ﬁt—ﬁ+Xf3

' vn/ o 2 3yn
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et donc 5 R
X\ —X P
_ o —vnx ~ ). A
Vx>—yn, O<<1+\/ﬁ) e \exp< 3 ) exp<3\/ﬁ).
En particulier,
n 2 2
Vx € |-vn,vn|, 0< (1+%> e*ﬁxéexp(%)-exp(%)
puisque
|X|3 x2
< — < —=.
VMV RS
Comme f,, est identiquement nulle hors de I'intervalle |—/n, \/n], on en déduit que
—x2
VxeR,VneN, |fn(x)| < eXp(T)

On a trouvé un majorant indépendant de n et, en tant que fonction de x, intégrable sur IR, donc la condition de domina-
tion est remplie.
@ D’apres le Théoreme de convergence dominée,

Vn n +oo
lim J (1 i i) e V™ dx = J e /2 4x.
no+oo | \/ﬁ

5.  On effectue, comme le suggere I"énoncé, le changement de variable affine t = n + y/nu dans l'intégrale I,, :

—0o0

+oo

I, =

1 ntem [F° u\"
— Te MV qu = T+ —) eV du
Tn Jﬁ(n +vnu)"e u 7n Jﬁ( + \/ﬁ) e u

Or I, = n! et d’apres la Formule de Stirling,

On en déduit, par unicité de la limite, que

i [ ()T s v

@ D’apres la relation de Chasles,

J:O/OHO * %)ne_ﬁu du = Ji@ + %)ne—ﬁ“ du + J:: (1 + %)“e—ﬁu du.

Avec le changement de variable t = \/nu dans la derniére intégrale, on obtient
+o00

Eio (1 n %)“e*ﬁu du = \}ﬁ L (1 n %)“e*t dt = (1)

n

d’apres [2]. Ainsi, d’apres [4],

+o0 +oo
lim J (1 + L)ne*‘/ﬁu du = J e /2 dx.
n—-+oo \/ﬁ \/ﬁ

—0o0

Par unicité de la limite,

+o0
J e /2 dx = V2m.
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Solution 56 rms134-1465

# Les termes de la somme dépendent de l'indice n, par conséquent Sy, n’est pas la somme partielle d"une série.

#y En réécrivant les termes de la somme, on fait apparaitre le motif ¥/ :

tan —tan(l . ;)
k+n n (1+k/n)

qui doit faire penser aux sommes de Riemann :
1 ¢ . (k 1
Ly o(5) e
n — n n—+oo  Jo

Mais la tangente complique la donne!
Pour 1 < k < n, le quotient kl—n est compris entre O et 1/n. Il est donc petit et par conséquent

1
t N — 40
ank+n k+n’ (40)

ce qui suggere que

n 1
1 dt
Sn &~ ={n2.
" ;k—i—n n—+oo JO 1+t n

Malheureusement, la relation (40) n’a pas vraiment de sens (I'entier k est-il fixé ? s’agit-il d'un équivalent uniforme en k ?) et aucun
théoreme du cours ne permet de passer de cette relation de comparaison entre les termes a la relation analogue entre les sommes.

. Premiére méthode
La fonction tan est de classe ¢’ sur le segment [0, /4] et
Vxel[0,7), tan’(x) =1+ tan’x
tan” (x) = 2 tanx(1 4 tan? x)
donc

VOel[0,7], 0<tan”(x) <2x1x(1+1%)=4.

D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, on a donc

2
vV x € [0, 4], ]tanxfx‘ < 4% =2x2.

Par conséquent,

L ks 1 n
Sh— — | <2 < . 41
Y il 22 e S o )

vYne N,

#v Pour majorer une somme, on peut parfois se contenter de multiplier le plus grand terme par le nombre total de termes...

L’encadrement (41) prouve que

On a reconnu plus haut une somme de Riemann et on a déja calculé sa limite, donc :

Iim S, ={n2.
n—+oo

@ Variante de la premiére méthode

# On a travaillé sur le segment [0, 4] de maniére assez arbitraire. Or les arguments de la fonction tan sont tous compris entre
Van et V. 1l serait donc plus judicieux d’étudier tan au voisinage de O et plus précisément I'écart entre le graphe de tan et sa
tangente a I'origine...

On considere la fonction f = [x — tanx — x].
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Pour tout entier n € N*, la fonction f est de classe €' sur le segment [0, 1/n] et
/ 2 2 1
Vxel0,1/h], 0<f'(x)=tan”x < tan® —.
n
D’apres I'inégalité des accroissements finis, la fonction f est donc lipschitzienne sur [0, '/n] avec en particulier

Vxel[0,n], [f(x)] = [f(x)—f(0)] < tan® — || <

1=

1
n

On a donc (inégalité triangulaire)

vVne N

=] = 1 =] 1
Sn_}; k—i—n‘ s Z’f(k—&-n)’ s thanzg

et donc (somme de n termes, tous égaux)

n
. 1 51
vVne N, Sn—kg_]m‘gtan o (42)
Comme plus haut, on en déduit que
n
. 1
RN P

et on peut conclure de la méme maniere.

#v ]l est important de noter qu’on a utilisé ici un théoréme moins précis que dans la premiere version (inégalité des accroissements
finis, c’est-a-dire approximation au premier ordre, vs inégalité de Taylor-Lagrange au second ordre), mais on s’en est servi de facon
plus judicieuse (en considérant un intervalle plus petit).

Cela explique pourquoi on a obtenu une meilleure approximation (le majorant de (42) est un infiniment petit du second ordre
alors que le majorant de (41) était un infiniment petit du premier ordre).

& Deuxiéme méthode
Pour n € IN¥, on considere la fonction f définie par

1
n+t

vVte Ry, f(t)=tan

11 est clair que cette fonction est continue et décroissante. Une comparaison classique entre somme et intégrale nous
donne I'encadrement suivant.

vVneN* f(n)—1f(0) —|—J tan ! dt < Sp < J tan ! dt (43)
0 n+t 0 n t
D’une part,
f(n) —f(0)=tan— —tan— ——— 0
2 n n—+oo

D’autre part, le changement de variable t = nu nous donne

n 1 1
L tan —— dt = L gn(u)du avec gn(u)=ntan FYTEE
Chaque fonction g, est intégrable sur [0, 1] (fonction continue sur un segment) et

1 1
n—T—JO—oon. TLU +u) 1 +u’

gn(u)

La suite de fonctions (gn)n>1 converge donc simplement sur [0, 1] vers une fonction continue sur [0, 1] (et donc inté-
grable sur ce segment).
Par croissance de la fonction tan sur [0, /] C [0, 1],

1 1
Yuelo,1], 0< ntanm <ntan€
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et d’apres l'inégalité des accroissements finis, la fonction tan est 2-lipschitzienne sur [0, 7/4], donc

si bien que la convergence est dominée :
Yyn>2,Vuelo,1], 0<gn(u) <2

(Le majorant est indépendant du parametre n et, en tant que fonction de w, il est intégrable sur le segment [0, 1].)
On déduit alors du théoreme de convergence dominée que

1 1
lim J gn(u)du:J. ﬂ:fnZ

n—+oo J, 0 1+1u

et finalement, on déduit de (43) que

Iim S, =4{n2
n—-+oo
par encadrement.
Solution 57 rms134-1482bis
1. Pour0 <t<1T,onpose
n(1-t
o) = 2128,

Il est clair que cette fonction g est continue sur ]0, 1[. Sachant que

o) =, M o),

on peut poser g(0) = —1 pour obtenir ainsi une fonction continue sur l'intervalle I = [0, 1[.
D’apres le Théoreme fondamental de 1’analyse, la fonction G définie par
Vxelo, 1, G(x) :J g(t)dt
0

est alors une primitive de g et donc une fonction de classe € sur [0,1].
@ Par composition, la fonction f est donc de classe ¢! sur l'intervalle [0, 1[:

0,1 — [0,1] — R
x — x2 — f(x) = G(x?)

et d’apres la formule de dérivation des fonctions composées,
VOo<x<1, f'(x)=2xG'(x?) =2xg(x?)
soit

_ 2n(1—x2)
-=—=

Vo<x<T1, f'(x)
2. Onsait que la fonction {n est intégrable au voisinage de l'origine. Lorsque t tend vers 1 (par valeurs inférieures),
g(t) ~n(1—1t)

donc la fonction g est intégrable au voisinage de 1. La fonction f est donc bien définieen 1 :

# [l suffit que la fonction g soit intégrable sur [0, 1] pour que I'intégrale généralisée soit convergente.

Comme g est continue sur 'intervalle [0, 1], elle est donc intégrable sur [0, 1] et, par définition des intégrales géné-

ralisées,
X

1
J g(t)dt = limJ g(t) dt = lim G(x).
0 x—1 0 x—1
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Par composition de limites, comme x? tend vers 1 lorsque x tend vers 1,
1
f(x) = G(x?) — lim G(x) :J g(t)dt = f(1).
x—1 x— 0

La fonction f est donc continue sur [0, 1].

# Comment calculer £(1) ? Avec un changement de variable et une intégration terme a terme :

' tnu 'S L < -1 —n?
f(1)=JO]_udu=JOZu nudu= ==
k=0 k=1
Vous devriez pouvoir vérifier les détails sans difficulté.
3. L'expression de la dérivée montre que
lirr} f'(x) = —oo.
X—

Comme f est continue sur le segment [0, 1] et dérivable sur l'intervalle ouvert ]0, 1, on peut appliquer le Théoréme des
accroissements finis : pour tout réel 0 < x < 1, il existe un réel cy € ]x, 1[ tel que

=) e
1T—x
L’encadrement x < cyx < 1 prouve que
lirr} f'(cx) = —c0

donc le taux d’accroissement étudié ne tend pas vers une limite finie.
La fonction f n’est donc pas dérivable en 1.

# On a en fait prouvé que le graphe de f avait une tangente verticale au point d’abscisse 1.

4. En primitivant le développement limité a I'ordre 0 de g, on obtient le développement limité a I’ordre 1 de G :

G(x) = —x+ o(x).

x—0
Comme x? tend vers 0 lorsque x tend vers 0, on peut substituer pour obtenir le développement limité a 'ordre 2 de f :

f(x) = G(x?) = —x*+ o(x?).

x—0

# Le graphe de f admet donc une tangente horizontale a I'origine et est situé sous cette tangente.
Le développement limité qu’on vient de calculer nous donne cette information au voisinage de I’origine seulement.
L’expression de la dérivée nous montre que f est strictement décroissante sur [0, 1], donc f(x) < f(0) pour tout 0 < x < 1:le
graphe de f est donc situé sous sa tangente a I'origine sur la totalité de l'intervalle [0, 1]!

Solution 58 rms134-1483

En tant qu’intégrale d"une fonction continue sur un segment, @ (x) est bien définie pour tout x € R.
a La fonction tan réalise une bijection strictement croissante de l'intervalle Ip = ]—7/2,74[ sur ] = R. On peut donc
effectuer le changement de variable v = tanu pour tout x € Io.

# Six € lo, alors le segment [0 < x] est contenu dans l'intervalle ouvert .

On sait que
cos®u = ! et dv=(1+tan?u)du= du
1+v2 cos?u
donc, pour tout x € I,
X 1 du tan x -I
= . = 37 d .
ox) L —3—+1 cos’u L T+301+v2) <
Autrement dit, pour tout x € Iy,
-I tan x d\)
olx) = g,[o 4/3 4+ v2
1 VB e V3tanx 1 V3tanx
3 2 2 2V/3 2
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#o [l est utile de retenir une fois pour toutes que

J dx
az+4+x2

pour tout a > 0 et pas plus difficile de retenir que

J dx
aZ + (x+b)?

quels que soient a > 0 et b € R.

1 X
— Arctan —
a a

Xx+b

1
= — Arctan
a

. Comme l'intégrande est une fonction continue sur R, la fonction ¢ est en fait de classe €' sur R (Théoréme fonda-

mental).

# On peut aussi remarquer que @ est la primitive d’une fonction paire : cette fonction @ est donc impaire.

En particulier,

1 T
mH) = lim X)=—H+"=.
©(2) x—>(n/2)7(p( ) 33 2
Par symétrie,
-1 =
_m - .
¢(—2) W3 2
et donc 1
T du T
Jn/z 3+rcosZu o(72) — o(—2) = m

L'intégrande étant une fonction paire et périodique, de période 7, on en déduit que

l

du /2
9t 9
3+ cos?u L

du _om
3+cos?u 23

(*)

@ Pour tout x € IR, il existe un, et un seul, entier n € Z tel que

T
2

#o Cet entier relatif n est égal a

T
+nn<x< = +nm.

2

{x+7r/2J

mais cela est sans importance.

Tt

Dans le cas général (Jx — nm| < 7/2), on déduit de la relation de Chasles, de la périodicité de I'intégrande et de la

propriété (x) que

nr

X
JO 0

X
i
n7

/2 X—M7T
—om J . +J
0 0
=7 (x —nm)
= 2\/?’ (0]
et comme x — n7w € Iy, on a finalement
nrm 1 V3tanx
X)=—=+ Arctan .
P(x) N BB >
@ Dans le cas particulier ott x = nm+ 7, = (2n + 1)7,,
n+1Nn
o(x) = (2n+1)g(ms) = 2t 1

V3
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Solution 59 rms134-1516

Pour tout n € N, la fonction [x — cos™ x| est continue sur le segment [0, /2], donc l'intégrale est bien définie.
Comme 0 < cosx < 1 pour tout x € 10, 7/4],

Vx€10,7], lim cos™x=0 (44)
n—-+oo
et
VneN, Vxelo,], 0<cos™'x<cos™x<1 (45)
donc, en intégrant (45),
/2

VneN, O<J

cos™ 1 x dx < J 072 cos™ x dx
0

et, par convergence dominée [(44) et (45)],
lirll [un| = 0.
n—-+oo

On peut donc appliquer le Critere spécial des séries alternées et en conclure que la série alternée ) u,, est convergente.

# L'étude classique des intégrales de Wallis montre que

s

u JE—
| nl n—)mloo n

et donc que la série ) _u, n’est pas absolument convergente (par comparaison a une série de Riemann,).
@ Pour tout entier n € N, on pose
n
Vxel0,7], fnlx)= Z(—])kcoskx.
k=0
Chaque fonction f,, est continue sur le segment [0, 7] et par conséquent intégrable.

Pour x € ]0,7,], on reconnait une série géométrique :

~ T—(—cosx)™*!

f
n(x) 1+ cosx

ce qui justifie la convergence simple vers une fonction continue :

T 1
< — 1 -
VO<x< 7 lim fn(x)—1 o5 x

mais aussi que la convergence est dominée :

14+ cos™ ! x 2
14+cosx  14cosx’

VneN,Vo<x< =, [fa(x)]<

|

#v Le majorant trouvé est indépendant du parameétre n et intégrable sur ]0, 73] (puiqu’il admet un prolongement continu sur le
segment [0, 7/2]).
On peut remarquer que la domination est vraie sur le segment [0, 73] puisque f1,(0) = 1 ou 0 selon la parité de n, mais
pas la convergence simple : la suite de terme général f,,(0) est divergente. C’est sans importance pour appliquer le Théoreme de
convergence dominée.

On en déduit que
/2 /2
lim J fn(x)dx = J dx

n=>oo | o 1+cosx’
Par linéarité de l'intégrale,
/2

VneN, J
0

n
fu(t)dt =) w
k=0
donc on a démontré que

Y[
woe | e
= o 1+cosx
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a [l reste a calculer I'intégrale. On pose pour cela
t=tan

ce qui nous donne

1—t2 . N 2dt
1+1t2 1427

)2 1
J A Jdt:L

o THcosx Jo

COSX =

Apres simplifications, il ne reste que

Donc
“+o0o
Z Uk = 1.
k=0

Solution 60 rms134-1520

Pour tout entier n > 1 et tout t € I = [0, +o0[, on pose

="

un(t) =777

- ]l est clair que chaque fonction u,, est intégrable sur I (continue sur l'intervalle fermé I et O(1/2) lorsque t tend vers
+00).
a ]l est tout aussi clair que la série de fonctions ) u, converge simplement sur l'intervalle ouvert Iy =10, +oo car

Vt>0, un(t) =w0(1).

n—o+ P
# La série ) un(0) est grossierement divergente !

& La somme S est donc définie sur I :
+oo
Vtelo,  S{t)=) un(t).
n=1

Chaque fonction u,, est continue sur I, et

1
Va>0,Vt€[a,+oo[, |un(t)|<m.

#o [l s’agit de majorer une fonction monotone (décroissante) de t...

Le majoration est indépendant de t et c’est le terme général d'une série convergente. Donc la série de fonctions
> un converge normalement sur tout intervalle [a, +-ool.
Comme les fonctions u,, sont continues, on en déduit que la somme S est continue sur chaque intervalle [a, +-o00] et
donc sur l'intervalle
I = | la,+ool.

a>0
a Pour tout t € I, la suite de terme général |u, (t)| tend vers 0 en décroissant. Le Critere spécial des séries alternées
permet donc de dominer le reste de cette série :

+oo

) uk(t)‘ < Junsi (1) )

k=n+1

VnelN, Vte l,

et en particulier pourn =0:
Vtely, [S(B)|=[Ro(t)] < |wi(t)].

On a démontré que la fonction uy était intégrable sur Iy, donc la fonction S est intégrable sur Iy (théoreme de comparai-
son).
Nous avons (enfin!) démontré 'existence de l'intégrale.
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@ Décomposons la somme en somme partielle et reste : pour tout entier n € N¥,

+oo +oo
J S(t)dt = J Sn(t) +Ru(t) dt
0 0

+oo +oo
J Sa(t)dt +J' R (t) dt
0 0

“+oo

N prtoo
J u(t) dt + J Rn(t) dt
k=10 0

par linéarité de I'intégrale (les uy et le reste R,, sont des fonctions intégrables sur o comme on 1’a démontré).
Pour tout t € Iy, la suite de terme général R, (t) tend vers O (puisque c’est le reste d’une série convergente) et,
d’apres (%),

1 1
> < < .
Yyn>1,vVtel, |R“(t)’\1+(n+1)2t2\1+t2

Le majorant est indépendant de n et, en tant que fonction de t, il est intégrable sur I (fonction de référénce), donc la
convergence est dominée et

“+o00 “+o00
lim J Rn(t)dt = J lim Rn(t)dt=0.

n—-+oo 0 0 n—-+4oo

Finalement, la série de terme général

+o00 +oo dt (_] )k +o00 du
— (_1\k —
JO u(t) dt = (-1) L e . J

converge (ce qui n’est pas surprenant) et

Jm [ &

S(t)dt = Lim u(t) dt =
st n%w;L (=73

—

@ Le cours sur les séries entieres nous dit que

+

& (_”k+1
Vxel-1,1[, n(1+x)= Z Txk.

=~

Comme la série du second membre converge pour x = 1, on déduit du Théoreme d’Abel que

“+o00 1k
( ]1) =—{n2
k=1
et donc que
+o00 . 2
J S(t)dt = N2
0 2

# L'intégrale est donc négative. C'était prévisible! En effet, d’apres le Critére spécial des séries alternées, le reste est du signe du
premier terme négligé et en particulier, la somme (= reste d’ordre 0) est du signe du premier terme. Donc

Vt>0, S(t)<0

et l'intégrale de S est donc négative.

Solution 61 rms134-1659

1. Toute partie non vide et majorée de IR admet une borne supérieure réelle (Axiome de la borne supérieure). Comme
f et f” sont définies sur R, les ensembles

{fx)], x e Ry} et {|f"(x)|, x € Ry}

ne sont pas vides. Comme f et f”/ sont supposées bornées, ces deux ensembles sont également majorés. Par conséquent,
les deux réels My (f) et M (f) sont bien définis.
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2. D’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange,

Va,beRy, |[f(b)—f(a)—(b—a)f'(a)

N

En particulier, poura=x € Ry etb=x+havech € R},

2
[f0x 4+ h) — 100 — ' (0] < o Ma ().

On en déduit par inégalité triangulaire que

2
601 — I+ B — P < 5 Mo

et donc que

2
[hf'(x)] < h? Ma(f) + | f(x + h) — f(x)|
hZ
< 2Mo(f) + 5 M (f)

(a nouveau par inégalité triangulaire). Comme h > 0, on en déduit que

2Mo (f) n th(f).

Vx>0, [0 <= 5

3. Dans l'encadrement précédent, le majorant est indépendant de x. Cela prouve que la dérivée f’ est bornée sur R,
et par conséquent que le réel M (f) est bien défini (pour les raisons données plus haut).
Dans cet encadrement, le minorant est indépendant de h > 0, on peut donc passer a la borne inférieure :

2Mo(f) | hM;(f)

> ! <i
X200l g TR

Une étude (rapide!) des variations de la fonction

2Mo(f) n th(f)}

‘p:{hH h 2

montre que

inf(p(h):(p( 4}\’;420(&?):2 Mo (f)M, ().

h>0

Par conséquent, on a bien
Vx>0, [f(x)] <2v/Mo(AIM(F).

Le majorant est indépendant de la variable x, on peut cette fois passer a la borne supérieure et trouver :
M (f) < 2/ Mo (f)M2 (f).
4. Tlestclair que f. est strictement croissante sur [0, 2]. Comme
fe(2) =2, f(0)=2—-2%"¢=2-42¢<=2
et que f¢ (x) = 2 pour tout x > 2, on en déduit que
Mo (fe) =4.2° — 2.

@ Pourtout0 <x<2,ona
fl(x) =2+ €)(2—x)'Te.

11 est aussi clair que la dérivée f, est décroissante sur [0, 2] (et nulle sur ]2, +oo[!) avec
£10) =2+ 2+¢), Fl(2)=0.

Par conséquent,
M (fe) =2.(2+¢€).25.



83

Intégrales

2 S .
e=0,25

I e=0,12

................. £=10,05

@ Enfin, f// est nulle sur ]2, +ool et
Vxel0,2], f/(x)=—(2+¢)(1+¢€)(2—x)°.
La dérivée seconde est donc négative et croissante sur [0, 2] :
f7(0) =—(24¢)(1+¢)25, fl(2)=0

d’ot1 finalement
My (fe) = (24 ¢)(1 + ¢)2°.

# Un détail a ne pas perdre de vue : pour tout € > 0, la fonction f. est bien de classe €% sur R..
En effet,
— elle est clairement de classe €* sur [0,2[ et sur ]2, +oo[;
— elle tend vers 2 a gauche et a droite de x = 2 (donc le raccord est continu);
— sa dérivée tend vers 0 a gauche et a droite de x = 2 (donc le raccord est de classe € 1)
— sa dérivée seconde tend vers 0 a gauche et a droite de x = 2 (donc le raccord est de classe €'2).

En revanche, la fonction fo définie par
Vxel0,2], folx)=2—(2—x)% et VYx>2, folx)=2

n’est pas de classe € 2+ sq dérivée seconde est égale a —2 sur [0, 2[ et identiquement nulle sur 12, +ool.
Cette fonction ne peut donc pas servir de contre-exemple alors méme que

M (fo) = 24/ Mo (fo)Ma(fo).

5. Raisonnons par 'absurde en supposant qu’il existe un réel o« < 2 tel que

M; (f) <o
Mo (ML (f)

pour toute fonction f bornée et de dérivée seconde bornée.
En particulier, pour tout ¢ > 0, on a donc
M, (f,) 2.(2+4¢).2¢

<
IMo(fMa (T VB2 22190 re2d

En faisant tendre ¢ tend vers 0, on obtiendrait alors
2.2.1 4

VA2 VA

(puisque les inégalités larges sont conservées par passage a la limite), ce qui est absurde puisqu’on a supposé que « < 2.
Le facteur 2 est donc optimal (minimal).

2< o
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Solution 62 rms134-1663

1. Il est clair que les deux intégrales sont bien définies (fonctions continues sur un segment).
La fonction f et la fonction polynomiale associée a Py sont de classe 42, ce qui nous permet d’intégrer deux fois par
parties apres avoir remarqué que Py (t) = 1 pour tout t € [a, b].

b b
J f(t) dt :J f(t)PY(t) dt

a a

:ﬁuwamz—waw%unh

a

b
= J f(t)Po(t) dt (car Po(a) = Po(b) =0)

2. La fonction f étant de classe €% sur [a,b], sa dérivée seconde f” est continue sur le segment [a, b, donc elle est
bornée :
vtelabl, [f(t)] < [If"] -

On déduit de la question précédente que

Jb f(t) dt’ =

a

b
J 7 (1)Po (1) dt’

a

*(t—a)(b—t)

5 dt.

b
< [ Irwrsto) ac< e |

a a
# On doit immédiatement se rendre compte que la fonction associée a Py est négative sur le segment [a, b] (signe d’un trindme
entre ses racines).

On effectue ensuite le changement de variable affine usuel pour se ramener a l'intervalle [0, 1] (cf le cours sur les
fonctions convexes).
t=(1—u)a+ub dt=(b—a)du

On obtient ainsi

dt = u(l—u)du=

o 12

" (t—a)(b—t)
| =

(b—a)? (! (b—a)?
2

a

# [l est plus efficace de changer de variable avant de développer la fonction intégrande : le facteur (b — a)3 apparait sous forme
factorisée et le calcul de I'intégrale est alors immédiat.

Complément
On vient d’effectuer le calcul qui donne l'efficacité de la méthode des trapézes pour approcher une intégrale au
moyen d’une somme de Riemann.
@ Si la fonction f est de classe %% sur [a, b], alors il existe une fonction affine ¢ telle que

¢(a)="f(a) et  ¢(b)="f(b).

L'existence (et I'unicité) de ¢ découle du théoréme sur l'interpolation de Lagrange et 1’expression de ¢ présente peu
d’intérét. En effet, comme ¢ est affine, son intégrale sur le segment [a, b] est I'aire d"un trapéze et donc

b
J@uuhzfgigfglxw—ayzﬁﬂgi@lxw—ay

@ On peut alors appliquer ce qui précede a la fonction g = f — @ : il est clair que g est de classe ¢, on a fait ce
qu’il fallait pour que g(a) = g(b) = 0 et de plus g” = " (puisque la fonction ¢ est affine), si bien qu’on a en fait déja
démontré que

(b

—a)3
f(t) dt — . (b—(l) < T”f/,”m

b f(a) + f(b)
J, froae ST

a
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Il reste a découper le segment [a, b] au moyen d’une subdivision

b—a
a=x < <---<0p=Db avec oxi1— &k = .

Chaque segment [xy, xx1] étant contenu dans le segment [a, b], on a

sup  [F(0)] < sup [£7(1)] = ],

telok, k1] t€la,b]

et le duo habituel (relation de Chasles et inégalité triangulaire) nous donne

b b—a'— © (et —«
[ e ae= 220 [rlood + tloocr)] | < 3 et oS ey
a k=0 k=0
(b— X
<n- B2 e,

a [’erreur commise en approchant l'intégrale de f par la méthode des trapezes avec une subdivision en n sous-
intervalles est donc O(1/n2), ¢’est-a-dire un ordre de grandeur plus précise que la méthode des rectangles.
@ (’est d’autant plus remarquable que les expressions simplifiées des deux méthodes sont trés semblables!

b—a'v— b—a ¢«
Rn=— D flou) = - > flow)

k=0 k=1
_b—afflx) & f(on)
To=— [ 5 + ) floa) + 5
k=1
Solution 63 07-01

Soit xg € V.
Soit (Uun )nen, une suite d’éléments de V qui converge vers xo. Pour tout entier n € N, on pose

Vtel,  fo(t) = f(un,t).

D’apreés les hypothéeses du Théoreme de continuité,
— pour tout n € N, la fonction f,, est intégrable sur l'intervalle I;
— pour tout t € [, la suite de terme général f,,(t) converge vers f(xo,t) (puisque f est continue par rapport a la
premiére variable);
— pour toutn € N et pour toutt € [,
[Fr (O] = [flun, )] < g(t)

ol le majorant g(t) est indépendant de n € IN et intégrable en fonction de t sur I'intervalle I.
@ On peut donc appliquer le Théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (fn )nen.
On en déduit que

n—-+oo

L fn(t)dt —— L f(xo0,t) dt

c’est-a-dire
Iim F(u,) = F(xo).
n—+oo
Comme cela vaut pour toute suite (un)nen d’éléments de V qui converge vers xo, cela prouve que F est continue au
point x¢ (caractérisation séquentielle de la continuité).
a Et comme cela vaut pour tout xo € V, cela prouve que la fonction F est continue sur V (définition de la continuité
sur un intervalle).

Solution 64 07-02
1. Onpose

afin d’étudier la fonction F définie par
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Définition

Pour tout x > 0, la fonction [t — f(x, t)] est continue sur le segment [0, /2], donc elle est intégrable sur cet intervalle
et I'intégrale F(x) est donc bien définie sur ]0, +-oo[.
Monotonie

Soient 0 < x < y. Comme 0 < t < 7, le numérateur cost est positif, donc

cost cost
» f(y)t) = < =f(x,1).

Vo<t < = <
t+y t+x

Nl A

En intégrant bornes croissantes, on en déduit que
F(y) < F(x).

On a ainsi démontré que la fonction F était décroissante sur ]0, +oo[.

# Pour 0 < t < 7>, le numérateur cos t est strictement positif, donc
Vo<x<uy, f(yt)<f(x,t)

et par conséquent F(y) < F(x). La fonction F est donc en fait strictement décroissante.

# On pouvait aussi justifier la monotonie de F en appliquant le Théoreme de dérivation sous le signe [, qui prouve que F est de
classe € sur 10, +oo[ et donne
7T/2
—cost
Vx>0, F’(x):J — dt.
0 (t + X)
Les bornes sont dans I'ordre croissant et la fonction intégrande est négative, donc l'intégrale F'(x) est négative.
Plus précisément, la fonction intégrande est une fonction continue de t et n'est pas identiqguement nulle, donc F'(x) < 0
(Théoréme de l'intégrale nulle).

Continuité
On a déja démontré que, pour tout x € Q =0, +oo|, la fonction

[t = f(x, t)]

était intégrable sur I = 0, 7/>].
11 est clair que, pour tout t € I, la fonction
[x — f(x,1)]

est continue sur Q.
Enfin, la monotonie déja justifiée précédemment prouve que, pour tout réel a > 0,

Vtel, VxeV=la,+ool, [f(xt)|="F(x,1) < f(a,t).

Ce majorant est indépendant de x et, en fonction de t, il est intégrable sur I (déja justifié dans la partie Définition). La
condition de domination est donc satisfaire sur V.

a D’apres le Théoreme de continuité, la fonction F est continue sur V.

@ On en déduit que la fonction F est continue sur

10, ool = | J [a, +ool.

a>0

# On ne peut pas vérifier la condition de domination sur V = Q. En effet, s'il existe une fonction g telle que
Vtel, VxeQ, |[f(x,t)] <glt)

alors ¢
cos .
vtel, — =lim ’f(x,t)| < g(t).
t x—0

(Ce passage a la limite cache en fait un passage au sup, puisque f(x, t) est une fonction décroissante de x.)

Mais cos t/t n’est pas intégrable au voisinage de O (cette expression est équivalente a 1/¢), donc la fonction g n’est pas intégrable
non plus au voisinage de O (théoréme de comparaison,).

Bien que la fonction F soit continue sur Q, on ne peut donc pas appliquer le Théoréme de continuité sur Q : il était vraiment

nécessaire de bien choisir les sous-intervalles V.
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2. Limite a I'infini

# Lorsque x tend vers 400, le dénominateur x + t tend vers 400, donc il est légitime de conjecturer que

/2
lim F(x) = J 0dt =0.

X—+00 0

11 suffit d’adapter la démonstration précédente : on fait tendre x vers +oo (au lieu d’étudier la continuité au voisinage de x = xo >
0), on cherche donc principalement a établir la domination sur un voisinage V de +oo.

On a déja démontré que, pour tout x € Q, la fonction
[t — f(x,1)]
était intégrable sur I (fonction continue sur un segment); il est clair que, pour tout t € I, la fonction
[x — f(x,t)]
tend vers la fonction nulle sur I lorsque x tend vers +oo; enfin, l'intervalle
V = [2024, +o0[

est un voisinage de +oo et
Vtel, Vx eV, |f(x,t)] < f(2024,1).

Ce majorant est indépendant de x et, on I'a déja démontré, il est intégrable sur I en fonction de t.
D’apres le Théoreme de passage a la limite, la fonction F tend vers

/2
Iim F(x) = J lim f(x,t)dt=0.

X—+00 0 X—+0oo

Limite en 0

#v Lorsque x tend vers 0, le dénominateur x + t tend vers t, donc il est légitime de conjecturer que

dt

F ~
(X) x—0

J”/Z cost
0 t

et comme on reconnait 'intégrale généralisée d'une fonction positive et non intégrable, on devine alors que F(x) tend vers +oo.

B t»—)COSt
9= t

est continue et positive sur ] =0, 7/2]. Par conséquent, la fonction

/2
- oo et

est définie et décroissante sur J. En particulier, elle admet une limite (finie ou infinie) au voisinage de 0.
Par définition, I'intégrale généralisée

s La fonction

/2 /2
J oSt 4t :J g(t) dt
0 t 0

est convergente si, et seulement si, la limite de G en 0 est finie.
D’autre part, comme g est positive, l'intégrale généralisée

7t/2
J g(t) dt
0

est convergente si, et seulement si, la fonction g est intégrable sur J.
Or la fonction g n’est pas intégrable au voisinage de 0 car
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Par conséquent, la fonction G ne tend pas vers une limite finie au voisinage de 0 et comme G est décroissante, elle tend
vers +o0 au voisinage de 0.

lim
x—0

/2 t
J 5T 4t = 400 (46)

X

@ Fixons 0 < a < 7/ et notons K, = [a, 7/3].
On sait que, pour tout x € R% , la fonction
[t — f(x,t)]

est intégrable sur K,. Cette propriété est encore vraie pour x = 0, puisque la fonction considérée est continue sur le
segment K.
On sait aussi que, pour tout t € K, la fonction

[x — f(x,1)]

est continue sur IR, et avec la propriété de monotonie déja exploitée, la propriété de domination est satisfaite :

cost cost
Vx>0, Vte Ky, ‘ ‘<

x+tl S0+t
(On a remarqué plus haut que le majorant : f(0, t) était une fonction continue sur le segment K, = [a, 77/2], c’est donc une

fonction intégrable sur K,.)
Par conséquent, on peut appliquer le Théoreme de continuité : la fonction

/2 cost
X = dt
o tHx

est continue sur IR et en particulier

Tt .
—,  lim

V0<a<2, lim

/2 /2
J’ cost J' cost dt = G(a). 47)

o t+x

a

@ Nous allons maintenant combiner les deux relations (1) et (2).
Soit A > 0.
D’apres (1), 'expression G(a) tend vers +oo lorsque a tend vers 0, donc il existe g > 0 tel que

Vo<a<oay, Gla)=A+1. (48)
D’apres (2), il existe oty > 0 tel que
/2
V0 <a<a, J oSt 4t > Gla)— 1. (49)
« tHx

Posons donc «; = min{ag, o1 }. Pour 0 < a < &y, les deux relations (3) et (4) sont simultanément vraies, donc

/2 cost

dt > A.
a t+x -

V0<a< ag, J

Mais puisque l'intégrande est une fonction positive,

—dt >
0 t

dt.

/2 /2
cost cost
VO0<a< ay, F(x):J /J

a

Bref : on a démontré que, pour tout A > 0, il existait un réel o, > 0 tel que
Vo<a<ay, Fx) =A.

Autrement dit :
lim F(x) = +oo.
x—0
3. Equivalent a I'infini
#v Lorsque x tend vers +o0o, le dénominateur x + t est peu différent de x (puisque t reste compris entre O et 7/2). Par conséquent,
il est légitime de conjecturer que

/2

cost 1

J dt = .
X

0 X
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Soit x > 0. Par inégalité triangulaire,
1 (? T
‘F(x)—f’:l[ cost-(f— )dt
X 0 x x4+t
B J”/z tcost
) x(x+t)

dt.

Comme x > 0, le dénominateur est une fonction croissante de t. D’autre part, le numérateur est positif. Par conséquent,

tcost tcost
x(x+1)  x(x+0)

Vtel0,m], Vx>0,

Le majorant est en fait une fonction de t continue sur le segment [0, /], donc c’est une fonction intégrable et on en
déduit que

/2
ou K :J tcost dt.

Vx>0, ‘F(x)—f‘ <
0

On en déduit que

c’est-a-dire

1 1
RNENERC)
et en particulier
1
P e i

Equivalent en 0

%o e ne sais que dire : ce dernier calcul repose sur une astuce de vieux singe (ceux a qui on n’apprend pas a faire des grimaces).

@ Pour t € [0,7/] et x > 0, on pose maintenant

(Xt)_cost—1
gt =

11 est clair que, pour tout x > 0, la fonction [t — g(x, t)] est continue sur le segment [0, 7], donc l'intégrale

/2
G(x) = L g(x,t) dt

est bien définie pour tout x > 0.
@ Pour tout x > 0,
™2 cost — 1 1
Jr
t+x t+x

(;(x) + €n<§ +x> —{nx.

F(x) dt

On vient de décomposer F(x) en somme de trois termes :
— le dernier terme est celui que ’on cherche, c’est un infiniment grand (positif) ;
— le second terme tend vers une limite finie lorsque x tend vers 0, c’est une quantité bornée, c’est-a-dire O(1);
— il reste a étudier de pres le premier terme et nous allons montrer que G(x) tend vers une limite finie lorsque x
tend vers 0.
En anticipant sur ce qui suit, on a donc démontré que

F(x) = —inx+O(1) = —Inx+ o(fnx) (50)

et donc que

F(x) Nt —Inx.
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@ D’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange, on sait que
tz
VteR, |cost—1]< 5

# Si @ est une fonction de classe €% sur R, alors

! tz !/
Vtel-a,al, [e(t)—@(0)—te'(0)] < el

N

ou

(P//”oo = maxue[fa,a”(pn(u)‘-
Avec @ =cos,ona @(0) =1, @'(0) =0 ef comme ¢"” = —cos,ona ||¢"| ., <1, quel que soit a > 0.

a Pour tout t € I =10, 4],
cost—1

71(13(1) g(x,t) = 1 =P(t).

11 est clair que la fonction 1 est continue sur I et I'inégalité de Taylor-Lagrange nous montre que 1 tend vers 0 au
voisinage de 0. Par conséquent, cette fonction 1 est intégrable sur I.
Enfin, quels que soient x > O et t € I, d’apres Taylor-Lagrange,
2 2
/2t t

|9 )] < t+x S2t4+0 2

Ce majorant est indépendant de x et évidemment intégrable sur I = ]0, 7], donc la condition de domination est satis-
faite.

Par conséquent,
/2
cost—1
G(x) J dt
x—0 0 t

et en particulier la fonction G est bornée au voisinage de 0. La propriété (5) est ainsi démontrée.

Solution 65 07-03

On considereici Q =R, I = ]—o0, +-00[ et
V(x,t) e QxI, f(x,t) = exp[—(t +ix)?].
a Régularité. Il est clair que, pour tout t € I, la fonction
[x — f(x,1)]
est de classe €' sur Q (méme de classe €>!) et

V(x,t) € Qx1, %(x, t) = —2i(t +ix) exp [—(t + ix)z].

a Intégrabilité. Il est clair que, pour tout x € Q, les fonctions

[t— f(x,t)] et [t — g(x, t)}
0x

sont continues sur l'intervalle 1. De plus,

2 s 2 2
[t )| = e e .e™ = O(e)

donc [t — f(x, t)] est bien intégrable sur I. De méme,

= O(tle ")

—I(x,t
( ’ ) t—+oo t—+oo

0x

donc [t — 0f/0x(x,t)] est aussi intégrable sur I.
& Domination. Pour tout A > 0,

Vxe[-AA]l VteR,

[f(x, t)| = et <er et (*)

of
(x,t)’ 2V x2 e eV <2V AZeA e,

0x
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On a trouvé des majorants indépendants de x et on a déja démontré que ces majorants étaient, en tant que fonction de
t € I, des fonctions intégrables sur 1.
D’apres le Théoreme de Leibniz [23], la fonction F est de classe &' sur

J A Al =100, +o0l
A>0

et

Vx e R, F(x) = J+OO —2i(t +ix) exp[—(t + ix)z] dt

+oo af
= J;OO a(x, t) dt
= t1lirﬂoo [f(x,t)]t::) =0 (d’apres (x))
to——o0

» Puisque la dérivée de F est identiquement nulle sur l'intervalle IR, la fonction F est constante et par conséquent [35.3]
VxeR, F(x)=F0)=vn

d’ot finalement

+oo
Vx € R, J et et gt = roe Y.
Solution 66 07-04
Pourx € Rett > 0, on pose
int
f(x, ) = e*xt%.

@ Pour x > 0, la fonction [t — f(x,t)] est continue sur I = ]0,+oo[; elle tend vers 1 lorsque t tend vers 0 (forme
indéterminée bien connue) et est O(e™*') lorsque t tend vers +oco. Comme x > 0, la fonction

[t— e ]
est intégrable sur I. Par conséquent, la fonction [t — f(x, t)] est intégrable sur I.
La fonction F est définie au moins sur Q = ]0, +ool.

REMARQUE.— On doit savoir que la fonction [t — f(0,t)] n’est pas intégrable sur I, bien que l'intégrale généralisée
F(0) soit convergente. Par ailleurs, on peut démontrer (mais ce n’est pas immédiat) que l'intégrale généralisée F(x)
est divergente pour tout x < 0.

@ Pour tout t € I, la fonction [x — f(x, t)] est de classe €' sur Q et

of
a(x, t) = —e *'sint.

Pour tout x € Q, la fonction [t — e **sin t] est continue sur [0, +oo[ et O(e*') lorsque t tend vers +oco. Comme x > 0,
la fonction
[t — —e *'sint]

est donc intégrable sur I.
Enfin, pour tout a > 0,

of
Vx € la,+ool, Vtel, ‘a—x(x,t)‘ <e o,

Le majorant est indépendant de x et intégrable sur I en tant que fonction de t (puisque a > 0).
Dong, pour tout a > 0, la fonction F est de classe €1 sur [a, +oo| et

+oo
Vx> a, F’(x):J g—i(x,t)dt
0

et par conséquent la fonction F est de classe ¢! sur Q =0, +ool et

+oo
Vx>0, F(x)= —J e *'sint dt.
0
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@ Pour tout x > 0,

+o0 . 1 -1
F/'(x) = Jm J e~ (Ut gt :3m< ) =—.

0 x+1 T+x

Comme Q) est un intervalle, on en déduit qu'il existe une constante K € R telle que
Vx e Q, F(x)=K-— Arctanx.
Les variations de la fonction sinus cardinal étant bien connues, on sait que
Vx>1,Vtel, |[f(xt)] <e ™.

Le majorant est indépendant de x et intégrable sur I en tant que fonction de t. La condition de domination étant satisfaite

pour x € [1,+o0[ (qui est un voisinage de +o0), on en déduit que

+oo
Iim F(x) = J lim f(x,t)dt=0.

X—+00 0 X—+00

Comme Arctan x tend vers 77> lorsque x tend vers +oo, on en déduit que K = 7/ et donc que
3 1
Vx>0, Fx)= 5= Arctan x = Arctan —.
X

REMARQUE.— On déduit de ce qui précede que

limF(x):;j etque F(x) ~ 1

x—0 x—+00 X

Solution 67 07-05

L'intervalle d’intégration est I = ]0, +oo[ et l'intervalle d’étude de F est ] —co, +-o00[. Par imparité de Arctan, il est clair que
F(0) = 0 et que F est une fonction impaire. Il suffit donc d’étudier F sur le sous-intervalle QO = [0, +ool.
On considére donc la fonction f, définie sur Q x I par

Arctan(xt
Vix,t) e QxI, f(x,t)= W’EZ))

a ]l est clair que, pour tout x € Q, la fonction [t — f(x,t)] est continue sur l'intervalle ouvert I. De plus, pour tout

x € Q\ {0},
et flx,t) ~ T

lim f(x,t) = o 73

t—0 14 t2

donc [t — f(x,t)] est intégrable sur I et l'intégrale généralisée F(x) est convergente.
@ Comme Arctan est croissante sur () et que xt € Q) pour tout t € [ et toutx € Q,

Vte[VO<x<vy, f(xt)<f(y,t).
L’intégration conserve les inégalités, donc
VOo<x<y,  Flx)<Fy)

et la fonction F est croissante sur Q.

@ On démontrerait de maniere analogue que F est concave sur Q (en se fondant sur la concavité de la fonction Arctan
sur R,).

a D’apres 'Inégalité des accroissements finis, la fonction Arctan est 1-lipschitzienne sur R. Par conséquent,

vVtel, Vx,y € Q, |Arctan(xt) — Arctan(yt)| < |[xt — yt| = tlx — y|.
D’apres l'inégalité triangulaire intégrale,

+oo

—+o0
Ve yeq, |F(x)—Fy) JO /f(x,t)—f(y,t)ydt<Jo

N

Tt
e =yl =5 k-l

et F est donc 7/>-lipschitzienne sur Q.
@ Comme F est croissante sur (), elle tend vers une limite (finie ou infinie) au voisinage de +-co.
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# Pour deviner le résultat, on peut conjecturer que

) +o0 ) T “+o0 dt
XETOOF(X)*L XEE‘OO“X’““*ZL i+

Cette intégrale est divergente (la fonction intégrande n’est pas intégrable au voisinage de 0), donc on devine que F tend vers +oo au
voisinage de +oo.
Probléme : aucun théoréeme du cours ne permet de justifier qu’une intégrale tend vers une limite infinie...

Nous allons démontrer que F tend vers +oo au voisinage de +ooc.
Pour cela, nous fixons un seuil A > 0 arbitrairement grand.
* La fonction g définie sur I par

1

est continue et POSITIVE sur 1. Comme elle est intégrable au voisinage de +oo, elle est intégrable sur tout intervalle
(e, +00[, mais comme elle n’est pas intégrable au voisinage de 0,

+o0
limJ g(t) dt = +oo.
e—0 J,
11 existe donc un réel ¢y > 0 assez petit pour que

+oo
J g(t)dt = A +1.

€
* Considérons l'intervalle I, = [e,+oco[. On sait que la fonction [t — f(x, t)] est intégrable sur I, donc elle est aussi

intégrable sur I,.
Comme t > & > 0 pour tout t € I, il est clair que

Vtel, lm f(x,t)= ]

S =5 (b
X Teo 2 t0+e) 29

et on a déja remarqué que la fonction g était intégrable sur I..
Par croissance de la fonction Arctan, on a aussi

Viel, Vx>0, [f(x,t) <§-g(t)-

Le majorant est indépendant du parametre x et intégrable sur l'intervalle I, et le quantificateur ¥V x > 0 nous dit que x
varie ici dans un voisinage de +oo.
D’apres le Théoreme de convergence dominée (un de ses nombreux corollaires, en fait),

+oo “+o0
lim J f(x,t)dtzj glt)ydt > A+1.

X—+00 e e

Comme la limite est strictement supérieure a A, on en déduit qu’il existe un réel x, tel que

+oo
Vv x = xo, J f(x,t)dt > A.

€

* Comme la fonction f(x,t) > 0, il est clair que
+oo +o00
Vx>0, F(x) = J f(x,t)dt > J f(x,t) dt.

En particulier,
+oo
Vv x = X, F(x) > J f(x,t) dt > A.
€

En résumé, nous avons démontré que : pour tout seuil A > 0, il existe un réel x, tel que, pour tout x > x¢, on ait
F(x) > A. Autrement dit : la fonction F tend vers +oo.

# ]I se trouve qu’on peut calculer explicitement F(x) — méme si on est absolument incapable de calculer des primitives de
[t — f(x,t)]! C’est ce que nous allons faire maintenant, en appliquant le Théoreme de Leibniz (dérivation sous le signe |).
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@ On sait que, pour tout x € Q = [0, +o0], la fonction [t — f(x, t)] est intégrable sur I = ]0, +-ool.
1l est clair que, pour tout t € I, la fonction [x — f(x,t)] est de classe €' sur Q et que

of 1

w0V ramnr ey

Il est alors évident que la fonction

[t — %(x, t)}

est intégrable sur I : elle est continue sur I, elle tend vers une limite finie au voisinage de t = 0 et elle est O(1/;#) lorsque
t tend vers +oo.
Par décroissance en fonction de x € (), la domination est satisfaite :

1 1
T+0)(1+12) 14127

of
VxeQ, vtel, —(x,t)‘ <

ox

(Le majorant est indépendant du parametre x et intégrable sur 1.)
On en déduit que la fonction F est de classe ¢ ! sur ]0, +oo[ avec

+00 dt
/ —
Vx>0, F(x)—J'O 01200 5 )

mais aussi dérivable a droite en x = 0 avec

# On a appliqué le Théoreme de dérivation sur 'intervalle fermé QO = [0, +oo[, mais la fonction F est définie sur R (et pas
seulement sur Q), donc on n'a pas étudié la dérivabilité de F en O, mais seulement la dérivabilité a droite en 0.

@ On sait que F est une fonction impaire et I'expression

J+oo dt
o (1T+x2t2)(1 +t2)

est clairement une fonction paire de x. Par symétrie, on a donc en fait démontré que F était de classe ¢! sur R et que

+o0o dt
/ —
Txel, F(X)_L 0221+ )

a Pour x € O\ {1}, on peut décomposer facilement en éléments simples :
1 1 ( X2 )
(T+x2t2)(1T+1t2)  x2—1 \14x2t2  14+1t2/°

# Pour x =1, la fonction intégrande est déja un élément simple. Voir plus bas pour le calcul des primitives dans ce cas.

On en déduit alors que, pour x € Q \ {1} :

1 A
F'(x) = N Alim J T 21+ 2 —:tz dt (définition des intégrales convergentes)
- —+o0 Jo X
1
=21 Am}r‘ [X Arctan(xt) — Arctan t]OA (Théoreme fondamental)
1 s s s
T x2—1 [EXiiio] T 2(1+x)°

On a démontré que F était de classe ¢! sur R. D’autre part, il est clair que 77 est I'expression d’une fonction

continue sur Q. Par conséquent, 1’égalité qui a été démontrée pour x € Q \ {1} est en fait vraie pour x = 1 aussi.

7T

VX}O, F/(X):m.
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# Comme F est impaire et dérivable, sa dérivée est paire et donc

Vx €R, F'(x) =

#y Si on n'aime pas les raisonnements par densité, il faut aimer les intégrations par parties! En effet, on peut calculer F'(1) de la
maniére suivante (qui ne s'invente pas, il faut retenir la méthode).

Comme ¢
imire - Jdn e =0
la formule d’intégration par parties nous donne
+o0o dt +o0 ot
, meme-o- e g
T4t -1 teo dt
=2| moopdt=2  ——5 —2F( inal
L (1 t2)2 d L T+ (1) (astuce taupinale)

et on retrouve bien F/(1) = /4.

La connaissane d’une expression simple pour F’(x) nous confirme que F est 7/>-lipschitzienne (en précisant que 7/
est la constante de Lipschitz optimale, puisque c’est le maximum de la dérivée) et nous donne une expression explicite
de F(x) :

Vx>0, F(x)= gfn(l +x)
(par calcul de primitive) et
Vx<0, Fx)= f%‘ tn(1—x)
(par symétrie : F(x) = —F(—x) par imparité).

# Cette expression nous confirme que F tend vers 4+oco au voisinage de +oco.

Solution 68 07-06
1. Onconsidereici Q =R, I =[0,+oo[ et

In(1 4 x*t?)
V(X,t)GQXI, f(X)t):H_itz
@ Régularité. Il est clair que, pour tout t € I, la fonction

[x — f(x,t)]

est de classe €' sur Q) (méme de classe €>°!) et

2xt?
(T4+12)(1 +x2t2)°

Y (x,t) € Q x [ E(x,t) =
ox

w Intégrabilité. Il est clair que, pour tout x € Q, les fonctions

[t— f(x,t)] et [t — E(x, t)}
0x

sont continues sur l'intervalle I. De plus, pour tout x # 0,

in(t?) + in(x? + &) 2int ( 1 )
— O

|f(X‘ t)} - 1+4t2 o100 2

donc [t — f(x, t)] est bien intégrable sur I. De méme,

‘af(x,w

ox
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donc [t — 0f/0x(x,t)] est aussi intégrable sur I.
D’autre part, il est clair que [t — (0, t)] et [t — 0f/0x(0, t)] sont intégrables sur I (identiquement nulles!).
. Domination. Pour tout A > 0,

Vxe[-AALVEEL [f(xt)| < [f(A 1)
(on reconnait une fonction croissante de x), donc la fonction F est continue sur chaque segment [—A, A] et donc sur

R=|J-AAL

A>0

2. Quels que soient 0 < A < B,

2Bt?
1+t2)(1 + A2t2)

of
VxelAB], Vtel, ‘a—x(x,t)‘ <

(comme d’habitude, on majore le numérateur et on minore le dénominateur) et il est clair que le majorant, indépendant
de x, est intégrable sur 1. La fonction F est donc de classe €' sur

0<A<B
et + 2
° 2xt
0 F’ = .
Vx>0, (x) L (14 t2)(1 +x2t2)

Par symétrie (puisque la fonction F est évidemment paire), la fonction F est de classe "' sur R*.
@ Calcul de F'(x).
Pour x > 0 différent de 1, on décompose en éléments simples pour calculer I'intégrale qui exprime F/(x).

Comme P
2xt 2x | 1
> = : -
vi>0, (1+t2)(1+x2t2)  x2—1 (1+t2 1+x2t2)’
on en déduit que

+o00 Ixt2 2

J' xt dt = =% .(T_ﬂ): A
0 (] +t2)(1 +X2t2) x2 —1 2 2x 14+ x

Or F’ est continue sur ]0, +oc0[, de méme que [x — %}, et ces deux fonctions sont égales sur ]0, 1[U ]1, +o0[, donc ces
deux fonctions sont égales sur ]0, +-oo[. On a donc

T
14+x’

Vx>0, F'(x) =

3. @ Calcul de F(x). Il existe donc une constante K € R telle que
Vx>0, F(x) = min(1 +x) + K.

Or F est continue sur IR, donc
F(0) =0 = lim F(x) =K

x—0
et
Vx>0, F(x) = min(1 +x).
Par parité,
Vxe€R, F(x) = min(1 + [x|).

En particulier, F(x) ~ mix| au voisinage de x = 0 : le graphe de F présente donc deux demi-tangentes obliques a
l'origine (y = %mx), ce qui prouve que F n’est pas dérivable en x = 0.
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Solution 69 07-07

On pose ici Q = [0, 1] (défini par I"énoncé!) et I = ]0, 1] (ouvert en 0 pour des raisons qu’on verra en temps voulu). On
considére la fonction f définie par

tsint
f(x,t) = —m8 .
b t) 1 —xcost
@ Pour tout x € ), la fonction
[t — f(x,1)]

est continue sur l'intervalle semi-ouvert I et méme sur le segment [0, 71] pour x > 0. Pour x = 1, f(1,0) n’est pas défini
(division par zéro!) mais lorsque t tend vers 0,

_ tsint t?
 1T—cost t2/2 t—o0

£(1,1)

Puisque la fonction [t — f(1,t)] tend vers une limite finie au voisinage de 0, elle est intégrable au voisinage de 0 et donc
sur [.
La fonction F est donc définie sur le segment Q.
- Pour tout t € I, la fonction
[x = f(x,t)]

est continue sur Q. (Comme l'intervalle I est ouvert en 0, le cos t est toujours strictement inférieur a 1 et le dénominateur
ne s’annule jamais.)

@ Pour justifier la continuité de F, il reste & établir la propriété de domination et pour majorer |f (x,t)
précisément le sens de variation en fonction de x.

, on va étudier

» Pour t € ]0,7/], on a cost > 0, donc la fonction
[x — f(x,1)]

est croissante et donc -
Vo<t =, Vxe[0,1], 0<f(x,t) <f(1,1).

2 )
» Pourt € ]7/,, 7, onacost <0, donc la fonction

[x — f(x,1)]

est décroissante et donc -

Vz <t<<m Vxelo, 1], 0<f(x,t) < f(0,t).

» Comme f(x,t) > 0 quels que soient x et t, on déduit des deux encadrements précédents que
Vo<t<m Vxel0,1], 0<fx,t)<f(0,t)+f(1,1).

Le majorant est indépendant de x et intégrable sur I en tant que somme de deux fonctions intégrables sur I : la propriété
de domination est ainsi établie.
Par conséquent, la fonction F est bien continue sur le segment Q = [0, 1].

Solution 70 07-08

L’énoncé impose de prendre QO = ]0,+o0[. Les bornes de l'intégrale sont 0 et +0c0 et, comme nous le verrons, rien ne
s’oppose a ce que nous choisissions I = [0, +oco[.
On considere alors

efxt

VXGQ,thI, f(X,t):W.

» Nous allons appliquer le Théoreme de dérivation sous le signe [ (alias Théoreme de Leibniz) en vérifiant les trois
conditions d’application.
@ Régularité. Pour tout t € I fixé, la fonction

[x = f(x,t) = Ae B

est clairement de classe €*° sur Q) et
onf

——(x,t) = A.(—B)™.e B,
ox"

VneN V(xt)eQxlI
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w Intégrabilité. Pour tout x € Q fixé et pour tout n € N, la fonction

onf (—t)m
t— axin(x., t) = .

est continue sur I.
# Par convention, la dérivée partielle 9°/dx° est en fait la fonction f elle-méme.
De plus, lorsque t tend vers 400, comme x > 0,

(_t)ne—xt/z
T

—xt/2 _ o(e_Xt/Z)

donc les fonctions
onf
te ax—n(x, t)
sont bien toutes intégrables sur 1.

#y [l s’agit ici de prouver qu’un produit est intégrable. La premiere écriture ne permet pas de conclure, puisqu’elle fait apparaitre le
produit d’une fonction intégrable (e~ ") par une fonction qui n’est pas bornée. Une astuce classique sur l'exponentielle nous permet
de réécrire cette expression comme le produit d’une fonction intégrable (e=~/2) par une fonction bornée (car de limite nulle) : on
sait qu’un tel produit est intégrable.

@ Domination. Soient a > 0 et V = [a, +oo[. Comme les expressions

onf tn t
axn("’t)’ “1re ¢ x
sont visiblement des fonctions décroissantes de x, on a
onf onf
VnEIN,V(X,t)EVXI, ’axn(x,t)‘é‘axn(a,t)‘

Le majorant est visiblement indépendant de x € V. D’autre part, on a déja démontré que ce majorant était intégrable sur
L.

# On rappelle la méthode pour établir la propriété de domination.

— On cherche d’abord un majorant indépendant du parametre x. Pour cela, il est intéressant de connaitre le sens de variation
des expressions concernées en fonction de la variable x (s'il s’agit, comme ici, de fonctions monotones de x, alors il est facile
de trouver un majorant. Ce majorant sera méme le meilleur possible : ce sera la borne supérieure!

— On cherche ensuite a vérifier si le majorant trouvé est bien intégrable sur 1. S'il arrivait que ce ne soit pas le cas, il suffirait
probablement de mieux choisir le sous-intervalle V.

» D’apres le Théoreme de dérivation sous le signe [, pour tout n € N et pour tout a > 0, la fonction F est de classe €™
sur [a, +ool et

+o0 n
—t
vYneNlN, Vxe [a,+ool, F(n)(x)_J (—t) e Xt gt
Par conséquent, la fonction F est de classe € sur

Q= [ la,+ool

a>0

et

400 (_f\n
VneN, Vx>0, F(“)(x):J U e,
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Solution 71 07-09

1. Lafonction{ = [t — e !/t] est continue sur l'intervalle ouvert ]0, +col.

# Par conséquent, d’apres le cours, la fonction \p est intégrable sur 10, +oo[ si, et seulement si, elle est intégrable au voisinage de
0 et au voisinage de +oo.

a Lorsque t tend vers 0, il est clair que Y(t) ~ 1/,z et (critere de Riemann avec o = /2 < 1) la fonction [t — /7] est
intégrable au voisinage de 0. Donc la fonction 1 est intégrable au voisinage de 0.

a Lorsque t tend vers +o00, il est clair que P(t) = o(e™*) et la fonction [t — e '] est intégrable au voisinage de +oo
(fonction de référence). Donc la fonction 1 est intégrable au voisinage de +oo.

a Ainsi, la fonction 1 est intégrable sur ]0, 400 et, en particulier, l'intégrale généralisée I est convergente.

#o [l s’agit d’une question de cours, puisque I =T(1/2).

2.a. Pourtoutx € Q =R, ettoutt €] =]0,+o0[, on pose

—tx
f(x,t) = m
Il est clair que, pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] est continue sur l'intervalle ouvert J. De plus,
foot) ~ et fxt) = O(L)
t—0 t1/2 t—+oo 13/2

Or (critere de Riemann) la fonction [t — 1/t'/2] est intégrable au voisinage de 0 (puisque 2 < 1) et la fonction
[t — 1/t3/?] est intégrable au voisinage de +oo (puisque 3/ > 1), donc la fonction [t — f(x, t)] est intégrable sur |
et par conséquent l'intégrale généralisée F(x) est convergente.
2.b. Nous allons appliquer le Théoreme de continuité.
a Intégrabilité
On a démontré que, pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] est intégrable sur J.
@ Régularité
1l est clair que, pour tout t € J, la fonction [x +— f(x, t)] est continue sur Q (de la forme AeB¥).
. Domination
L'expression f(x, t) est positive et décroit en tant que fonction de x. Par conséquent,

Vte], VxeQ, [f(x,t)| < f(0,1).

On a ici un majorant indépendant de x € Q) et on a déja démontré que ce majorant était intégrable sur J.
a Par conséquent, la fonction F est continue sur Q.
2.c. Nous allons appliquer le Théoréeme de dérivation sur le sous-intervalle Q, = [a, +oo[ pour tout a > 0, ce qui
permettra de conclure sur Q* =0, +ool.
w Intégrabilité
On a déja démontré que, pour tout x € Q*, la fonction [t — f(x, t)] était intégrable sur J.
a Régularité
1l est clair que, pour tout t € J, la fonction [x — f(x, t)] est de classe €' sur Q* et

of —Vte *t
t) € Q* —(xt) = ——
Vet eQ x], et = g
@ Intégrabilité (bis)
11 est clair que, pour tout x € 0¥, la fonction
o Vi)
(1+1)

est continue sur 'intervalle fermé J, = [0, +o0l[. Par ailleurs, pour tout x € Q*,

_\/{eiwt \/{ —xt fxt)

070 111 ¢ oecle

et comme x > 0, on sait que [t — e *!] est intégrable au voisinage de +oo.
Ainsi, pour tout x € Q*, la fonction considérée est intégrable sur I'intervalle ], et a fortiori, la fonction [t — 0f/9x(x, t)]
est intégrable sur le sous-intervalle J.
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& Domination

Pour a > 0, il est clair que
of of
= (o) <[5 (a, 1)
(par monotonie en fonction de x). On a un majorant indépendant de x € Q, et ce majorant est intégrable (déja vérifié!).
@ Par conséquent, on peut appliquer le Théoreme de dérivation sur le sous-intervalle Q, pour tout a > 0. On en
déduit que F est de classe €' et que

Vte], Vx e Qg,

+o00 of +o0 ﬁeftx
/ _ or _
F'(x) = Jo ™ (x,t) dt L T+t dt

sur 'intervalle

Q* = U Q..

a>0

. Pour tout x > 0, on a donc

“+oo t e—tX +oo t e—tX
() L T LA Ol My rorery

# C'est le moment de penser "décomposition en éléments simples” !

On en déduit que

, +o0 e—xt
F(x) = F'(x) +J dt
o WVt
et le changement de variable affine u = xt nous donne alors
1
Vx>0, F(x) —F'(x) = N (E)
2.d. On calcule F(0) avec le changement de variable usuel t = x2.
+oo dt +oo dX
F(0)=2 —_— =2 — =T
©) Jo 2Vt(1 +1) L 14 x2

@ On détermine la limite de F au voisinage de 400 par convergence dominée.
Avec les notations précédentes, on sait déja que :
* pour tout x > 0, la fonction [t — f(x, t)] est intégrable sur J;
* I’expression |f(x, t)| est dominée pour x € Q et t € ], ot Q est un voisinage de +00;
et il est par ailleurs clair que
* pour tout t € J, 'expression f(x,t) tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.
Par conséquent, la fonction F tend vers une limite finie au voisinage de +o0 et

+oo
lim F(x) = J' 0dt=0.

X—+00 0
3. Onadémontré que F était une solution de 1’équation différentielle

Vx>0, y'ld—ylx) = %

On sait résoudre cette équation différentielle : il existe donc une constante K telle que

Xe—t
Vx>0, F(x):(K—IJ' dt)ex.
o Vt

#v La solution générale de I'équation homogene est de la forme Ke*. On obtient une solution particuliére de I'équation complete
en faisant varier la constante, c’est-a-dire en cherchant une solution de la forme K(x)e* en supposant que K est de classe €. On
conclut par superposition.
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@ On a calculé F(0) et démontré que la fonction F était continue sur [0, +o0[, donc

lim F(x) =F(0) =m.
Hm Fix) =F(0)=n
On a également démontré (deés la premiere question) que la fonction \ était intégrable au voisinage de 0. Par conséquent
(reste d'une intégrale convergente),
X e—t
li — dt=0.
im), A

On déduit alors de I'expression de F(x) pour x > 0 que

Iim F(x) =K=1.

x—0+

@ On a en fait démontré que la fonction 1 était intégrable sur ]0, +-oco[. On déduit alors de la relation de Chasles que

+o0o

J'th(t) dt = J%Olj)(t) dt — J+ooll)(t) dt =1 —J P(t) dt

0 0 x X

et donc que
+o0

Vx>0, Hm—<K—P+J

X

+o00o
P(t) dt) e* = (K—TI%)e* + eXJ P(t) dt.

X

@ On sait que  est continue sur l'intervalle | et il est clair que P(t) = o(e ') lorsque t tend vers +oo. Or la fonction
[t — e '] est positive et intégrable au voisinage de +o0, donc

Em P(t) dt O (J:oo e " dt)

(intégration des relations de comparaison, cas intégrable).
On en déduit que

+o0o
lim e"J P(t)dt=0

X—+00 x

et comme on sait que F(x) tend vers 0 au voisinage de +oco, on en déduit que

lim (K—I%)e* =0.

X—+00

Iln’y a qu'une seule possibilité : I = K et donc

+ooe—t
I:JO th:\/ﬁz\/ﬁ

# On a démontré que T'(1/2) = \/m en cours, d'une maniere assez similaire.

Solution 72 07-10

1. On commence par justifier que F(x) est bien définie sur Q et on étudiera la continuité de F ensuite.
a Onposel=[1,+o0[et

X
V(X,t)EQXI, f(X,t):m.
Il est clair que, pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] est continue sur 'intervalle semi-ouvert I.
De plus, pour tout x € Q,
1

foot) o rve
Comme o > 0, onabien 1+ « > 1, ce qui prouve que [t — f(x, t)] est intégrable au voisinage de +oo (comparaison avec
une fonction de Riemann). Par conséquent, [t — f(x, t)] est intégrable sur I, quel que soit x € Q.
La fonction F est bien définie sur Q.
@ Nous allons maintenant appliquer le Théoreme de continuité.
Nous venons de vérifier que [t — f(x, t)] est intégrable sur I pour tout x € Q.
Il est clair que, pour tout t € I, la fonction [x — f(x, t)] est continue sur Q.

# Comme t > 0, en tant que fonction de x, il s’agit d'une fonction rationnelle qui n’a pas de pdle réel.
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Soient 0 < a < bet Vq,p = [a, b]. Il est clair que

b
VXEVa,b,VtGI, |f(X,t)’§m.

#v En substituant le segment Vo v a l'intervalle ouvert ), on peut tres facilement majorer le numérateur et minorer le dénomi-
nateur (qui sont tous les deux des fonctions décroissantes de x).

On obtient ainsi un majorant indépendant de x € Vg p et, en tant que fonction de t € I, ce majorant est intégrable
sur I (pour les mémes raisons que [t — f(x, t)] est intégrable sur I).

Comme O = Up<q<b Va,b, chaque point xo € Q admet un voisinage de la forme Vg, donc la fonction Fy est
continue en chaque point xo € Q et par conséquent elle est continue sur Q.
2. % Le Théoréeme de convergence dominée nous permet de calculer la limite d’une intégrale lorsque le parametre x tend vers

+o0.
Pour obtenir un équivalent comme ici, il faut interpréter I"équivalent comme une limite — autrement dit, revenir a la définition

de I'équivalent !

Pour étudier la limite de xF(x) lorsque x tend vers +oo, on considere la fonction g définie par

x2 1

Y (x,t) € Q x I, g(x’t):W'ﬁ:Xf(X’t)'
a Intégrabilité
Pour tout x € Q, la fonction [t — f(x,t)] est intégrable sur I, donc la fonction [t — g(x,t) = xf(x, t)] est intégrable
sur L.
@ Limite pour x — 400
Pour tout t € I, il est clair que g(x, t) tend vers ¢(t) = 1/41+« lorsque x tend vers +oo. La fonction ¢ ainsi définie est
évidemment intégrable sur I = [1, +oo[ (puisque 1+ o« > 1).
:a Domination

Pour toutt € [ettoutx > 1,
0< < X 11
<glxt) < 01 t& = = @(t).

# Une fois de plus, on a majoré un quotient en majorant le numérateur et en minorant le dénominateur. On a ainsi obtenu un

majorant indépendant de x € (1, +oo[ et intégrable sur I en fonction de t. Autrement dit, on a établi la domination sur
l'intervalle [1, +oo[, qui est un voisinage de +oo.
D’apres 'extension du Théoréme de continuité, le produit

+o00

xFo(x) = L g(x,t) dt

tend vers

Autrement dit,
F 04 (X) —

~ .
x—+00 XX

3. % Autant on pouvait deviner I'équivalent précédent en faisant tendre x vers +-oo dans l'intégrale :

X X B 1
t%(1 4+ tx2) x—+o0 t*-tx2  x-tI+’

vtel

autant la situation est embrouillée lorsque x tend vers O : le numérateur est infiniment petit et le dénominateur évoque une fonction
non intégrable et donc une intégrale infiniment grande...

a Casa=1/
Pour o = 1/2, un changement de variable classique apparait :

F (x)—rm"dt —zrm" Lt
VEET Vi +x2t) T THxt 2V
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Pour aller directement au résultat, on pose en fait u = xv/t, ce qui nous donne

dt o du
du=x.-—= d’out Fi/2(x :ZJ —
2\/{7 ]/2( ) N ] + uz
Par conséquent, F; /,(x) tend vers 7 lorsque x tend vers 0.
a CasO<a<lh
On commence par changer de variable pour y voir plus clair : avec u = xt et donc du = x dt, on obtient

+oo du « “+oo du
Fa(x) :J'X (w/x) (1 + xu) X L ux(1T4+xu)’

= Z(g — Arctanx).

% Je peux seulement justifier la suite du calcul en indiquant : j’ai tenté, ca a marché...

@ ['ai conjecturé (selon I'énoncé) que Fy(x) tendait vers +oo, ce qui demandait de minorer Fy(x). Rien de plus facile que de
minorer I'intégrale d’une fonction positive : il suffit de réduire l'intervalle d"intégration !

@ Pour minorer un quotient (de réels strictement positifs...), on minore le numérateur et on majore le dénominateur.

Nous allons faire tendre x vers 0, donc nous pouvons supposer que 0 < x < 1.
Comme F4(x) est I'intégrale d"une fonction positive,

1/x dU.
> x* _
Falx) 2 x L w (1 + xu)

Avec 0 < x < 1, on integre avec x < u < '/, donc 0 < 1+ x2<1+xu<2et par conséquent,

1/x du XZoc—] —x
Fal) >x%| Sw_X 7%
alx) 2 x L 2w 21—«

Comme 0 < o < 1/2, le dénominateur est strictement positif et I'exposant 2o — 1 est strictement négatif. Par conséquent,
on a minoré Fy(x) par une quantité qui tend vers +oo lorsque x tend vers 0. On a ainsi démontré que F«(x) tend vers
+o00 au voisinage de 0 pour tout 0 < & < /2.

Solution 73 07-11
1. Pourx € Rette I=]0,1], onpose

_t_] x_t_] xint
f(x,t)f—ent t* = i e .

Il est clair que, pour tout x € R, la fonction [t — f(x, t)] est continue sur l'intervalle ouvert I.
@ De plus, pour tout x € IR,

X

1 et ft) ~ —— =ofth)

fxt) Dot

t—=1t—1
Par conséquent, la fonction [t — f(x, t)] est intégrable au voisinage de 1 pour tout x € R et intégrable au voisinage de 0
au moins pour x > —1.
La fonction F est donc définie au moins sur Q.
a Pourx =—1,onaf(t) ~ —— lorsque t tend vers 0. Or

tint
1/2 dt
Vo<a< =, J — = [ﬂnlﬁntl]”z:€n€n2—€n|€na|
2 a tint a
donc l'intégrale généralisée
1/2 dt
Jo tint

est divergente. Comme la fonction [t — 7] est de signe constant sur I'intervalle ]0, /2], on en déduit que cette fonction
n’est pas intégrable au voisinage de 0 et, par comparaison, la fonction [t — f(—T, t)] n’est pas non plus intégrable au
voisinage de 0.

@ Enfin, pour x < —1, il est clair que
LI (i)
tint -0 “\ent/’
ce qui prouve que [t — f(x, t)] n’est pas intégrable au voisinage de 0.
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@ En conclusion, la fonction [t — f(x, t)] est intégrable sur I si, et seulement si, le réel x appartienta Q =]—1, 4o0l.
2.  On considere x € Vo, = [0, 4+00[. On a démontré que [t — f(x, t)] était intégrable sur I pour tout x € V. De plus, il
est clair que

Vtel=10,1], lim —— t*=0

(et la limite [t — 0] est évidemment continue sur I). Enfin,
t—1] ., t—1
VtEI,VXEVOO, |f(X,t)’:‘m’€ ntg‘m‘:“‘(o,t)‘

ot le majorant trouvé est indépendant de x € V, et intégrable sur I en fonction de t.
D’apres le Théoreme de convergence dominée,

1
Iim F(x) = J 0dt =0.
X—400 0

3. On a déja démontré que, pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] était intégrable sur I. Il est clair que, pour tout
t € I, 1a fonction [x — f(x,t)] est de classe €' sur Q et que

Y (x,t) € Q x 1, %(x,t):(t—”t":t"”—tx.

of
Par conséquent, pour tout x € Q, la fonction {t — P (x, t)] est intégrable sur I (différence de deux fonctions intégrables

de référence!).
Enfin, pour tout a > —1, il est clair que

of
Vx € la,+ool, Vt €I, ’&(x,t)‘ — (1 —t)t* < to

ol le majorant est indépendant de x et intégrable sur I (puisque a > —T).
On peut donc appliquer le Théoreme de dérivation sous le signe | : la fonction F est de classe ¢! sur l'intervalle
ouvert
Q= U [a, +oo[
a>—1

et

VxeQ F’(x):raf(xt)dt:ft"“—t"dt: LI )
’ o Ox o x+2 x+1

#> Nous allons calculer les primitives de F', donc il faut laisser cette expression développée !

4. D’apres ce qui précede, il existe une constante K telle que

x+2

Vx€eQ, Fx)=K+n .
x+1

Mais on a démontré que F tendait vers 0 au voisinage de +oco, donc K = 0.
@ Pour toutx € Q, on sait que [t — f(x, t)] estintégrable sur I. Comme la fonction [t — u = — {n t] réalise une bijection

(décroissante) de classe €' de I =10, 1[ sur ] = ]0, +-o0[, on déduit du Théoreme de changement de variable que

+00 1 _ o,—u +oo ,—(x+1)u _ ,—(x+2)u

e SleTM)x et du:J' € € du
0 u

VxeQ, Fx) :J
0 u

et finalement que

Vx>—1, F(x)=1In du.

x 42 J-FOO e—[x+1)u _ e—(x+2)u
x+1

0 u
Solution 74 07-12

1.
2.

Solution 75 07-13

1.a.
1.b.
2.
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Solution 76 07kh-01
1.
2.
3.
Solution 77 07kh-02

1. Pour tout a € R et tout x € [0, 1], on pose

XZ

olax) = s

11 est clair que, pour tout a € R, la fonction [x — ¢(a,x)] est continue sur le segment [0, 1], donc elle est intégrable sur
ce segment et l'intégrale F(a) est bien définie.
2.
a Intégrabilité
On a déja justifié que, pour tout a € RR, la fonction [x — ¢(a,x)] était intégrable sur [0, 1].
@ Régularité
11 est tout aussi évident que, pour tout x € [0, 1], 1a fonction [a — ¢(a,x)] est continue sur R.
@ Domination
Enfin, pour tout a € R et tout x € [0, 1],

XZ 2

Jito

Le majorant trouvé est indépendant du parametre a € IR et, en tant que fonction de x, c’est une fonction intégrable sur
[0, 1] (fonction continue sur ce segment).

a On peut donc appliquer le Théoreme de continuité : la fonction F est continue sur RR.

a En particulier,

0< @(a,x) <

1
Iim F(a) = F(0) = J x? dx = 1
a—0 0 3

3. A la question précédente, on a établi la domination pour a € R, c’est-a-dire en particulier pour a variant dans un
voisinage de +oo.
En outre, en distinguant le cas particulier x = 0 du cas général 0 < x < 1, on vérifie que

Vx e [0,1], liT o(a,x) =0.
On peut donc appliquer le Théoréme de passage a la limite sous le signe | :
1
Iim F(a) = J 0dx = 0.
a—+o0 0

4. Comme a > 0, on peut effectuer le changement de variable affine u = a?x (avec du = a? dx):

J] XZ 4 J'az uZ/a4 du 1 Jaz uZ du
—_—— X = —_— = — —_— .
o V14 a*x? o Vi+uZa? a®j, V1+u2

# On peut expliciter cette derniere intégrale :

2

J“ u? du — a4+1+€n(\/a4+1—a2)
o Vi+uz  2a* 2a6

au moyen d'un changement de variable (uw = sht ou u = tan 6, au choix). Mais c’est fastidieux et inutile!

On considere ici deux fonctions :

flu) = —— et g(u)=u

V1+u?

11 est clair que g est une fonction positive, NON intégrable au voisinage de +oco et que f(u) ~ g(u) lorsque u tend vers
+o00. D’apres le Théoréme d’intégration des relations de comparaison,

JX f(u)du ~ JX g(u)du= ﬁ

0 X—+00 0 2
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et donc
1 Xz 1 (GZ)Z 1
- dx ~ - .-
o V 1+ a*x? a—-+oo a® 2 2a?

#o Les esprits inquiets peuvent se rassurer : on passe de la relation

X—-+00 a—+o0
par composition de limites
Fx)  Fla?)
x~1>+oo G(X) =1 = aglirkloo G(QZ) =1

(et non pas par une — hasardeuse — composition d’équivalents).

Solution 78 07kh-03
Pour tout t € R et tout x € IR, on note

) —
PN = AT 0 )

et on remarque pour commencer que 1 + ixt ne s’annule jamais (la partie réelle, égale a 1, n’est jamais nulle) et que
V(x,t) € R%, |14 1ixt] > |Re(1 +ixt)| = 1. (%)

On déduit de (x) que
1 1

— <
T+t +ixt] ~ 1+1t2

vteR, |cp(x,t)|:( (%)
a Intégrabilité
Pour tout x € R, la fonction [t — @(x,t)] est donc continue et intégrable sur R (par comparaison a la dérivée de la
fonction Arctan, fonction intégrable de référence).
- Régularité
Il est clair que, pour tout t € IR, la fonction [x — @(x, t)] est continue sur R.
@ Domination
Dans (x*), on a trouvé un majorant indépendant du parametre x € R et ce majorant est intégrable sur R en fonction
det.
On peut donc déduire du Théoréme de continuité que F est continue sur R.

# En remarquant que
1 1 —ixt

(T+t2)(1+ixt) (1 +t2)(1 +x2t2)

et en trouvant la décomposition en éléments simples, on peut calculer une expression de F(x) au moyen des fonctions usuelles pour
x#+1:

T : x {nlx|
T+ T—x2

F(x) = 5

Solution 79 07Kh-51
1. PourteI=1]0,7]etx € R, on pose

Arctan(xsint)
ot =—"—mc

11 est clair que, pour tout x € Q = R, la fonction [t — f(x,t)] est continue sur l'intervalle semi-ouvert I. De plus, pour
tout x € Q\ {0},
_ Arctan(xsint)

fot)=—Gnt ¥

et comme on sait que
. Arctanu
lim —— =1,
u—0 u
on déduit du Théoréeme de composition des limites que, pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] tend vers une limite
finie, égale a x, lorsque t tend vers 0.
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#y Meéme si on a dil traiter a part le cas x = 0 (pour ne pas diviser par 0!), la conclusion est la méme pour tous lesx € Q, y
compris pour x = 0.

On en déduit que [t — f(x, )] est intégrable au voisinage de 0 et donc qu’elle est intégrable sur I pour tout x € RR.
La fonction F est donc définie sur R.
@ Par imparité de la fonction Arctan,

VxeQ, Vtel, f(—x,t)=—f(x,1t)

et par conséquent F(—x) = —F(x). La fonction F est donc impaire.
2. Nous allons appliquer le Théoreme de dérivation sur Q.
@ Intégrabilité
On a déja justifié que, pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] était intégrable sur I.
@ Régularité
Il est clair que, pour tout t € I, 1a fonction [x — f(x, t)] est de classe €' sur Q (puisque f(x, t) est de la forme A Arctan(Bx))
et

of AB 1
Vtel,V Q, —(xt)= = .
IS X € ) dx (X) ) 1 ¥ (BX)Z 1 + XZ sinzt

a Intégrabilité (bis)
Pour tout x € Q, la fonction

1
[m. ; ]
14+ x2sin” t

est continue sur le segment Iy = [0, /). Par conséquent, la fonction

of
t— —(x,t)
ox
est intégrable sur le sous-intervalle I C Iy, quel que soit le parametre x € Q.
@ Domination
Quels que soientx € Qett e,
’ 1

1+x2sin”t

On a un majorant indépendant de x € () et ce majorant est, en tant que fonction de t, intégrable sur I.

‘g].

# Toute fonction constante est intégrable sur un intervalle borné.

Par conséquent, la fonction F est de classe ¢! sur Q et

/2
VxeQ, F’(x):J dt

o T+x%sin’t’
@ Sur l'expression de F'(x) qu’on vient de trouver, on peut considérer que l'intervalle d'intégration est en fait ] =

[0, 72[. La fonction tan réalise une bijection (croissante) de classe ¢ de ] sur [0, +o0[, ce qui rend légitime le changement
de variable suivant :

u=tant, du=(1+tan’t)dt, ] _T_hliz = dt, ] —tzuz =sin’ t.
On en déduit que
/2 dt oo du
Jo T4+ x2sin’t _J'o T4+ (1 +x2)u?’

# ]l n’est pas nécessaire d'étudier la convergence de cette intégrale généralisée, puisque c’est le Théoreme de changement de
variable lui-méme qui nous assure qu’on intégre ici une fonction intégrable.

Le changement de variable affine v = /1 4+ x? u nous raméne a la dérivée de la fonction Arctan et on en déduit
finalement que

7T
VxeR, F(x)= ——.
P =

3. Comme F est de classe ¢! sur R et que F(0) = 0 (par imparité), on déduit du Théoréeme fondamental que

x m(* dt
VxeR, Fx)=| Flt dt:—J _a
x (x) L ma=3| =
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On reconnait une dérivée bien connue :
s
VxeR, F(X)zz-Argshx.

# On sait que la fonction sh réalise une bijection de classe ¢ de R sur R et donc du segment [0 < x] sur le segment [0
Argshx]. On peut donc légitimement poser :

t=shu, dt=chudu, 1+1t2=Vch’u=chu

(puisque ch est a valeurs positives). On en déduit que

X Argsh x
_dar = du = Argshx.
o VI+t2  Jo

Evidemment, il vaut mieux connaitre les dérivées des fonctions usuelles (méme celles qui ne sont pas si usuelles que ¢a).

Solution 80 07Kh-52
1. OnnoteI=]0,+oolet Q =RR. Pour (x,t) € Q x I, on pose

f(x,t) = t¥ Te tetxt,

Il est clair que, pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] est continue sur l'intervalle ouvert I.

#v Par conséquent, cette fonction est intégrable sur 1 si, et seulement si, elle est intégrable au voisinage de 0 et au voisinage de
+o0.

De plus, pour tout x € Q,

f(x,t)

et [fix,t)]=t*Te V2. e /2 = o(eV/2).

t—0 t1—« t—+oo

Or [t — 1/t'~*] est intégrable au voisinage de 0 puisque « > 0 (critére de Riemann) et [t — e~ /2] est intégrable au
voisinage de +oo (fonction de référence), donc [t — f(x, t)] est intégrable sur I pour tout x € R.
L'intégrale généralisée F(x) est donc convergente pour tout x € RR.
2.  Nous allons appliquer le Théoreme de dérivation sur Q.
a Intégrabilité
Nous avons déja démontré que, pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] était intégrable sur 1.
@ Régularité
1l est clair que, pour tout t € I, la fonction [x — f(x,t)] est de classe ¢! sur Q puisque f(x, t) est de la forme AeB*.
On a donc
V(x,t) € Q x1, %(X,t) =it-t* Te te?*t = {t¥e telxt,
@ Intégrabilité (bis)
On a démontré que [t — f(x, t)] était intégrable sur I pour tout x € Q en supposant que o > 0. En remplagant « par
o + 1, on en déduit que

[t — gi(x,t)}

est intégrable sur I pour tout x € Q.

#v Le facteur (constant !) i est sans effet sur l'intégrabilité.

& Domination

Pour tout x € Q ettoutt €1,
of

ox
On a, sans aucun calcul!, un "majorant" indépendant du parametre x et on a déja justifié que ce "majorant” est intégrable
sur I en tant que fonction de t.
D’apres le Théoréme de dérivation, la fonction F est donc de classe ¢! sur R et

(x,t)‘ =t%e ",

+o00
VxeR, F(x)= J it%e(™x=1t g,
0
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: Les fonctions

e(ix—l)t
u=[t— it%] et v:[t»—> }

(ix—1)
sont de classe €' sur l'intervalle ouvert I.

@ Le dénominateur ix — 1 est différent de O pour tout x € R, puisque sa partie réelle, égale & —1, n’est jamais nulle.

On a démontré plus haut que le produit uv’ était intégrable sur I.
De plus, le produit u(t)v(t) tend vers 0 lorsque t tend vers 0 (puisque « > 0) et aussi lorsque t tend vers +oo par
croissances comparées :
t*et
ESIE

lu(t)v(t)]

#> Quel que soit 'exposant «, la puissance t* est négligeable devant e*. (Et le dénominateur est constant, c’est t qui varie!)

On déduit de la formule d’intégration par parties que 1'intégrale généralisée

+o00
J u/(t)v(t) dt
0
est convergente et que
+oo +oo i
VxeR, F(x)= J u(t)v'(t)dt = (0—0) —J u'(t)v(t) dt = i ixF(X)'
0 0 -

3. Le résultat précédent nous dit que F est une solution de I'équation différentielle linéaire homogene du premier
ordre : .
io
vxeR, y'(x)

1 —ixy(x) =0

Par conséquent, il existe une constante K (complexe!) telle que

x -
VxeR, F(x)=KexpA(x) ou A(x)= J i wcit dt.
o 1—

11 suffit de transformer un peu l’expression pour en trouver les primitives :

i oa(—t+i) - 2t L

T—it  14+t2 2 1442 T+t2
donc
Vx e R, Alx) = T“Bnﬂ +x%) + ix Arctan x
et enfin )
ewcArctanx
VXEIR,, F(X):KW.
a [l reste a constater que K = F(0) = I'(«x) pour conclure.

Solution 81 07Kh-53

1. Pour (x,y) € Qett e I=1[0,7], on pose

2

g(x,y,t) = x? cos® t + y?sin” t et f(x,y,t) = {n[g(x,y,1)].

@ Soit (x,y) € Q, fixé.
La fonction [t — g(x,y, t)] est continue et m-périodique.
Comme g(x,y,t) est la somme de deux réels positifs, c’est un réel positif et s’il était nul, alors on aurait

xzcoszt:yzsinzt =0

et donc cos? t = sin’ t = 0 (puisque x > 0 ety > 0 par hypothese), ce qui est absurde (puisque cos? t 4 sin’ t = 1, quel
que soit t).
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@ Quel que soit (x,y) € Q, la fonction intégrande [t — f(x,y, t)] est donc continue sur le segment [0, /2] comme
composée de fonctions continues :

0,7 — R & R
t — g(x)y)t) [ f(X»y»t)

et par conséquent, elle est intégrable sur ce segment.
La fonction F est donc définie sur Q.

# L'intégrale F(x,y) n’est méme pas une intégrale généralisée !

@a Pour x =y =yo > 0, l'intégrande se simplifie considérablement!

/2
F(yo,yYo) = J n(y3) dt = minyo.
0

2.  On applique le Théoréme de continuité non pas sur Q) tout entier (il serait impossible de justifier la domination),
mais sur les compacts K, définis par

Vr>1, Ky = [V, 1] x [y 7] si bien que Q= U K.

>0
# [l serait judicieux de faire une figure pour bien s’en convaincre.

a Intégrabilité
On a déja vérifié que, pour tout (x,y) € Q, la fonction [t — f(x,y, t)] était intégrable sur 'intervalle I.
- Continuité

Pour tout t € I, la fonction

[(X>U) = g(x,y,t) = x? coszt—&-y2 sin? t}

est continue (elle est polynomiale) et ne s’annule pas (comme on l'a justifié plus haut). Par composition de fonctions
continues :

O — R B R
(xy) — glx,y,t) — f(x,y,t),

la fonction [(x,y) — f(x,y, t)] est continue sur Q.

& L'encadrement qui va établir la domination explique le choix de K, :si0 < a <1 < b, alors
Vtela,bl, —ma<int<nb etdonc [Int| < max{—Ina,inb}

avecfna <0 < {nb.

xa Domination

Pour tout (x,y) € Ky, ona 142 < xz,yz < 12, donc
— < xzcoszt+y2sin2t < r?
T
et par conséquent
V(xy) €Ky VEeET [f(x,y,t)| < 2¢nr.

On a ainsi obtenu un majorant de [f(x,y, t)| qui est indépendant du couple (x,y) et qui, en tant que fonction de t,
est intégrable sur le segment I.
@ D’apres le Théoreme de continuité, la fonction F est continue sur tout compact contenu dans 'ouvert Q) et par
conséquent elle est continue sur Q.
3. Nous allons appliquer le Théoréme de dérivation a la fonction [(x, t) — f(x,yo, t)].
@ Intégrabilité
On sait déja que, pour tout x € V =10, +oo, la fonction [t — f(x,yo, t)] est intégrable sur I.
@ Régularité
Pour tout t € 1, la fonction [x — f(x,yo,t)] est de classe ¢! sur ] en tant que composée de fonctions de classe ''.
10,+00[ — R: D
x g% Yo) — flx,yo0,t)
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On en déduit que
2x cos? t

of
v (X»t) € ] X I) *(Xﬂjo,t)

ox  x2cos?t+ydsin’t’

# On I'a déja dit (sous une forme plus générale) : la fonction [x — g(x, Yo, t)] est polynomiale et strictement positive.

w Intégrabilité (bis)
Soit t € 1. Puisque g(x, Yo, t) ne s’annule pas, la fonction

of
[t - ax(x,yo,t)]
est continue sur le segment I (c’est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas), donc elle est inté-
grable sur L.
@ Domination
Soit r > 0. On pose alors ], = [r,+oo[. Pour tout x € J, ettoutt € I,

of

S vo, )]

X

B 2x cos? t 2xcos’t 2
T2 a2 20024 S 520082t 40  x
x?cos?t+ygsin“t X Cos7t+ X

=N

On a trouvé un majorant indépendant de x € J, et ce majorant, en tant que fonction (constante!) de t, est intégrable sur
le segment 1.

@ D’apres le Théoreme de dérivation, la fonction [x — F(x,yo)] est de classe ¢ sur l'intervalle ]r, +o00[ C ] pour tout
r > 0, donc elle est de classe €' sur | = ]0, +oo[ et

oF /2 9f /2 2x cos? t
Vxe —(x :J —(x tdt:J dt.
I) 6x( )UO) o aX( y Y0, ) 0 XZCOSZt—Fy(Z)SinZt

& (Retour au calcul différentiel) On démontrerait de méme que [y — F(xo,y)] est de classe € sur]0,+ool et que

/2 2ysin?t dt

Yyel 5 (o) =
IED gyl o x2cos?t+y3sin’t

@ En appliquant (deux fois) le Théoreme de continuité, on en déduit que les deux dérivées partielles

] I O

sont continues sur Q, ce qui démontre que la fonction F est de classe ¢ sur 'ouvert Q.
@ En outre, on déduit de I'expression des deux dérivées partielles que

/2

oF oF
vV (x,y) € Q, x&(x,y) +y@(x,y) = L 2dt =

4. On suppose toujours que y = yo > 0 est fixé.
@ On sait que la fonction tan réalise une bijection de classe &' de l'intervalle semi-ouvert I, = [0, 7/2[ sur I'intervalle
semi-ouvert [0, +-oo[. On peut donc effectuer le changement de variable u = tant, sachant que

du 2

sin’t = u
14+u2 -

1+u?’ 14+u2’

du = (1 +tan? t) dt, = dt, cos’t=

# Comme d’habitude, il vaut mieux connaitre ces formules. Mais a défaut, il suffit de savoir les retrouver rapidement.

On en déduit que, pour tout x > 0,

oF 2x J’+°° du
0x

= (%, yo) = .
TS N CN T TRy
On peut effectuer une décomposition en éléments simples lorsque x # yo.

1 y3

1 1
(%yo)2 +u2)(1+u?)  yi—x2 ((x/l_m)2 +uz 1 +u2)'
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On peut alors calculer les primitives et en déduire que

oF 2x Y3 T /Yo ™ Yo —X m
o) = - — 2.,.<7_): R -
ox Y5 yog—x* 2 \x Y5 —x x X+ Yo

pour tout x > 0 différent de yo.
a Les deux fonctions

XHE(X ) et X =
x » Yo X + Yo

sont continues sur |0, +-o00[ : on1’a déja démontré pour la premiere et c’est évident pour la seconde. Or ces deux fonctions
sont égales pour x # Yo, donc elles sont en fait égales pour tout x > 0.
@ On déduit alors du Théoréeme fondamental et du calcul de F(yo, yo) que, pour tout yo > 0,

X X

oF
F(x o) = F(Yo,yo) +J O (1 yo) du = ményo +J du
’ ’ yo 0X yo W+ Yo
= minyo +Tt£nxz+y§° :nfnxzyo.

Finalement,

V(x,y) € Q, F(X,y)zﬂfnxzy,

# Sion est prét a appliquer le Théoréme de continuité pour démontrer que F est en fait continue sur Qo = (R4 x R4) \ {(0,0)}
(cela demande de travailler sur des intégrales généralisées, on ne peut plus intégrer sur le segment [0, 72]), on peut en déduire que

X+y

VoY) € Qo Fixy) =min—

On peut alors retrouver le résultat classique

/2 /2 -
J ﬂncostdt:J nsintdt = min2
0 0 2

en considérant F(x,0) ou F(0,y).
(On peut démontrer ce résultat de maniere élémentaire avec de la trigonométrie.)

Solution 82 07Kh-54

# Commengons par remarquer qu’il faudrait un miracle pour que la limite

f(x)

lim — 1 f(x) = =
X

h—0 h? + x?2

soit intégrable au voisinage de 0. Puisqu’on ne peut pas espérer appliquer un théoreme du cours directement, il faut transformer
Uintégrale pour la mettre sous une forme plus agréable.

Pour h > 0, on effectue le changement de variable affine x = ht, dx = h dt, qui nous donne

Vho 2 V1 f(ht)
I(h) = ———— f(ht)dt = dt.
(h) L h? + h?2t? (ht) L 1+t2

# Cette fois, on peut espérer que

i 100 -

[™ 0

o 1+1t2
et c’est une tdche naturellement dévolue au Théoreme de convergence dominée.

On considére une suite (hn)nen de réels strictement positifs qui tend vers 0 et la suite de fonctions (@n)nen,
définies par
_ f(hat)
IR
Comme f est continue sur [0, 1], il est clair que les fonctions ¢, sont continues par morceaux sur I = [0, +oc0[ et comme
elles sont identiquement nulles sur un voisinage de +oo, elles sont intégrables sur I.

VneN, Vte 0, +ool, on(t) o /m ().
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# Lorsque t tend vers 1/, par valeurs inférieures, @y (t) tend vers h2f(1)/(1 + h?2) alors que la limite a droite en 1/, de on
est évidemment nulle. A moins que f(1) = 0, la fonction @ est discontinue en t = /v, mais elle admet bien une limite a gauche
finie et une limite a droite finie en ce point. Elle est donc bien continue par morceaux sur 1.

Convergence simple
Pour tout t € I fixé, le produit h,t tend vers 0 lorsque n tend vers +oco et comme f est continue en 0, on déduit du
théoreme de composition des limites que

Vtel, nliToo(p“(t):1+t2'

Il est clair que cette limite est une fonction continue et intégrable sur I.
Domination
Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle est bornée sur ce segment. On en déduit que

[l o
1+1t2°

YneN, Vtel, lon(t)] <

Ce majorant est indépendant de n € N et il est intégrable sur 1.
On peut donc déduire du Théoréeme de convergence dominée que

) Foo toeo £(0) 7tf(0)
ngI}-looJo Pn(t) dt_L Tt

Par caractérisation séquentielle de la limite, on a en fait démontré que

1/h
lim J f(ht)z dt = mf(0) et donc que lim
h—oJy 141t 2 h—0

J‘ hf(x) 4 _ 7f(0)
s hZ2 T T

Solution 83 rms130-1375
1. Pourx € R, la fonction
©x = [t — t }

1+t

est continue sur le segment [0, 1], donc l'intégrale F(x) est bien définie.

Pour x < 0, la fonction ¢y est continue seulement sur l'intervalle ]0, 1[. Lorsque t tend vers 0, on a ¢@«(t) ~ t* et on
sait que [t — t*] est intégrable au voisinage de 0 si, et seulement si, x > —1.

Par conséquent, l'intégrale F(x) est bien définie pour tout x € R4 au sens propre et pour tout x > —1 en tant
qu’intégrale généralisée.
2. Lafonction u = [t — V/t] est une bijection de classe ¢! de ]0,+oo sur ]0, +oo[ et avec u = Vt,ona

dt
2Vt

D’apres la formule du changement de variable, pour tout z € 10, 4+o0],

du=dHt) =

r Vi JZ 2t dt Jﬁ 2u?
o dt=| . —=| ——du
1T+t T+t 2Vt T+u?

Appliquons I’Astuce taupinale :

vz 2y _ vz vz
d”ZZJ wduzzj du_J _du
1+u? 1+u?
=2(v/z— Arctan vz).

3. Comme @, est continue sur [0, 1],

Vz zuz
J 1+u?

F(1/2) = lim

e—0

! \ﬁ . z=1 T
L mdt: lg}})Z[ﬁ—Arctan\/Z]zzs =2 5

#2 Comme /2 ~ 1,57, la valeur de F(1/2) est de 'ordre de 0,43. Il est facile de vérifier que la fonction @ ,, est croissante sur
[0, 1] et de voir que I'aire calculée est effectivement inférieure i /5 et assez proche de /5.
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Solution 84 rms130-1399

1. Comme x est réel,
1 x—1 x—1i

x+i (x +1i)(x —1i) 12

et donc
T X 5 T
Xti T+ S e
2. Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire et homogene du premier ordre : on connait une formule
pour cela!
D’aprés la question précédente, une primitive de 1 est

%En(] +x%) —iArctanx

donc y est solution de I"équation différentielle si, et seulement si, il existe une constante A € C telle que

( i Arctanx )

Vx € R, y(x)z?\exp[%ﬂnﬂ+x2)+lArctanx} = 3

ex
2 4]+X2

# On peut remarquer que A = y(0).

3. Pourxe Q=Rettel=]0,+o0[, on pose

eixteft

(P(X) t) = \/{

Pour tout x € Q, il est clair que [t — ¢(x, t)] est continue sur l'intervalle ouvert I; que

_ —t o
©(x,1) tﬂ—ﬁoo(e ) etque (p(x,t)tﬂo 7

Par comparaison a des fonctions intégrables, on a démontré que [t — @(x,t)] était intégrable sur I pour tout x € Q et
donc que l'intégrale f(x) était bien définie sur Q = R.
4. Tlestclair que, pour tout t € I, I'application [x — ¢(x,t)] est de classe ¢! sur Q et que

d .
Y (x,t) € Q x 1, a—i(x,t) =1ivte™te L,

11 est tout aussi clair que I'application
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est continue sur 'intervalle ouvert I et que

0
Y (x,t) € Q x 1, a—f(x,t)’ <Vte b

Le majorant étant une fonction intégrable de référence sur I (cf cours sur la fonction I'), on en déduit que, pour tout
x € ), l'application
0
[t — ‘p(x,t)}
0x

est intégrable sur 1. Mieux, le majorant étant indépendant de x € Q (condition de domination), on peut appliquer le
Théoreme de dérivation sous le signe [ : la fonction f est donc de classe ¢! sur Q = R et

+o00 +o00
VxeR, f'(x)= J a—(p(x,t) dt = J iWte tet*t dt.
o 0x 0

5. Nous allons intégrer par parties : pour tout x € R,

i[ iVt e(ixq)t} _ aﬁ(x t) + i elix—1)t
dtlix—1 ox (ix — 12Vt '
L'expression

‘ iVt plix=1t| _ t et

ix—1 14 x?

0
tend vers 0 lorsque t tend vers 0 et lorsque t tend vers +o0. De plus, 'application {t — (px,t)] est intégrable sur

(
10, +00[, donc l'intégrale généralisée
+oo .
1 (ix—1)t
— ¢ dt
Jo (ix —1)2vt

est convergente et

+o0 . . 1

g Y =Tt g g - = f’
Vx€R, O—f(x)—i—L i o A= 0 g 0 = 00 +

La fonction f est bien une solution de (E).
@ Le scalaire A est égal a f(0) =T'(1/2) = /7, donc

VxeR, f(x)=

N ox (iArctanX)
V14 x2 2 '

6. Nous allons a nouveau appliquer le Théoréme de dérivation sous le signe |.
Pour tout t € I =]0, 400l et tout x € Q =R*, on pose

e *tsint
Vit

Pour tout & € Q, I'application [t — P («, )] est continue sur l'intervalle ouvert I. Comme

Ployt) =

Ib(o‘»t) = O(ei‘xt) et I\b((x»t) t:O \/{)

t—+o0

I'application [t — P («, t)] est bien intégrable sur I et ’application | est donc bien définie sur I.
Avec le changement de variable affine u = «t,

1 [t e “sin(u/x)
(o) = — J ——F——du
v Jo Vu
et par linéarité de l'intégrale,
N . Arctan(1/x)

[(x) = \}&Jm(fﬂ/‘x)) = msm >

Comme 0 < Arctan '/« < 7/, le sinus est positif et I(x) est donc (strictement) positif pour tout o > 0.



Intégrales 116

#y On peut aussi exprimer 1( o) comme la somme d’une série convergente a I'aide de la relation de Chasles.

I(oc) N E J‘(k+1)7t e %tgint g +Z°° J'7T e—o(utkm) sin(u+ kT[) du f(_])kefkcxn Jn e~ “Uginu o
k=0 v K7 Vi k=070 vu+km = o Vutkm

On vérifie sans peine que
T ,— U o3
_ e ““sinu
e k“”J —du
0 u+ k7t

tend vers O en décroissant quand k tend vers +oo. Les conditions d’application du Critére spécial des séries alternées étant vérifiées,
on sait que la somme 1() est du signe du premier terme et donc positive.

Solution 85 rms130-1402

1. Lafonction f = [t — (e”'/!)/t] est continue sur l'intervalle ]0, +-oco[. De plus, on sait que ue " tend vers 0 lorsque
u tend vers 400 et /4 tend vers +oo lorsque t tend vers 0 par valeurs supérieures. Par conséquent, en posant f(0) = 0,
on prolonge f en une fonction continue sur R.

L'intégrale h(x) est donc bien définie pour tout x € R, (intégrale d’une fonction continue sur un segment) et,
d’apres le Théoreme fondamental, la fonction h ainsi définie est une primitive de f sur R : c’est donc une fonction de
classe €' sur R,

2. Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre. La méthode est bien connue.
@ On vérifie sans peine que yo = [x — exp('/)] est une solution de 1’équation homogene sur l'intervalle I = ]0, +oo[
et qu’une fonction Yy est une solution de cette équation si, et seulement si, il existe une constante C € IR telle que

Vx el yH(x) = Cyo(x) = C.exp(V/x).

@ On fait alors "varier la constante” : on cherche une solution de 1’équation complete de la forme y, (x) = C(x).e!/*
ot C est une fonction de classe "' sur I. Cette fonction y,, est solution de 'équation compléte si, et seulement si,

Vxel, x%.C/(x) exp(1/4) = x
c’est-a-dire | |
"(x) = — -
Vx el C(x)fxexp(x).
On déduit de la question précédente que la fonction y,, définie par

Vx el Yp(x) = h(x)e'/*

est une solution particuliere de 1’équation complete.
@ D’apres le principe de superposition, une fonction y € %'(I,R) est une solution de 1'équation compleéte si, et
seulement si, il existe un réel A tel que

Vx>0, y(x) = yp(x) + Ayo(x) =h(x)e'* 4+ Ae!/*.

3. Comme x > 0, il est clair que la fonction

est de classe ¢! et strictement décroissante sur [0, +oco[. D’apres le Théoréme de la bijection monotone, ’application
réalise une bijection de [0, +-oo[ sur ]0, x].

# ]I suffit de calculer \(0) et la limite de \p au voisinage de +oo pour déterminer l'intervalle image de cette bijection.

On vérifie ensuite que

2
—x* du dt —xdu
el/xe Vt=el//t=e ™ etque dt=——+- dou — = .

(1+xu) t T4+ xu

D’apres la formule du changement de variable,

+ p—
e]/xreq/tﬁzj ooe,u x du _XJ'+°° e U
0 t 0 1+xu o T+4+xu
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4. Pour tout (x,u) € Ry x R4, on pose
e—u
T+xu’

(p(X, u) =

Régularité —
Il est clair que, pour tout u € R, la fonction [x — ¢(x, u)] est de classe € sur R et on vérifie par récurrence que

. o™ (=)™ nlu™e ™
VnEN,V(x,u)ER+XR+, W(X,u):W
Domination —
Il est clair que, pour tout n € N* et pour tout (x,u) € Ry x Ry,
oMo ute _
axin(x,u)’ =nl!- W < n-ute ™.

Le majorant est indépendant de x et intégrable sur R, .

#o L'étude de la fonction T a montré que [w — u™e "] était intégrable sur R pour tout n € N.

Intégrabilité —
Il est clair que, pour tout x € R4 et pour tout n € N, la fonction

oM
|:U. — axin (X, U.):|
est continue sur R, et, d’apres la propriété de Domination qu’on vient de justifier, elle est donc intégrable sur R,.

@ On peut donc appliquer le Théoreme de dérivation sous [, ce qui prouve que la fonction g est de classe > sur R.;
et que

* (T’L) n o uneiu
VnelN' Vxe Ry, g™ (x)=(=1) n!L W

# On a résolu I'équation différentielle complete sur R
On déduit de ce qui précede que le produit [x — xg(x) = h(x)e'/*] est une solution de classe €>° sur R (et pas seulement
sur RY ) de I'équation complete.
Comme e'/* tend vers +oo lorsque x tend vers O par valeurs positives, on en déduit que cette fonction est la seule solution de
I'équation complete qui soit de classe €' sur IR et aussi la seule qui reste bornée au voisinage de 0.

Solution 86 rms132-628

Tout d’abord, l'intégrale F(x) est bien définie pour tout x € R en tant qu'intégrale d’une fonction continue sur un
segment.

@ Pour x > 0 (ce qui n’est pas une restriction, puisqu’on étudie x — +00), on peut effectuer le changement de variable
linéaire u = tx :

xa

xF(x) = J g(%)e*u du.

0
@ On consideére donc la fonction ¢ définie par

V0 <u<xa, (p(X,u)zg(%)ta_“ et Vu>xa, o(x,u)=0.

» Intégrabilité — On a déja justifié que, pour tout x > 0, la fonction
= @xu)]

était intégrable sur I = [0, +-o0[ et que

+oo
J ©(x,u) du = xF(x).
0

» Convergence simple — Comme g est continue en 0,

u

Vuel XEI};IOO p(x,u) =g(0)e”

et la fonction [u — g(0)e™"] est continue sur I (et bien entendu intégrable sur cet intervalle).
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» Domination — Comme g est continue sur le compact [0, al, elle est bornée. Par conséquent,
Vuel,Vxe R, |oxu)| <|gll,e ™

La majorant trouvé est indépendant de x > 0 et intégrable sur I en tant que fonction de u.
Par conséquent, d’apres le Théoréme de convergence dominée,

lim J @(x,u) du:J g(0)e " du = g(0).
I I

X—+00

Comme g(0) # 0, on peut en déduire que

F(x) ~ @

X—+00 X

# Si g(0) =0, on a seulement démontré que F(x) = o(1/x) lorsque x tend vers +oo, on n’a pas trouvé d’équivalent.

Solution 87 rms132-1228
1. PosonsI = [0,+oo[ et Q =]0,+o0[, ainsi que

—xt
Vitx)elIxQ, o(tx) = Tt
a Soit x € Q (fixé). I est clair que la fonction
[t — @(t,x)]
est continue sur l'intervalle L. Il est clair que
e(t,x) = ole™)
t—+4o00

et comme x > 0, la fonction [t — e *'] est intégrable sur 1.
Par conséquent, la fonction [t — ¢(t,x)] est intégrable sur I et la fonction F est donc bien définie sur Q.

2. Soient 0 < x <y. Pour tout t € I, il est clair que t > 0 et donc que
e—yt e—xt

0< < )
T+t S 1+t

En intégrant bornes croissantes (pour t € I), on en déduit que
0 < Fly) < F(x),

ce qui prouve que F est positive et décroissante sur Q.
@ En particulier, la fonction F tend vers une limite finie au voisinage de +oo0. Il reste a déterminer la valeur de cette
limite (positive).
Il est clair que

—xt
€ —xt

V(t,x) e I x Q, O<1+t<e

et comme x > 0, on en déduit par intégration bornes croissantes que

+o0o 1

Vx € Q, ogF(x)gj e *tdt=—.
o X

Par encadrement, la fonction F tend vers 0 au voisinage de +oo.

# Variante
On sait que, pour tout x € Q, la fonction [t — @(t,x)] est intégrable sur 1.
11 est clair que, pour tout t € 10, +o0],
Iim @(t,x) =0.
X—+00
(C’est faux pour t = 0, mais c’est sans importance.)
Enfin, il est tout aussi clair que
Vx>1,Vtelo,+ool, |@(tx)|<e™

oit le majorant est indépendant de x et intégrable sur 1 en fonction de t : la condition de domination est donc vérifiée pour x €
(1, 4+o0l, c’est-a-dire au voisinage de +oo.
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D’apres le Théoréme de convergence dominée,

+o00
Iim F(x) = J Iim @(t,x)dt =0.
X—+00 0 X—+00

3. Régularité — Il est clair que, pour tout t € I, la fonction [x — @(t,x)] est de classe ¢! sur Q et que

GIO) —te*t
E%Z(t’x)'_ T+t °

Intégrabilité — On a justifié plus haut que, pour tout x € Q, la fonction [t — @(t,x)] est intégrable sur I.
De méme, pour tout x € (), la fonction
0
[t o 9P x)}

ox

est continue sur I et

g9 ~ —xt
ox (t,x) t—-+o0 €

Comme x > 0, on en déduit que la fonction
[t N x)}
ox

est intégrable sur I.
Domination — Soient a > 0 et V = [a, +oo[. Alors

V(t,x) € Ix V), ’a—(p(t,x)‘ <e ot
0x

Le majorant est indépendant de x et intégrable sur I en fonction de t, donc la condition de domination est satisfaite.
D’apres le Théoreme de Leibniz sur les intégrales fonctions d’un parametre, la fonction F est de classe €' sur V
pour tout a > 0 (et donc de classe ¢! sur Q) et

+oo teftx

Va>0,Vx>a, F’(x):—J dt.

N

@ On en déduit que

+oo
Vx>0, F(X)—F'(x):J e*txdt:%

et donc que
VxeQ, F(x)=Fx)——.

On a démontré que la fonction F était de classe ¢! sur Q.
@ HR: Supposons que F soit de classe €™ sur Q. La relation précédente nous dit alors que F’ est de classe €™ sur Q
et donc que F est en fait de classe €™ sur Q.
On a ainsi démontré par récurrence que F est de classe €™ sur Q) pour tout n > 1 et donc de classe ¢'*°.
4. Commengons par remarquer que

dt.

+00 g—x(14+t)+x Foo o—x(1+t)
dt = e"J

VXEQ, F(X):J' ﬁ
0

0 T+t
Posons alors u = x(1 + t) (changement de variable affine avec du = x dt, licite car x > 0). On a donc

du  dt
T+u 1+t
(si tant est qu'une telle égalité ait vraiment un sens mathématique!) et on en déduit que
+o0o e—u

VxeQ, F(x):eXJ — du.
N u

# Cette nouvelle expression de F(x) permet de prouver que F est de classe € sur Q) en appliquant le Théoréeme fondamental
seulement (sans avoir a justifier I'application du Théoreme de dérivation comme on I'a fait plus haut).
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a [l est clair que
e 1

u u—ou
et que la fonction [u — 1/,] est positive et non intégrable au voisinage de 0. D’apreés le Théoréeme d’intégration des
relations de comparaison,

# On aura remarqué qu’il s’agit ici d"infiniment grands.

D’apres la relation de Chasles, pour tout x > 0,

400 ,—u T —u 400 ,—u
J e—duzj e—du—i—J € du
L, u u

et d’apres 1'équivalent précédent,
“+o0 e—u
F(x) = e* J —du ~ —Inx.
~—~

a En particulier, la fonction F tend vers 400 au voisinage de 0.

Solution 88 rms134-1513
1. Pourx € Q =]-1,4+oc0[ett € I =]0,7/2], on pose

@(t,x) =sin*t = exp(x {nsint).

w (Régularité)
Pour tout t € [, il est clair que [x — @(t,x)] est de classe € sur Q) (voir 'expression exponentielle de ¢) et

ok

VkeN, =+

(t,x) = (fnsint)*p(x, ).
@ (Intégrabilité pour k = 0)
Pour tout x € Q, la fonction [t — @(t, x)] est continue sur l'intervalle 1.
Pour x > 0, cette fonction tend vers 0 au voisinage de 0, donc elle est prolongeable en une fonction continue sur le
segment [0, 1] et donc intégrable sur I.
Pour x = 1, cette fonction tend vers 1 au voisinage de 0 donc (méme raisonnement) elle est intégrable sur I.

Pour —1 <x <0,
sin* t sintyx
tX: ~txz(7> -tx ~ tx
eltx) X t t—0

donc la fonction [t — @(t,x)] est bien intégrable au voisinage de t = 0 et donc intégrable sur I.
@ (Intégrabilité pour k > 1)

# On doit savoir que nsint ~ {nt lorsque t tend vers 0.

Pour tout x > —1 et tout k € IN¥,

et donc, pour tout -1 <y < x,

ce qui prouve l'intégrabilité sur I.
@ (Domination)
Pour t € I, le facteur fnsint est strictement négatif, donc la fonction [x — @(t,x)] est décroissante et positive. Par
conséquent,
Va>—1,Vxela,+ool,Vtel, |o(t,x)| <ot a)

et, pour tout entier k > 1,

ak
Va>-—1,Vxela,+ool, Vtel, ‘%(t,x)’ < lensint* - o(t, a).
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On a trouvé un majorant indépendant du parametre x et intégrable sur I.

# Le majorant trouvé dépend du parametre X, mais c’est sans importance.

On peut donc appliquer le Théoreme de dérivation sous le signe [ : quel que soit a > —1, la fonction F est de classe
€ sur [a, +oo[ et

ak
VkeN* Vx> a, ﬁ“uyﬁ‘ kﬁwdt
0x

On en déduit que F est de classe € sur
Q= U [a, +o0[
a>—1

et que
1
VkeN* Vx>—1, FM(x) :J (fnsint)* sin* t dt.
0

2. Soitx > 0.Onadoncx+2 > 2> 0et, comme x et x + 2 sont positifs, on peut intégrer par parties et

F(x+2) = Jsm t.sin? t dt
J sin® t.(1 — cos? t) dt
=F( )—J' sin* t.cost x cost dt
sin**1t /2 sin**1 t
(x) { T xcost}o +L o x (—sint) dt
1
=F(x) — ——F(x+2
(0= —Fx+2)
ce qui nous donne bien
UxeER,, Fx+2) = Tlrk.
+ X%—Z
@ En particulier,
n+1
vYyneN, MM+2)Fn+1DFn+2)=Mn+2)F(n +1)?F( n)

=M+ 1FM)Fn+1)

ce qui prouve que la suite de terme général
M+ 1FM)Fn+1)

est constante. Elle est donc égale a son premier terme :

Vnem;(n+nﬂmﬁn+nzﬁmﬂn:§.
3. Comme 0 <sint < 1pourtouttel,ona
VneN,Vtel, 0<sin™'t<sin™t

donc la suite de terme général F(n) est décroissante et positive. On en déduit d’une part que

m+UHm2>m+UHMHn+U:§
et d’autre part que
1ﬁmV<an—UHM:§.
Comme F(n) > 0, on en déduit que
T T
> -
vn=>1, 2(n+1) Fn) n

et donc que
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#v [l reste a passer de la variable entiére n a la variable réelle x. Il suffit essentiellement de savoir que
x—1< [x] <x<[x] <x+1,

ce qui donne en particulier

X X
< et < — <1

1o X X
Sx] Tx—1 x+1 7 [x]

pour tout x > 1.
@ La fonction F est décroissante et positive (méme justification que pour la suite de terme général F(n), cf ci-dessus),

donc
Vx € Ry, F([x]) <F(x) <F([x]).

ﬁﬂm)—\/Z\/?W“ g

par produit et composition de limites. De méme,

D’apres ce qui précede,

et nous pouvons maintenant conclure :



