Calcul matriciel : énoncés

Exercices CCP

Montrer que la matrice

—_
B~
L
I
[\

I
[N}

3 0 -3 0

est la matrice d’une projection, dont on déterminera les éléments.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 et B = (eq, ez, e3) une base de E. Soit f € L(E) défini par :

1 1 0
Mat(f,B)=12 1 3
4 1 -1

Quelle est la matrice de f dans la base B’ = (e1 + ea,e2 +e3,e3+€1)?
3)[ Calculer, sans utiliser le déterminant, les rangs des matrices -1 1-z 3 pour z € C.

[4)] Soit f € L(E,F) avec E et F de dimensions finies. On fixe une base B; de E et une base By de F et on note
A = Mat(f, By, Ba).

a) Montrer que ¢ : F* — E*  est linéaire et exprimer Mat(g, B3, B]) en fonction de A.
v +—— wvof

b) Calculer le noyau de g et en déduire que rg(A) = rg(A").

Exercices Mines-Centrale

—b
plonger C dans K et résoudre 1’équation X2 = —1 dans K.

b
Soit K ’ensemble des matrices de la forme ( @ a> avec a,b € C. Montrer que K est un corps. Montrer que ’on peut

Soient Ay, ..., A, € M, (R) vérifiant : A; +--- + A, est inversible et 'A;A; = 0 pour i # j.

Montrer que la somme des rangs des A; est égale a n.
Soient A, B € M,, (K) telles qu'il existe A € K vérifiant : AAB + A+ B = 0. Montrer que A et B commutent.
Montrer qu’une matrice carrée de trace nulle est semblable & une matrice dont la diagonale est nulle.

@ Soit A € M, (K). Montrer que A est de rang 1 si et seulement s’il existe deux matrices colonnes non nulles X et Y
telles que A=Y X',

Montrer que {4 € GL, (R)/ A€ M, (Z) et A7t € M, (Z)} = {A € M,, (Z) ] det(A) = £1}.



Soit n un entier pair et A = (a;;)1<i,j<n telle que :
VZ', a; i = 0 Vi 7é j, a; 5 = +1

Montrer que A est inversible.

112)| Soient A, B,C,D € M, (K) ou K est un corps commutatif infini. Montrer que si A et B commutent, les matrices

M = (g g) et AD — BC ont méme déterminant.

13)| On fixe un entier n > 1. On note ¢ automorphisme de R, [X] qui & P associe P(X + 1) et A la matrice de ¢ dans
la base canonique.

a) On suppose que (uy)o<k<n est une famille de réels et on pose :

ke [0,n], vk = zk: (’;) ui.

=0

Exprimer le vecteur V' = (vg, vy, ... ,vn)T en fonction de A et de U = (ug, U1, .., Un) -

b) En déduire la formule d’inversion :

ke [0,n], u = Zk:(n”k <"“> v,

Pour n € N*etaq,...,a, € R on note :

aq -1 0 0

1 ag -1
D(ay,...,an) =det | o 1 as 0
- 4
0 0 1 a,

On définit par récurrence :
aq sin=1
[ala >an]: ar + 1 sin>9
! [a2a . aan] o
D(aq,...,ay)

Montrer que [a1,...,a,] = pour tout n > 2.

D(as,...,ay)

Exercices X-ENS

(L) Soit H = {z € C, Im(z) > 0} (H est le demi-plan de Poincaré). On note SLy(Z) 'ensemble des matrice

M = Ccl b a coefficients dans Z et de déterminant 1. Pour une telle matrice M, on note fj; : H — C D'application

d
+b
+d
a) Soit M € SLy(Z). Montrer que fas est a valeurs dans H.

AN .o az
qui a z € H associe

b) Soient M et N dans SLy(Z). Calculer fys o fiv et en déduire que fj; réalise une bijection de H sur lui-méme.

¢) Soit z € H. Montrer qu’il existe M € SLy(Z) telle que Re(fp(2)) €] —1/2,1/2].



d) Soit z € H avec |z| < 1. Montrer qu'il existe M € SLy(Z) telle que |far(2)| > 1 et Im(far(z)) > Im(z).
e) Soit z € H. Montrer qu’il existe M € SLy(Z) telle que |far(2)] > 1 et Re(fam(2)) €] —1/2,1/2].

(X) Soient A et H dans M, (R) avec rg(H) = 1. Montrer que det(A + H) det(A — H) < det(A)2.

17)| (P) Soient (a1,...,an) et (b1,...,b,) deux familles de réels deux & deux distincts. Montrer que le déterminant
(e“ibj)1<ij<n est non nul.

(P 2012) Calculer Vect(N,,) ou N, est 'ensemble des matrices N € M,,(R) nilpotentes.

19)[ (X 2019) Soit n > 2. Montrer que tout hyperplan de M,,(R) contient une matrice inversible.



Calcul matriciel : corrigés

Exercices CCP
La recherche du noyau de A — I conduit a la résolution du systeme homogene de rang 2 :
—x1+ a9 —x3—24 =0
{332 —2x3 —2x4 =0
Une base de ce noyau est par exemple (e1,e2) = ((1,2,1,0),(1,2,0,1)).
De méme, X = (21,2, 23, x4) est élément du noyau de A si et seulement si :
201 + 29 —x3 — x4 =0
{xl —x3=0
et la famille (e3,e4) = ((1, -1,1,0),(0,1,0, 1)) est une base de Ker (A).
On en déduit que A est la projection sur I'espace F' = Vect (e1,e2) parallelement & 'espace G = Vect (e, e4) (on sait

que ces deux espaces sont en somme directe, puisque ce sont des sous-espaces propres associés a deux valeurs propres
distinctes ; comme F et G sont de dimension 2, leur somme est de dimension 4, donc égale & K?).

Autre méthode : un calcul direct montre que A?2 = A; A est donc une projection et rg(A) = Tr(A) = 2. A est donc
la matrice d’une projection sur le plan P; = Im(A) parallélement au plan P, = Ker(A). P; est engendré par les vecteurs
colonnes de A : comme les deux premiéres colonnes sont indépendantes, on a :

2
P, = Vect K
3

O = N =

P> est défini par le systeme :

2$1+ZE2—I3—LE4=0
€ P <—
x1—x3=0

SRS SN

et admet pour base

—_
= O = O

Premiere méthode : la matrice de passage de la base B a la nouvelle base est :

1 0 1
P=|11 0
0 1 1
1 1 -1
etP7'=-1-1 1 1 |.Onadonc:
1 1 1
L [0 5 3
Mat(f,B') = P"'Mat(f,B)P== |6 3 7
2\s -3 21

Seconde méthode : on note €] les vecteurs de la base B’ et on a :

J(€)) = 2e1 + 3ea + Bes, f(eh) = e1 +4dea et f(es) = e1 + Hea + 3es.



ep — ey +e€3)
A ! / A 3 .
1 +eh—ef) . On en déduit :

—ei teytey)

el =e;+ey e =

@

Le systeme < e, = ey +e3  s’inverse en < ey =

/
e3 = e t+e3 e3 =

N|= NI= D=

N | = —~ o~

1
fler) = 3ey +2¢3, flez) = 5 (5eh + 3ep — 3e3) et fez) = 5 (31 + Tey + €5)

et donc
0 5/2 3/2
Mat(f,B)= 3 3/2 7/2
2 -3/2 -1/2
On applique la méthode du pivot de Gauss :
2—z 2 -1 0 4-32+2%2 5-32 Li— Li+(2—2)Ly
rg| -1 1-=z2 3 = 1g —1 1-=2 3
3 -1 1-=z 2—3z 10— 2 Ls — L3+ 3Ls
_ 4—-32+22 5-3z2
- 1+rg< 23z 10—;:)
B —2+6z+22 25 Ly — L1+ 3Ly
- Blo2-3:  10-:
—2+ 62 + 22 —25
= 1+4rg
30132 +422 -2 0 Lo — 2505 4 (10 — 2) Ly

{3 si30 — 132+ 422 — 23 #£0

2 sinon

1—4v39 1+iv39

2 ’ 2

La matrice est donc de rang 3, sauf si z € {3, }, auquel cas elle est de rang 2.

4)|a) la linéarité est évidente :

Yo, v € F*, VA € K, g(Avy +v2) = (Avy +v2)o f=Adviof+wvg0 f=Ag(v1) + g(va).

Notons Bi = (e1,...,ep), B2 = (e1,...,&4) et B = Mat(g,B5,B87) = (b ,]) 1<ica. Nous avons :
i<p

Vj € {17--~7p} f 6] Zal,jsl

Pour j € {1,...,q}, nous devons calculer les coordonnées de g(¢}) dans la base By = (e],...,ep). Il faut se souvenir des
propriétés des bases duales :

La i-¢me coordonnée de g(e7) dans la base By est donc :

bij = (9(£})) (e:) = €5 (f(e:)) = ay
ce qui donne B = A'.
b) On a v € Ker(g) si et seulement si v o f =0, i.e. si et seulement si Im(f) C Ker(v).

Fixons une base (d1,. .., 0,) de Im(f), complétée en (d1,...,0d,) base de F. F* est alors isomorphe & K7, par I’application :
v— (v(d1),...,v(dq))



et par cet isomorphisme, Ker(g) est identifié & {0}" x K97". On peut aussi voir les choses matriciellement : un élément
de F™* est identifié & une matrice ligne (sa matrice dans la base (d1,...,d,) et dans la base (1) de K) et v € Ker(g) si et
seulement si les r premier termes de la matrice de g sont nuls).

On en déduit que Ker(g) est de dimension ¢ — r, puis, avec la formule du rang :

rg(A") = rg(g) = ¢ — dim(Ker(g)) = r = rg(f) = rg(A).

Exercices Mines-Centrale

a

Pour (a,b) € C2, notons M (a,b) = (—b

Z). On montre facilement :
e M(1,0) =1, €K;

e Va,b,c,d e C, M(a,b) — M(c,d) = M(a—c,b—d);

e Ya,b,c,d € C, M(a,b)M(c,d) = M(ac — bd,ad + bc) ;

e ¥(a,b) € C\ {(0,0)}, M(a,b) € GLa(C) et M(a,8)™" = M (1o, ~ i )

On en déduit que K est un sous-anneau de Ms(C) et que tout élément non nul de K admet un inverse dans K : K est
donc un corps.

L’application a — M (a,0) est un morphisme d’anneau injectif de C dans K : on peut donc plonger le corps C dans le
corps K (en identifiant un complexe a a I’élément aly de K, C devient un sous-corps de K).

Pour a,b € C, on a :
b=0et a=+1

(M(a,b))? = —I, < (a®> = [b]* = —1 et b(a + @) = 0) < ou
Ja €R, a=iaet [b>=1—a?

Les solutions (b = 0,a = =+i) se retrouvent dans le second cas, avec @ = +1. Les solutions sont donc les matrices
M (ia, V1 — a2e'?), avec a € [~1,1] et 0 € R.

Dans K, le polynéme X2 4 1 a une infinité de racines, bien qu’il soit de degré 2 : ce n’est pas en contradiction avec le
cours, car K est un corps non commutatif.

Remarque : K est le corps des quaternions, que 1’on définit habituellement comme une algebre de dimension 4 sur R,
muni d’une base (1,4, j, k), le produit interne étant défini par les conditions :

o iP=j =k =—1;
o ij =k, jk =i, ki=j,ji=—k, kj=—ietik=—j.

On retrouve la construction proposée dans 'exercice en utilisant les identifications 1 = M (1,0), i = M (4,0), j = M(—1,0)
et k= M(0,—1).

P
Nous allons montrer que R" = @ Im(A;).
i=1

On a tout d’abord R"® =Im(A; +---+ A,) C Im(4;) + - -- + Im(4,).

Soit d’autre part (Yi,...,Y,) € Im(A;) x ... Im(A4,) avec ¥; +---+Y, =0. Il existe X1,..., X, € R" tels que ¥; = A, X,
pour tout i. On a ensuite :

Vie{l,...,p}, 0=A](Yi+ - +Y,) = Al (A1 X1+ + A,X,) = Al A, X;



Pour A € M, (R) et X € R™ tels que ATX =0, ona X' AAX = 0, soit ||[AX|> =0 (o || || désigne la norme euclidienne
canonique sur R"™), d’ot AX = 0. Nous avons ainsi démontré que Y; = A, X; = 0 pour tout ¢ : la somme est directe.

P
On en déduit que n = dim(R") = dim (@ Im(A ) Z dim(Im(A ng

i=1

SiA=0,onaB=-A4et AB = BA. Sinon, on peut écrire (AA + I,)(AB + I,) = N2AB+ A + B+ 1,, = I,.
On en déduit que les matrices AA + I, et AB + I, sont inverses 'une de Pautre, puis (AB + I,)(AA + I,) = I, soit
ABA+ XA+ AB=0=MAB + M + \B, ce qui donne BA = AB en simplifiant par \2.

Montrons le résultat par récurrence sur la taille n de la matrice.
e Le résultat est évident quand n = 1, puisque que la matrice nulle est la seule matrice de trace nulle.

e Soit n > 1 et supposons le résultat démontré au rang n — 1. Fixons une matrice M € M, (K) de trace nulle
et notons f lendomorphisme de K™ qui admet M pour matrice dans la base canonique B = (e;)i1<i<n. SI M
posséde un coefficient M; ; non nul, avec i # j, la famille (e;, f(e;)) est libre. En la complétant en une base B,

C B
B e M,_1(K), L € My —1(K) et C € M,_11(K). A et A’ sont semblables : elles ont donc méme trace et
0+ Tr(B) = Tr(A’) = Tr(A) = 0. Ainsi, B est de trace nulle et on peut lui appliquer ’hypothése de récurrence : il

existe Q € GL,,_1(K) tel que Q~'BQ a une diagonale nulle. La matrice P = ((1) g) est alors inversible et :

la matrice A’ = Mat(f,8’) a un coefficient nul en position (1,1). Nous pouvons donc 1’écrire A’ = (O L) avec

Prar=(00% ohg) =4

A est donc semblable & A” qui a une diagonale nulle : le résultat est démontré au rang n.

@ Supposons que A = Y X' avec X,Y € K™. Chaque colonne est colinéaire & Y, donc Im(A) C Vect(Y) : A est de rang
au moins et, X et Y étant non nuls, a est non nulle, donc de rang 1.

Supposons réciproquement que A est de rang 1 et fixons une base Y de son image. Pour tout j, la j-iéme colonne de A
Ty

s’écrit x;Y avec x; € K;enposant X = | | |, ona A= Y X" avec X et Y non nuls (sinon, A serait nulle).

Tn

Si A=YX" avec X,Y € K" non nuls, on a Im(A) C Vect(Y) (la j-itme colonne de A est ;Y. Comme A est non
nulle, elle est de rang 1.

Supposons réciproquement que A est de rang 1. En fixant une base Y de son image, pour tout j € [1,n], la j-iéme colonne
de A est colinéaire & Y, donc elle s’écrit ;Y avec z; € K : on pose X = (1, ..., xn)T etona A=YX" avec X et Y
non nuls puisque A est non nulle.

Premiére méthode : comme les termes a;; sont nuls, on peut écrire

det(A) = Z 8(O—)aa(l),l <o Qo(n),n = Z 6(O—)aa(l),l <2 Qg(n),n

ocES, oc€Dy,

ou D,, désigne 'ensemble des dérangements de {1,...,n} (un dérangement est un permutation sans point fixe). Pour un
dérangement o, £(0)ag(1),1 - Ag(n),n Vaut 1 ou —1 : si on montre que d,, = Card(D,,) est impair quand n est pair, on
aura démontré que det(A) est non nul (ce sera un entier impair). En utilisant la relation classique :

Vn € N, n!zZ(Z)dk

k=0



il est possible de démontrer que dj est de parité inverse de celle de k.

Seconde méthode : comme on le comprend dans la preuve précédente, le résultat est obtenu en travaillant sur la parité
de det(A), c’est-a-dire en travaillant dans Z/2Z. Nous pouvons écrire, en notant k la classe modulo 2 d'un entier k et
A= (ij)i<ij<n

o 1 ... 1
_ _ 1 0
det(A) =det(A) =
1
1 ... 1 0O

En ajoutant toutes les lignes & la premiére, on obtient (car n est pair) :

11 ... 1
1 0
det(A) =
1
1 ... 1 0

Il suffit ensuite d’ajouter la premiere ligne & chacune des autres lignes :

det(A) = =1

1 1
0 In—l

ou 1 (resp. 0) est le vecteur ligne (resp. colonne) de taille n — 1 ne contenant que des 1 (resp. que des 0). On a ainsi
démontré que A est inversible, puisque son déterminant est un entier impair.

112)| Supposons que A est inversible. On peut alors faire des opérations sur les lignes en utilisant la matrice inversible A

comme un pivot :
I, 0 M= A C
—~BA~Y I, “\0 —-BA'C+D

ce qui donne, en prenant le déterminant (et en utilisant que A et B commutent) :

A c

det(M) =1 _pa-icyD

’ = det(A)det(~BA™'C + D) = det(~ABA™'C + AD) = det(AD — BC),

Si A n’est pas inversible, on peut appliquer le résultat en remplacant A par A — AI,,, a condition que A ne soit pas une
valeur propre de A (A — AI,, et B commutent). Nous avons donc :

VA € K\ Sp(4), [ —BMn ZO)‘ = det((A — M\,,)D — BC).
—_— =
= G\

Comme F et G sont des applications polynomiales qui coincident sur la partie infinie K \ Sp(A) (K est infini et A a au
plus n valeurs propres), elles sont égales : on a donc det(M) = F'(0) = G(0) = det(AD — BC).

k
a) Comme ¢(X*) = (X +1)* = Z <k> X', on a directement V = AU.

i
i=0
b) L’application ¢ est bijective, d’inverse ¢ : P +— P(X — 1). On en déduit que A est inversible et on peut écrire :

U= A"V = Mat(y, B)V



k
Comme (X*) = (X — 1)k = Z(—l)k_i (f) X* on obtient :
=0

Vk € [0,n], ux = Zk:(—l)k—i (k) v;.

7

i=0
114)| La preuve est élémentaire pas récurrence sur n.
D(ay,a aja 1 1
Sin=2,o0na (a1, 05) _ aras + =a; + — = [al,a2].
D(as) az as
Soit m > 2 et supposons le résultat démontré au rang n. Pour a1, ...,a,4+1 > 0, on a en développant D(aq,...,a,41) par
rapport a la premiere colonne :
-1 0 0 0
1 as -1
D(ay,...,an41) = a1 D(ag, ..., anq1) — det 0 1 . e 0 =a1D(az,...,anr1) + D(as,...,ans1)
-1
0 [N 0 1 Ap+1

En appliquant ’hypothése de récurrence & la suite (asg, ... dan41), on obtient :

D(ay,...,0n41) D(as,...,an41) 1
— P T g+ T =g =ay,...,dpp1]
D(a2a"'7a”l’b+1) ' D(a’27"'7an+1) ' [a27~-~>an+1] [1 +1]

Exercices X-ENS

115)|a) Remarquons que fys est définie sur H, car si z € H et cz+d =0, ¢ =0 (car Imz # 0) puis d = 0, ce qui contredit
ad — bc = 1.

> (0 donc fjs est a valeurs dans H.

Pour z € H, ona[m(fM(z)):Im((az+b)(cz+d)> ad — bc Im(2)

= I = -
lez + dJ? lez + dJ? m(z) lez + d|?
a b

!/ /
b) Soient M = (c d) et N = (CCL, Z,) deux éléments de SL2(Z) et z € H. On a :

fx o far(2) a(az+b)+b(cz+d) (d+bc)z+adb+bd Frear(2)
z) = = = z).
NEIM d(az+b)+d(cz+d) (da+dc)z+cb+dd N

Comme M € SLy(7), M~" est également élément de SLy(Z) et on a faro far—1 = far—1 0 far = fr, = Idg. On en déduit
que fys est une permutation de H, d’inverse fj;-1.

¢) Soit z = x + iy € H. On peut choisir n € Z tel que |z 4+ n| > 2.

1 1 1 1 1 —
On a ensuite | ———| < =, donc |Re | — < |- < —,donc M = 0 ! est une solution du probleme.
z+n 2 z+n z+n 2 1 n
— 1 I
d) Avec M = ((1) 01>, ona fy(z) =—- =2/ donc || = ﬁ > 1et Im(z2') = r|n(22) > Im(z).
z z



e) Notons O = {fum(z), z € M € SLy(Z)} : c’est l'orbite de z sous action du groupe SL2(Z). Nous allons montrer que O

contient un élément de partie imaginaire maximale. Soit 2z’ = fy/(2) € O avec M = CCL Z) tel que Im(z’) > Im(z). On a
Im(z)
I <I N= T
m(z) < Im(z") oo 1 2

donc |ez +d|* < 1. Or pour z fixé, il n’existe qu'un nombre fini de couples (¢, d) € Z? tels que |cz + d|? > 1.
On en déduit que {Im(z’), 2’ € O} a un maximum, puisque {Im(z’), 2’ € O} N [Im(z), +oo[ est fini et non vide.

Soit donc 2’ = fn(z) un élément de O de partie imaginaire maximale. Il existe ensuite n € Z tel que la partie réelle de

2" = 2’ +n appartienne & |—1,1]. On a 2" € O et Imz” = Im(z’). D’aprés la question d), on a [2”| > 1 car dans le cas

contraire, O contiendrait un élément de partie imaginaire strictement plus grande que celle de 2’. La matrice M € SLy(Z)
telle que 2z’ = fr(z) répond donc & la question.

Comme H est de rang 1, ils existent P,Q € GL,(R) telles que P"HQ = J, ou J est la matrice dont tous les
coefficients sont nuls, sauf J; 1 qui vaut 1. En posant P~'AQ = B, nous avons :

det(A + H)det(A — H) = det?*(P)det(B + J)det(B — J)det*(Q~1).
En notant B; et J; les colonnes des matrices B et J et BC la base canonique de R", nous avons :

det(B + J) = deth(31 + J1,Bo,. .., Bn) = det(B) + deth(Jl,BQ, ceey Bn)
det(B — J) = detpc(By — Jy, Bo, ..., By) = det(B) — detpo(J1, Bo, ..., By)

Nous avons donc :
det(B + J)det(B — J) = det*(B) — o < det*(B)

avec a = detgc(J1, Ba, ..., Bn). Nous obtenons finalement :

det(A + H)det(A — H) < det?(P) det*(B) det*(Q 1) = det?(A).

117)| Si n = 1, le résultat est clair. Soit m > 2 et supposons la propriété vérifiée au rang n — 1. Soient alors (aq,...,a,)
deux a deux distincts, (by,...,b,) deux a deux distincts et (A1,...,\,) tels que :

n
Vi, > et =0.
j=1

La fonction dérivable

n—1
fraox— X+ Z )\je”’(bj—bn)
j=1
s’annule donc en les n réels distincts as,...,a,. Le théoréme de Rolle permet donc d’affirmer que f’ s’annule en n — 1

points distincts ¢q,...,c,_1, ce qui s’écrit :
n—1
Vie{l,...,n—1}, Z \jecibi=bn) —
j=1

Comme les ¢; d’une part et les b; — b, d’autre part sont deux a deux distincts, I’hypothese de récurrence permet d’affirmer
que A\; = --- = A\,_1 = 0. Les égalités initiales donne ensuite \,, = 0, ce qui achéve la preuve par récurrence.

18)[ Si N € M, (R) est nilpotente d’indice p, sa seule valeur propre (complexe) est 0 (si X € C" \ {0} est un vecteur
propre associé & A € C, on a 0 = NPX = NX, donc A = 0). On en déduit que N est de trace nulle. L’ensemble des
matrice nilpotente est donc contenu dans ’hyperplan H = {M € M, (R), Tr(M) = 0}.

Pour démontrer I'inclusion réciproque, nous allons commencer par démontrer le lemme classique :

Pour tout corps commutatif K et tout entier n > 1, toute matrice M € M, (K) est semblable & une matrice dont la
diagonale est nulle.

Ceci se fait par récurrence sur n :

10



e Sin =1, une matrice de trace nulle est nulle, donc elle est semblable a elle-méme et sa diagonale est nulle.

e Soit n > 1 et supposons le résultat démontré au rang n — 1. Fixons une matrice M € M,,(K) de trace nulle et
notons f I'endomorphisme de K™ qui admet M pour matrice dans la base canonique B = (e;)1<i<n. Si M possede
un coefficient M; ; non nul, avec i # j, la famille (e;, f(e;)) est libre. En la complétant en une base B’, la matrice

((;)' g avec B € M,,_1(K),

LeMip1(K)etC e My_q11(K). Aet A’ sont semblables : elles ont donc méme trace et 0+Tr(B) = A’=A =0.

Ainsi, B est de trace nulle et on peut lui appliquer I'hypotheése de récurrence : il existe @ € GL,—1(K) tel que

A" = Mat(f, B') a un coefficient nul en position (1, 1). Nous pouvons donc I’écrire A’ =

Q~'BQ a une diagonale nulle. La matrice P = (é Cg) est alors inversible et :

14 0 LQ
P 1AP—(Q_1C Ql_BQ:A//)

A est donc semblable & A” qui a une diagonale nulle : le résultat est démontré au rang n.

Soit maintenant A € M,,(R) de trace nulle. Il existe P € GL,,(K) telle que A = PBP~1, ot les coefficients B; ; sont tous
nuls. En notant N**f et N*“P les matrices de taille n définies par :

v%] € [[1,”]], NZ'LZJ‘ = { ©J S1e J €thup — { ,j S117 i

0 sinon J 0 sinon

N/ et N*“P sont nilpotentes (I'une est triangulaire inférieur stricte et I'autre est triangulaire supérieure stricte) et
Nf £ NP = B. On en déduit que A = PN P~1 4 PNs* P~1 avec PN/ P~1, PNs*PP~1 ¢ N, : A est donc élément
de Vect(N,,).

Nous avons donc démontré que Vect(N,,) = {A € M,,(R), Tr(A) = 0}.

Soit H un hyperplan de M,,(R). Il existe une matrice non nulle A = (a; ;)1<i j<n telle que :

VM = (mid')lgi’jgn, MeH<— Z a; iy § = 0 <— TI‘(ATM) =0
1<i,j<n

On reconnait ici le produit scalaire canonique de M, (R) :
VM,N € M, (R), < A,B >= Tr(A" B)

et H est Porthogonal de la droite engendrée par A : H = A*L.
Si B est une matrice équivalente & A, avec B = P~1AQ ot P,Q € GL,(R), on a :

V=0« PTMQ Y eB*

VM € M, (R), M € At <= Tr((Q ) BTPTM) = 0 = Tr(B" PT M(Q™?)
Comme M est inversible si et seulement si PT M(Q~1)" I'est, nous avons ALNGL, (R) # 0 si et seulement si BLNGL, (R) #
0.

0 Ik 0 In—l
0 0 1 0
est équivalente & A et a une diagonale nulle (cela marche dans le second cas car n > 2) : Bt N GL,(R) contient donc la
matrice identité I,, et H contient une matrice inversible.

Si A est de rang k < m, on choisit B = ( ) ; si A est inversible, on choisit B = ( ) Dans tous les cas, B
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