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Suites et séries de fonctions

1 Par linéarité du passage a la limite, de l'intégration et de
la dérivation, on sait calculer la limite, I'intégrale et la dérivée
d’une somme finie de fonctions : il suffit d’effectuer ces opérations
terme a terme.

On cherche ici a quelles conditions on peut également passer a la
limite terme a terme dans une somme infinie de fonctions, inté-
grer terme a terme ou dériver terme a terme une somme infinie
de fonctions.

2. En pratique, les fonctions considérées ici sont définies sur
un intervalle () de IR, a valeurs réelles ou complexes.
Cependant, les résultats de ce chapitre s’appliquent aussi
(lorsque cela a un sens) aux fonctions définies sur une partie (2
d’un espace vectoriel V de dimension finie et qui prennent leurs
valeurs dans un espace vectoriel E de dimension finie.

Convergence ponctuelle

3.1  # Une suite (fy)nenN de fonctions converge simplement sur
Q lorsque, pour tout x € Q), la suite de terme général f,(x) est conver-
gente.

3.2 Dans ce cas, la limite (simple) de la suite (fu)nen est la fonc-
tion f définie sur Q) par

VxeQ, f(x)= lm fu(x).

n—+oo

On dit alors que la suite de fonctions converge simplement sur
Qvers f.

4. Exemples

4.1 La suite des fonctions f; = [x — x"] converge simple-
ment sur [0, 1] vers la fonction nulle.

4.2 La suite des fonctions f, = [x — nx" fn x| converge sim-
plement sur |0, 1] vers la fonction nulle.

4.3 La suite des fonctions f;, = [x — Arctannx| converge
simplement sur ]0, 4+oo[ vers la fonction constante, égale a /5.
4.4 La suite des fonctions f; = [x — th¥/,] converge simple-
ment sur R vers la fonction nulle.

4.5 Pour tout n € IN*, on définit la fonction f, en posant

n? pour 0 < x < 1/,

fu(x) =

1/x2 pour x > 1/,

La suite (f)yen converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonc-
tion f = [x — 1/2].

4.6 La suite de terme général f,(x) = vx2 +1/, converge
simplement sur R vers la fonction [x +— |x|].

4.7 La suite de terme général

converge simplement sur | —1,1[ vers f(x) = 1/(1 - x).

I.1 Propriétés conservées par convergence ponctuelle

5. Soit (fu)nen, une suite de fonctions qui converge simple-
ment sur () vers une fonction f.

D’une maniére générale, les propriétés des fonctions f; qui ne
touchent qu'un nombre fini de valeurs, dites propriétés ponc-
tuelles, sont conservées par la convergence simple.

5.1 Signe

Si f, est une fonction positive (resp. négative) sur () pour tout
n € N, alors f est positive (resp. négative) sur ().

5.2 Monotonie

Si f, est croissante (resp. décroissante) sur (2 pour tout n € N,
alors f est croissante (resp. décroissante) sur Q2.

5.3 Parité

Si f, est, pour tout n € N, une fonction paire (resp. impaire) sur
Q) = R, alors f est paire (resp. impaire).

5.4 Périodicité

Si fy, est, pour tout n € N, une fonction T-périodique sur R, alors
f est T-périodique sur IR.

5.5 Convexité

Si f, est une fonction convexe (resp. concave) sur () pour tout
n € N, alors f est convexe (resp. concave) sur ().

6. Fonctions uniformément bornées

6.1 Suite de [4.5] — Une fonction non bornée peut étre la limite
simple d’une suite de fonctions bornées.

6.2 % Une suite de fonctions (fn)yen est uniformément bornée
sur Q) lorsque

IMeRy, VneN, VxeQ, |fulx)|p<M
6.3 Si une suite de fonctions uniformément bornée converge
simplement, alors sa limite simple est bornée.

7. Fonctions uniformément lipschitziennes
La suite (fu)nen est une suite de fonctions uniformément lip-
schitziennes lorsqu’il existe une constante K € R telle que

VneN, V(xy) e 2, ||fn(x) —fn(y)HE < K[[x —ylly-

1. Suite de [4.3] — 1l existe une suite de fonctions lipschit-
ziennes qui converge simplement vers une fonction qui n’est pas
lipschitzienne.

2. Si (fu)nen est une suite de fonctions uniformément lip-
schitziennes qui converge simplement vers une fonction f, alors
f est lipschitzienne sur Q.

1.2 Propriétés non conservées

8. Soit (f)nen, une suite de fonctions qui converge simple-
ment sur () vers une fonction f.

Les propriétés qui reposent sur des inégalités strictes ou sur un
nombre infini de valeurs ne sont en général pas conservées par
convergence simple.

8.1 Suite de [4.1] — Si les fonctions f,; sont strictement posi-
tives, alors la fonction f est positive, mais n’est pas nécessaire-
ment strictement positive.

8.2 Suite de [4.1] — Si les fonctions f,, sont strictement crois-
santes, alors la fonction f est croissante, mais n’est pas nécessai-
rement strictement croissante.

8.3 Suite de [4.1] - Si les fonctions f, sont strictement con-
vexes, alors la fonction f est convexe, mais n’est pas nécessai-
rement strictement convexe.

8.4 Suite de [4.5] - Si les fonctions f,, sont intégrables sur (2, la
fonction f n’est pas nécessairement intégrable sur Q).

8.5 Suite de [4.3] — Si les fonctions f;; sont continues sur (), la
fonction f n’est pas nécessairement continue sur Q).

8.6 Suite de [4.6] — Si les fonctions f,, sont dérivables sur (), la
fonction f n’est pas nécessairement dérivable sur ().

8.7 Suite de [4.2] - Bien que les fonctions f;, convergent vers la

fonction nulle, la suite de terme général

my = i
" e fu()

ne tend pas vers 0.
8.8 Suite de [4.5] — Toutes les fonctions f;; sont bornées, mais
leur limite f n’est pas bornée.
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1.3 Propriétés locales et propriétés globales

9. Nous dirons qu'une propriété est locale lorsqu’elle est
vraie sur 'intervalle Q) si, et seulement si, elle est vraie sur tout
segment [A, B] contenu dans Q).

Une propriété qui n’est pas locale sera dite globale.

9.1 Exemples de propriétés locales

1. Les propriétés ponctuelles [5] sont des propriétés locales.

2. Une fonction est continue (resp. dérivable, resp. de classe
¢", resp. continue par morceaux) sur un intervalle ) si, et seule-
ment si, elle est continue (resp. dérivable, resp. de classe ¢, resp.
continue par morceaux) sur tout segment [A, B] C Q.

9.2 Exemples de propriétés globales

1. Toute fonction continue sur ]0, 1] est bornée sur tout seg-
ment [A, B] C ]0,1], sans étre nécessairement bornée sur |0, 1.

2. Toute fonction de classe ¢! sur 10, +o0[ est lipschitzienne
sur tout segment [A, B] C ]0, +o0[, sans étre nécessairement lip-
schitzienne sur |0, +oo].

3. Toute fonction continue sur ]0, 1] est intégrable sur tout
segment [A, B] C ]0, 1, mais n’est pas nécessairement intégrable
sur ]0,1].

Entrainement

10. Questions pour réfléchir
1. Suite de [4.1] — Etudier la convergence simple sur [0, 1].
2. Suite de [4.3] — Etudier la convergence simple sur RR.

11. Fonction génératrice d"une loi sur N
Si (pn)nen est une loi de probabilité sur N :

~+o0

Y pn=1

n=0

VnelN, p, >0 et

alors sa fonction génératrice G, définie par
+o00
G(x) = Z pnx"
n=0

est positive, croissante et convexe sur [0, 1]. —[128]
12. Suites de fonctions affines

1. Soit ¢, une fonction affine sur Q2 :
VxeQ, ¢(x)=ax+b.

Exprimer a et b en fonction de ¢(x1) et ¢(xy), ol x1 et x, sont
deux points distincts de ().

2. Une fonction ¢ est affine sur l'intervalle Q) si, et seulement
si, elle est convexe et concave sur ().

3. Soit (fn)nen, une suite de fonctions affines qui converge
simplement sur () vers f. Alors la fonction f est une fonction
affine.

13. Suites de fonctions polynomiales
13.1  Suite de [4.7] — Si une suite de fonctions polynomiales
converge simplement vers f, la fonction f n’est pas nécessaire-
ment polynomiale.
13.2  Si on se restreint a des fonctions polynomiales de degré
borné, alors le caractére polynomial est conservé par la conver-
gence simple.

1. Si(ag)o<k<q est une famille de (d + 1) points deux a deux
distincts de (), toute fonction f polynomiale de degré inférieur a
d sur Q) vérifie

d

VxeQ, f(x)=Y flap)Ly(x)

k=0

ott (Ly)o<k<q est la famille des polynomes interpolateurs de La-
grange associés a (& )o<k<d-

2. Si (fu)nen est une suite de fonctions polynomiales qui
converge simplement sur () vers une fonction f et si

JdeN,VneN, degf,<d,

alors f est une fonction polynomiale de degré inférieur a d.

10.2

14. Suite de [7] —

1. Si (fu)nen est une suite de fonctions uniformément lip-
schitziennes qui converge simplement sur [a,b] vers f, alors la
convergence est uniforme sur [4, b].

2. Pour tout entier n > 1, on pose

1 1
Vx?ﬁ, fn(x):ﬁ et VOixiﬁ, fn

Les fonctions f,; sont lipschitziennes sur IR, la suite de fonctions
(fn)n>1 converge uniformément sur R vers une fonction f qui
n’est pas lipschitzienne sur Ry

3. Lasuite des fonctions f;,, définies par

(x) = /nx.

VxeR, ful(x)=2"cos(3"x)
est une suite de fonctions lipschitziennes, qui ne sont pas uni-

formément lipschitziennes. Cette suite converge simplement vers
une fonction lipschitzienne sur R.

II

Convergences uniformes

15. La continuité n’est en général pas conservée par conver-
gence simple [8.5]. La notion de convergence uniforme, plus res-
trictive que la convergence simple, sert a assurer la continuité de
la limite d"une suite de fonctions continues.

16. La convergence uniforme globale est une condition tres
restrictive pour que la limite d’une suite de fonctions continues
soit continue, ce n’est en aucun cas une condition nécessaire.
16.1  Soit 1, une fonction bornée sur Q). Alors

(Vreq, |u@)];<e) <= (sugHu(X)HE <e).
xXe

16.2 # Une suite de fonctions (fu)yen converge uniformément
sur Q) lorsqu’il existe une fonction f, définie sur O, telle que

Ve>0,IN: €N, Vn >N, sup|fu(x) —f(x)HE <e.
xeQ

On dit alors que f est la limite uniforme sur () de la suite de fonc-
tions (fy)neN-

16.3  La suite de fonctions (f,),en converge uniformément
sur () vers la fonction f si, et seulement si, la suite de fonctions
(fu — f)nen converge uniformément sur Q) vers la fonction nulle.
16.4 = Condition nécessaire de convergence uniforme

Si la suite (fn)nen converge uniformément sur Q) vers f, alors elle
converge simplement sur Q) vers f.

16.5  Si la suite de fonctions (f;;),en converge uniformément
sur [a, b] et uniformément sur [b, ¢], alors elle converge uniformé-
ment sur [4, c].



II CONVERGENCES UNIFORMES

17. Convergence uniforme et borne uniforme

Soit (fu)nen, une suite de fonctions qui converge uniformément
sur ) vers une fonction f.

171 Lesfonctions f, — f et fy — fp sont toutes bornées a partir
d’un certain rang, sans que f ou les f; le soient nécessairement.
17.2  Sila fonction f est bornée sur (), alors, a partir d’un cer-
tain rang, les fonctions f;; sont uniformément bornées sur Q).

18. Norme d’algébre associée a la convergence uniforme
Lorsqu’on se restreint aux suites de fonctions bornées, la conver-
gence uniforme peut étre étudiée a I'aide d"une norme.

18.1 #o Soit f, une fonction bornée sur Q). La norme uniforme (ou
norme infinie) sur Q) de f est définie par

Ng'(f) = Slelng(X)HE-

Cette quantité est aussi notée || f|| -
18.2  Lasuite (fu)nen converge uniformément sur Q) vers f si,
et seulement si, a partir d’un certain rang, la différence f,, — f est

bornée sur () et
lim N§(fn —f)=0.

n—-+4oo

18.3 = Soit (fu)nen, une suite de fonctions bornées sur Q) qui
converge uniformément sur Q vers f. Alors les fonctions (fn)yen sont
uniformément bornées, la fonction f est bornée et

NE(f) = lim NE(fa)

19. Caractérisation séquentielle

On considére une suite de fonctions (f;;),en qui converge sim-
plement sur Q) vers une fonction f. La suite (fy),eN converge
uniformément sur Q) vers f si, et seulement si, quelle que soit la
suite (x,),en d’éléments de () (convergente ou non), la suite de

terme général
fn(xn) — f(xn)
tend vers 0.
En pratique
20. Pour justifier la convergence uniforme sur ) de la suite

de fonctions (fy)penN :

— On identifie f, limite [16.4] de la suite (fy),en pour la
convergence simple sur ();

— On établit ensuite une majoration uniforme par une suite
de limite nulle : pour tout n € N, on justifie 'existence
d’une constante réelle M, indépendante de x € () telle que

VxeQ, |falx)—f(x)|p< My
et telle que
lim M, =0.
n—+o0
21. Convergence non uniforme

Pour justifier que la suite de fonctions (f,),en ne converge
pas uniformément sur (), on vérifie d’abord [16.4] si cette suite
converge simplement sur () vers une fonction f et, si c’est bien le
cas:

— on vérifie que la limite simple f est bornée mais que les fonc-
tions f;; ne sont pas uniformément bornées [17];

— on cherche une suite réelle (x,),cn d’éléments de Q) telle
que la suite de terme général

un = fu(xn) — f(xn)

ne tende pas vers 0;

— on vérifie qu'un théoréme d’interversion des limites ([27.3]
ou [32]) ne peut pas s’appliquer.

22 Exemples et contre-exemples

221 Suite de [4.6] — La suite (f,),en converge uniformément
sur R vers la fonction [x — |x]|].

222 La suite des fonctions f; = [x — x" fnx] converge uni-
formément sur Q) = |0, 1] vers la fonction nulle.

22,3  La suite des fonctions

= ]

converge uniformément sur () = R vers la fonction nulle.

224  La suite des fonctions f, = [x — e~ ™ sin nx] converge
simplement sur R4 vers la fonction nulle. Pour tout a > 0, elle
converge uniformément sur [a, +oo[ mais elle ne converge pas
uniformément sur R+ car f,(1/,) ne tend pas vers 0.

225 Lasuite des fonctions f, = [x — nxe” V] converge sim-
plement sur [0, +oo[ vers la fonction nulle. Pour tout a > 0, elle
converge uniformément sur [a, +o0[, mais elle ne converge pas
uniformément sur [0, +oo].

22.6  Suite de [4.1] — La suite des fonctions (fy,),enN converge
uniformément sur [0,a] pour tout 0 < a < 1, mais ne converge
pas uniformément sur [0, 1] car

lim (1 — l)n =e L

n—+oo n

227 La suite des fonctions f, = [x — e "] converge sim-
plement sur |0, +-oo[ vers la fonction nulle. Pour tout a > 0, elle
converge uniformément sur [a, +o00[, mais elle ne converge pas
uniformément sur |0, +oo[.

II.1 Opérations algébriques

23. Soient (fu)nen et (¢n)neN, deux suites de fonctions qui
convergent uniformément sur () vers f et ¢ respectivement.

231 La suite de fonctions (Af, + g )nen converge uniformé-
ment sur Q) vers Af + g.

23.2  Siles fonctions f; et g, sont des fonctions bornées sur (),
alors la suite de fonctions (g1 )neN converge uniformément sur
Qvers fg.

24. Soient (fu)nen et (¢n)nenN, deux suites de fonctions conti-
nues sur () qui convergent uniformément sur () vers f et g res-
pectivement. Alors la suite de fonctions (f4gn)neN converge uni-
formément sur tout segment de Q) vers fg. —[26]
25. Soit (fn)nen, une suite de fonctions de I dans Q) qui
converge uniformément sur I vers une fonction f : I — Q.

25.1  Quelle que soitla fonction ¢ : | — I, la suite de fonctions
(fn o )nen converge uniformément sur | vers f o 1.

25.2  Si ¢ est uniformément continue sur (), alors la suite de
fonctions (¢ o f),eN converge uniformément sur I vers ¢ o f.

26. Pour toutn > 1ettout x € I = [0, +o0[, on pose
fu(x) = x+ 1/

La suite de fonctions (fy,),en converge uniformément sur I vers
la fonction f = [x + x]. La suite de fonctions (f2),cn converge

uniformément sur tout segment de I vers f 2, mais ne converge
pas uniformément sur I.

103
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II.2 Convergence uniforme et continuité

27. Le théoreme [27.2] signifie que la convergence uniforme
conserve la continuité, ce qu’on peut traduire comme la possibi-
lité d’intervertir deux passages a la limite.

Jim (Jim o)) =l (Jim £ ()
271 Soit (fu)nen, une suite de fonctions qui converge unifor-
mément sur V C Q) vers la fonction f. Quels que soient x et y
dans Vetn € NN,

1) = FW[g S2NG(f = fu) + [ fu(x) = fu®) |-

27.2 = Si une suite (fy)nen de fonctions continues sur Q) converge
uniformément sur V, voisinage de x dans Q), vers f, alors f est conti-
nue au point x.

27.3 = Siune suite (f)nen de fonctions continues sur l'intervalle C)
converge uniformément sur Q) vers f, alors la fonction f est continue
sur Q).

28. Convergence uniforme locale

Pour démontrer la continuité de la limite f d'une suite (f)nen
de fonctions continues, il suffit de vérifier que la fonction f est
continue en chaque point de son ensemble de définition.

Il n’est donc pas nécessaire de prouver [27.3] la convergence uni-
forme sur V = Q) : il suffit de I'établir sur un voisinage V de xy,
pour chaque point xy de Q.

28.1  Siunesuite (f;),en converge uniformément sur (), alors
elle converge uniformément sur toute partie K C Q).

28.2  Sila suite de fonctions (f;),en converge uniformément
sur tout segment [A, B] C |a,b], alors elle converge simplement
sur |a, b|.

28.3 = Si une suite (fn),en de fonctions continues sur 'intervalle C)
converge uniformément sur tout segment [A,B] C Q vers f, alors la
fonction f est continue sur Q).

29. Composition de limites et limite uniforme
29.1  Sila suite (fu)en converge uniformément sur Q) vers f,
alors

1) = fa@)lg < [f () = FW)[g + NE(f = fu)

pour tous x et y dans Q) et tout n € N.
29.2 = Soit (fu)nen, une suite de fonctions qui converge uniformeé-
ment sur Q) vers f. Si la fonction f est continue en x € ), alors

fu(xn) m f(x)

pour toute suite (xy)yen d'éléments de Q) qui converge vers x.
29.3  Sila suite de fonctions (R,),eN converge uniformément
sur Q) vers la fonction nulle, alors

Rulon) 5530 0
pour toute suite (x,),en d’éléments de Q.

Théoréme d’interversion des limites

30. On consideére une suite de fonctions (fy;),en définies sur
un intervalle |a, b[ dont les bornes a et b sont réelles ou infinies.
On cherche a généraliser le théoreme [27.2] pour obtenir une
conclusion de la forme

lim fn(x)> =

n— 400

lim (

X—w

i, (fim o)

avecw =aouw = b.

31.
31.1

On se place sous les hypotheses du théoreme [32].
Quels que soient 1 et p,

1€n = Lpllg < NT°(fu = fp)-

Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, c’est un
espace complet et I’encadrement précédent prouve que la suite
(€n)nen est une suite de Cauchy. Cette suite (¢;),cN converge
donc vers un vecteur ¢ € E.
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31.2 Quels que soientn € N et w;, € I,

([ fu(wn) = €| < [| f(wn) = £]| g + NF° (fa = f)-
313 Quelle que soitla suite (wy,),en d’éléments de () qui tend
vers w,

ngrﬂwf”(Wn) - ngrilwﬁn.

32. = Soit (fu)nen, une suite de fonctions définies sur un intervalle
ouvert |a, b[, a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie E.
Hypotheéses

1. Pour tout n € N, la fonction f, admet une limite finie ¢, au
voisinage de w = a (resp. w = b);

2. Il existe un intervalle I = |a,a[ (resp. I = |B, b[) sur lequel la
suite de fonctions (fy),eN converge uniformément vers f.
Conclusion

1. Lasuite (¢,),eN converge;

2. Lafonction f admet une limite finie au voisinage de w et

3.
fim f00 = B, b
33. Le théoreme d’interversion des limites [32] s’applique

également aux fonctions "de plusieurs variables", c’est-a-dire aux
fonctions définies sur une partie () d’un espace vectoriel V de
dimension finie.
La encore, on considére un point w qui peut étre aussi bien un
point de V adhérent a I’'ensemble de définition () qu'un point a
I'infini.
34. > Soient (fn)nen, une suite de fonctions définies sur une partie
QO de V, a valeurs dans E [2] et w, un point de V ou un point a l'infini
admettant Q) pour voisinage.
Hypotheses

1. Pour tout n € IN, la fonction f, admet une limite finie £, € E
au voisinage de w ;

2. Il existe un voisinage V,, de w relatif a Q) sur lequel la suite de
fonctions (fu)nen converge uniformément vers f.
Conclusion

1. Lasuite (¢,),eN converge;

2. Lafonction f admet une limite finie au voisinage de w et

3.

lim f(x) = lim /.

X—w n——+oo

I1.3 Convergence uniforme et intégration

35. Passage a la limite sous [

On considere une suite (f,),en de fonctions continues sur un
intervalle Q).

35.1  Sila suite (fu)yen converge uniformément sur Q) vers la
fonction f, alors

‘/,,bf(w at= [ 5t df’ < |b—al NG (f = fu)

quels que soient a et b dans Q).
35.2 = Soit (fu)neN, une suite de fonctions continues sur [a,b] qui
converge uniformément sur [a, b] vers f. Alors

lim /abfn(t) dt = /ahf(t) dt.

n—-+oo

36. = Primitives

Soient O3, un intervalle de R ; xq, un point de Q) et (fu)neN, une suite
de fonctions continues sur Q) qui converge uniformément sur (tout seg-
ment de) Q) vers une fonction f. Pour tout n € IN, on pose

VxeQ, Fux)= [ fa)dt et Fx)= [ f(t)ar.

Alors la suite de fonctions (Fy),eN converge uniformément sur tout
segment de Q) vers F.
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II.4 Convergence uniforme et dérivation

37. On cherche a quelles conditions on peut intervertir la li-
mite et la dérivation, c’est-a-dire arriver a
d
tim (2007,
n—+00

i Ldim fuo] = i [52

— -+

ou plus généralement [39], [40] a

4t lim fn(X)] = lim [ka"(x)].

dxk |:H~>+oo n——4o0 dxk

38. = Fonctions de classe ¢!
Soient O, un intervalle de R et (fu)nyen, une suite de fonctions de

classe €' sur Q.
Hypotheéses
1. Lasuite (fu)nen converge simplement sur Q vers une fonction

7
2. Lasuite (f},)en des dérivées converge uniformément sur tout
segment de Q) vers une fonction g.
Conclusion
La suite (fn)neN converge uniformément sur tout segment de Q), la

fonction f est de classe €' sur Qet f = g.

39. = Fonctions de classe 47
Soient O, un intervalle de R et (fu)nyen, une suite de fonctions de
classe €7 (avec p € N*) sur Q.
Hypotheéses

1. Pour tout 0 < k < p, la suite des dérivées k-iemes converge
simplement sur Q) vers une fonction @y ;

2. La suite des dérivées p-iemes converge uniformément sur tout
segment de C) vers une fonction @y.
Conclusion
La fonction @ est de classe €7 sur () et

V1<k<p, (p(()k):(pk.

40. = Fonctions de classe ¢

Soient Q), un intervalle de R et (fu)nen, une suite de fonctions de
classe € sur Q).

Si, pour tout k € N, la suite des dérivées k-iemes converge uniformeé-
ment sur tout segment de Q) vers une fonction ¢y, alors la fonction ¢g
est de classe € sur Q) et

VkeN, (p(()k) = @k.

Entrainement

41. Questions pour réfléchir

1. Soit X, un ensemble fini. Une suite de fonctions converge
uniformément sur X si, et seulement si, elle converge simplement
sur X.

2. Soit I C R, un intervalle. On suppose que (f),ecN est une
suite de fonctions décroissantes sur I qui converge simplement sur
I vers la fonction nulle. La suite (fy),eN converge-t-elle uniformé-
ment sur [ 7?

3. Soit (fu)nen, une suite de fonctions qui converge unifor-
mément sur Q) vers f. Condition sur g pour que la suite de fonctions
(fng)nen converge uniformément sur Q) vers fg.

4. Soit @, une fonction continue et bornée sur O = R

4.2 La suite des fonctions f, = [x — ¢(*/n)] converge unifor-
mément sur tout segment de R .

4.b  Cette suite de fonctions ne converge uniformément sur R
que si ¢ est constante.

5.  Soit ¢, une fonction continue sur () = R* qui admet une
limite finie £ au voisinage de +oo.

5.2 Pour tout a > 0, la suite des fonctions f; = [x — ¢(nx)]
converge uniformément sur I'intervalle [a, +oc0].

5.b  Cette suite de fonctions converge uniformément sur R si,
et seulement si, ¢ est constante.

6. Soit (fu)nen, une suite de fonctions uniformément conti-
nues sur I qui converge uniformément sur I vers une fonction f. La
fonction f est uniformément continue sur I.

7. Si une suite de fonctions (f;;),en continues sur QO = |a, b|
converge uniformément sur JA, B[ C Q vers une fonction f, alors f
est continue sur |A, BJ.

8. Si une suite de fonctions (f;;),en continues sur Q) = |a, b|
converge uniformément sur [A, B] C Q) vers une fonction f, alors
f n'est pas nécessairement continue sur [A, B]. Cependant, la res-
triction f|(4 p] est continue.

9.  Soient (fy)yeN, une suite de fonctions qui converge unifor-
mément sur () = ]a, b[ vers f. Si la fonction f admet une limite a
gauche finie £}, en b, alors

fulwn) S50 G

pour toute suite (x,),en d’éléments de () qui converge vers b.
10.  Soit (fu)neN, une suite de fonctions continues par mor-
ceaux sur Q) qui converge uniformément sur Q) vers une fonction
intégrable f. Si () est un intervalle borné, alors la convergence est
dominée : la suite (fy),eN converge en moyenne sur Q) vers f et

I b dt = / ) dt.
Jim [ fndr= [ £

11.  Suite de [39] — Pour tout entier 0 < k < p, la suite des
dérivées k-iémes converge uniformément sur tout segment de ()
vers @y, fonction de classe €7~ sur Q) telle que

VOo<i<(p—k), <P;(f) = Qkti-

42, Soit f, une fonction strictement positive, continue, inté-
grable et bornée sur R . Pour tout entier n > 1, on considere la
fonction f;, définie par

1
VxeRy, faulx)= ;f(x/n).
La suite de fonctions (fy)yen converge uniformément sur Ry
vers la fonction nulle. mais la convergence n’est pas dominée.

43. Pour tout n € N* et tout x € |—1, 1], on pose

fn(x):ﬁ ot Fn(x):/oxfn(t)dt.

1. La suite (fy),en converge uniformément sur tout seg-
ment [A, B] C ]—1,1] vers la fonction nulle.

2. La suite (F;)yen converge uniformément sur tout seg-
ment [A, B] C ]—1, 1] vers la fonction nulle, mais elle ne converge
pas uniformément sur |—1,1].

44. Pour démontrer qu'une suite de fonctions ne converge
pas uniformément, il faut établir qu'une propriété (fonction bor-
née, fonction continue...), qui devrait étre conservée par conver-
gence uniforme, n’est pas conservée.

441  Lasuite des fonctions

n k

ﬁ:PHZ%H

k=0

converge simplement, mais pas uniformément, sur [0, 1].

442  Les fonctions
1—x"
= |x—
o= 5
sont bornées sur Q) = [0, 1[. La suite (f,),eN converge simple-

ment sur (), uniformément sur [0, 4] pour tout 0 < a < 1, mais
pas uniformément sur Q.
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45. Pour tout n € N et tout x € [ = ]—o0, +00[, on pose
1
fn(x) = m

1. Lasuite de fonctions (fy),en converge simplement sur [
vers une fonction f qui n’est pas continue sur I : la convergence
n’est donc pas uniforme sur I.

2. Pourtouta > 0, la suite (f,),en converge uniformément
sur J; = |—o0, —a] U [a, +oo[ vers f.

3. Lafonction f est continue sur Iy = ]0, +oc0[, mais la suite
(fn)nen ne converge pas uniformément sur I vers f.

46. Pour tout n > 1 et tout x € [0,1], on pose
fu(x) =n"x(1—x)".

Pour tout & € R, la suite de fonctions (f;;),>1 converge simple-
ment sur [0, 1] vers la fonction nulle. Elle converge uniformément
sur [0,1] si, et seulement si, v < 1.

47, Pour tout n > 1, on pose f,,(0) =0 et
Vx#0 f(x)—xzsinl
7 n - nx-

Pour touta > 0, la suite de fonctions (f),>1 converge uniformé-
ment sur [—a, a] vers la fonction nulle, mais elle ne converge pas
uniformément sur RR.

48.  Soit f € €?(R). Si la dérivée seconde f" est bornée sur
R, alors la dérivée f’ est lipschitzienne et la suite des fonctions
gn définies par

Vn>1,VxeR, gulx)=n[f(x+Yn)—f(x)]

converge uniformément sur R, vers f’.
49. Pour tout n € N et tout x € I = [0,7/2], on pose
fu(x) = nsinxcos” x.
1. Lasuite (fy),en converge simplement sur I et uniformé-
ment sur tout segment [4, b] contenu dans | = |0, 7/2] vers la fonc-

tion nulle.
2. Comme la suite de terme général

I, = /On/zfn(t) dt

ne tend pas vers 0, la convergence n’est pas dominée. Est-elle uni-
forme sur J?

III

Approximation uniforme

50. On considere des fonctions définies sur un intervalle I de
R, avaleursdans E=RouE = C.

50.1 # On note £ (I), l'ensemble des applications continues par
morceaux et bornées de I dans E.

50.2 = L'ensemble £ (I) est un sous-espace de <7 (I, E).

50.3  Lanorme uniforme sur I d’une fonction f € £*°(I) a été
définie au [18] et est notée ici || f ||, puisqu’on se limite a étudier
la convergence uniforme sur I.
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51.1 # Soit A C £%°(I). Une fonction f € £*(I) est approchée
uniformément sur I par des éléments de A lorsque

Ve>0,3g €A |If—gello <

51.2  La définition [51.1] signifie que g¢(x) est une valeur ap-
prochée de f(x) a € pres pour tout x € I.

51.3

En pratique

La fonction f € £%(I) est approchée uniformément sur I par
des éléments de A si, et seulement si, il existe une suite (gn)neN
de fonctions appartenant a A qui converge uniformément sur I
vers f.

lim Hfig”Hoo =0

n—-+4oo

52. = Approximation des fonctions continues par morceaux
Toute fonction continue par morceaux sur [a,b] est approchée unifor-

mément sur [a,b] par des fonctions en escalier. —+[153.8]
III.1 Approximation polynomiale
53. Nous nous intéressons ici a I'approximation de fonctions

au moyen de fonctions polynomiales, ce qui n’a rien a voir avec
I'interpolation de fonctions au moyen de fonctions polynomiales
(au sens de Lagrange). —[153.4]

54. Théoréme de Weierstrass

Le théoreme [54.1], que nous admettrons, résout théoriquement le
probléme de l'approximation polynomiale.

54.1 = Soit f : [a,b] — C, une fonction continue. Il existe une
suite de fonctions polynomiales sur [a,b] qui converge uniformément
sur [a, b] vers f.

54.2  On peut méme expliciter une approximation polynomiale
de toute fonction continue sur un segment. —[142]

55. Approximation simultanée

La convergence uniforme est une maniere d’approcher les va-
leurs d"une fonction continiment dérivable f qui ne garantit pas
qu’on approche en méme temps les valeurs de la dérivée f'.
Autrement dit, méme si la différence (f — g.) est une fonction de
faible amplitude, elle peut néanmoins présenter de grandes varia-
tions.

55.1  Soient f et g, deux fonctions de classe ¢! sur [a, b]. Alors

If = 8lleo < |f(x0) = g(x0)| + (b= D)If" = &llco

pour tout xy € [a, b].

55.2 = Soit f : [a,b] — C, de classe €. Il existe une suite (gn)neN
de fonctions polynomiales sur [a,b] qui converge uniformément sur
[a,b] vers f et telle que la suite des dérivées (g),)neN converge uni-
formément sur [a,b] vers f'.



III  APPROXIMATION UNIFORME

III.2 Raisonnement par densité

56. Raisonner par densité consiste a étendre le domaine de

validité d’une propriété par une sorte de passage a la limite.

56.1  Sideux fonctions f et ¢ sont continues sur R et si
Vxe]—co,—1[U]-1,1[U]1,+oo[, f(x)=g(x),

alors f(x) = g(x) pour tout x € R.

56.2  Si f est continue sur [a, b] et positive sur ]a, b, alors f est
positive sur [a, b].

56.3  Sif : R? — IR est une fonction continue telle que

V(x,y) €R?  xyf(xr,y) =0,

alors f est identiquement nulle sur R2.

56.4
+oo 2n+1
te[-1,1], Arctant= 1" .
Vie] ] rctan n;o( ) i
56.5  Si f est continue et additive sur R :

V(ny) €RY flx+y) = f0)+f),

alors f(x) = xf(1) pour tout x € R.

56.6  Soient ]a, b[, un intervalle ouvert borné et f, une appli-
cation lipschitzienne sur ]a, b[. Il existe un, et un seul, prolonge-
ment de f continu sur [, b] et ce prolongement est lipschitzien
sur [a,b].

Lemme de Riemann-Lebesgue

57. Le résultat suivant est un exemple typique de raisonne-
ment par densité. On le démontre d’abord sous une forme res-
treinte aux fonctions contintiment dérivables avant de 1’étendre
aux fonctions continues par morceaux [60].

58.  Si f est de classe ¢! sur le segment [a, b], alors

b
lim/ f(t)cosntdt = 0.
a

n—o0

59. Les figures suivantes montrent pourquoi l'intégrale de
[58] tend vers 0.

f

~f

Plus la fréquence du signal modulé en amplitude est élevée, plus
chaque arche compense exactement 1’arche précédente, de telle
sorte que l’aire totale se rapproche de 0.

60. Pour toute fonction f € €% ([a, b]),

b
lim /f(t)cosntdt:
a

n—+o0o,

b
lim / f(t)sinntdt = 0.
a

n—-+oo

Probléeme des moments

61. Soit f : [a,b] — R, une fonction continue.
Pour tout k € N, le moment d’ordre k de f est défini par

my = /ab tFF (1) dt.

Dans quelle mesure la fonction f est-elle caractérisée par la suite
des moments (1 )gen ?
61.1  Probleme des moments partiels

1. Si f change p fois de signe sur [a, b], il existe une fonction
polynomiale g de degré p telle que fg soit une fonction continue
et de signe constant.

2. Simy = 0pourtout 0 < k < n,alors la fonction f s’annule
au moins (n + 1) fois sur [a, b].

3. Qu’en déduire lorsque m = 0 pour toutn € N?
61.2  Raisonnement par densité

4. Si f et g sont continues sur [a, b], alors

b P b I
[1r0P ar <= slalfly+| [ rwgi el
5. Si f est une fonction continue sur (4, b] telle que

b
VneN, / FE(E) dE = 0,
Ja
alors f est identiquement nulle.

Entrainement

62. Questions pour réfléchir

1. Pour toute fonction f continue par morceaux sur [a,b], il
existe une suite (f),en de fonctions en escalier qui converge en
moyenne sur [a,b] vers f.

2. Si f est continue par morceaux sur [a,b], existe-t-il une
suite () e de fonctions continues et affines par morceaux qui
converge uniformément sur [a,b] vers f?

3. La fonction

f =[x —sinl/y

est continue sur I =0, 1]. Il n’existe aucune suite de fonctions en
escalier (gn)nenN qui converge uniformément sur I vers f. (On rap-
pelle qu'une fonction en escalier n'a qu'un nombre fini de marches.)

4. Quel est I'intérét d'approcher une fonction par des fonctions
polynomiales?

5. La fonction f = [x+ 1/x] est continue sur I = ]0,1].
Existe-t-il une suite de fonctions polynomiales qui converge uni-
formément sur I vers f7?

63. Variante du théoréme de Weierstrass [54.1]

63.1  Soit ¢, une fonction affine sur [a, b] telle que |@(a)| < et
|p(b)| < e Alors [|g]|o, < .

632  Soit f : [a,b] — C, une fonction continue. Pour tout
e > 0, il existe une fonction polynomiale f; telle que

fe(a) = f(a),  fe(b) = f(b) et [If = fello <e

64. Convergence faible

Soient E, un espace vectoriel normé et (Ty),cn, une suite de

formes linéaires sur E. On suppose que ces formes linéaires sont

uniformément lipschitziennes :
JK>0,VneN,VfeE |T.(f)] <K[f].

S’il existe un sous-espace F dense dans E tel que
VfeEF, ngrﬂan(f) =0,

alors
YV f€E, nLlIEooT”(f) =0.

On dit alors que la suite (T, ), en converge faiblement vers 0.
Faire le lien avec le théoréme de Riemann-Lebesgue [60].
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65. Une variante du théoréme de Riemann-Lebesgue

. w/n ) 2
VneN, / sinntdt = —.
Jo n

2. Si f est une fonction continue par morceaux sur [a,b],
alors

n—r 00

b b
lim/a f(t)\sinnt|dt:%/a £(b)dt

»
L

En considérant les points x; = 7/, on pourra intégrer par par-
ties dans le cas ol f est continliment dérivable et conclure par
densité.

66. Suite de [8.87.5] — En s’inspirant du théoreme [58], on
prouve que l'intégrale

+o° gin ¢
/ —— sinxtdt
0 t

tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.

67. Intégrale de Dirichlet
On considere la fonction f définie par f(0) = 0 et par

VEAO, f(t) =

1 1
t sint’
1. Lafonction f est de classe ! sur R et

lim
k—+o0

/2
/0 () sinkt dt = 0.

2. Pour tout entiern > 1,

n sin (2n2+1)s
, 1+2 ks = ———5—
VOo<s<m + kg:lcos S sin(s/2)
et donc
/2 sin[(2n + 1)t] T
[enlnt ]
0 sint 2
3. Par conséquent,
/2 &
lim sin[(2n + 1)t] PP
n—-+o Jo t 2

ce qui nous donne la valeur de l'intégrale de Dirichlet :

+o° gint T
[Tty
Jo t 2

68. Densité des fonctions a support compact
Une fonction f définie sur I est a support compact lorsqu’il existe
un segment [A, B] C I tel que

Vig[AB], f(t)=0.

1. L'ensemble ‘KIQ(I ) des fonctions a support compact et
continues sur I est un espace vectoriel.

2. Une fonction continue a support compact est bornée.

3. Si(fu)nen est une suite de fonctions continues a support
compact qui converge uniformément sur I vers f, alors la fonc-
tion f est continue sur I. Condition pour que f soit une fonction
a support compact.

4.a Toute fonction continue sur I et a support compact est
intégrable sur I.

4b Soit f € Z1(I). Pour tout ¢ > 0, il existe une fonction
continue g & support compact telle que || f — g||; <e.
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69. Suite de [8.128] — On suppose que f est continue et bornée
sur Ry et que g(x) ~ 1/ au voisinage de 0.
1. Pour tout entier n € IN,

1

—+o0
li —(n+1)xt
im x f(t)e dtfn T/

x—=0 Jo

donc, d’apres le théoreme de Weierstrass [54.1],
+00 1
lim x f(He ™ ple ) dt = / ¢(u) du
x—=0 Jo JO

pour toute fonction ¢ continue sur [0, 1].
2. Pourtout A >0,

du
L

%/()Af(t) dt = /e:f(—Aénu)

3.a  Pour tout e > 0, il existe une fonction ¢, positive et conti-
nue sur [0, 1], telle que

1
Vuele 1], q)g(u):% et 1</ pe(u)du <1+e.
Jo

3.b Il existe une constante M > 0 telle que

L,f‘l
VAe>0, ‘/0 @e(u)[1— f(—Alnu)| du| < Me.

3.c Pour toute > 0, il existe A; > 0 tel que

1 1
VAZA, ’/0 f(—AEnu)(pg(u)du—/O @e(u)du| <e.

3.d Par conséquent,

A
/0 F(Hdt~ A

lorsque A tend vers +co.



IV MODES DE CONVERGENCE D’UNE SERIE DE FONCTIONS

v

Modes de convergence d’une série de fonctions

70. On consideére une suite de fonctions u;,, : O — E et les

fonctions S, : Q) — E définies par
n
VxeQ, Su(x)=Y u(x).
k=0

70.1  La série de fonctions Y u, estla suite (Sp) e étudiée du
point de vue des fonctions u,. On dit alors que u, est le terme
général de la série et S;, est sa n-iéme somme partielle.

70.2  Comme plus haut [2], les résultats qui suivent s’ap-
pliquent aux fonctions définies sur une partie ) d"un espace vec-
toriel réel ou complexe V de dimension finie et qui prennent leurs
valeurs dans un espace vectoriel réel ou complexe E de dimen-
sion finie.

70.3  Ces hypotheses servent essentiellement & démontrer les
théoremes [74] et [80].

IV.1 Convergence simple

71. # La série de fonctions ) u, converge simplement sur ()
lorsque, pour tout x € Q), la série )" 1, (x) converge dans E.
Sa somme est alors la fonction S : Q) — E définie par

—+00
VxeQ, Sx)= ;)un(x)

et son reste d’ordre n € N est la fonction R, : Q) — E définie par

—+o0
VxeQ, Ru(x)= ) wlx).
k=n+1

72. Exemples
72.1  Lasérie ) x" converge simplement sur |—1,1][.
72.2  Lasérie }_¥"/y converge simplement sur C.

IV.2 Convergence absolue

73. # On dit que la série de fonctions ) u, converge absolument
sur Q) lorsque, pour tout x € (), la série numérique de terme général

positif
2 Nun ()l

converge.
Si E =R (resp. E = C), alors ||-|| g désigne la valeur absolue (resp. le
module).

74. = Si une série de fonctions a valeurs dans un espace vectoriel de
dimension finie E converge absolument sur O3, alors cette série de fonc-
tions converge simplement sur C).

IV.3 Convergence uniforme

75. La norme de la convergence uniforme sur () est définie
en fonction de la norme choisie sur E.
75.1 # Pour toute fonction bornée g : Q) — E, on pose

I8lles = sup [|(2)]|-
xeQ

75.2  Pour une suite de fonctions, la convergence uniforme im-
plique la convergence simple [16.4].

En revanche, pour une série de fonctions, la convergence uni-
forme suppose au préalable la convergence simple.

75.3 # Une série de fonctions converge uniformément sur 1’en-
semble Q) lorsque la suite (Sy),en de ses sommes partielles converge
uniformément sur Q) vers sa somme S.

76. = On suppose qu’une série de fonctions ) u, converge simple-
ment sur ().

Alors cette série converge uniformément sur () si, et seulement si, la
suite (Ry ) e des restes converge uniformément sur Q) vers la fonction
nulle.

77. Méthode

En pratique, pour démontrer qu'une série de fonctions ),
converge uniformément sur (), on commence par établir la
convergence simple et on cherche une suite réelle (¢,),en de li-
mite nulle telle que

+00
YneN, VxeQ, H Y w(x)|| <en
k=n+1 E
En pratique
78. Cas particuliers de convergence uniforme

Pour prouver la convergence uniforme d’une série de fonctions,
il faut pouvoir majorer le reste de cette série, ce qui est une tache
difficile en général, mais pas toujours.

78.1  Cas dune série télescopique

La série de fonctions Y (1,11 — ) converge uniformément sur
) si, et seulement si, la suite de fonctions (i, ),cN converge uni-
formément sur Q.

78.2  Cas d'une série alternée

On considere une suite (v,),en de fonctions a valeurs réelles et
on suppose que :

— Pour tout x € O, la suite réelle (U”(x))ne]N tend vers 0 en
décroissant;

— La suite de fonctions (v, ),eN converge uniformément sur Q.

Dans ces conditions, la série de fonctions ) (—1)"v, converge uni-
formément sur Q).

78.3  On verra plus loin [85] une condition suffisante simple
pour établir la convergence uniforme d’une série de fonctions.

Passage a la limite terme a terme

79. La conclusion du théoreme [80] peut étre comprise sous
la forme suivante :

—+oo +o00

Jim (X5 ) = X (fim ()

—[6.112]

80. = On rappelle que l'espace d’arrivée E est un espace vectoriel, réel
ou complexe, de dimension finie [70] et que les fonctions u, sont définies
sur 0.
Hypotheses

1. Pourtout n € N, la fonction uy, tend vers £, € E au voisinage
de w;

2. La série de fonctions Y u, converge uniformément sur un voi-
sinage V,, de w (relatif a (2).
Alors la série Y £, converge dans E, la somme S de la série de fonctions
Y- uy tend vers une limite finie au voisinage de w et

propriété qui est fausse en général.

—+o0
Y 4y = lim S(x).
=0 X—w

81. Convergence non uniforme

Les résultats suivants sont souvent utilisés pour démontrer que
la convergence d'une série de fonctions n’est pas uniforme.

81.1  Suite de [19] - Si la série de fonctions ) 1, converge sim-
plement sur Q) et s'il existe une suite (x,),en d’éléments de O

telle que la suite
(R” (x” ) ) neN

ne tende pas vers 0, alors la série de fonctions ) 1, ne converge
pas uniformément sur Q.
81.2  Suite de [80] — Si chaque fonction u, admet une limite (fi-
nie) ¢, € E au voisinage de w :

1. Silasérie) ¢, converge et que sa somme est différente de
la limite de S au voisinage de w, alors la série de fonctions Y u,
ne converge uniformément sur aucun voisinage de w.

2. Silasérie) ¢, diverge, alors la série de fonctions ) u, ne
converge uniformément sur aucun voisinage de w.
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82. Exemples

821  Lasérie de fonctions ) xe™"* converge simplement sur le
segment ) = [0, 1]. Elle converge uniformément sur [4,1] pour
tout 0 < a < 1 sans converger uniformément sur Q).

82.2  Fonction { de Riemann

La série de fonctions Y1/, converge simplement sur |1, +oo[ et
uniformément sur [a, +-oo[ pour tout 2 > 1, sans converger uni-
formément sur |1, +-oo[. —[114]
82.3  Fonction ( alternée

Soit QO = ]0, +c0[. La série de fonctions Y (~1)"/,x converge sim-
plement sur () et uniformément sur [a, +-oo[ pour tout a > 0, sans
converger uniformément sur Q. —[114]
82.4  La série de fonctions Y ¥"/(3n 1 2) converge simplement
sur QO = [—1,1]. Elle converge uniformément sur [—1,4] pour
tout 0 < a < 1 sans converger uniformément sur Q).

IV.4 Convergence normale

83. # Soit (uy)neN, une suite de fonctions bornées sur Q). La série
de fonctions Y u, converge normalement sur Q) lorsque la série nu-
mérique Y, N§ (1) converge.

84.1 = La série de fonctions Y u, converge normalement sur ) si, et
seulement si, il existe une série numérique Y, My, (absolument) conver-
gente telle que

YneN,Vxe, ||u,,(x)HE < M,.
84.2  Si ) uy est une série de fonctions qui converge normale-

ment sur () et si v est une fonction bornée sur (), alors la série de
fonctions Y (u,v) converge normalement sur Q.

85. = Convergence normale et convergence uniforme [70]
Si une série de fonctions bornées converge normalement sur O3, alors
elle est converge absolument et uniformément sur C).

86. Exemples

86.1  Lasérie ) 1/(n2 + x?) converge normalement sur R.

86.2 La série Y (-1)"/, (n+x?) converge uniformément sur R,
mais ne converge pas normalement sur R.

86.3  La série de fonctions

1
Z n+1 ]l[n,n+l[

converge uniformément et absolument sur R, mais ne converge
pas normalement sur R.

87. Convergence normale des séries entieres

Les séries entiéres Y a,x" seront traitées en détail dans un cha-
pitre ultérieur.

87.1 = La série de fonctions ) a,x" converge normalement sur le seg-
ment [—R, R] si, et seulement si, la série numérique Y a, R™ converge
absolument.

87.2  Lasérie de fonctions ) ¥"/;2 converge normalement sur le
segment [—1,1].

87.3  La série de fonctions ¥_ n2x" converge normalement sur
le segment [—a,a] pour tout 0 < a < 1, mais ne converge pas
normalement sur le segment [—1, 1].

87.4  La série de fonctions }_*"/;1 converge normalement sur
toute partie bornée de C, mais elle ne converge pas normalement
sur C.

88. Convergence normale des séries trigonométriques

88.1  La série de fonctions ) a, cos nx converge normalement
sur R si, et seulement si, la série numérique ) a, converge abso-
lument.

88.2  Pour tout (a,, by) € R?, il existe ¢, € R tel que

Vx€R, aycosnx+bysinnx = \/a} +b3 cos(nx + @n).

88.3 = Soient (an)nen et (bn)nen, deux suites réelles. Les proposi-
tions suivantes sont équivalentes.

1. La série de fonctions Y (ay cos nx + by sinnx) converge nor-
malement sur R.

2. Lasérie numérique y_ +/ az + b2 converge.

3. Les séries numériques _ ay et y_ b, convergent absolument.
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Entrainement

89. Questions pour réfléchir

1. Suite de [T1] — On suppose que la série de fonctions Y uy,
converge simplement sur Q).

1.a Sa somme est aussi la limite simple de la suite de fonctions
(Sn)ne]N-

1.b  Ses sommes partielles S;;, sa somme S et ses restes R;; sont
liés par la relation

VneN, VxeQ, S(x)=Su(x)+Ru(x)
et la suite de fonctions (Ry),en converge simplement sur Q) vers
la fonction nulle.

2. Les normes uniformes sur B(Q), E) associées a différentes
normes sur E sont équivalentes.

3. On suppose que la série de fonctions Y u, converge uni-
formément sur Q). Condition sur la fonction v pour que la série de
fonctions Y (u,v) converge uniformément sur ()7

4. On choisit une base & = (uq,...,uy) de E et, pour tout
n € N, on note fi,, fou, ..., fau les composantes de la fonction
fn relatives a la base % :

d

VXEQ, ful®) =Y finl®) - u

k=1

La série de fonctions ) f;, converge simplement (resp. uniformé-
ment; resp. normalement) sur Q) si, et seulement si, pour tout
1 <k < d, la série de fonctions }_ fi ,, converge simplement (resp.
uniformément; resp. normalement) sur Q.

5. Condition sur la suite (@, ) e pour que la série de fonctions
Y a,x" converge normalement sur R 7

90. L'espace Z = £*°(X,E) des applications bornées de X
dans E est muni de la norme de la convergence uniforme
sur X.

Vie®, |fle= SZEHf@)HE

90.1 Une série de fonctions bornées ) u, converge normale-
ment sur X si, et seulement si, la série de vecteurs ) u, converge
absolument dans 4.

90.2  Sil’espace E est un espace vectoriel de dimension finie,
alors 'espace % est complet pour la norme ||-||, : si la série de
vecteurs ) u, converge absolument dans 4, alors il existe un vec-
teur S € A tel que

n
li — =0.
Jim Y g SH 0
k=0 ©
91. Pour tout n € N, on pose
Vxel0mn], fu(x)=cos"xsinux.

Pour0 < 6 < 7/y:

1. La série de fonctions ) f, converge normalement sur
[0, T — 6], mais pas sur [0, 0], ni sur [T — 6, 7).

2. Elle converge uniformément sur [0, 7], mais pas sur [0, 6].
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v

Etude de la somme

92. Soit Y u,, une série de fonctions a valeurs dans un es-
pace vectoriel E de dimension finie. On suppose que cette série
de fonctions converge simplement sur une partie () d"un espace
vectoriel V de dimension finie et on note S, sa somme.

V.1 Continuité

93. Le théoreme suivant est un cas particulier du Théoreme
de passage a la limite terme a terme [80] dans lequel le point w
appartient a 'ensemble de définition Q).

94. = Théoréme de continuité [92]

SiY_ uy est une série de fonctions continues sur Q) qui converge unifor-
mément sur un voisinage de xy dans (3, alors sa somme S est continue
au point x.

95. La fonction S définie par

=1
S9= X ey ap

est continue sur |0, +oo[, tend vers 0 au voisinage de +oo et tend
vers +oo au voisinage de 0.

96. La fonction S définie par

B +00 (71)”
5(x) = ,;) 1+ nx

est continue sur ]0, +-oo[ et tend vers 1 au voisinage de +oo.

97. La fonction S définie par
+oco X2
= -)"n(14+ ———
5 = 1, (-1) n( +n(1+x2))

est paire et continue sur R. Elle tend vers ¢n(2/,) au voisinage de
+o0 [6.33].

98. La fonction S définie par
+o0co (_1)71
S(x) =),
n=0 n+x

est continue sur ]0, +-o0] et

Vx>0, S(x)+S(x+1) :%.

En particulier, S(x) ~ 1/y au voisinage de 0.
99. La fonction S définie par

1 1)

est croissante et continue sur |—1, +oo[.
Pour tout x > —1,

. 1
Cox+1

S(x+1)—S(x)

et S(x) ~ ~1/(14 x) lorsque x tend vers —1.
Pour tout n > 1, ona S(n) = Hy et S(x) ~ nx lorsque x tend
vers +00.

100. Lafonction S définie par
+oo 1
S(x) = _
(%) V; n+ n2x

est continue et strictement décroissante sur ]0, +oo|.

Le produit xS(x) tend vers /¢ lorsque x tend vers +oco et

S(x) N'/1+°° dt

lorsque x tend vers 0.
101.

Soit & > 0. La fonction f, définie par
too
fl)=3 e
n=0

est strictement décroissante et continue sur |0, +-oo[. Elle tend vers
1 au voisinage de +oco et comme elle tend vers +co au voisinage
de 0, la série ne converge pas uniformément sur |0, +oo].
Lorsque x tend vers 0,

102.  Lafonction Sy définie par
~+o0 n 1
Vx>0, So(x)=Y (]]
= (k:O X+ k)

est continue sur ]0,+oo|, tend vers 0 au voisinage de +oo et
S(1) = e — 1 par [145].
On déduit de la relation fonctionnelle

Vx>0, XSO(X)—SQ(X+1) =1

que So(x) ~ ¢/y au voisinage de 0 et que Sy(x) ~ 1/ lorsque x
tend vers +-oco. —[126]
103.  Variante

Soit & > 0. Pour tout n € N, on définit la suite u,, par

VOSp<n, un(p)=0 et Yp>n, ua(p)=(1-"/p,

de telle sorte que

:ZOZun(P) =) (1 - g)pa-

n=0

Y (n,p) € N2, 0<uy(p) <e ™.

2.  Considérée comme une série de fonctions définies sur
Q = N, la série ) u;, converge normalement sur (). En parti-
culier,

P 1

pgrrw,;)”n(p) Tl

104.  La fonction définie par

+oo 1

Flx,y) =),

= (1 +X2 +y2)n

est continue de R? \ {(0,0)} dans R. Elle tend vers +co au voisi-
nage de (0,0).

V.2 Intégration terme a terme (version uniforme)

105. La convergence uniforme sur un segment permet d’inté-
grer terme a terme la somme d’une série de fonctions. On ap-
plique souvent les théoremes [105.1] et [105.2] en vérifiant que la
série converge normalement sur [a, b].

105.1> Suite de [92] — Si Y u,, est une série de fonctions continues qui
converge uniformément sur [a, b], alors la somme de la série de fonctions
est continue sur [a, b], la série numérique

Z/ﬂbun(t) dt

converge et
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105.2=> Suite de [92] — Si Y uy, est une série de fonctions continues et
intégrables sur l'intervalle borné |a, b[, qui converge uniformément sur
|a, b|. Alors la somme de la série de fonctions est intégrable sur |a, b[, la

série numérique
b
) / up(t) dt
Ja
converge et

oo b b oo
J(F) dt = o(8) dt.
;0/ () dt / ng;ou (t) dt

106. Comparatif des théoremes d’intégration terme a terme
On dispose ainsi de trois théorémes pour justifier une intégration
terme a terme :

1. la version uniforme du théoreme d’intégration terme a
terme [105];

2. laversion lebesguienne du théoréme d’intégration terme
a terme [8.121.1];

3. et le théoreme de convergence dominée appliqué a la
suite des sommes partielles [8.123.2].

106.1  On doit commencer par essayer d’utiliser le théoreme le-
besguien [8.121.1], qui s’applique sur un intervalle quelconque
(borné ou non).

106.2  Siles hypotheses du théoreme [8.121.1] ne sont pas satis-
faites :

1. Sur un intervalle borné, et seulement sur un intervalle
borné, on peut essayer d’utiliser le théoreme [105] en cherchant a
vérifier

1.a sila convergence est normale

1.b ou, a défaut, sila convergence est uniforme;

2. Surunintervalle quelconque, on ne peut qu’essayer d"uti-
liser le théoreme de convergence dominée.

107.  Le théoreme [105.1] démontre que
/1 +o0 (_1)nt\/ﬁ +00
0

L
Vi 4= L

tandis que, dans ce cas, le théoreme lebesguien [8.121.1] ne peut
pas s’appliquer.
108.

n=1

La fonction ¥ définie par

R | 1)

¥ = 3 ntx

n=2

Vxe]o1], p——

est intégrable sur ]0,1[ et _[01 Y (x)dx = {n2.
109.  Suite de [8.142] — Les séries de fonctions

sin nt cos nt
Y—— et ) —

ne convergent pas uniformément sur |0, 27
110.

On admet que

o 2 nmchma 1
Vo<a<l, = — .
h Ela2+n2 shma  «

En intégrant cette égalité sur 0, 1], on obtient

i) -2

n=1

V.3 Dérivation terme a terme

111.  La convergence uniforme locale permet de dériver terme
a terme la somme d’une série de fonctions. On applique souvent
les théoremes [112] et [113] en vérifiant que la série converge nor-
malement sur tout segment de l'intervalle (). Il arrive parfois que
la convergence soit normale sur () tout entier.
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112. = Suite de [92] —
On suppose ici que Q) est un intervalle de V = R.

Si Y uy est une série de fonctions de classe €' sur Q) qui converge
simplement sur Q) et si la série dérivée Y u!, converge uniformément

sur tout segment de Q), alors la somme S est de classe & sur Q) et

+o00

§'(x) = ) up(x)-

n=0

VxeO,

113. = Si Y uy est une série de fonctions de classe €V sur l'intervalle
Q) telle que, pour tout entier k < p, la série

Tl

converge uniformément sur tout segment de ), alors la somme S est de
classe €V sur Q) et

—+o0
Vi<k<p VxeQ, Ss®@) =Y ulPw).
n=0

114. Les fonctions de Riemann
Les fonctions de Riemann sont définies par
+o0 1 +o0 (_1)n
(=) & et Ll)=)
n=1 n=1
114.1
Vx>1, Za(x) = (27"~ 1)5(x)
114.2 La fonction { est décroissante, convexe et de classe

sur |1, +co[. La fonction {, est de classe € sur |0, +oo[.

1143 Les deux fonctions { et {, tendent respectivement vers 1
et vers —1 au voisinage de +-oo.

Pour une étude plus précise de ¢, voir [6.37].

115.  Lafonction S définie par

=L B o)

X =1 X—n

est de classe ¢! sur R \ Z et de période 1. Elle est strictement
décroissante sur |0, 1] et n’est pas intégrable sur |0, 1].

116.  Suite de [96] — La fonction S est de classe ¢ sur |0, +oo].

117.  Suite de [98] — La fonction S est de classe € et strictement
décroissante sur |0, +oo[ et S(x) ~ 1/2y au voisinage de +oco.

V.4 Applications

118.  On considere ici une algebre associative unitaire E de di-
mension finie, munie d’une norme sous-multiplicative ||-||.

Dans la pratique, cette algebre E est1’algebre 9, (IK) des matrices
carrées ou l'algebre L(V) des endomorphismes d’un espace V de
dimension finie et la norme ||-|| est la norme subordonnée a une
norme quelconque sur M 1 (K) ousur V.

Série géométrique

119.  Pour tout n € N, on pose
Vuek, fo(u)=u"
119.1 Les fonctions f, sont continues sur E et, pour tout 0 <

r < 1, la série de fonctions ) f, converge normalement sur la
boule fermée B¢ (O, ).
119.2 L’application

F=[uw (1g—u)™]

est continue sur la boule unité ouverte [|ju|| < 1].
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120.  Soit u € E, fixé non nul. Pour tout n € N, on pose
VteR, fu(t)=+t"-u"

et on considere l'intervalle ouvert

T
Tl Tl

120.1  Pour tout n € N, la fonction f, est de classe ¢! sur R et
Vne N, VteR, fi(t)=nt""1 u"
120.2 Lasérie de fonctions ) f;; converge simplement sur I et la

série dérivée Y f; converge normalement sur tout segment [—r, 7]
contenu dans l'intervalle ouvert I.
120.3 Pour tout u € E, I'application

F, = [l’ — (15 — tu)*l]
est de classe ¢! sur l'intervalle ouvert I et

Viel, F(t)=u(lg—t-u)"2=1g—t u) 2u

Série exponentielle

121. = L'application
exp = |u— +Z°° ! u"
P= = n!

est continue sur E.

122. = Pour tout u € E fixé, 'application [t — exp(tu)] est de classe
¢ sur R et

dexp(tu)

a = uexp(tu) = exp(tu)u.

123. > Soient A € My(K) et Xo € My 1(K). La fonction X définie
par
VieR, X(t)=exp(tA)Xy

est de classe € et

VteR, X(t)=AX(t).

124.  Propriété de morphisme
Soient u et v, deux vecteurs de E qui commutent :

uv = vu.
1241 Lafonction f définie par

VteR, f(t)=exp(tu)-exp(—tu)
est de classe ¢! sur IR et sa dérivée est identiquement nulle.
1242  Quel que soit t € R, les vecteurs exp(fu) et v commutent.
124.3 La fonction g définie par

VieR, g(t)=exp(tu)- exp(tv)-exp[—t(u+v)]

est de classe €1 sur R et sa dérivée est identiquement nulle.
124.4= Si deux vecteurs u et v de E commutent, alors

exp(u) - exp(v) = exp(u +v) = exp(v) - exp(u).

Entrainement

125.  Questions pour réfléchir

1. Condition suffisante pour que la somme d'une série de fonc-
tions soit continue sur Q).

2. Si la série de fonctions )" a,x" converge uniformément sur
]—1,1], alors les deux séries }_a, et }-(—1)"a, convergent.

3.  Suite de [105.2] — Soit }_uy,, une série de fonctions conti-
nues et intégrables sur I'intervalle I = ]0,1[, qui converge unifor-
mément sur tout segment contenu dans I.

La somme S de cette série de fonctions est continue sur I, mais elle
n’est pas nécessairement intégrable sur I.

4. Soit I = ]a,b[, un intervalle ouvert borné. Si }_u est une
série de fonctions continues sur I qui converge normalement sur I,
alors les hypothéses du théoréme lebesguien d'intégration terme a
terme [8.121.1] sont satisfaites.

5. Suite de [106] — Si la série numérique

Z/ﬂbun(t) dt

est semi-convergente, quels théorémes d'intégration terme a terme
peut-on appliquer?

6.  Suitede [119.2] — Quelle que soit la norme sur E, la fonction
F est continue sur un voisinage de Of.

7. Suite de [120.3] — Quelle que soit la norme sur E, la fonction
F, est de classe €1 sur un voisinage de 0.

126.1 La fonction S; définie par

S1(x) = io (-1

Vx>0, —_
=nl(x+n)

est de classe ¢! et strictement décroissante sur |0, 4.

126.2 Lorsque x tend vers 0,
1
S1(x) ~ —.
1) ~
126.3 La fonction S; tend vers 0 au voisinage de +oo et comme

Vx>0, xS1(x)—Si(x+1) :%

alors Sq(x) ~ 1/ex au voisinage de +oo.

126.4  Suite de [102] — On déduit de [145] que S1(1) = 1 — ¢!
ainsi que
1 1 1
Vx>0, Si(x) :/0 tlemtdt = ESO(X)'
127.  Lafonction S définie par

2 (1 + n?x?)

S(x) =),

est de classe €1 sur R et de classe €2 sur 10, +o0.

128.  Fonction génératrice d’une loi de probabilité [11]

128.1 La fonction G est croissante, continue et convexe sur le
segment [0, 1]. Elle est de classe > sur [0, 1].

128.2  Sila série numérique ) np, converge, alors la fonction G
est de classe € sur [0,1] et

—+o00 —+oo

G'(x) = L npax" ! = Y- (n+ Dpy”

n=1 n=0

Vxelo,1],
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129.  On étudie les fonctions S et U définies par

+oo " 400 1 1 -
S(x) =) fnnx" et U(x)=), En(1+_>f_ sy
n=1 n=1 n n

1291
+o0 XN
Vxe]-11[, (m(l-x)=-— —
n
n=1
129.2 Lasérie ) ¢nn x" converge absolument sur |—1,1].
129.3 La fonction S est définie et continue sur |—1,1[ et

pour x voisin de 0. Comme

S(x) = >

Vxe[0,1], e

la fonction S n’est pas intégrable sur [0, 1].
129.4 La fonction U est définie et continue sur [—1,1].
129.5 Il existe un réel ¢ tel que

(1—=x)S(x) = —x{n(1—x)+L+o0(1)

lorsque x tend vers 1.

Questions, exercices & probléemes

Perfectionnement

130.  Exemples et contre-exemples

1.  Exemple de suite de fonctions bornées qui converge sim-
plement vers une fonction qui n’est pas bornée.

2. Exemple de suite de fonctions qui converge simplement
vers une fonction bornée sans étre uniformément bornée.

3. Exemple de suite de fonctions polynomiales qui converge
simplement vers une fonction qui n’est pas polynomiale.

4. Exemple de suite de fonctions strictement positives (resp.
strictement négatives) qui converge simplement vers une fonc-
tion qui n’est pas strictement positive (resp. strictement néga-
tive).

5. Exemple de suite de fonctions strictement croissantes
(resp. strictement décroissantes) qui converge simplement vers
une fonction qui n’est pas strictement croissante (resp. stricte-
ment décroissante).

6. Exemple de suite de fonctions strictement convexes (resp.
strictement concaves) qui converge simplement vers une fonction
qui n’est pas strictement convexe (resp. strictement concave).

7. Exemple de suite (f,;),en de fonctions intégrables sur ()
telle que la limite simple f soit continue par morceaux mais pas
intégrable sur ().

8. Exemple de suite (fy;),en de fonctions continues (resp.
dérivables, resp. continues par morceaux) telle que la limite
simple f ne soit pas continue (resp. dérivable, resp. continue par
morceaux) sur ().

9. Exemple de suite (fy),en de fonctions lipschitziennes
qui converge simplement vers une fonction qui n’est pas lipschit-
zienne.

10. Exemple de fonction bornée sur tout segment [A, B]
contenu dans |0, 1] sans étre bornée sur |0, 1].

11. Exemple de fonction lipschitzienne sur tout segment
[A, B] C ]0,1] sans étre lipschitzienne sur ]0, 1.

12.  Exemple de fonction intégrable sur tout segment [A, B]
contenu dans ]0, 1] mais pas intégrable sur |0, 1].

13.  Exemple de suite (f;)uen qui converge uniformément
sur tout segment [A,B] C ]a, b[, mais ne converge pas unifor-
mément sur |a, b|.

14. Exemple de suites (fu)nen et (gn)nen qui convergent
uniformément sur Q) sans que la suite (f,91)nen converge uni-
formément sur Q).

10.14

15.  Exemple de suite de fonctions polynomiales (g, )nen qui
converge uniformément sur tout segment de IR vers une fonction
f qui n’est pas polynomiale.

16. Exemple de suite (fy,),en de fonctions définies sur 'in-
tervalle Q) = ]0, 00| telles que les limites

lim lim f,(x) et

m  lim lim lim f,(x)

X—+00 n—+00

existent sans étre égales.
17.  Exemple de suite (f,),en de fonctions définies sur I'in-
tervalle Q) = ]0, +oo[ telles qu’une seule des deux limites

lim lim f,(x)

li li
im  lim f,(x) et Jm - Hm

Nn—+00 X—+00

existe.

18.  Exemple de suite (fy),en de fonctions continues sur Q)
qui converge uniformément sur () sans converger en moyenne
sur Q) vers f.

19. Exemple de suite (fy),en de fonctions continues par
morceaux sur () qui converge uniformément sur tout segment
[A, B] C Q vers une fonction continue par morceaux sans que la
convergence soit dominée.

20.  Exemple de série ) (u,),en de fonctions continues et in-
tégrables sur Q) = [0, +oo[ qui converge normalement sur () mais
telle qu’on ne puisse pas intégrer terme a terme.

21.  Exemples de situation ot une fonction est approchée par
une fonction en escalier.

22.  Exemple de situation ot une fonction est approchée par
une fonction affine par morceaux.

131. Méthodes

1. Suitede [5] — Liste, aussi compléete que possible, des pro-
priétés ponctuelles des fonctions qui sont définies sur un inter-
valle de R.

2. Suitede [9] — Liste, aussi complete que possible, des pro-
priétés locales des fonctions définies sur un intervalle de R.

3. Suitede [9] — Liste, aussi complete que possible, des pro-
priétés globales des fonctions définies sur un intervalle de IR.

4. De quelles maniéres peut-on démontrer que la suite des
fonctions f;, = [x — x"] ne converge pas uniformément sur 1'in-
tervalle [0,1]?

5. Quelles propriétés de la somme d’une série de fonctions
peuvent-elles étre déduites de la convergence simple ?

132. Questions pour réfléchir

1. Suite de [17] — Que dire d'une suite de fonctions polyno-
miales qui converge uniformément sur IR ?

2. Une fonction ¢ est réglée sur I'intervalle Q = ]a, b[ lorsque,
pour tout x € |a,b], la fonction ¢ admet une limite & gauche et
une limite & droite (finies) en x.

Si une suite (f)en de fonctions réglées sur ]a, b[ converge unifor-
mément sur |a, b] vers f, alors f est réglée.

3. Si une suite (fy),en de fonctions continues par morceaux
sur () converge uniformément sur Q) vers f, la fonction f est-elle
continue par morceaux sur )7

4.  En quel(s) sens une fonction développable en série entiére
sur |—1,1] est-elle la limite d'une suite de fonctions polynomiales?

5. Si (gn)nen est une suite de fonctions polynomiales qui
converge uniformément sur IR vers une fonction f, alors f est une
fonction polynomiale.

Approfondissement

133.  Pour toutn € N et tout x € I = ]0, +-00[, on pose

et gn(x) = nZxe "

fu(x) = nx?e ™
1. Lasuite (fu)n,en converge uniformément sur l'intervalle
I vers la fonction nulle.
2. Pour tout a > 0, la suite de fonctions (gn)yen converge
uniformément sur [a, +oo[ vers la fonction nulle, mais elle ne
converge pas uniformément sur I.
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134.  Pour toutn € N et tout x € IR, on pose
2Mx
fal¥) = 1o

La suite de fonctions (fy;),en converge simplement sur R vers
la fonction nulle. Condition sur lintervalle I pour que la suite
(fu)nen converge uniformément sur ?

135.  Pour tout n € N, on pose

Vxe[01], fulx)=4"(x —x2"").

La suite de fonctions (fy;) e converge simplement sur [0, 1] vers
la fonction nulle. Condition sur l'intervalle I C [0, 1] pour que la
suite (f)nen converge uniformément sur ?

136. Soit f : [0,1] — IR, une fonction continue. Pour tout
n € Nettoutx € [0,1], on pose f,(x) = x" f(x).

La suite (fy),en converge simplement sur [0, 1]. Condition sur f
pour que la suite (f,)yen converge uniformément sur [0,1]?

137.  Approximation uniforme de exp(—x)
Pour tout n > 1 et tout x € I = [0, +00[, on pose

fu(x) = (1 4%/u) ™"

1. La suite de fonctions (f;),>1 converge simplement sur [
vers f = [x e Y],
2.  Comme
V20, t—PHh<in(l+t) <t

alors, pour tout a > 0, la suite (f;;),>1 converge uniformément
sur [0,4] vers f et

Vn>1,Vxel fu(x)=f(x)>0.
3. Soita > 0. Alors

|[fu(x) = f(2)] < f(a) + [fala) = f(a)]

etla suite (f;),>1 converge uniformément sur I vers f.
138.

Vx>a,

Pour tout n > 1, on pose

n?x(1—nx) pour0< x < 1y,

fu(x) =

0 pour 1/, < x < 1.

1. La suite (fy),>1 est une suite de fonctions continues
qui converge simplement sur [0,1] vers la fonction nulle. Elle
converge uniformément sur [a, 1] pour tout 0 < a < 1.

2. Comme la suite de terme général

M:fﬁmw

ne tend pas vers 0, la convergence n’est ni dominée, ni uniforme
sur |0, 1].
139.  Soit Y u,, une série de fonctions de classe ¢*° qui

converge simplement sur l'intervalle (). Sa somme est notée S.
1. Onsuppose que, pour tout entier 0 < k < p, la série

Tl

converge simplement sur Q) et que la série

Zuglp)

converge uniformément sur tout segment de (). Alors le théo-
réeme [113] prouve que la somme S est de classe €7 sur Q.

2. Laremarque précédente est-elle utile pour démontrer que
S est de classe €7

140. Méthode de Picard
On note fy, la fonction identiquement égale a 1 sur le segment
[0,1] et, pour tout n € N, on pose

Vxelol], hm@:u%ﬁwfﬁa

1. Lasuite (fu),en est une suite de fonctions polynomiales
telles que

Paian
(n+1)!

VneN, Vxe[0,1], 0< fur1(x)— fu(x) <

2. La série de fonctions Y (f, — fy+1) converge normale-
ment sur [0, 1].

3. La suite de fonctions (f)yen converge simplement sur
[0, 1] vers une fonction f de classe ¢ sur [0, 1], telle que

fO)=1 et Yxe[0,1], f'(x)=f(x—=x?).

141.  Soit I = [0,1[U]1, +oo[. Pour tout x € I, on pose [6.35]
+oco XN
S(x) =) ——.
©-1 o

La fonction S est continue sur [ et
S(/x) = S(x).
La fonction S est croissante sur [0, 1], décroissante sur |1, +-oo] et

tend vers 0 au voisinage de +co.

142.  Approximation uniforme et polynomes de Bernstein
Pour tout entier n > 1, toute fonction f € %°([0,1]) et tout réel
x € [0,1], on pose

B0 = X (1)7(5) =

k=0 n

Vo<x<l,

1421 On dit qu'un endomorphisme T de %°([0,1]) est posi-
tif lorsque l'inégalité

Vxel01], f(x)<g(x)]
implique I'inégalité
Vxel[01], T(f)(x) <T(g)(x)]

1. L’application B, est un endomorphisme positif (non sur-
jectif) de #°([0,1]).
2.

vfed®(0,1), Vxe[01], [Bu(f)(x)] < Bullf])().

3.a

3.b

k rk n 1-n/n-2
visk<n, E(Z_1)<k)_ n (kfl)

4. On considere les trois fonctions polynomiales I, X et Y
définies par

Vte[0,1],

4.a
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4.b

Bu(Y) = Bu(Y — X) + Bp(X) = (1— 1)Y+ 1x.

142.2
5. Soiente > Oetty € [0,1].
5.a Il existe unréel « > 0 tel que

Viel0,1]N]tg—a, to+af,

[f(t) = f(to)| <&

et un réel M, > 0 tel que

|f(t) = f(to)]

lettoutx € [0,1],

vtelo1], <e+ Me(t—to)2

5.b  Pour tout tout n >

|Bu(f)(x) = f(to)]

5.c Pourtoutn > 1,

<&+ MeBy (Y — 260X + 81)(x).

~ flig)] S+ .

|Ba(f)(to)
6. La suite (By(f ))n cn- est une suite de fonctions polyno-
miales qui converge uniformément sur [0, 1] vers f.
143.  Soit A € M, (R).
1431 Si la matrice B est antisymétrique, alors la matrice
exp(xB) est orthogonale, quel que soit x € R.

143.2  L'application f : R — R définie par
VyeR, f(x)=tr(exp(xB)A)
est de classe ¢! et
Vx€eR, f'(x)=tr(Bexp(xB)A).

143.3  Sitr(PA) < tr A pour toute matrice orthogonale P, alors
la matrice A est symétrique.

Pour aller plus loin

144.  Questions pour réfléchir

1. Lanotion de convergence absolue n’a d’intérét que dans
un espace complet.

2. On suppose que la série de fonctions ) u, converge nor-
malement sur () et que les fonctions u, prennent leurs valeurs
dans un espace qui n’est pas complet. Que peut-on en déduire?

3.  Si les hypotheses du théoréme lebesguien d’intégration
terme a terme [8.121.1] sont satisfaites, alors les hypotheses du
théoreme de convergence dominée [8.123.2] le sont aussi.

145.  Approximation polynomiale de exp(z)
Pour tout entier p € IN, on pose

1 \" U

Po= (1 5%)" = & 5 ()

k=0

145.1 Pour tout nombre réel x et pour tout entier n assez grand,

Py(x) = exp[ntn(1+%/n)| = exp[x + O(V/a)].
La suite de fonctions polynomiales (Py),>1 converge uniformé-

ment sur tout segment [a, b], mais pas uniformément sur R, vers
la fonction exp.

145.2 Extension au domaine complexe
Soitz = re'? € C.
1.

Vn>1

2 2
‘1+£‘: 1+—rc059+r—2.
n \/ n n
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2. Pour tout n > 1, on note 6, la détermination principale
de l'argument de (1 + %/y,).
Pour tout n assez grand, |0,] < /> et

no, =
n n— —+oo

n Arctan(% sinf + o(l/n)) .

3. Lasuite de fonctions polynomiales (P, ), »1 converge sim-
plement sur C vers la fonction exp.

4. La convergence est uniforme sur tout disque de centre 0
et de rayonrg > 0.
145.3 Développement en série entiere
On fixe z € C et, pour tout entier k € N, on définit la suite uy en

posant
1 /n k

On la considere comme une fonction définie sur (2 = N [103].
La série de fonctions ) u; converge normalement sur tout voisi-
nage de +co dans IN, donc

VOo<k<n wuyn)=0 et Vnxk un)=

+00 +oo k

lim Z Z lim wu(n Z o

n—-+oo 7 ot
146.  On consideére une suite (f,),en de fonctions continues
qui converge uniformément sur [4, b] vers la fonction f. Alors :

exp(z) =

g

147.  Soit f, une fonction continue sur [a,b]. Si (x,),eN est une
suite d’éléments de [a,b] qui converge vers x et si (fu)n,eN estune
suite de fonctions (pas nécessairement continues) qui converge
uniformément sur [a,b] vers f, alors la suite de terme général
fn(xy) converge vers f(x).
148.  Suite de [25.2] — On suppose que ¢ est continue sur ().

1. La suite de fonctions (¢ o f;),en converge simplement
sur [ vers go f.

2. Si Q) est un intervalle de R, alors la suite (¢ o fy)eN
converge uniformément sur tout segment [a, b] contenu dans I.

3. Exemple pour lequel la convergence n’est pas uniforme
sur I.

149.  On consideére une suite (f,),en de fonctions continues
de [0,1] dans R, qui converge uniformément sur [0, 1] vers une
fonction f.

1.2 Lasuite (fu(1)),en est bornée.

1.b Il existe une suite extraite (fy, )xen qui converge unifor-
mément sur [0, 1].

2. Lafonction f admet un prolongement continu sur [0, 1] et
la suite (fy)neN converge uniformément sur [0, 1] vers ce prolon-
gement.

150. Théoréme de Dini

Soit (fn)neN, une suite de fonctions continues a valeurs réelles,
qui converge simplement sur [a, b] vers la fonction nulle. On sup-
pose que cette suite est décroissante, au sens ot :

< fur1(¥) < fulx).

Niwe) fn)-

1. Pourtoutn € NN, il existe x,, € [a,b] tel que My, = f,(xn).

2. II existe une suite extraite (xq)(n))nE]N qui converge vers
unréel w € [a,b].

3. Lasuite (M;),en est décroissante et positive.

4. Silasuite (My),eN ne tend pas vers 0, alors il existe ¢ > 0
tel que

Vx € [ab],

Pour tout n € IN, on pose M, =

VkeN, Vp< ) >«

o(k), (X)) = For)(Xg(k)

En particulier, f,(w) > € pour tout p € N. Conclure.
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151. Théoréme de Dini-Pélya

On considere une suite (f;),en de fonctions définies sur un seg-
ment [a,b], & valeurs réelles, qui converge simplement sur [a, ]
vers une fonction f.

Si chaque fonction f;; est croissante sur [a, b] et si la fonction f est
continue sur [a, b], alors la convergence est uniforme sur [a, b].
152.  Suite de [42] — On ne suppose plus que f est strictement
positive (en conservant les autres hypotheses).

Sila convergence de la suite de fonctions (f;),>1 est dominée sur
R, alors

Va0, /+Oof(t)dt:

et la fonction f est identiquement nulle.
153.  Interpolation et approximation

153.1 Echantillonnage

Soit f, une fonction bornée sur un segment [a, b].

Pour tout entier n € N*, on discrétise le segment [a, b] en intro-
duisant une subdivision (xy )o<k<y :

a=xy<x1<---<x,=>

et on échantillonne la fonction f en considérant la famille
(]/k)ogkgn définie par :

Vo<k<n yr=f(x).

153.2  On peut interpoler 1'échantillon (yx)o<k<, par des fonc-
tions constantes en posant

VO<k<n YV <t<xeq, gu(t)=uyk

ou en posant

V0<k<n,ka<t<xk+1, ]’ln(t)z]/k+1.

: —e
® e
; .

—e _ o
Dans les deux cas, on interpole f par une fonction en escalier.
Comment définir les fonctions en escalier g, et /1, aux points
d’abscisses t = xj ? Discuter I'importance de ce choix.
153.3  On peut aussi interpoler ’échantillon (yx)o<k<, par des
fonctions affines :

VO<k<n Ve <t < Xy,
t—x

X —t
q)n(t) k41

i Yi+1
= ey
Xk+1 — Xk Xk

X+1 —

ce qui revient a interpoler f par une fonction continue et affine
par morceaux.

153.4 Il ne faut pas confondre l'interpolation :
a partir d'un nombre fini de points du graphe de f, on construit
une fonction définie sur 'intervalle I tout entier;
avec l'approximation :
on construit une fonction, éventuellement au moyen d’un échan-
tillon de points du graphe de f, qui est assez proche (en un sens
a préciser) de f mais sans nécessairement passer par certains
points choisis du graphe de f.
153.5 Approximation des fonctions continues sur un segment
On suppose que f est continue sur [4,b]. Les fonctions gy, hy, et
@n ont été définies au [153.1].

1. Si gy est continue a droite, alors

If = 8nllw = max  sup |f(t) = f(xc)]-
0<k<n te x|

2. Sihy est continue a gauche, alors

|f(8) = far)]-

If =l = max

sup
0<k<n fG]

X, X1

3. Sila fonction f est continue sur [g, b], alors

If = pnlle < max{llf = nlloos Ilf = nlloo}

153.6 Toute fonction continue sur un segment [a, b] est appro-
chée uniformément sur [a, b] par des fonctions en escalier et par
des fonctions continues et affines par morceaux sur [a, b].

153.7 Commenter [153.4] a la lumiére du théoréme [153.6].
153.8 Approximation uniforme des fonctions continues par
morceaux

On suppose que f est continue par morceaux sur [a,b].
1. Il existe une subdivision

a=ay < <---<any=D>b

et une famille de fonctions (¢;)o<;<N telles que chaque fonction
@; soit continue sur le segment [w;, ;1] et que

i(x) = f(x).

2. Pour toute > 0, il existe 6 > 0 tel que

VO<KLi<N, Vx E][Xi,[xi+1[/

V0<i<N,Voci<x,y<oci+1,
x -yl <8 = [f(x) - fy)| <=

3. Pour tout ¢ > 0 et pour tout 0 < i < N, il existe une
fonction en escalier ®; : [, a;1] — R telle que
sup | ®i(x) — f(x)| <
XEai,mi]

4. 1l existe une suite de fonctions en escalier sur [a,b] qui
converge uniformément sur (4, b] vers f.
153.9 Approximation en moyenne des fonctions continues
par morceaux
On suppose que f est continue par morceaux sur [4,b] et on
conserve la subdivision (&;)o<;< N définie au [153.8].

1. Il existe deuxréels M > Oetd > 0 tel que

Vxelab], |f(x)]<M et VOSi<N, < (a1 —a;).

2. On choisit 0 < # < 9/3. 1l existe une fonction continue
¢ ¢ [a,b] — R qui soit affine sur les segments

[, 0 + 6], [0 — 60,00 +06],...,[0; —0,0; +0],..., [any — 6,an]
et telle que
VO<Ki<N,Vx€[a+0,a,.1—6],
Sig(a) = f(a) et g(b) = f(b), alors

/ab |f(x) — g(x)| dx < 4MN6.

8(x) = f(x).

3. 1l existe une suite de fonctions continues sur [a,b] qui
converge en moyenne vers f.

4. 1l existe une suite de fonctions continues et affines par
morceaux sur (4, b] qui converge en moyenne vers f.

10.17



SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

154.  Soient E, un espace vectoriel de dimension finie muni
d’une norme ||-||; Z = (ex)1<k<q, une base de E et #*, la base
duale de #.
154.1 Densité pour la convergence uniforme
Soit I = [a, b].

1. La suite de fonctions (¢n)yen converge uniformément
sur [ vers f : I — E pour la norme ||| :

lim su11:> | @n(t) —f(t)H =0

n—+00 o

si, et seulement si, pour tout 1 < k < #, la suite des composantes
(e} o @n)nen converge uniformément sur I vers la composante
*
e;of:
kof:

V1<k<d, li : t) —ep t)| = 0.
i, sup [ef o gn(t) — e o f()] =0

2. Sila fonction f : I — E est continue par morceaux,
alors il existe une suite (¢n),en de fonctions en escalier sur [
qui converge uniformément sur I vers f. —[52]

3. Silafonction f : I — E est continue, alors il existe une
suite () yen de fonctions continues et affines par morceaux sur
I qui converge uniformément sur I vers f. —[153.6]
154.2 Densité pour la convergence en moyenne
Si f : I — E est une fonction intégrable sur I, alors il existe une
suite (fn)yen de fonctions en escalier sur I telles que

JIF® = | dt ——o.

155.  Une courbe de Peano
Une courbe de Peano est un arc paramétré

F= [t (x(t),y(®)]

continu sur [0, 1], dont le support est le carré [0,1] x [0,1].
L'existence d"une telle courbe signifie qu’il existe des applications
continues et surjectives de [0, 1] sur [0,1] x [0, 1].

155.1 La construction suivante est dtie a Liu Wen, A Space
Filling Curve, The American Mathematical Monthly, Vol. 90, No. 4
(Apr., 1983), p. 283.

155.2  Pour tout entier 0 < k < 9, on pose

k (k+1)
he= [E’ 10 ] '

Il existe deux fonctions f et g, continues sur R, de période 1, telles

que

Vte hUl;,, f(t)=0 VtelUl;, f(t)=1
Vte L UIs, g(t)zl Vtel3Uly, g(t):O

155.3 Les fonctions ¢ et i définies pour tout t € [0,1] par

+o0 1 k +oo 1 k
p(t) =), Ff(lo t) et p(t)=), Fg(lo t)
k=0 k=0

sont continues sur [0, 1].
155.4 Soient 0 < x,y < 1, représentés en base 2 :

—+o00 —+o00
_ Xk _ Yk
*= Lo V=L
k=1 k=1

Pour tout entier k > 1, on pose

et enfin

Alors (x,y) = F(t).
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