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Fonctions définies par une intégrale

I

Intégrale fonction des bornes

1 Soit f, une fonction intégrable sur l'intervalle ouvert I.
Pour tout xy € I, on considere la fonction Fy, définie par

X
Vxel, Fy(x)= [ f(t)dt
X0
1.1 Si f est bornée sur I, alors Fy, est lipschitzienne sur I.
1.2 La fonction Fy, est continue sur I.
13 La fonction Fy, est dérivable a gauche et a droite en tout

point x € I et

(Fx)g(x) = f(x7),

1.4 = Théoréeme fondamental
Soient f, une fonction continue sur I et xo € 1. La fonction

(Fx)g(x) = f(x™).

Fy = {x - x:f(t) dt}

est de classe € sur I et est une primitive de f.

15 Soient f € €°(I); ¢ et ¢, de classe €' de ] dans I. La
fonction

G=lur /:(Jl(j)f(t) d]

est de classe ¢! sur | et
G'(u) = f(p(u)y' (1) — f(@(u) ' (u).

2. = Soit f, une fonction continue sur [a, +oo[. Si l'intégrale

/:wf(t) dt

est convergente, alors la fonction G définie par

Yue],

—+o0
Vx>a, G(x) :/ F(1) dt
X
est de classe € sur [a, +oo[et G = —f.

Entrainement

3. Questions pour réfléchir
1.  Etudier le signe et les variations de

xZ
G(x) :/ Intdt.
JX

Calculer un équivalent de G(x) au voisinage de O et au voisinage
de +oo.

2. Suite de [1] = Si Fy, est dérivable sur I, sa dérivée est-elle
égalea f7

3. Si une fonction F est dérivable mais pas de classe ¢!, sa
dérivée peut-elle &tre continue par morceaux ?

4. Pour tout entier n > 2,

X n
Va [Terttdr = 3 (—1)%(k— 1)k ).
e [Te o S e it o)

5. Pour tout x > 0, on pose

G = [T g1

1. Lafonction G est de classe %2 sur |0, +oo| et
1 1
Vx>0, G (x)—&—G(x):;.

De plus, G(x) tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.
2.

x—0 t

+00 +00 gi
/ %Stdtw—énx, lim G(x) :/ Sl—ntdt.
x 0

II

Intégrales fonctions d’'un parameétre

6. Etant donnée une fonction f des variables x € Qett € [
telle que, pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] soit intégrable
sur I, on étudie les propriétés de la fonction

F= {x — '/If(x,t) dt}

et en particulier sa régularité (continuité, dérivabilité).
7. L'intervalle d’intégration I est fixe. L'expression

F(x) = /axf(x,t)dt

n’est pas une intégrale seulement fonction de la borne supérieure,
ni une intégrale seulement fonction d'un parametre.
Dans ce cas, on doit en général considérer [73] que

Y
F(x) = ®(x,x) ou ®(x,y)= / f(x,t)dt
a
mais il arrive qu’on s’en sorte avec un peu d’astuce [57].

II.1 Propriétés ponctuelles

8. La parité, la monotonie, la convexité et la continuité de F
peuvent parfois se déduire trés simplement de f.
8.1 Si, pour tout t € I, la fonction [x — f(x,t)] est croissante

(resp. décroissante), alors la fonction F est croissante (resp. dé-
croissante).

8.2 Si, pour tout t € I, la fonction [x — f(x,t)] est convexe
(resp. concave), alors la fonction F est convexe (resp. concave).
8.3 S’il existe une fonction g, intégrable sur I, et une constante
K telles que

V(xyt) €eQxQxI [f(xt) = fly,t)] <Kg(t)lx -y,

alors F est lipschitzienne sur ().

9. Exemples
9.1 La fonction F définie par

1 dt
F =
(x) /0 1+ xt?

est décroissante, convexe et positive sur |—1, +-o0].
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9.2 La fonction F définie par
Teo dt
F =
©=[ e
est décroissante, convexe et positive sur |1, oo
9.3 La fonction F définie par
+oco 67)‘
Flx) = / dt
0 x+t
est décroissante, convexe et positive sur ]O, +o0 [
9.4 La fonction F définie par
+oo =X t
F(x) = / dt
().ol+ﬂ

est décroissante, convexe et bornée sur [0, +co[. Pour tout a > 0,
la fonction F est lipschitzienne sur [a, +oo|.
9.5 La fonction F définie par

[T Arctan(xt)
H@*A tuH%dt

est impaire et lipschitzienne sur R.

I1.2 Rappels sur la continuité

10. #o Une fonction est continue sur un intervalle (resp. sur un
ouvert) lorsqu’elle est continue en chaque point de cet intervalle (resp.
de cet ouvert).

Caractérisations séquentielles

11. On considere une fonction ¢ définie sur (), a valeurs dans
un espace E.

11.1 = La fonction ¢ est continue en xy € ) si, et seulement si, pour
toute suite (uy),en d'éléments de Q) qui converge vers xg, la suite
(¢(un))pen converge.

11.2  Par définition, une fonction ne peut étre continue qu’en
un point xy de son ensemble de définition.

En revanche, on peut étudier I’existence d’une limite pour ¢ au
voisinage d'un point xg qui n’appartient pas a son ensemble de
définition Q).

11.3 = La fonction ¢ tend vers une limite £ (appartenant a E ou in-
finie) au voisinage de xq si, et seulement si, pour toute suite (ity)peN
d’éléments de Q) qui tend vers xq, la suite (¢(un))peN tend vers £.

Du local au global

12. Topologie locale de R?

Tout espace vectoriel E de dimension finie sur IR ou C est loca-
lement compact : tout ouvert de E est ainsi une union de parties
compactes.

12.1 = Soit Q), un intervalle de R. Pour tout xy € Q), il existe un
segment [A, B] tel que

Xo € [A,B} c Q.

12.2 = Soit Q, un ouvert de RY. Pour tout xg € I, il existe une boule
fermée B, de rayon r > 0 telle que

X0 € B, C Q.

13. Méthodes

La définition [10] permet de parvenir a une conclusion globale par
une démonstration locale.

13.1  Une fonction définie sur une partie ) d’un espace vecto-
riel E de dimension finie est continue sur () si, et seulement si,
pour tout xg € (), elle est continue sur un voisinage Vy, (relatif a
Q) de X0-

13.2  Une fonction définie sur un intervalle ) C R est continue
si, et seulement si, elle est continue sur tout segment [A, B] C Q.

9.2

133  Une fonction définie sur un ouvert Q C R¥ est continue
si, et seulement si, elle est continue sur toute boule fermée conte-
nue dans ), c’est-a-dire si elle est continue sur toute partie com-
pacte K C Q.

14. Exemples de mise en ceuvre

14.1 Une fonction est continue sur [0, +oo[ si, et seulement si,
pour tout B > 0, elle est continue sur le segment [0, B].

142 Une fonction est continue sur |0, +00] si, et seulement si,
quels que soient 0 < A < B, elle est continue sur [A4, B].

14.3 Une fonction est continue sur |0, +oo[ si, et seulement si,
quel que soit A > 0, elle est continue sur [A, +oo].

14.4  Une fonction est continue sur R si, et seulement si, quel
que soit A > 0, elle est continue sur [—A, A].

145  Une fonction est continue sur un ouvert O C R? si, et
seulement si, elle est continue sur tout pavé [, B] x [y, 6] contenu
dans Q.

15. Comme les fonctions dérivables sur un intervalle de IR et
les fonctions de classe ¥ sur un ouvert de R? sont définies de
maniére analogue aux fonctions continues, on peut utiliser des
méthodes analogues pour prouver qu'une fonction est dérivable

sur un intervalle donné ou de classe ¥ sur un ouvert donné.

II1.3 Continuité

16. Comme le théoreme de convergence dominée [8.116.1],
le théoreme [17] donne une condition suffisante pour passer a la
limite sous le signe f : sa conclusion peut étre écrite sous la forme
suivante.

YV xg €Q, /hmfxt)

X—Xp

xlgr)}g{/fxt dt}

17. = Soient Q), une partie d’un espace vectoriel de dimension finie et
I, un intervalle de R. On consideére une fonction f définie pour (x,t) €
Q x I telle que

171 Hypotheése de continuité

Pour tout t € I, la fonction [x — f(x,t)] est continue sur Q;

17.2  Hypothese d’intégrabilité

Pour tout x € O, la fonction [t — f(x,t)] est intégrable sur I;

17.3  Hypothése de domination

11 existe une fonction g, intégrable sur I, telle que

ViteLVxeQ, [f(xt)|<g(b).

174  Conclusion
Alors la fonction définie sur Q) par

F= {xH /If(x,t) dt}

est continue.

18. En pratique

Pour vérifier 'hypothese de domination [17.3], on cherche un ma-
jorant de |f(x,t)| qui soit a la fois intégrable sur I (en tant que
fonction de t) et indépendant de x € Q).

18.1  Ilarrive assez souvent que cette hypothése de domination
ne soit pas vérifiée pour x € Q).

11 faut dans ce cas savoir raisonner localement pour conclure glo-
balement [13.1] : pour démontrer que la fonction F est continue
sur (), il suffit de pouvoir, pour chaque point xg € (), appliquer
le Théoreme de continuité [17] sur un voisinage Vy, C ) de xo.
La fonction dominatrice g de [17.3] peut dépendre du point xg
choisi (alors qu’elle doit étre indépendante de x € Vy,).

18.2 1l suffit en fait d’appliquer le théoréme sur une famille
bien choisie [14] de parties (V;);c; de Q) telles que

Q=
i€l

18.3  Si cette hypothése de domination est vérifiée sur tout
compact V contenu dans (), alors la fonction F est continue sur Q).
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18.4 Si l'intervalle d'intégration I est borné, il suffit que f soit
bornée sur Q) x I :

IMeRy, VteLVxeQ, |f(xt)|<M

pour vérifier 'hypothése de domination [17.3].

18.5 Si l'intervalle d’intégration I est un segment, il suffit que
f soit continue sur ) x I pour que les trois hypotheses du théo-
réme [17] soient vérifiées pour tout compact V C Q) et cela
prouve que F est continue sur Q).

19. Limite finie aux bornes de l'intervalle

Une variante du théoréme [17] permet d’étudier une intégrale
aux extrémités de son intervalle de définition.

19.1 = Soient (Y = |a, B[ et I, deux intervalles de R. On considere
une fonction f définie pour tout (x,t) € Q x I. On suppose que :

1. Pour tout x € Q, la fonction [t — f(x,t)] est intégrable sur I;

2. Pour tout t € I, l'expression f(x,t) tend vers ¢(t) lorsque x
Otend vers «;

3. La fonction [t — ¢(t)] est intégrable sur I;
4. Il existe g € Q) et une fonction g intégrable sur I telle que

[f(x 6] < 8(t)-

VielLVxelan,

Alors
Jl(lirh/lf(x,t) dt:/I(p(t)dt.

19.2  Pour étudier la limite de F au voisinage de «, on peut se
contenter de vérifier I'hypothese de domination sur un voisinage
a droite V, de a.

19.3  De maniére analogue, pour étudier la limite au voisinage
de B, il suffit de vérifier 'hypothése de domination sur un voisi-
nage a gauche Vg = [Bo, B[ de B.

19.4  Ce théoreme donne une condition suffisante pour qu’une
intégrale fonction d’un parametre ait une limite finie. On ne peut
donc pas l'appliquer dans le cas d"une limite infinie.

20. Exemples

20.1  Suite de [9.4] — La fonction F est continue sur [0, +oo[ et
tend vers 0 au voisinage de +oo.

20.2  Suite de [9.1] — La fonction F est continue sur |—1, 4-oo[ et
tend vers 0 au voisinage de +oo.

20.3  Suite de [9.2] — La fonction F est continue sur |1, +oo[ et
tend vers 0 au voisinage de +oo.

20.4  Suite de [9.3] — La fonction F est continue sur ]0, +oo[ et
tend vers 0 au voisinage de +oo.

Entrainement

21. Questions pour réfléchir

1. Suite de [6] -

1.a  Condition suffisante pour que F soit bornée sur 37

1.b  Sila fonction f est bornée sur Q) x I, la fonction F est-elle
bornée sur (17

2. Suite de [9.4] — La fonction F tend vers 0 au voisinage de
+o00 et vers 7/> au voisinage de 0.

3.  Suite de [9.1] — La fonction F tend vers 0 au voisinage de
~+o00 et vers 400 au voisinage de —1. —[1.14]

4.  Suite de [9.2] — La fonction F tend vers 0 au voisinage de
~+o00 et vers 400 au voisinage de 1. —[1.14]

5.  Suite de [9.3] — La fonction F tend vers 0 au voisinage de
~+o00 et vers 400 au voisinage de 0. —[1.14]

6.  Suite de [11.1] — Que dire de la limite de (¢(un))nen ?

7. Suite de [11.3] — Que conclure si ¢ admet une limite en
un point xy € )7 Cette limite peut-elle étre infinie?

8.  Suite de [11.3] — On suppose que, pour toute suite (i, ) eN
d'éléments de Q) qui tend vers xg, la suite (¢(un))en converge.
Dans ce cas, la limite de (¢(un))nen ne dépend pas de la suite
(un)nen et la fonction ¢ admet une limite au voisinage de x.

9. Déduire le théoréme de continuité [17] du théoréme de
convergence dominée [8.116.1].

10.  On suppose que l'intervalle d’intégration I est un segment
et que f est une fonction continue sur Q) x I. L’hypothée de domi-
nation [17.3] est-elle vérifiée sur Vy, = Q7

221 D’apres[19.1],
Yoo o .
T AL P}
x—0.J0 x+t t
222 Soient ¢ € .Z1(R) et h, continue et bornée sur RR.. La fonc-

tion F définie par

—+oo

VxeR, F(x) :/ g(x — Dh(t) dt

—00

est bornée et continue sur R.
223 Lafonction F définie par

T tsint
F(x) = / —dt
() 0 1—xcost
est continue sur [0, 1].

22.4 La fonction F définie par

Vxe[0,1],

xtsint

7T
/1/ F - 5 A, 4
vxelo] () /o x2 —2xcost+1

est continue sur [0, 1].
22,5 Soit g, intégrable sur I = |0, 1]. La fonction F définie par

VreR, F(x):/ol |g(t) — x| dt

est continue et convexe sur IR. Elle tend vers +o0 en d-o0 et atteint
un minimum sur RR.
226  Soit0 < w < 1/5. La fonction F, définie par

Foo xdt
Fo(x) = —
x(x) /1 (1 + tx2)

est continue sur |0, +oo[ et, lorsque x tend vers +oo,

1t dt
Fa(x) ~ 7/1 fAta

Etudier la limite en 0 en distinguant le cas & = 1/2.
227 Soit g € #!(R*). La fonction F définie par

F(z):/oﬂof(—;)tdt

est continue sur C privé de R_ et tend vers 0 au voisinage de
U'infini. Etudier la limite de F lorsque z € R tend vers 0.
23. La fonction F définie par

/2 t
po = [
0 t+x

est continue et décroissante sur ]0, 4-oo]. Elle tend vers 0 au voisi-
nage de +oo et vers +oo au voisinage de 0 :

1 1
Fx) = =+ o(x—2) et F(x) = —fx+0(1).

24. Pour tout x > 0, on pose

IO e a—

Jo V14 #
Comme
1 +o0 M3€7u
Vx>0, X ———du,
e Ve

=2,
alors f(x) = O(x~*) au voisinage de +co et

f(x) ~ Ve

x—0

Elle est donc intégrable sur [1, +oo[, mais pas sur |0, 1].

93
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III

Dérivation sous le signe [

III.1 Fonctions de classe %!

25. Le théoreme [26] donne une condition suffisante pour dé-
river sous le signe [ , puisqu’on peut comprendre sa conclusion
sous la forme suivante.

-%Aﬂxmﬂzﬁgwﬁw

1 s’agit ici encore de passer a la limite sous le signe [, puisque
I'égalité précédente peut étre comprise sous la forme suivante.

i EODZFO0) _ [ f008) = fro) o
X—X0 X — Xg xﬁxo X — X0
e FED S0t
] X—Xo X — XO

C’est pourquoi le théoréeme [26] est lui aussi une conséquence du
théoréme de convergence dominée [8.116.1].

26. = Soient Q) et I, deux intervalles de R et f, une fonction définie
pour tout (x,t) € Q x I. On suppose que :

26.1  Hypothese de régularité

Pour tout t € I, la fonction [x — f(x,t)] est de classe G sur Q;
26.2  Hypothese d’intégrabilité

Pour tout x € Q, les fonctions

[t f(x,8)] et [t|—> %(x,t)]

sont intégrables sur I;

26.3  Hypothese de domination

Pour tout xy € Q) il existe une fonction g, intégrable sur I, et un
voisinage V C Q) de x tels que

VteLVxev,\%uwﬂggw

26.4  Conclusion
Alors la fonction F définie sur Q) par

@:Aﬂnow

est de classe €1 et

Vxen, mm:ﬁ%moa

27. En pratique
Comme pour le théoreme de continuité [17], il savoir choisir V
de telle sorte que '’hypothese de domination [26.3] soit vérifiée.

271 Silintervalle d’intégration I est borné, il suffit de démon-
trer que
of
IMERL, YV (x,t)eQxI, bﬂxﬂgM.
272 Lorsque I est un segment, il suffit que f soit de classe

%" sur un ouvert O C R? contenant Q) x I pour que toutes les
hypotheses du théoreme [26] soient vérifiées pour tout segment
V C O, ce qui montre que F est de classe %! sur Q.

28. Exemples

28.1  Suite de [22.3] — La fonction F est de classe ¢! sur [0,1].
28.2  Lafonction F définie par

F(x) = /+Ooe’

J —00

(t+ix)? dr
est de classe €1 sur R et sa dérivée est nulle. —[59]

9.4

28.3 La fonction F définie par

Foy= [

est de classe %! sur |0, +oo|.
28.4  Lafonction F définie par

e Mt chtdr

e VT cos t dt

est de classe ! sur |0, +oo|.
28.5  Lafonction F définie par

Foo dt

Fx) = 0 Vt(sh®t+sin?x)

est de classe ¢! sur |0, 7t|.

III.2 Extension aux fonctions de classe ¢

29. = Soient Q) et I, deux intervalles de R. On considere une fonction
f définie pour tout (x,t) € Q x I. On suppose que :

29.1  Hypothése de régularité

Pour tout t € I, la fonction [x — f(x,t)] est de classe €™ sur C);
29.2  Hypothése d’intégrabilité

Pour tout 0 < k < n, pour tout x € Q, la fonction

[t — ak—f(x,t)}

oxk

est intégrable sur I;

29.3  Hypotheése de domination

Pour tout xy € Q, il existe un voisinage V C Q) de xq et, pour tout
1 < k < n, il existe une fonction g, intégrable sur I, tels que

ok
Viel, VxeV, a{utﬂ & (b).
29.4  Conclusion
Alors la fonction F définie sur Q) par

@:Afmow

est de classe € sur Q) et

k
<nm,VxeQ, FR(x) = Q

vV1<k e

) dt.

30. Pour démontrer que F est de classe ¢, il suffit d’appli-
quer le Théoreme [29] pour tout entier n > 1.

31. En pratique

Une fois de plus, il faut choisir le voisinage V en fonction de xg
de telle sorte que ’hypothese de domination [29.3] soit vérifiée.
311 Si lintervalle d’intégration I est borné, il suffit que les
fonctions g soient constantes pour que [29.3] soit vérifiée.

312 Sil est un segment et si f est de classe ¢ sur un ou-
vert O C R? qui contient Q x I, les hypothéses du théoréme [29]
sont vérifiées pour tout segment V = [A, B] contenu dans Q) et la
fonction F est de classe € sur ().

313  Compte tenu de I’hypothese de domination [29.3], il suffit

que les fonctions
k
te (5]
)

soient continues sur I pour étre intégrables sur I : '’hypothese
d’intégrabilité [29.2] est pour ainsi dire toujours vérifiée.

32. Exemples

321 Suitede [9.4] - La fonction F est de classe €' sur |0, +oo],
mais n’est pas dérivable en 0.

32.2  Suite de [9.1] — La fonction F est indéfiniment dérivable
sur |—1, +oo[.



IV APPLICATIONS

32,3 Suitede [9.3] — La fonction F est de classe € sur ]0, +oo|.

324  Soient g € ¥ eth € ¢!, deux fonctions périodiques de
période T. Alors la fonction F définie par

VxeR, F(x)= %/()Tg(x—t)h(t)dt

est périodique de période T et de classe €%+,

325 Les fonctions F et G définies par
+oo gin?(xt) _, T (1 —cosxt) _,
F(x) = /0 2 ¢ dt, G(x)= /0 e dt

sont de classe ¢ sur R. On déduit de [8.67] que
1
VxeR, G(x)=xArctanx — 5 m(1+ x%).

32.6 La fonction F définie par

T
F(x):/ ersin®0 g
Jo

est de classe ¥ sur R.
32.7  Les fonctions de Bessel |, définies par

1 T
Jn(x) = E/o cos(nt — xsint) dt

sont de classe € sur R.
32.8  Lafonction Y définie par

T : teo —xsht
Yo(x) :/0 sm(xsmt)dt—Z/O e dt

est de classe € sur |0, +o0].

32.9  Suite de [22.7] — La fonction F est indéfiniment dérivable
sur |0, +-o0].

Entrainement

33. Questions pour réfléchir

1. Déduire le théoréme [26] de dérivation sous le signe [ du
théoréme de convergence dominée [8.116.1] et du théoréme de
continuité [17].

2. Suite de [27.1] — Comparer les assertions suivantes.

2.a

IMER,, ¥ (x,t) e VxI, ﬂ(x,t)‘ <M

‘Bx

2.b

V(x,t) eVxI, IMER,, ‘%(x,t)‘ <M

3. Sous les hypothéses du théoréme [26], pour tout segment
[A,B] C V, il existe une fonction h, intégrable sur I, telle que

|[f(x, )] <h(t).

4.  Sion considére que la fonction F étudiée dans le théoréme
[26] est définie sur Q) et si les hypothéses du théoréme sont satis-
faites sur un segment V, la fonction F est-elle de classe € sur ce
segment ?

5. Si les deux premiéres hypothéses du théoréme [29] sont
satisfaites et s'il existe une fonction ® € Z1(I) telle que

Viel Vxel[AB],

Vi(x,t)eQxl,

alors I'hypothése de domination [29.3] est vérifiée sur tout segment
[A,B] C Q) et la fonction F est de classe €™ sur Q).
6.  Expliquer les remarques [27.2] et [31.2].

34. La fonction F définie par

F +o0 e,tXZ 4
= t
=) /0 143

est de classe ¢! sur R. Tracer I'allure de son graphe a l'aide de
[8.51.3] et de [8.100].

35. On étudie les fonctions Fj et F, définies par

+oo int +o0
Fi(x) :/0 e”“% dt et F(x) :/0 e

1.

_ysinxt
t

dt.
Vx>0, Fz(x) = Fl(l/x).

2. La fonction F; est de classe ¢! sur 10, +c0], la fonction F,
est de classe €1 sur R et par [8.67]

Vx>0 F(x)= % — Arctan x,

VxeR, F(x)=Arctanx.
—[60]

36. Suite de [8.118.6] — La fonction F est de classe ¢ sur I'in-
tervalle | -1, +-co[ et

x+2

Vx> -—1, ——
x+1

F(x) =4{n

donc F(x) ~ — ¢n(x + 1) lorsque x tend vers —1.

v

Applications

IV.1 Intégrale de Gauss

37.1 La fonction F définie par

F(x) = /Ole

est de classe ¢ sur R. Elle est égale a /4 en x = 0 et tend vers 0
au voisinage de +-co.
37.2  Lafonction G définie par

C2(148) dt
1+12

G(x) = F(x) + {/Oxe*fz dtr

est constante sur R.

37.3 N
/ e dt = Vi
37.4 Densité de la loi normale
Quels que soientm € Reto > 0,
too 1 —(t—m)?
ex ( ) dt=1.
J—co 2710 P 202

IV.2 La fonction I' d’Euler
38. # La fonction T est définie par

+c0
I'(x) = / Lot dr
Jo
pour tout x € R
39. La fonction I est de classe € sur |0, +oo[ et, quel que soit

I'entier n € N¥,

00
¥ x €]0,+oo[, F(">(x):/0 (In )" et dt.

9.5
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40. Equation fonctionnelle et valeurs particuliéres
40.1

Vx>0, al(x) =T(x+1).
40.2 —[8.64.2]

VneN*, T(n)=(n-1)
40.3
oo,
r(lp) = 2/ e du=vn
0

41. Comportement asymptotique de la fonction I’
411  Auvoisinage de 0, ona I'(x) ~ /.
412  Comme

2 _qdt

Vx>0, r(x)>/1 A

la fonction I tend vers 4-oco au voisinage de +oo et son graphe
présente une branche parabolique d’axe vertical.

413  La fonction I' nest intégrable ni au voisinage de 0, ni au
voisinage de +-cc.

41.4  Lafonction 1/r est intégrable sur ]0, +oo].

42.  FEtude globale

421  Lafonction I est strictement convexe.

422 La fonction I admet un minimum global et ce minimum
est atteint sur [1,2].

IV.3 Transformation de Laplace

43. La transformée de Laplace d’une fonction continue par
morceaux f est définie par

L) = [ e ar

0

La détermination de 1’ensemble de définition de L(f) fait partie
de I'étude de L(f).

44. On suppose que f est intégrable sur |0, +oo].

44.1  La fonction L(f) est continue et bornée sur R 1.

44.>  Elle tend vers 0 au voisinage de +-oo.

443  Lafonction L(f) est de classe ' sur R},

44.4  Silafonction [t — tf(t)] estintégrable sur |0, 4-oco[, alors

L(f) est de classe ¢! sur R.
445  Silafonction [t — " f(t)] est intégrable sur |0, +oo[, alors
L(f) est de classe " sur [0, +oo[ et

L) = 3 S [T gy art o)

pour p voisin de 0.

45. Théoréeme de la valeur initiale
On suppose que f est continue par morceaux et bornée sur R.

45.1  La fonction L(f) est continue sur |0, 4+o0[.
452  Si f admet une limite (finie) non nulle f(0") au voisinage
de 0, alors

1 T et 0)]dt=0

i N t) — t=

Jm f pe A - £(07)]
et, lorsque p tend vers +oo,
o+
L)) ~ 1

453  Si f est positive mais pas intégrable sur ]0, +oo[, alors
L(f) tend vers +o0 au voisinage de 0.

46. Théoreme de la valeur finale

Si f est continue par morceaux sur R4 et tend vers une limite
finie ¢ au voisinage de +co, alors L(f)(p) est défini pour tout
p > 0et pL(f)(p) tend vers £ au voisinage de p = 0.

9.6

v

Extension aux fonctions a valeurs vectorielles

47. Le théoréme de convergence dominée s’étend sans diffi-
culté aux fonctions a valeurs dans un espace vectoriel E de di-
mension finie.

471 Soit (fn)nen, une suite de fonctions qui converge simple-
ment sur I vers la fonction f. La convergence de la suite (f,)nen
est dominée sur I si, et seulement si, pour tout 1 < k < 4, la
convergence de la suite (fi ,),cn des composantes est dominée
sur I.

47.2 = Théoreme de convergence dominée

Soit (fn)neN, une suite de fonctions continues par morceaux de I dans
un espace vectoriel de dimension finie E.

Sila suite (fn)nen converge simplement sur I vers une fonction conti-
nue par morceaux f et s'il existe une fonction g intégrable sur I telle

que
Vtel,VneN, |[fut)|;<g®),

alors
lim

EWALOE

G

47.3  On peut en déduire une condition suffisante pour qu'une
intégrale varie continiment en fonction d’un parametre.

t)||pdt =0

et en particulier

Hdt—— / £(1) dt

n—-+oo JJ

48. = Théoréeme de continuité

Soient OO C R? et I, un intervalle de R. On considere une fonction f
définie pour (x,t) € Q x I et on suppose que :

48.1  Hypothése de régularité

Pour tout t € I, la fonction [x — f(x,t)] est continue sur Q);

48.2  Hypothése d’intégrabilité

Pour tout x € O, la fonction [t — f(x,t)] est intégrable sur I;

48.3  Hypothése de domination

Pour tout xy € Q, il existe un voisinage V€ ¥ (xo) et une fonction
g intégrable sur I telle que

VieLVxeV, |f(xt)];<sg)

Alors la fonction F définie par
x) = / Flx, 1) dt
I

49. Lorsque Q) est un intervalle de IR, on dispose d"une condi-
tion suffisante pour que cette intégrale soit une fonction de classe

&1 sur Q.

50. = Théoréme de dérivation sous [

Soient Q) et I, deux intervalles de R et f, une fonction définie pour tout
(x,t) € Q x L. On suppose que :

50.1  Hypothése de régularité

Pour tout t € I, la fonction [x — f(x,t)] est de classe € sur Q;
50.2  Hypothése d’intégrabilité

Pour tout x € Q, les fonctions

48.4

est continue sur ().

of
[t f(x,1)] et [t - o (x, t)]
sont intégrables sur I;
50.3  Hypothese de domination
Pour tout xy € Q, il existe un voisinage V. € ¥ (xo) et une fonction
g intégrable sur I tels que

VxeV,vVtel, H%(x,t)HE < g(b).



QUESTIONS, EXERCICES & PROBLEMES

50.4  Alors la fonction F définie sur Q) par

F(x) = / Flx,b)dt
J1
est de classe € sur Q) et

Vxev, F(x) = /I%(x,t)dt.

51. Bien entendu, ce résultat se généralise aux fonctions de
classe " pour tout entier n > 2 [29] et donc aux fonctions de
classe €.

52. = Intégration terme a terme

Soit Y, fn, une série de fonctions d'un intervalle I dans un espace vec-
toriel de dimension finie E qui converge simplement sur I.

On suppose que :

521  Hypothese d’intégrabilité

Les fonctions fy, sont intégrables sur I;

52.2  Hypothese de régularité

La somme S de la série Y, f,, est continue par morceaux sur I;

52.3  Hypothese de domination

La série de terme général positif

A TAGIFEE

est convergente.
52.4  Alors la somme S
¥ [, fu(t) dt est convergente et

I — E est intégrable sur I, la série

/IS(t)dt—:Zo;/Ifn(t)dt.

Questions, exercices & probléemes

Perfectionnement
53. Exemples et contre-exemples
1. Exemple de fonction f intégrable sur I = [0,+oo[, non

bornée sur I, pour laquelle la fonction

Fy = {x - x:f(t) dt}

est lipschitzienne sur I.
2. Exemple de fonction dérivable F telle que

F(x) :/If(x,t) dt sansque F'(x) :/I%(X,t) dt.

3. Suitede [69] - Exemple ot ¢ n’est pas de classe €2.

54, Méthodes

1. Comment démontrer qu'une fonction est de classe ¢* sur
un intervalle I C IR? sur un ouvert de R"?

2.  Comment démontrer qu'une fonction n’est pas continue
en un point xy de son ensemble de définition?

3. Comment démontrer qu’'une fonction n’admet pas de li-
mite au voisinage d"un point xg ?

4. Comment démontrer qu’une fonction définie par une in-
tégrale

F(x) = /1 F(x,b)dt

tend vers l'infini? Peut-on utiliser le théoreme de convergence
dominée a cet effet?

5. Soit f, une fonction continue sur [0, +-oo[ et dérivable sur
10, +c0[. Si sa dérivée f’ tend vers I'infini au voisinage de 0, alors
f n’est pas dérivable en 0.

55. Questions pour réfléchir

1. Soit f : ]0,+oo[ — R. Il existe une suite (u#,),en de
limite nulle telle que la suite (¢(us)),eN admette une limite (finie
ou infinie).

2. Généraliser le théoréme [26] de dérivation sous le signe [
aux fonctions f définies sur Q x I, ou  est un ouvert de RY.

3.
2n+1y  (2n)!
VneN, F( 5 )74”;1!\/;

4. Soit O, un ouvert de R™. Condition suffisante pour que la

fonction
{u — /If(u,t) dt}

soit de classe € sur Q.

Approfondissement

56. Suite de [9.5] —
1. La fonction F est de classe ¢! sur R.

F(x) = Z tn(1+x).

Vx>0,
x 2

+o0 2
/ wdt: min2.
0

12

57. Soit f, une fonction de classe ¢ 1 de R? dans R.
La fonction g définie par

X 1
8(x) =/ f(x,t) dtzx/ £(x, ux) du
Jo Jo
est de classe €1 sur R et

VYeR, g(x)=flxx)+ /Ox %(x,t) dt.

58. Fonction d’Euler et constante d’Euler
58.1
1 n+1 1
VneN, 7/ (n+1Dy"n(1-y)dy =) -
Jo = k
58.2  Suitede [6.28] —
. " xX\"
i [ (1-3) msax =
58.3  Suite de [8.127] —
+00
I'(1) :/ e “fnxdx = —v
0

59. Une transformée de Fourier remarquable

1. Suitede [8.68] — La transformée de Fourier

/Ho ei"tftz/z dt

(o)

est une solution de l'équation différentielle y’ + xy = 0.
2. Larelation suivante se déduit du théoreme [37.4] qu’elle
permet de généraliser. —[28.2]

VxeR, /+Oo ei’“’tz/z dt = \/2rre’x2/2.
J—00

3.a

+o0 P2 7T 2
VxR, / e /2cosxtdt:‘/§e’x/2.
0

9.7
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3.b  Lafonction F définie par
+00 7,‘2/ .
F(x) = / e~ 2sinxtdt
Jo

estla solution de I'équation différentielle y/ + xy = 1 qui s’annule
enx = 0.

60. Intégrale de Dirichlet
1. Lafonction F; définie par

E +o0 e*fx d
= t
1(%) /0 1+1£2

est continue sur [0, +oo] et de classe €2 sur |0, +o].
2. Lintégrale impropre

+o gint

Fz(x):'/o X—‘y—tdt

est convergente pour tout x € IR, et

+° 1 —cost
Vx>0, F :/ ST Cost gy
X 2(3() 0 (t+x)2

La fonction F, ainsi définie est continue sur R, et de classe ¢
sur |0, +o0].

3.  Comme F; et F, sont deux solutions de 1’équation diffé-
rentielle

1
Vx>0, y”—i—y:;

qui tendent vers 0 au voisinage de 4o, elles sont égales et

+o gint T
/ ar=2=,
Jo

t 2
61. La fonction F définie par
+oo fn(1 4 x212)
F(x) = / M) g
(x) 0 142

est continue sur R et de classe ¢! sur R* et

s
, F(x)= .
Vx>0 (x) T+x
En déduire l'expression de F(x).
62. La fonction F définie par
+00 . +oo p(—1+ix)u
F(x) = / (F1HE gp — / & du
Jo Jo 2\/u

est de classe ¢! sur R et
VxecR, 2(x+i)F(x)+F(x)=0.

On déduit donc de [40.3] que

N
VxeR, F(x)= 731( rctanx)/Z.
M=

63. La fonction F définie par

+o0o efxt _ efyt
F(x,y) = —  dt
(xy) = | t

est de classe ¢! sur I'ouvert O = ]0, +o0[ x |0, +0o[. On déduit
de ses dérivées partielles que

Vx>0, Yy>0, F(xy) :En%.

938

64. Intégrales de Wallis généralisées
1. La fonction F définie par

/2
F(x) = / sin* t dt
0
est positive, décroissante et de classe ¢! sur |—1, +0].

2. 1
**r).

Vx>-1, F(x+2)= T2

3. Pour tout x > 0, on pose

3.a
Vx>0 e¢(x+1)=¢).
3.b
Vn e N¥, nF(n)F(n—l)zg.
3.c Lorsque x tend vers +oo,

o(x)
F(x) ~ ] =2,
(1)~ 25
65. La fonction F définie par
+o0 efxfz
F = ——dt
(*) /0 1+4#2

est continue sur [0, +oo[ et de classe ¢! sur |0, +-oo[. Par [37.4],

Vx>0, Fx)—F(x) :% u

et par [8.118.5]

+o00 ,—t
Vx>0, F(x):exﬂ/ ¢ _a.
2 Jx Wt

66.
1. La fonction F définie par

1{n(1+2 2
F(x):/ n(1+ tcostrt)dt
0 t
est de classe ¢! sur [0, 7/2].
2.
T 1 sinx dt x
Voi<x< —, / - =
2" Jo (t+cosx)?+sin®x 2

3.a Pourtoutu € |—1,1],

u  dt +oo (71)nun+1
(1 :/ -
n(1+u) Jo 1+t = n+l

n

3.b  Suite de [6.37] —

V0<x<§, F(x) =

i
6

N %,

67.
1. La fonction F définie par

1 tX71
F(x) = dt
) /0 14+t

est de classe ¢! sur |0, +ool.
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Vx>0, F(x+1)+F(x)= %

3. Suite de [8.122.2] — Pour x voisin de 0,

1 2
F(x) = ;—énZ—&— ﬁx—i—o( X).

68. Pour tout n € IN, on pose

00 dt
I = _—
n(x) /O (x2+t2)n+1

T

Ip(x) = —.

0(x) =

2. Pour tout n € N, la fonction I,, est décroissante, de classe
¢ sur |0, +-oo| et

Vx>0,

Vx>0, Ii(x)= ﬁﬂ()

3. La relation précédente suggere de chercher une expres-
sion simple de la forme

n

I”(x) = on+ly12n+1"

Quelle relation de récurrence vérifie la suite (a,),eN ?

4.
s 2n 1
o2+l \ g ) 20410

—[8.64.3]

VneN, Vx>0 Ix)

69. Factorisation d’une fonction
Soit f : R — R, une fonction de classe ¢? telle que f(0) = 0. On
cherche une fonction ¢ : R — R de classe ¢! telle que

VyxeR, f(x)=xg(x).
1.2 Pourquoi faut-il supposer que f(0) = 0?

1.b Discuter l'unicité de la fonction g.
2. Lafonction g : R — R définie par

1
= / F/(xt) dt
0
est de classe ¢! sur RR.
3. Sif estde classe €, alors g est de classe € et

1
Vn>1,VxeR, g"W(x)= /0 £ £ () dt.

Pour aller plus loin

70. Intégrations successives
On suppose que f est continue sur [a,b] x
70.1  La fonction / définie par

x)=/cdf(x,y)dy

est continue sur [a,b] et la fonction F; définie par

[c,d].

Vu e fab), Fl(u):/auh(x) dx

est une primitive de & sur [a, b].

70.2  Pour (u,y) € [a,b] X [c,d], on pose

Ky = [ fxy) dx

La fonction [y — k(u,y)] est continue sur [c, d].

2. Lafonction [u + k(u,y)] est de classe ¢ sur [a, b] et

V) € b x o), ox(uy) = fluy).

3. Lafonction F, définie par

d
Yu e lab], Fz(u):/c k(u,y) dy

est de classe ¢! sur [a,b] et

R = [ ) dy = hiw)

70.3  Les deux fonctions Fj et F, sont égales sur [a, b].
70.4 = Soit f, une fonction continue sur le pavé [a,b] x [c,d]. Alors

/ab(/cdf(x,y) dy) dx = /j(/abf(x,y) dx> dy.

71. Soient U, un ouvert de R? et f : U x [a,b] — R, une
fonction continue. La fonction F : U — R définie par

Foy) = [ fleyna

est continue sur U.

72. Soient I et |, deux intervalles ouverts de R. On consideére
U=Ix]JCR,O=1IxIx]Jetf : U — R, une fonction
continue. Alors la fonction F : () — R définie par

/ftz

73. Fonctions de plusieurs variables
Soient Q) et I, deux intervalles ouverts (non vides) de R et f, une
fonction de classe ¢! sur I'ouvert Q) x I C R2.
1. La fonction définie par
/ flx,t)

xy,

est continue.

Vi(x,yz) €eQxIxI, F(xyz

est de classe €7 et

OF  [7of oOF oF _
af/y a5 =—fly), o= f2)

2. Si ¢ et ¢ sont deux fonctions de classe ' de Q) dans I,
alors la fonction définie par

¥(x)

Vreq, G(x):/ Flx, ) dt

o(x)

est de classe €7 et

G'(x) = /1;1 Y gﬁ: (x,t)dt — f(x, (x)) ¢’

o(x)

(x) + f(x, 9 (x)) 9/ ().

99
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74. Soit f : R? — R, une application de classe 2. L'appli-
cation ¢ définie par

27
V(x,y,2) €eR3,  o@(x,yz) = A f(x+zcosb,y+zsinf)do

est de classe €2 sur R et

Z(an) %¢ az(p) a_gozo

W o a2) &

75. Fonction B d’Euler [38]
Quels que soient les réels strictement positifs x et y, on pose

1
B(x,y) = / P11 — Y,
JO
1. Lafonction B est définie sur 'ouvert
€2 = 0, 400 x 0, +o]
et symétrique :
V(xy) €Q, Blxy) =By x).

2. Lafonction B est de classe ¢ sur Q).
3. Pour tout entier n € N¥,

I'(x)n!

Vx>0, B(X,n):m

4. Pourtoutx >0,

n N
— 1 x—1 _ v
r(x) a ngrfoo 0 f (1 n) dt

nin*

li .
nalToox(x+1)~~(x+n)
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