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Séries de fonctions 2
Séries de fonctions
Exercice 1 08-01 Exercice 6 08-06
Soient (f;)nen et (gn)nen, deux suites de fonctions La fonction S définie par
qui convergent uniformément sur Q vers f et g respective- oo s
ment. S(x) = Z (1 +nx7)
1. La suite de fonctions (Afy + gn)nen converge unifor- = n3
mément sur Q) vers Af + g. ' 2
2. Siles fonctions f;, et g, sont des fonctions bornées sur est de classe ¢ sur R et de classe ¢~ sur 0, +-ool.
Q, alors la suite de fonctions (fr,gn)nen converge unifor- .
Exercice 7 08-07

mément sur Q vers fg.

Exercice 2 08-02

Soient (f;)nen et (gn)nen, deux suites de fonctions
continues sur (O qui convergent uniformément sur Q
vers f et g respectivement. Alors la suite de fonctions
(fngn)nen converge uniformément sur tout segment de
Q vers fg.

Exercice 3 08-03

Soit (fn)nen, une suite de fonctions de I dans Q qui
converge uniformément sur I vers une fonction f : I — Q.
1. Quelle que soit la fonction { : ] — I, la suite de fonc-
tions (fr, 0)nen converge uniformément sur J vers f o .
2. Si @ est uniformément continue sur Q, alors la suite
de fonctions (@ofy, )nen converge uniformément sur I vers
@of.

Exercice 4 08-04

1. La fonction S définie par

+oo 1

S0 =2

est continue et strictement décroissante sur ]0, +ool.
2. Le produit xS(x) tend vers 7 /o lorsque x tend vers

—+o00.
3. N q
> t
S(x) o J'] Py, —fnx
Exercice 5 08-05

1. La fonction S définie par

+<><>1 1

S(X):;(nn—i—x)

est croissante et continue sur ]—1, +ool.
2. Pourtoutx > —1,

B 1
T x+1

S(x+1)—S(x)

et S(x) ~ —1/1 4 x) lorsque x tend vers —1.

3. Pourtoutn > 1,onaS(n) = Hn et S(x) ~ {nxlorsque
x tend vers +oo.

4. Pourtoutx € Q =]—1,4oco[ettoutn > 1, on pose

La fonction S définie par
+o0
_ (—n"
Sx) = nZ:o 1+ nx

est continue sur ]0,+oc0[ et tend vers 1 au voisinage de
+o0.

Exercice 8 08-08

1. Déterminer pour quels x € R la somme

“+oo n
X
S = Y
n=1

est définie.

2. Vérifier que S(x) = S(1/x) pour tout x dans I'ensemble
de définition de S.

3. Etudier la continuité et les variations de S.

Exercice 9 08-09
Etudier la fonction S définie par
+o0o
n(n + e™)
S(X) = ; T.
Exercice 10 08-10

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction S
définie par

“+o00o
S(x) = Z e XVn,
n=0

2. Vérifier que f est de classe €"°.

3. Démontrer que S(x) tend vers 1 lorsque x tend vers
+o0.

4. Calculer un équivalent de S(x) lorsque x tend vers 0.

08-11

Si >~ uy est une série de fonctions continues et inté-
grables sur l'intervalle borné ]a, b[, qui converge unifor-
mément sur ]a, b[. Alors la série numérique

z)

Exercice 11

b
u,(t) dt

a

converge et

+oo b b +oo
> J Un (t) dt = J D ua(t)dt.
n=0v¢ @ n=0
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Exercice 12 08-12

Exercice 17 08kh-01

Pour tout entier n > 1, on définit la fonction f,, sur
[0,1] en posant :

nynt pour0<t< T/,

vtelo1], fn(t)_’ /i pour n <t < 1.

1. Démontrer que la suite (f )n>1 converge simplement
sur [0, 1], mais ne converge pas uniformément sur [0, 1].
2. Calculer de deux manieres différentes la limite de

lorsque n tend vers +oo.

08-13

Soit ¢ € R avec |q| < 1. Il existe une, et une seule,
fonction f définie sur ]—1, 1], continue en 0, telle que f(0) =
1 et que

Exercice 13

1
Vxel-T,10, f(x) = —f(qx).
1—x
Exercice 14 08-14
On pose
+oo te—tx
f(x) = L - dt.

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Déterminer la limite de f au voisinage de +o0.

3. Calculer f(x — 1) —f(x). En déduire une expression de
f en tant que somme d’une série de fonctions.

4. Retrouver cette expression d'une autre maniere.

08-15

Soit f, une application continue sur [0,1] a valeurs
réelles.
1. Il existe une suite (Px)xen de fonctions polynomiales
qui converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction f et
telles que P (1) = f(1) pour tout k € N.
2. Enintégrant par parties, on démontre que

Exercice 15

1
lim J (n+1)thg(t) dt = g(1)

n—-+oo 0

pour toute application g de classe ¢! sur [0, 1]. En raison-
nant par densité, démontrer que

1
lim nJ thf(t) dt = (7).

n—-+oo 0

Exercice 16 08-16

Pour toutn > 1, on pose f(0) =0 et

Vx #0, 2

fn(x) = x“sin —.

nx
1. Pour tout a > 0, la suite de fonctions (fn)n>1
converge uniformément sur [—a, a] vers la fonction nulle.

2.  Elle ne converge pas uniformément sur RR.

Soit f € €1 ([0,1],R). Pour tout n € N*, on pose

Vxe[0,1], fulx)= f(x+ L_"))
n

Démontrer que I'application f;, est bien définie.

1.
2. FEtudier la convergence simple et uniforme de la suite
(

fn)n 1.
3. onsidérer le cas ol f est seulement continue.

Vv

08kh-02
On considére la suite (fn)nen d’applications de
[—1,1] dans R définie par fo(t) = 2t et

fupr(t) = V24 fn(t).

1. Etudier la convergence simple et la convergence uni-
forme de (f;,)nen sur [—1,1].
2. Pourtoutn € N, on pose

Exercice 18

vYyneN,Vte[-1,1]

1
In = J fn(t) dt.
—1

Etudier la convergence de la suite (I )nen.
3. Pour toutn € N, on pose

1
1
Jn = L o OF

Etudier la convergence de la suite (Jn)nen-

Exercice 19 08kh-03
Convergence simple et somme de la série
y (—1)™ cos?(3™x)
3n '
Exercice 20 08kh-04

Soit 0 < r < 1. Pour tout n € IN*, on pose

fn(x) = ﬁ(] —1*x).

k=1

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions
(fn ) n>1-
2. Sa limite est-elle continue?

08kh-05

On considére une suite (fn)nen de fonctions qui
converge simplement sur [a,b] vers une fonction f. On
suppose de plus que chaque fonction f,, est continue sur
[a, b], dérivable sur ]a, b[ et qu'il existe un réel M > 0 tel
que

Exercice 21

Ya<x<b, 1. (x)] < M.

Démontrer que la suite (fn,)nen converge uniformément
sur [a, b].
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Exercice 22 rms128-700

On étudie la fonction f définie par
+o0
fx) = 3 un(x) oft un(x)=tn(l+e ™).
n=0

1. Déterminer I'ensemble de définition I de la fonction f.
2. Démontrer que f est continue et strictement décrois-
sante sur I.

3. Démontrer que f admet une limite au voisinage de
+o00 et calculer cette limite.

4. Trouver un équivalent de f au voisinage de 0. On ad-
mettra que

+Z (—1 )n+1 B 72
nz 12

3

rms130-578

1. Donner le domaine de définition de la somme

+oo
S(x)=) e Vn
n=1

Exercice 23

et étudier la continuité de la fonction S.

2. Déterminer les limites de S au voisinage de 0 et au
voisinage de +oo. Donner, si possible, un équivalent de
S(x).

Exercice 24 rms130-874

On pose

1. Démontrer que f est définie sur R.
2. Etudier la régularité de f, puis la limite de f et celle de
f’” au voisinage de +oo.

Exercice 25 rms130-876

On pose
+o0
(=n"
f(x) = —-
(X) Z 1+ n2x2

n=1
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Démontrer que f est continue sur R* .

3. Démontrer que f est intégrable sur IR’ et calculer son
intégrale.

Exercice 26 rms130-1154

Pour tout n € IN*, on pose

1
(M +x)3/2 4+ (n+x)1/2

fn(x) =

et on note f, la somme de la série de fonctions }_f,.

1. Démontrer que f est définie sur |—1, +ool.

2. Démontrer que f est de classe ¢! sur]—1,+ocol.

3. Trouver un équivalent de f au voisinage de —1. En dé-
duire que f est intégrable sur ]—1, 0].

4. Calculer la limite de f au voisinage de +oco.
5. Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que
) 5

~ T .
X—+00 Xb

Exercice 27 rms130-1167

*
Pour x € R%, on pose

+o00o
_1n
T+nx
n=0
1. Démontrer que S est définie et continue sur R .
2. Déterminer la limite de S au voisinage de +oo.

3. Démontrer que S est de classe ¢! sur R? .

Exercice 28 rms130-1246

On pose
+oo e X

fle) = Té) nZ 41’
Déterminer I’ensemble de définition de f.
Etudier la continuité de f.
Démontrer que f est de classe € sur |0, +oo[.
4. Démontrer que f tend vers une limite finie £ au voi-
sinage de +o0o, puis déterminer un équivalent de f(x) — ¢
lorsque x tend vers +oo.
5. FEtudier les variations de f.

S N

rms130-1361

Pour tout entier n € IN*, on consideére l'application f;,
définie par

Exercice 29

1. Tracer I'allure du graphe de f,.

2. Soitx € R, fixé. Lasérie }_ f,(x) est-elle convergente ?
3. Démontrer qu’il existe une suite (en)nen qui
converge vers 0 et telle que

VxeR,

+oo

D flx)

k=n+1

VxeR, Vn>1, < €n.

4. Pour toutn € N*, on pose

My = sup |[fn(x)].
xe€R

Déduire M,, de l'étude des variations de f,. La série
> M, est-elle convergente?

Exercice 30 rms130-1362

Pour tout k € IN*, on pose

X X
n —

VX>O, :27]( zk.

uk(x)

1. Etudier les variations de la fonction
g=I[t— tint]

et tracer I’allure de son graphe.
2. Démontrer que, pour tout x > 0, la série ) u;(x) est
absolument convergente.
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3. Pour tout x > 0, on pose

+o0o
S(x) =) uk(x).
k=1

Simplifier I'expression S(2x) — S(x).
4. Soit A > 0. Démontrer qu’il existe un rang Ko € IN*
tel que

vk > Ko, Vx €]0,A], ’uk(x)| < ’uk(A)‘.

5.  On suppose que f est une fonction continue sur R,
telle que

Vx>0, f(2x) = f(x) + x{nx. (B)
Exprimer f en fonction de f(0) et de S. Conclure.

Exercice 31 rms132-599

Pour x > 0, on pose

+oo
1
fx) = Z T+ n2x2"
n=1

1. Etudier la continuité de f.
Calculer un équivalent de f au voisinage de +oc.
3. Calculer un équivalent de f au voisinage de 0.

N

Exercice 32 rms132-1118

On pose
“+o00 1
F(“) = “Z n1+oc'
n=1
Déterminer les limites de F en 0 et en +oc0.

Exercice 33 rms132-1119

On étudie

1. Ftudier la convergence simple et la convergence nor-
male sur R, de cette série de fonctions.

2. Soit A > 0. Démontrer qu’il existe une constante M
telle que

+oo —kx

xXe
v x e [0, Al, \kz —

S nn’

Que peut-on en déduire?
3. Démontrer que f est continue sur R.; et de classe €’
sur R .

4. Démontrer que

+
8

f —kx
Yn>2 v¥x>o0, X5 eek'
X > n

~
I

La fonction f est-elle dérivable a droite en 0?

rms134-1488
Pour toutn € N* et tout t € [0, 1], on pose

Exercice 34

gn(t) = et(l — £>n

n

1. Vérifier que
et
V(t,n) € 0,11 xN*, g/ (t)| < o

2.  Démontrer que

Y (t,n) € 0,1 x N*, ‘ﬁ-(]-i) ‘gi.
n n
3. Pour toutn € IN*, on pose
Yxel01), Galx) = | gultlde
0

Démontrer que la suite de fonctions (Gn)n>1 converge
uniformément sur [0, 1].

rms134-1489
[0, 7] et, pour tout

Exercice 35

On considére le segment I =
n € N, on pose

Vtel, fo(t)=ncos™tsint.
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions
(fn)nE]N'
2. Soit 0 < a < m4. Démontrer que la suite de fonctions
(fa)nen converge uniformément sur I, = [e, 7/2].

Cette suite de fonctions converge-t-elle uniformément
sur I? On pourra considérer la suite de terme général

/2

Up = J fn(t) dt.
0

3. Démontrer que

lim
n—-+oo

/2
L £ (t)g(t) dt = g(0).

pour toute fonction g continue sur I.

Séries de fonctions

Exercice 36 10-01

Si f est de classe ¥ au voisinage de 0 et s’il existe
deux réels strictement positifs M et r tels que

Mn!
m

VneN,Vtel-nrl, [fM()]<

alors f est développable en série entiere sur ], 7[.
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Exercice 37 10-02 3. Quels que soient les entiers n < N et x € [0, 7],
On pose N N K
X
F oot F w3
V(p,q) €N, a,.= (=1)p+d K=n-+1 Kk=n+1
) ) Pq T .
2p3alp+aq+1) et par conséquent
La famille (ap q)(p,q)cn2 est sommable et sa somme est 400 \n Xkt Yk
égalea Y oavt =R (3) X Re(D) (7))
6-(24n3—3¢n2). k=n+1 k=n
pour toutn € N et tout x € [0, 7].
Exercice 38 10-03

Les solutions développables en série entiere au voisi-
nage de 0 de

Ax" (1) +2x' (1) +x(t) =0 (%)

sont proportionnelles a

La fonction x est solution de (%) sur ]0, 400l si, et seule-
ment si, la fonction y définie par x(t) =y (v/1) est solution
de l'équation y”(u) + y(u) = 0 sur ]0, 4+ool.

10-04

On considere une série entiére ) a,z™ dont le rayon
de convergence R est strictement positif et on note S, sa
somme :

Exercice 39

+o00
V|z| < R, S(z) = Z anz™.
n=0

1. La connaissance de la somme S permet de retrouver
les coefficients a,, :

VneN, VO<r<R, an

-I 27 . X
- J S(re't)e "t dt.
2™ o

2. SiR = +oco et sila somme S est bornée sur C, alors
elle est constante.

3. Lafonction cos est bornée sur R, développable en sé-
rie entiere sur € mais n’est pas constante.

10-05

Soit 1 > 0. On suppose que la série numérique
> anr™ converge.
1. Les suites de termes généraux

Ry = Z apr® et

sont bien définies. La suite (M, )ncn est décroissante et
tend vers 0.
2. Pourtout 0 < x < 1, la série

GG

est une série convergente de terme général positif.

Exercice 40

My = sup{[Ri|, k > n}

4. Comme

+oo

E Clka

k=n+1

vVneN, Vxel0,r], < 2My,

la série entiere Y ayx* converge uniformément sur [0, ].

10-06

On considére une série entiére ) a,z™ dont le rayon
de convergence R est strictement positif et on note f, sa
somme :

Exercice 41

“+o00
Viz| <R, f(z)= Z anz™.
n=0

Pour tout réel 0 < r < R,
“+oo 1 27 ) )
> lanfr = EJ |f(re'®)|” de.
n=0 0

Exercice 42 10-07

On considere deux fonctions analytiques
+o0 +oo
Alx) = Z anx™ et B(x)= Z bax™
n=0 n=0
ainsi que leur produit de Cauchy
+o0 n
C(x) = Z cnx™ ot YneN, c¢,= Z axbn_k.
n=0 k=0

On suppose que la série Y a,, est absolument convergente
et que la série ) by, est semi-convergence.
1. Le rayon de convergence de la série entiere )} a,x™
est supérieur a 1, celui de la série entiére ) b, x™ est égal
al.

La fonction A est continue sur [—1, 1], la fonction B est
continue sur ]—1, 1] et la fonction C est continue sur |—1, 1[.
2. Pour tout entier N € N,

N N N—k
> en= ai( Y o) M
n=0 k=0 m=0

c’est-a-dire

N N N +o00
S enn (Z an)B(U :—Zak< S bm). @
n=0 n=0 k=0 m=N-—k+1

3. On peut en déduire de deux manieres que C(x) est
définie pour x = 1 et que C(1) = A(1).B(1).

3.a. Lesecond membre de (2) tend vers 0.

3.b. D’apres (1), la série Y c converge.
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Exercice 43 10kh-01
Convergence et somme de
K 2N+
n+2
Exercice 44 10kh-02
Soit (an)n>1, une suite complexe telle que S lan?
converge.

1. Démontrer que la fonction S définie par
+o00

Sk = Z na—nx

n=1

est définie et continue sur ]—1, 1[.

2.  Démontrer que S est développable en série entiere sur
]—1, 1[ et donner son développement.

3. On suppose que S est identiquement nulle. Démon-
trer que (an)n>1 est la suite nulle.

10kh-03

Soit (an)nen, une suite réelle. Pour tout n € N, on
pose A, = ap + -+ + an_7 et on suppose que A, ~ n
lorsque n tend vers +oo.

1. Déterminer les rayons de convergence des séries en-
tieres ) anx™et Y Anx™
2. Déterminer la limite lorsque x tend vers 1 de

+o00
(1—x) Z anx™.
n=0

Exercice 45

Exercice 46 10kh-04

Soit t € IR, fixé. Pour tout k € IN*, on pose

a _ sinkt
K= T

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série en-

tiere Y apx.

2. Ftudier la convergence de 3 axx* pour x = +R.

Exercice 47 10kh-05
Soit (an)nen, une suite réelle et f(x) = ZI:’O anx™.

On suppose que le rayon de convergence R de la série
entiere est strictement positif et on note R’, le rayon de
convergence de la série entiére ) sina, x™.

1. Démontrer que R’ > Ret que, siR > 1, alors R =R’.
2. Déterminer les valeurs possibles de R’/R.

10kh-06

Rayon de convergence et somme de la série entiere

Exercice 48

3n

X
Z (3n)!”

10kh-07

On suppose que le rayon de convergence R de la sé-
rie entiére ) anz" est strictement positif. Pour |z| < R, on

Exercice 49

note
“+oo
f(z) = Z anz"
n=0

et on suppose qu'il existe une suite (z,)pen de nombres
complexes deux a deux distincts qui tend vers O et telle
que f(z,) = 0 pour tout p € IN. Démontrer que tous les
coefficients a,, sont nuls.

Exercice 50 10kh-08

Pour tout x € [0, 1], on pose
+oo _n
X
Fx)=)_ -
n=1

1. Démontrer que F est continue.

2. Déterminer un équivalent de F(1)—F(x) lorsque x tend
vers 1.

3. Etudier la dérivabilité de Fen 1.

Exercice 51 10kh-09

Pour tout n € N, on pose

/4
I, = J tan™ x dx.
0

=

Déterminer le rayon de convergence Rde > I,,x™.
Etudier la convergence de > I,x™ pour x = +R.
3. Calculer la somme Z:fo L™ pour [x] < 1.

N

Exercice 52 10kh-10

Pour toutn > 1, on pose
an = (—1)nen(1 n l).
n

1. Etudier la convergence et la somme de ) ay.
2. Déterminer le rayon de convergence R de la série en-
tiere ) a,x™ et étudier la somme au voisinage de R™.

10kh-11

Soit « € R\ N. Pour tout x € ]-1,1[, on pose
fo(x) = (T +x)%.
1. Donner le développement } anx™ de fy(x). Démon-
trer qu’il existe ¢ > 0 tel que |an| ~ 5.
2. La série ) a, converge-t-elle? Si oui, quelle est sa
somme ?

Exercice 53

Exercice 54

10kh-12

Soit > an,x™, une série entiere & coefficients com-
plexes de rayon de convergence 1. Pour x| < 1, on note

“+o00
f(x) = Z anx™.
n=0

1. Démontrer que, si la série > a, converge, alors la
fonction f tend vers une limite finieen 1.

2.  On suppose que f tend vers une limite finieen 17. La
série ) a, converge-t-elle?
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Exercice 55 10kh-13

Exercice 61 rms132-610

Soit (an)nen, une suite réelle telle que ap > 0 et que

VyneN, ani =M1+ an).

1. Déterminer le rayon de convergence Rde ) anx™.

2. FEtudier la convergence de la série en x = +R.

3. Donner un équivalent de f(x) = Y 1% a,x™ au voisi-
nage de R™.

10kh-14

Soit (i )nen, une suite complexe de limite nulle. On

pose
+oo
ft) = ) unt™
n=0

1. Démontrer que f est définie sur |—1, 1.
2.  Démontrer que (1 — t)f(t) tend vers O lorsque t tend
vers 1.

Exercice 56

Exercice 57 10Kh-51

Pour tout entier n € N, on pose

G
T ];Zkﬂ’

1. Calculer le rayon de convergence R de la série entiére

> anx™.

2. Calculer la somme

“+oo
f(x) = Z anx"
n=0

pour 0 <x < R.
3. Calculer f(R).
10Kh-52

Calculer le rayon de convergence R et, pour 0 < x < R,
la somme de la série entiere

Exercice 58

(2n)(2n—-2)---4-2
Z(zn+1)(zn—1)...3.1"'

Exercice 59 rms128-705
Décomposer en série entiére l'application f définie par
* dt
f(x) = .
() J oo 1 Ht+ T2

Exercice 60 rms130-1401

1. Résoudre l’équation différentielle

(1 Ox'(1) — x(t) = —

vt<], —ﬁ-

2. Démontrer que les solutions de (E) sont dévelop-
pables en série entiére au voisinage de 0.

3. Comment trouver les coefficients du développement
en série entiere d"une solution de (E)?

Soit A, une partie de N. On consideére la fonction f dé-
finie par

Vx e,

w-x

et on suppose que

eX
) e 2
1. Soit I, une partie finie de A. Calculer

dx

J+oo Xnefx
n!

ner”o

et en déduire que A est une partie finie.

2. Que peut-on en conclure?

Exercice 62 rms132-1171

On considere la fonction f définie par

nx
x—1"

Vo<x<l1, f(x)=

1. Vérifier que f est prolongeable par continuité en 1.
2.  Démontrer que f est intégrable sur I = 10, 1[.

3. Donner le développement en série entiére de f au voi-
sinage de 1.

4. Calculer I'intégrale de f sur L.

Exercice 63 rms132-1173

1. Démontrer que l'intégrale généralisée

1 2 2

¢ —

J n(t-)in(1 —t )dt
t2

0

est convergente.
2. Calculer I'intégrale

1
Up = J 22 fn(t?) dt
0

pour tout n € IN*.

3. Au moyen d'un développement en série entiere, en
déduire que

Ten(t2) in(1 — t2) = 2
L t2 dt:;n(Zn—l)z'
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Exercice 64 rms132-1224

Pour tout k € N, on pose

/2
I, = J sin* 0 do
0

et pour tout x € ]0, 1], on pose

f(x) = J”/ 2 de

o V1—xZsin?0
1. Justifier 'existence de l'intégrale I et vérifier que

k+1

Ikt2 = L.
Exprimer I,y a I'aide de factorielles.
2. Donner, sous forme simplifiée, le développement en

série entiére de :

Vi—u

3. Justifier 'existence de f(x) et démontrer que

T B N
. _T 7 2k
Vxel-1,1[, f(x) 2k5016k<k) X<,

4. Démontrer que f admet une limite ¢, finie ou infinie,
au voisinage de —1. Calculer cette limite.

Exercice 65 rms133-1327

Pour tout n € N, on pose
w J‘ dt
AN
1. Démontrer que la suite (an)nen converge et calculer
sa limite.
2. Donner un développement asymptotique a deux
termes de a,.

rms134-1497

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere

Zn(_”nx“

Exercice 66

et calculer sa somme.

Exercice 67 rms134-1498-1503

Pour tout n € IN, on pose

/4
I, = J tan™ t dt.
0

1. Démontrer que

YneN, 0<I, <.

En déduire que le rayon de convergence de la série entiere
> Ix™ est au moins égal a 1.
2. Vérifier que

1

In+2 + 1= —.

VneN, —

En déduire un équivalent simple de I, et déterminer le
rayon de convergence R de la série entiere ) I, x™.
3. Calculer la somme

+oo
S(x) = Z Ix™
n=0

pour tout x € ]—R, R[.
4. Calculer la somme suivante.

+oo (—])n

ZOZTL+1

Exercice 68 rms134-1499

On note

et D, 'ensemble des réels x pour lesquels la somme S(x)
est définie.

1. Identifier I'ensemble D. La somme S est-elle continue
sur D?

2. Démontrer que la série entiere

Z (sin L —sin ¥) x"
vn vn—1
converge normalement sur [—1, 1].
3. Endéduire la limite de (1 —x)S(x) lorsque x tend vers
1 par valeurs inférieures.

Exercice 69 rms135-962

On considere 'équation différentielle
X(1=x)y"(x) + (1 =3x)y'(x) —y(x) = 0 (E)

1. Déterminer les solutions de (E) développables en sé-
rie entiére.

2. Résoudre (E) sur un intervalle I sans singularité.

3. Peut-on raccorder les solutions de part et d’autre
d’une singularité ?

Exercice 70 rms135-1498

On pose
+oo 2
n-+n+1
S(t) == Z T tn.
n=0 ’

1. Calculer le rayon de convergence de cette série en-
tiere.
2. Expliciter S(t) pour t € |-R,R[.
3. Soit X, une variable aléatoire a valeurs dans N telle
que

Vte[-1,1]

3.a. QuevautA?
3.b. Calculer P(X =n)pourn € N.
3.c.  Calculer I'espérance et la variance de X.

Gx(t) = AS(t).



SERIES DE FONCTIONS (SOLUTIONS)

Solution 1 08-01
1.  # Par hypothese, pour tout n € N, les fonctions f — f, et g — gn sont bornées sur Q et
Jm [ —fofl o= lim {lg—gnll =

Soientn € N et x € Q. Par inégalité triangulaire,

|(Af+ ) (x) — (Mfn + gn) (X)| = [A(f(X) — fn ( ) + (9(x) — gn(x))|
S AFx) = fa(X)] + | g(x *anI
<Al Hf - anoo + ”9 - gT‘LHoo
puisque la borne supérieure est un majorant.
On a trouvé un majorant indépendant de x € Q et ce majorant tend vers 0 lorsque n tend vers +oo (combinaison li-
néaire de deux suites de limite nulle), on a donc établi que la suite de fonctions (Afy, +gn )nen convergeait uniformément

sur Q vers la fonction (Af + g).
2. # Comme les suites de fonctions (fr)nen et (gn)nen convergent uniformément sur Q, ces fonctions sont uniformément

bornées : il existe deux constantes My et M telles que
VnEN,  [fulle <M et llgnllo, <M.

En posant Mo = max{M¢, Mg}, on obtient une constante qui majore les deux suites de fonctions :
YnelN, fallo <Mo et [gnllo <Mo

ainsi que leurs limites simples respectives :
flloe < Moy Il < Mo
(puisque les inégalités larges sont conservées par convergence simple).

Soient n € N et x € Q. L'astuce taupinale (classique a chaque fois qu’on étudie la convergence d'un produit) et
l'inégalité triangulaire nous donnent :

[ (X)gn(x) = F(x)g(x)| = [fn(X)gn(x) — fr ( )g(x) + fr(x)g(x) — f(x)g(x)|
<|fnx[ (][ + [ [fn(x) = F() ] g (%)
< fnll ||gn—9|| + 1fn = fllo gl (*)
<SMo(llgn = glloo + [Ifn = fllo),

I'inégalité (x) découlant une fois de plus du fait que la borne supérieure est un majorant.
On a trouvé un majorant indépendant de x € Q et, lorsque n tend vers +oo, ce majorant tend vers 0, donc on a
prouvé que la suite de fonctions (f; gn )nen convergeait uniformément sur Q) vers la fonction fg.

Solution 2 08-02

Considérons un segment [A, B] contenu dans Q.

Comme les fonctions f,, et g, sont continues sur le segment [A, B], elles sont toutes bornées sur ce segment. Comme
les suites de fonctions (fn)nen €t (gn)nen convergent uniformément sur le segment [A, B], on en déduit qu'il s’agit de
deux suites de fonctions bornées qui convergent uniformément sur [A, B], respectivement vers les fonctions f et g.

Par conséquent, la suite de fonctions (fn gn)nen converge uniformément sur le segment [A, B] vers le produit fg.

On a ainsi démontré que la suite de fonctions (f, gn)nen convergeait uniformément sur tout segment de Q vers la
fonction fg.
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Solution 3 08-03
1. % On fera attention a ne pas confondre les deux normes uniformes utilisées ici!
1]l = sup |[f(x)| pourf: I - R
x€l
Noo () = sup ’ﬂ)(t)‘ pouryp : ] = R
teJ

Soit n € N.Par définition,
|[frn — fll, = sup ’fn(x) — f(x)‘
x€el

c’est-a-dire
[frn — flloo = sup{|fn(x) — f(x)|, x € I}.

De méme,

Noo(fr 01— fo1b) = sup{[fu (0(1)) — F(W(1)) ], t T}
= sup{|fn(x) — f(x)], x € Y. (])}.
Par hypothese,
Pu(]) CI
et par croissance de 1’opérateur sup,
Noo(fr 0 — Fo ) < [|fn — f]l.o.
On a ainsi démontré que

VnelN, 0<Ng(fnop—Ffo) < |[fn—F|

oo

et comme 1’énoncé suppose que ||, — f||, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo, on peut déduire du théoréme d’enca-
drement que la suite de fonctions (f, o {)nen converge uniformément sur | vers la fonction f o 1.
2. Soit ¢ > 0. Comme la fonction ¢ est uniformément continue sur Q, il existe un réel « > 0 tel que

V({y,z2) €Q?% ly—z<a = |oy)—ez)]<e
et, par hypothése de convergence uniforme, il existe un rang no € N tel que

Vnzng, |fa—fl, <o

oo

Les fonctions f et f;, prennent leurs valeurs dans Q). Par conséquent, pour tout x € I, on peut posery = f (x) etz = f(x).
Pour tout n > ny, on sait que
ly —zl = |fn(x) — f(x)| < «

et donc que
lo(y) — 0(2)| = |e(fu(x)) — @ (f(x))] <e.

On a ainsi trouvé un majorant indépendant de x € I: en passant a la borne supérieure, on en déduit que
vn = n, ||([)Ofn7(p0f||oo<£.

On a ainsi démontré que la suite de fonctions (¢ o fn)nen convergeait uniformément sur I vers la fonction ¢ o f.

Solution 4 08-04

1. Pour tout entiern > 1 et tout x € I =]0, +o0[, on pose

1

un(x) = TL-I-TIZX.

@ Pour tout x € I, ona u, = O(/xn2) lorsque n tend vers +co. Comme la série ) 1/n2 est absolument convergente, on
en déduit que ) un (x) est aussi absolument convergente. Donc la somme

+o00o
S(x) =Y unlx)
n=1

est bien définie pour tout x € L.
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@ Soient 0 < x < y. Il est clair que
Yyn>zl, 0<un(y)<up(x).

En sommant ces encadrements pour n > 1, on en déduit que la somme S est une fonction décroissante et positive sur I :

Vo<x<y, 0<S(y)<Sx).

# On en déduit d'une part que S tend vers une limite positive finie au voisinage de +oo (fonction décroissante et minorée);
d’autre part que S tend vers une limite finie ou vers +oo au voisinage de 0 (fonction décroissante).

@ [l est clair que u,, est continue sur I pour toutn > 1.
Pour a >0,
Vxe 0< < —
x € [a,+ool, Un(x) < ntnia
(le majorant ne dépend pas de x) et comme
1

nrnza ~ O
lorsque n tend vers 400, on en déduit que la série de fonctions ) u,, converge normalement (et donc uniformément)
sur [a, +ool.

Comme les fonctions u,, sont toutes continues sur [a, +oo[, on en déduit que la somme S est continue sur [a, +ool.

Pour tout xo > 0, il existe 0 < a < x¢, donc S est continue au point xo. Cela prouve que S est continue en chaque
point xo € I, c’est-a-dire que S est continue sur I.
2. Pour tout entier n > 1 et tout réel x € I, on pose

X

Vn(X) = xun (x) = n+n2x

Pour toutn > Tettoutx > 1,
1 1

Og\)n(X) = T12+n/x < ﬁ

Ce majorant est indépendant de x et c’est le terme général d'une série convergente, donc la série de fonctions ) v,
converge normalement sur un voisinage de +oo (ici: V = [1, +o0).
Or, pour tout entiern > 1,
1

Vn(x) —— —.
Xx—+oo M

Donc (théoréme de dérivation terme a terme, 76.) la somme xS(x) tend vers une limite finie au voisinage de +oo et cette
limite est égale a

+oo 2

7T

1
— .
—n 6

# Autrement dit, S(x) ~ % lorsque x tend vers +oo. En particulier, la fonction S tend vers 0 au voisinage de +oo.

3.  On calcule l'intégrale en décomposant en éléments simples :

J*“’dtr“”xdt
;otHt2x )t 14tx

t +o0
o {€n1+tx}1
:an—ﬂn !
X 14+x

et en particulier

+oo
J Ltzz—ﬂnx—kﬂnﬂ—kx)
1 t+tX

=—Inx+x+ o(x)

~ —fnx

lorsque x tend vers 0.
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@ Pour tout x € I, la fonction f définie par
1
f(t) = ———
® t+t2x

est clairement une fonction décroissante sur [1, +oco[. On en déduit que
n+1
YT )< | de <)
n
et en sommant ces encadrements pour n > 1, on en déduit que

T;un(x) <J

+oo

A< Y unlx)
1 n=1

c’est-a-dire que

En particulier,

lorsque x tend vers 0.
Le développement asymptotique calculé plus haut donne enfin :

S(x) =—Inx+O(1) ~—Inx

lorsque x tend vers 0.

13

#o Le fait que la somme S tende vers une limite infinie au voisinage de 0 prouve que la convergence de la série de fonctions )~ uy

n’est pas uniforme au voisinage de O (théoréme de passage a la limite terme a terme).

Solution 5

08-05

1. @ Convergence simple

Il est clair que un (x) = O(1/n2) pour tout x € Q, donc la série ) u,, (x) converge absolument et la somme

+oo
S =Y unlx)
n=1

est donc bien définie sur Q.
@ Monotonie
Chaque fonction u,, est clairement croissante, donc

V—1<x<uy, un(x) <un(y)

et en sommant
vV -1<x<uvy, S(x) < S(y).

La fonction S est donc croissante sur Q.
. Continuité
Quels que soient —1 < a < 0 < b, par monotonie de u,, on a

b
<x <K < < —.
Va<x<b, O\u“(x)\n(n—i—a)

Le majorant est indépendant de x et c’est le terme général d'une série convergente, donc la série de fonctions > u,

converge normalement sur tout segment [a, b].

Comme chaque fonction u,, est continue, on en déduit que la somme S est continue sur

o= |J Ilabl.

—1<a<0<b

2. @ Equation fonctionnelle
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Pourx > —1,

St 1)— S| = 1 &1 1
=500 = 3 (G- i) - 26
/1 1 o
= ; <n+x ey +x) (linéarité)
=T x (télescopage)

Lorsque x tend vers —1, le second membre tend vers +oco et S(x + 1) tend vers S(0) = 0 (puisque S est continue sur
]—1,1[ (et donc en particulier continue au point x = 0). On a donc

S() = — 4 S(x+1)

1+x 50 T+x - ° 14+x
3. @ FEtude au voisinage de +oco
Pour tout entiern > 1,
e 1 ARy 1
S(n) = Z(E_ k+n> :Nl—lgrlooZ<E_ k+n)

# Impossible de traiter cette question sans changer d’indice!

Pour tout entier N > n,

k=1 k=1 k=n+1
n N+n

> ‘

N k k
k=1 k=N+1

La derniére somme est constituée de n termes (ot1 1 est ici fixé) et chaque terme (positif) est inférieur a '/n, donc cette
somme est bornée par "/n et tend donc vers 0 lorsque N tend vers +oo.
Par conséquent,

1

Yn>1,  S(x)=) - =H,..
k=1

=1

4. Pour tout x > 0 fixé, on pose

1 1 X

=t "

Il est clair que f est une fonction décroissante, positive, continue et intégrable sur [1, +oo[. Par comparaison d"'une somme
avec une intégrale (faire une FIGURE!),

Pour tout A > 1,

donc en faisant tendre A vers +oo

Comme 7 reste bornée au voisinage de +oo (cette expression tend vers 1), on déduit de I'encadrement précédent que

S(x) et n(1+x) ~nx.

# Cet exercice présente une application typique de la comparaison somme/intégrale.
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Solution 6 08-06

Pour tout entier n > 1, on pose
2.2
VxeR, un,(x)= M
n
@ Convergence simple
Pour x = 0, tous les termes sont nuls, donc la somme est bien définie (et nulle).
Pour tout x € R*¥,

(x) = n(n?) + n(x? +1/n?) 2{nn 1

Un(x) n3 nteo M3 ° (?)

donc la série ) u,(x) converge absolument et la somme S(x) est donc bien définie sur R.
¢ Classe ¢!

Chaque fonction u,, est de classe €*° sur R et, pour toutn > 1,

, 2n?x 2 nx
W)= X2 ™
n3(1+n2x2) n2 1+ (nx)?

L'étude de [t — -z | montre que ]

vVtel, 3

2
et d()IlC que

Vn>1,VxeR, [u,(x)|< %

Par conséquent, la série _ u/, converge normalement sur R et la somme S est de classe ¢! sur R, avec

s © 2x
/ !
VXE]R,, S (X):Zun(x): m.
n=1 n=1
- Classe €2
Pour toutn > 1 et tout x > 0,
2 1—n?x?
wx) == ——.
n n (1 +n2x2)?2
Pour tout a > 0, on en déduit que
2 14+nZx? 2
2 1,V 2 " x X .
vn=1,vVx2aq, |u“( )| n (1+n2x2)2 = n(1 +n2a?)

Le majorant est indépendant de x et c’est le terme général d"une série convergente (puisque a > 0). On en déduit que la
série )_u// converge normalement sur tout intervalle [a, +o0o[ et donc que la somme S est de classe € sur

10, 00l = U [a, +oo[

a>0

avec

“+o00
2 1—n?x?
1 _ - -~
Vx>0, S (X)_nE:1“ i 2T

# Sion al'audace de prendre x = 0 dans cette formule (qui n’a été établie que pour x > 0), on constate que la série diverge. Il est
donc probable que S ne soit pas de classe €2 au voisinage de 0.

@ Par symétrie (la somme S étant évidemment une fonction paire), la somme S est de classe €% sur R* et 'expression
précédente est vraie sur R*.
@ FEtude au voisinage de 0
L’expression
+00

2x
vVxeR S'(x) = ———+
X € ) (X) T; Tl(] + TLZXZ)
va nous permettre d’y voir plus clair dans le comportement de S au voisinage de 'origine.
Pour x > 0, on pose
2x

)= ————.
vt>0, f(y) t(1 4+ t2x2)
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11 est clair que la fonction f est continue, positive, décroissante et intégrable sur [1,+oo[. (Il est tout aussi clair qu’elle
n’est pas intégrable au voisinage de 1’origine!)
La comparaison classique somme/intégrale nous donne alors

+oo ZX +oo
Vx>0, J f(t)dt < S'(x) < +J f(t) dt.
1 1 +X2

On décompose en éléments simples :
2x _ (1 x*t )
t(1+12x2) t 1 4+x2t?

on intégre ensuite sur [1,A] :

JAZth—Zx[ﬂnA—i—]Bn(l—&-xz)}
;1 +t2x2) T V1+xZAZ 2

et on fait enfin tendre A vers +o0 :

+o0o
J f(t) dt = —2x tnfx| + x (1 4 x2).
1

Lorsque x tend vers 0, on a

2x
14+ x2

3

~2x, xMIn(1+x*) ~x3 et x=o(2xinfx|)

donc

S’(x) ~ 2x{nlx|.
x—0

Cette estimation confirme que S’(x) tend vers S/(0) = 0 lorsque x tend vers 0 et que le graphe de S’ admet une
tangente verticale au point x = 0, ce qui prouve que S n’est pas de classe ¥ au voisinage de 0.

Solution 7 08-07
Pour tout n € N et tout x € Q =10, +o0[, on pose

_ (="
1T4+nx

Un (x)

Chaque fonction u,, est continue sur Q (fonction rationnelle de x, dont le dénominateur reste strictement positif sur
Q).

Pour tout x € Q, la suite de terme général
1
T 14nx

[un(x)]|

tend vers 0 en décroissant. On peut alors déduire du Critere spécial des séries alternées que la série ) u, (x) est conver-
gente (la série de fonctions ) u,, converge donc simplement sur Q) ainsi que la domination suivante du reste :

VxeQ,VneN, [Ru(x)|< |[unii(x)|
1

< ——mm—.
T4+ (n+1)x

Pour tout a > 0, on pose
Vo = la, +ool.

On déduit alors de (x) que
1
T+ (n+Ta
Le majorant est indépendant de x et tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, cela prouve donc que la série de fonctions

> u, converge uniformément sur chaque intervalle V.
Par conséquent, la somme S de cette série est continue sur

Q=[] Va

a>0

Vx€ Vg, VNeEN, |Ru(x)]<

# Nous allons maintenant appliquer deux fois le Théoreme de passage a la limite terme a terme.
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@ Lorsque x tend vers 400, il est clair que uo(x) tend vers 1 et que u, (x) tend vers 0 pour tout entier n > 1. Comme
la série de fonctions ) u, converge uniformément sur V; (= un voisinage de +00), on en déduit que la somme S admet
une limite finie au voisinage de +oo et que

XEI_’POOS(X) - Z XEI}_‘IOO un(x) =1

a En revanche, pour tout n € N, les fonctions u,, sont des applications de QO dans R (= un espace vectoriel de
dimension finie) et tendent vers une limite finie au voisinage de 0 :

VneN, limu,(x)=(-1".
x—0

Comme la série }_(—1)™ diverge, alors la série de fonctions }_ u,, ne converge pas uniformément sur Q (par contraposée
du Théoreme de passage a la limite terme a terme).

#u Petit complément de programme : nous allons calculer un développement asymptotique de S au voisinage de +oo.
Intuitivement, on se doute que
+00 (_1 )n

S(x)—1mZ -

n=1

lorsque x tend vers +oo. Pour en avoir le cceur net, on étudie la différence entre ces deux quantités :

.I+oo (_.I)n +o0o N 1 1
S(X)_1_;Z n :Z(_” <1+nx_nx>

too (_])n—H

- Z nx(1+nx)’

n=1

Comme la suite de terme général
1

nx (1 + nx)

tend vers 0 en décroissant pour tout x € Q, on peut appliquer i nouveau le Criteére spécial des séries alternées :

+oo (_1)n+1

Z nx(1 + nx)

n=1

1

Vxeq, S x(14x)

ce qui prouve en particulier que
+o00
. | n+1 1
)
— nx(1 + nx) X

lorsque x tend vers +oo. On a ainsi démontré que

lorsque x tend vers +o0, ol

Solution 8 08-08

1. Pourtoutn € IN* et tout x € R, on pose

XT\.
Sl
a Pour 0 < x < 1, on sait que x™ tend vers 0 et par conséquent u, (x) ~ x™, donc }_ u,(x) converge absolument.
Pour x =1, on a un (x) = 12 pour tout n > 1, donc la série ) u, (1) diverge grossierement.
Enfin, pour x > 1, on sait que x™ tend vers +oo, donc

S e

Un(x)

un (x)
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et comme 0 < /4 < 1, on en déduit que }_un,(x) converge absolument.
L'ensemble de définition de la somme S est donc

@f = [O)][UN)""OO[
2. Pourtoutn > 1ettoutx € %, il est clair que '/x € ¢ et que

(1A)™ "
wn (i) = 5 (/02 = X2:+1 =Un(x).

Par conséquent, S(7/x) = S(x) pour tout x € Z; et il suffit donc d’étudier les variations de S sur I = [0, 1[.
3. Soit0 < a < 1.Pour toutn > 1 et tout x € [0, al, il est clair que

0<x*<at et 1<1+x"

donc
VneN Vxeldal, 0 <uy(x) <a™

On a obtenu un majorant indépendant de x € [0, a] et comme 0 < a < 1, la série géométrique ) a™ est convergente.
Par conséquent, la série de fonctions ) u,, converge normalement sur [0, al.

Comme toutes les fonctions u,, sont continues sur R, on en déduit que la somme S est continue sur [0, a] pour
tout 0 < a < 1 et donc qu’elle est continue sur

0,1= | [0,al.

O0<a<l1

La fonction S est aussi continue sur ]1, +o00[, comme composée de fonctions continues.

11, 400l — 10,1 = R
X /x S(/A) =S(x)

Finalement, la fonction S est continue sur son ensemble de définition 2; = [0, 1[U]1, +ool.

#o Pour tout n € IN*, la fonction u,, tend vers €, = 1/> au voisinage de 1. Si la série de fonctions Y u, convergeait uniformément
sur [0, 1], alors en particulier la série ) {, convergerait (Théoreme de passage a la limite terme a terme), ce qui est faux, puisque la
série _ L, est grossierement divergente.

Ainsi, la série de fonctions )_uy ne converge pas uniformément sur [0, 1[ (ni, a fortiori, normalement sur [0, 1]).

a Pour toutn € N* et tout 0 < x < 1, la fonction u,, est de classe €' sur R et

Anxn41(147X2n)

TRz

up (x) =

Soit 0 < a < 1. On peut encadrer u; (x) comme on a encadré u, (x) précédemment :

n—1
Vn>1,Vxel0a, 0<u,(x)< nxat xi =na™* .
140
On a a nouveau obtenu un majorant indépendant de x € [0, a). Comme 0 < a < 1, la série ) na™' est convergente
(série entiere dont le rayon de convergence est égal a 1), donc la série dérivée ) ] converge normalement sur tout
segment [0, a] C [0, 1[.

Nous étudions donc une série }_ u,, de fonctions de classe ¢”' sur R; qui converge simplement sur [0, 1[; dont la
série dérivée ) u/ converge normalement sur tout segment [0, a] C [0, 1[. Par conséquent, la somme S est de classe &
sur

o,10= {J 0,d]

O<a<l1

et, pour tout 0 <x < 1,
“+o0o
S'(x) =) uj(x)>0.
n=1

En particulier, la somme S est strictement croissante sur [0, 1] et strictement décroissante sur |1, +oco[ (comme composée
de fonctions strictement monotones, de monotonies opposées).
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@ Comme les uy sont des fonctions positives,

Vx € Py VYn2>21, Sx)> Zuk(x).

Comme la fonction § est croissante sur [0, 1[, elle tend vers une limite { € R, U {400} au voisinage gauche de 1. Comme
les fonctions uy sont continues sur IR, on déduit de I'inégalité précédente que

O ] ] ] ] ]
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Graphe de S et des premiéres sommes partielles

# Comme la série de fonctions ), ne converge pas uniformément au voisinage de 1, on ne peut pas utiliser les théoremes
vus en cours pour étudier le comportement de S au voisinage de 1, il faut procéder comme on I'a fait (en minorant les sommes
partielles).

Solution 9 08-09

Pour tout entier n > 1 et tout x € IR, on pose

n(n+e™)
un(x) = T.

Il est clair que chaque fonction u,, est de classe €*° et positive sur R,
@ Pour x < 0, le terme e™ est borné, donc (lorsque n tend vers +oc0)

nn+0(1)] mn+o(1) mn 1 1
) = T = T T o)

Pour x > 0, au contraire, e™* = (¢*)™ tend vers +oo et n = o(e™*), donc

n(e™) + en[1 + o(1)] _ nx + o(1) X

~ —

n3 n3 n2

Un (X) =

lorsque n tend vers +oo.
Bref : pour tout x € R, la série ) u, (x) est absolument convergente et I’ensemble de définition de S est égal a R.
- Pour tout n > 1, la fonction u,, est évidemment croissante sur R, donc

Vx €l—oo,al, 0<un(x)<un(a)
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et, comme on vient de le voir, u, (a) = O(1/n2) lorsque n tend vers +oc0. On a bien trouvé un majorant indépendant de x
et ce majorant est bien le terme général d'une série convergente, donc la série de fonctions )_ u,, converge normalement
sur chaque intervalle |—c0, a] pour tout a € R.
Comme les fonctions u,, sont continues sur R, on en déduit que la somme S est continue sur chaque intervalle
]—o0, a] et donc qu’elle est continue sur
U ]—o00, a] =]—o0,+oco[ = IR.
acR

# Pour tout n > 1, la fonction w,, tend vers +oo au voisinage de +oco car :

m(e™) +n(1+ne ™)  nx+o(1) X

unlx) = 3 W xSiee nZ”

Comme les fonctions ., ne sont pas bornées, la série de fonctions ), ne saurait étre normalement convergente sur R.
De plus, comme les fonctions un sont positives,

VxeR,Vn>1, Z Wi (%) > Unt1(x)

k=n+1

donc le reste Ry, n'est pas borné non plus sur R. Par conséquent, la suite (Rn )nen des restes ne converge pas uniformément sur IR
vers la fonction nulle et la série de fonctions ) un n'est pas non plus uniformément convergente sur R.

@ Pour toutn > 1, la fonction u, est de classe ! sur R et

‘I eTLX ‘I enx
VxeR, uﬁl(x):?-iz—z-i.
n°> n+enx ns n+enx

On en déduit que
Yyn>1,VxecR, 0<u. (x)<—.

Le majorant trouvé est indépendant de x € IR et c’est le terme général d'une série convergente, donc la série dérivée
> uj, converge normalement sur R.

On a donc une série de fonctions de classe ¢ sur R, qui converge simplement sur R et dont la série dérivée
converge normalement sur R, donc la somme S est de classe ¢ sur R et

+o00
1
VXxeER, S'x)=) u(x)=) —-
n=1
On déduit de 'encadrement de u/ (x) que

!/
VxER, 0<S'(<) —
n=1
Par conséquent, la fonction S est strictement croissante et ™ /s-lipschitzienne sur R.
# Pour toutn > 1, la fonction u, tend vers tnn/ n3au voisinage de —co. Comme la série de fonctions )} u, converge
normalement au voisinage de —oo, on en déduit que la somme S tend vers une limite finie au voisinage de —oo et que

Jim 500 = 3" im o) = 3

n=1

@ Comme x
V>l un(x) ~ —
X—+oo M
. 2 .
on conjecture que S(x) ~ (™ /s)x. Pour en avoir le cceur net, on pose
X—+00

+oo +00 -
TIX e ‘I nx
S(x) — Z ninte n_ Z vn(x) olt wvn(x)= (T +ne™™) ).

Pour tout n > 1, la fonction vy, est positive et décroissante, donc

Yn>1,Vxell,+ool, 0<vn(x)<va(l)
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et comme ne~ ™ tend vers 0 lorsque n tend vers +oo,
va(l)=n(14+ne ™) ~ne ™ =nle ' )n

donc la série ) v, (1) est convergente. Ainsi, la série de fonctions ) v, converge normalement sur [1, +oo[ et, comme
cet intervalle est un voisinage de +oo0,

M, S0 =g ox = Zxkﬁzovﬂ )=o
Autrement dit, lorsque x tend vers +oo,
S(x) = %2 “x+o(1)
et donc, comme on en avait eu 'intuition,
S(x) ~ %2 X

O ] ] ] ]
0 2 4 §) 8 10

Graphe de S avec les premieres sommes partielles et I'asymptote oblique

Solution 10 08-10
1. Pour toutn € N et tout x € R, on pose

Un(x) = eV,

a Six < 0,la suite de terme général u,, (x) ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oco, donc la série >~ u,, (x) diverge
grossierement. Mais si x > 0, alors
VpeN, nPu,(x)=exp(—xy/n+pinn) ——0
| S ——

n—-+oo
——00

donc (pour p = 2) un (x) = o(1/n?) lorsque n tend vers +oo et la série )_u, (x) converge absolument.
L'ensemble de définition de S est donc égal a ]0, +ool.
2. Pourtoutentierk > 1,
Vx>0, uld(x)=(—vn)* un(x)

dong, pour tout k > 1 et pour tout a > 0,
YneN, Vxela+ool, [ul(x)]<(vm)*- unla).

On a obtenu un majorant indépendant de x et, d’apres 1’ordre de grandeur calculé a la question précédente (avec cette
foisp =2+ 44),
(V) unla) = o(ln2),

n—-+4oo

donc la série des majorants est convergente.



Séries de fonctions 22

La série de fonctions ) u, est donc une série de fonctions de classe ¥°° sur R, qui converge simplement sur
10, +o0[ et dont les séries dérivées convergent normalement sur l'intervalle [a, +oo[ quel que soit a > 0. Par conséquent,
la somme S de cette série de fonctions est de classe €’ sur

10, +00[ = U la, +o0o[

a>0

et, pour tout entier k > 1,

+o0
Vx>0 SM(x)= Z uElk)(x).
n=0

# En particulier,

+o00
Vx>0, S'(x)==) vne V*<0
n=0

donc la somme S est strictement décroissante sur 10, +ool.

3. Onadémontré que la série de fonctions }_ u,, convergeait normalement sur un voisinage de +co et il est clair que,
pour tout n € N, la fonction u,, tend vers une limite finie {,, au voisinage de +oco :

lo=1, Vn=1, {,=0

donc la somme S tend vers une limite finie au voisinage de +oo et

+oo +o0
S0 =2 i un() =t =1

4. Pour (x,t) € R% x R4, on pose
f(x,t) = exp(f\/’E x)

de telle sorte que un (x) = f(x,n). Pour tout x > 0, la fonction
[t — f(x,t)]

est continue, positive et décroissante sur R.. Comme la série ) u,(x) est convergente, on en déduit que [t — f(x, t)]
est intégrable sur [0, +-oco[ et que

400 400 400
Vx>0, S(x)—T=) f(xn)< J fx,t)dt < ) f(x,n) = S(x).
n=1 0 n=0

Effectuons le changement de variable v = x - v/t : la fonction ¢ = [v — t = v*/;2] réalise une bijection de classe ¢’ de
10, +o00[ sur 10, +-oo[ et comme [t — f(x, t)] est intégrable sur ]0, +oo], la fonction

viy v 2
est aussi intégrable sur 0, +oo[ (ce qui n’est pas une grande nouvelle!) et

Foo o 2vdv 2r(2) 2
Jo f(x) t) dt — J'O € V. X2 - XZ = sz.

L’encadrement de S(x) nous dit alors que

Vx>0, %gS(x)gé—H
X X
et donc que
2 2
S S Ol

# Comme S(x) est une somme de termes positifs, on déduit aussi de ce qui précéde que

“+o0o
2
Vx>0, 1=up(x)< Zoun(x) =S < T+ 5
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et donc que

S(x) = 1 +0(Xlz),

X—+00

ce qui nous donne a nouveau la limite de S au voisinage de +oo, mais avec en prime une estimation de la différence entre S(x) et sa
limite.

O ! ! ! !
0 2 4 6 8 10
Le graphe de S, des premieres sommes partielles et de [x — 14 2/,2]
Solution 11 08-11
La convergence uniforme implique la convergence simple, donc la somme
+o0
= Z Un (X)
n=0

est bien définie pour tout x € ]a, bl.

@ Les fonctions u,, sont toutes continues sur ]a, bl et la convergence uniforme conserve la continuité, donc la somme
S est une application continue sur Ja, bl.

a- Les fonctions uy sont intégrables sur ]a, b[, donc les sommes partielles

n
Sn = Z U
k=0

sont intégrables sur ]a, bl.
Traduisons la convergence uniforme avec ¢ = 1 : il existe Ny € N tel que

Vn>Np, [[S—Snll, <c¢
On en déduit que

Vxela,bl, [S()| < [Sno(X)]+]S(x) = Sn, (X))
No

<
< S (X)| 41

Or la fonction Sy, est, comme l'a dit, intégrable sur ]a, b[ et la fonction constante [x — 1] est intégrable puisque ]a, b|
est un intervalle BORNE. D’apres le Théoreme de comparaison, la fonction S est intégrable sur Ja, bl[.
@ Nous pouvons donc nous intéresser a
b b
J Sn(x)dx —J S(x) dx.
a a

Pour tout n € N, d’apres l'inégalité triangulaire,

N

b
J |S(x) — Sn(x)| dx

a

Jb S(x) dx — Jb Sn(x) dx

a a

< (b_ a)HS_STlHoo
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D’apres le Théoreme d’encadrement, cela prouve que

n—-+oo

lim Jb Sa(x)dx = Jb S(x)dx = Jb +ZOO un (x) dx.

Par linéarité de l'intégrale,

Jb Sa(x)dx = i J.b u (x) dx.

a k=ova

On a donc démontré que la série ) IZ Un (x) dx était convergente et que

+00 b b +oo
Z J x) dx = J Z Un (x) dx.
n=0"%
Solution 12 08-12
1. Les deux définitions de f,,(1/n) coincident :
n\f =Vn=

\/Z

donc la fonction f,, est bien définie sur [0, 1].

@ La fonction f;, est clairement continue sur [0, /1, ainsi que sur |'/n, 1]. De plus, elle est clairement continue a gauche
en x = !/ et continue a droite en x = 1/, donc elle est bien continue en x = 1/,. Par conséquent, la fonction f, est
continue sur le segment [0, 1].

L'intégrale I, existe donc bien en tant qu’intégrale d"une fonction continue sur un segment.

@ La fonction f, est clairement de classe € sur les intervalles [0, 1/n[ et 11/, 1]. Elle est également dérivable a gauche et a droite

en x = 1/, mais
—1 —n\/ﬁ

(fn)y(Vn) =nvn  tandis que  (fn)4(/n) = el W

donc f,, n’est pas dérivable en x = 1/n.

a Six =0, alors f(x) = 0 pour toutn > 1.
Si0 < x < 1, alors il existe un entier ng =ne(x) € N tel que

1
o

vYn>no, X > =

31—

et donc
vYn > no, fnlx) = —.

VX

Par conséquent, la suite de fonctions (fy )n>1 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f définie par

0 six=0,
Vxel0,1], f(x)= Vs si0<x <]

#o La fonction f est continue sur 10, 1], mais elle n’est pas continue par morceaux sur [0, 1], car elle n’a pas de limite i droite finie
au voisinage de O (elle tend vers +o00).

a Comme toutes les fonctions f,, sont continues sur [0, 1], si la suite de fonctions (fn)n>1 convergeait uniformément
sur [0, 1], 1a limite f de cette suite serait également continue sur [0, 1], ce qui est faux comme on vient de le constater.
Par conséquent, la suite de fonctions (fn )n>1 ne converge pas uniformément sur [0, 1].
2. On peut calculer explicitement I, : pour toutn > 1,

1
T—+Vh — 2.
(f K ) \/> 2\/ﬁ n—+o0
@ Sinon, on peut remarquer que, pour toutn > 1,

VOo<x< 0< fn(x) < fr(V) =vn < —= =f(x)

:\—
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et que

V—<x<1, 0 fr(x)="~f(x).

S1=

Par conséquent,
Yn>1,Vxel0,1], 0<fh(x)<f(x).

Or la fonction f est une fonction intégrable de référence sur ]0, 1], donc la convergence est dominée!
Par conséquent,

1 1
J fr(t) dt—)J f(t) dt =2[V1—V0] = 2.
0

0 n—-+4oo

# La fonction f n'est pas continue par morceaux sur [0, 1] et a fortiori n'est pas intégrable sur [0, 1]. Cependant, elle est bien
continue sur 10, 1] et intégrable sur 10, 1] : c’est méme, comme on I'a dit, une fonction de référence!
Cette remarque en passant pour indiquer que la théorie de 'intégration qui est au programme est trop simplifiée pour ne pas
présenter quelques bizarreries...

Solution 13 08-13

Soit x € ]—1, 1[. Une récurrence immédiate démontre que

k
VneN, f(x)=fq""0]] 14

n+1

Comme |q| < 1, la suite de terme général g™ ' x tend vers 0 et, par continuité de f, la suite de terme général f (q™*1x)

tend vers f(0) = 1.
11 existe donc au plus une fonction qui répond au probléme posé, elle est définie par

n k
Vxel=1,1, f(x)= lim Fiqu
n—>+ook:0 —qtx

@ Comme |x| < Tet|q| < 1,alors |[g*x| < 1 pour tout entier k € N et par conséquent,
0<1+q*x.

11 s’agit donc d’étudier les séries de fonctions

Z n(14g*x) et Zﬁnﬂ —q*x).
. Comme q*x tend vers 0 lorsque k tend vers +oo,
n(1+q*x) ~x-g*

et comme |q| < 1, la série géométrique Y_ q* est absolument convergente. Par comparaison, les deux séries Y_ én(14q*x)
sont absolument convergentes pour tout x € ]—1, 1[.
@ Soit 0 < a < 1. La fonction @ = [t — €n(1 + t)] est de classe €' sur le segment [—a, a] et

1 1 1
vtelaad, ()= ¢ {1—#(1’1—(1]'

Par conséquent,
1

Vte[—a,a], |(p/(t)| <
1—a

et on déduit de I'inégalité des accroissements finis que
1
Vte [—a,adl, ’(P(t) - (P(O)| < T—a It—0

c’est-a-dire
It]

1—a’

Vtel-a,al, |[n(1+1)]<
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@ Par conséquent, pour tout x € [—a, a] et toutk € N,

a

| en(1 £ q*x)| < T

k
“lql®.
Le majorant est indépendant de x € [—a, a] et c’est le terme général d'une série (géométrique) convergente. Donc les
séries de fonctions ) ¢n(1 + q*x) convergent normalement sur chaque segment [—a, al.

On sait que la somme d’une série normalement convergente de fonctions continues est elle aussi continue. En
conséquence, les sommes

+oo
> tn(1+q*x)
k=0

sont des fonctions continues de x sur chaque segment [—a, a] et dongc, la continuité étant une propriété locale, des
fonctions continues sur |1, 1[ (intervalle qui est l'union de ces segments).
@ Par continuité de la fonction exp, 'expression

) n ]JquX +o00 y +oo 5
lim —_— :exp(Z n(1+q x)fZEHU —q X))
k=0

n—-+oo 1— kx
k=0 q k=0

est une fonction continue de x sur |1, 1[ et il est clair que cette expression est égale a 1 pour x = 0.
Par ailleurs, pour |x| < 1,

1+x
1—x

+o00 +o00
flax) = 1~ exp(Y_ tn(1 + qlax)) - 3 tnl1 o)
k=0 =

]—i—X +o00 5 +oo 5
= 3 7Xexp(Z€n(1 +q x)—Z(’,n(l —q x))
K —)]—<<>:<>1 “+o0o
—exp(tn(14+x) — (1 —x)+ > tn(1+ ")~ Y_tn(1—q*x))
k=1 k=1

+o0 +oo
_ exp(kzo tn(1+ q*x) — k;fnu - qu)) — f(x).

Nous avons ainsi démontré que la seule fonction possible était bien définie et possédait de plus toutes les propriétés
souhaitées.

Solution 14 08-14

1. Posons I =]0,+oco[. Pour toutt € I et tout x € R, on pose

te—tX
et —1°

(p(t) X) =

Il est clair que @« = [t — @(t, x)] est continue sur I (quelle que soit la valeur de x € R).
Lorsque t tend vers 0,
tx1

@(t,x) ~ =1
donc @ est bien intégrable au voisinage de 0.
Lorsque t tend vers +oo,
(p(t, X) ~ te—t(x+1 )

— e t(xH+1)/2 | p—t(x+1)/2 —ther1)/2),

= o(e
Pour x > —1,onax+ 1 > 0 et ¢y est donc intégrable au voisinage de +oo. En revanche, pour x < —1,onax+1 <0,
donc @, tend vers +oo au voisinage de +oo.

Par conséquent,

— six > —1, alors la fonction @y est intégrable sur I, donc l'intégrale généralisée f(x) est convergente;

— six < —1, alors la fonction @ n’est pas intégrable sur I et, pire encore, 'intégrale généralisée f(x) est divergente.

# Question classique mais qui demande d’étre vigilant au moment de conclure. Comme on sait, il arrive qu'une intégrale géné-
ralisée soit convergente méme lorsque la fonction intégrande n’est pas intégrable.
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La question posée ici est de savoir si l'intégrale généralisée f(x) est convergente, il ne suffit pas de savoir pour quels x la fonction
@y est intégrable sur 1!

2. Pour tout t € I, le produit —tx tend vers —oo lorsque x tend vers +oo, donc

Iim o(t,x) =0.

X—+00

Par ailleurs, la fonction exp étant croissante,

Vel Vx>0, 0< 5 o(t,0).

On a un majorant indépendant de x et intégrable sur I, cette majoration est vraie sur l'intervalle [0, 400, donc sur un
voisinage de +o00. On peut donc déduire du Théoreme de convergence dominée que

+o00 +oo
lim f(x):J' Iim @(t,x) dt:J 0dt=0

X—+00 0 X—+00 0

3. Considérons x > 0, de telle sorte que x > —1 et x — 1 > —1. Les fonctions ¢ et 1 sont donc intégrables sur I et,
par linéarité de I'intégrale,

00 t +o00
f(x —1) — f(x) :J - (e~ t0=T) —eftx)dt:J te—t% dt.
o € — 0

Comme x > 0, on peut poser u = xt et obtenir
1 [t 1
f(x—])—f(x)zx—z ue Ydu=—-T(2)=—.

@ On en déduit que, pour tout x > —T et toutn € N,

n

f(x)—f(x+n+1)=Z[f(x+k)—f(x+k+1 Z

= = x+k+1

D’apres la question précédente,
vVx>—1, lim f(x+n+1)=0

n—-+4oo

et comme la série }_ > converge (le terme général est équivalent a 1/«2), on peut passer a la limite et obtenir ainsi :

x+k+] )

+o0 1 too 1
xelhil f9=) o = G

4. On peut aussi transformer un peu l'intégrande pour faire apparaitre une série géométrique.

—(x+1)t

Vx>—1,¥t>0, o(tx)= ]_et Zte R R

_ Z tef(x+k)t
k=1

Nous allons donc considérer la série de fonctions ) uy définies par

VkeN* Vtel, un(t)=te XKt

# Le parametre x est fixé une fois pour toutes, il n’apparait donc pas dans les notations utilisées ici. (Ce n'est pas trés bien, mais
¢ca simplifie la vie.)

Chaque fonction uy est intégrable sur I car x +k > (—1) + 1 = 0 (cf plus haut pour les détails) et positive, donc

+o0 +oo 1
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avec le changement de variable v = (x + k)t.
La série de fonctions ) uy converge simplement sur I et sa somme est la fonction [t — @(t,x)], qui est bien continue
sur .

# Ce qui suit est évident — puisqu’en fait on est parti de @ (t,x) et qu’on I'a développée en série de fonctions ! Néanmoins, cette
vérification est nécessaire pour justifier 'application du Théoréme de dérivation terme a terme.

Enfin, la série

+o00
ZL [uie(t)| dt

est convergente (le terme général vient d’étre calculé). On peut donc intégrer terme a terme :

400 oo 400 1
f(x) = ]; JO w(t) dt = g o

# La fonction f est aussi développable en série entiere sur ]—1, 1] et la méthode est classique (Théoréme de Fubini).
Pour tout k € N* et tout x € ]—1,1],

1T 1 T 1
x+k)2 kK (T+x/kZ K 10— (x/K72

On a donc | %] < 1 et on sait que

vitel-1,1[, “_t)zza(j) dtZt :nZoTH_”t

donc N N
1 1 —X\" o (=D"(n+1)
o e () = e

n=0 n=0

et, pour tout x € |—1,1][,

+00 400 n
f(x) = Z Z Qg,n  AVEC Qgn = En+1) -x™.

kn+2
k=1n=0

Sur lintervalle ouvert de convergence, une série entiere est absolument convergente, donc pour tout entier k. € IN*, la famille
(ak,n)nen est sommable et, d’apres les calculs précédents,

Vk e N*, Gk—Zlakn‘ Z( +”(‘E|) :W'

n=

La série Y_ oy est absolument convergente (par comparaison a une série de Riemann). D’apres le Théoreme de Fubini, la famille
(ak,n) (k,n)en=xn est donc une famille sommable et, en particulier,

0o +oo ,+oo n
5 5 s X (5 )

n=0 “k=1

()" (n+1)¢n+2)-x"

Mﬂl\’lg

3
I
o

Solution 15 08-15

1. D’apres le Théoreme de Weierstrass, il existe une suite (Q)ken de fonctions polynomiales qui converge uniformé-
ment sur le segment [0, 1] vers la fonction continue f.
Pour tout entier k € IN, on pose

k= Qi+ [f(1) — Qx(N)].

La suite (Px)xen est bien une suite de fonctions polynomiales telles que Py (1) = f(1) et

VkeN, Vxelo, 1], [Pu(x)—f(x)| <[Qu(x)—f(x)|+[f(1) — Q1] < 2[[Qx —fllo
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Par conséquent, la suite (Py)xen converge uniformément sur [0, 1] vers f.
2. Comme (n+ 1) ~ nlorsque n tend vers +oo, il suffit de vérifier que

1

1
J (m+ 1)t™f(t) dt — f(1) :J (n+ D™ [f(t) — f(1)] dt
0 0

tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
#o [l est capital de remarquer que 'expression (n + 1)t™ est positive sur [0, 1] et que
1
vVneN, J(n+1)tndt:1.
0
On parle a ce sujet de densité de probabilité.
@ On consideére une suite (Pi)ren de fonctions polynomiales telles que Py (1) = f(1) pour tout k € N, qui converge

uniformément sur [0, 1] vers f.
Par inégalité triangulaire, pour tout n € N et tout k € NN,

1

1
J (n+ D™ [f(t) — f(1)] dt‘ < J (n+ Dt [f(t) — Pr(t)| dt +

1
J (M + D™ [Pi(t) — Pi(1)] dt‘ (car Py (1) = (1))
0 0 0

1 1
< |If— PklloojO (n+1thdt+ J (n+ D™ [P (t) — Pr(1)] dt’

0

1
< |[f—Pullo, + JO (n+ Dt [P (t) — Pi(1)] dt‘.

@ Fixons ¢ > 0. Alors ¢/2 > 0 et, par hypothese, il existe un rang Ko € N assez grand pour que ||f — Pk, ||, < 2.
Comme Py, est polynomiale, c’est en particulier une fonction de classe ¢! et il existe donc un rang Ny € N assez
grand pour que

Vn}No,

N[ ™

1
J (n + D™ [P (t) — Pr(1)] dt’ <
0

On a ainsi démontré que

1
Ve>0,3INpeN, Vn > Ny, J(n+1)t“[f(t)—f(1)]dt’<s

0

et donc que

1
lim nJ tf(t) dt = f(1).

n—-+oo 0

Solution 16 08-16

1. Pour tout x # 0, le produit nx tend vers I'infini lorsque n tend vers +o0, donc sin '/« tend vers 0 (par composition
de limites).
Pour x = 0, tous les f, (x) sont nuls.
Donc la suite de fonctions (fn,)n>1 converge simplement sur R vers la fonction nulle.
@ Fixons a > 0. On sait (Inégalité des accroissements finis) que

YuelR, Isinul <yl

On en déduit que
] 1 X
VneN Vx#£0, |fn(x)70|:x2‘sm—‘<x2~—zu.
nx nlx| n
Il est clair que cet encadrement est encore vrai pour x = 0.
Par conséquent, on a démontré que
x a
VneN* Vx € [—a,al, |fn(x)]<5.
On a trouvé un majorant indépendant de x € [—a, a et qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo, donc on a prouvé que
la suite de fonctions (fn)n>1 convergeait uniformément sur [—a, a] vers la fonction nulle.
2.
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# Nous allons chercher une suite (xn)nen telle que fn(xn) ne tend pas vers 0, ce qui prouvera que la convergence n’est pas
uniforme sur R.
D’apres ce qui précede, c’est au voisinage de l'infini que la convergence ne serait pas uniforme (restons prudent pour le mo-
ment!), donc nous allons chercher une suite (xn )Jnen qui tend vers +oo.
Si (Xn)nen tend vers +oo, alors le produit nxy, tend vers oo et par conséquent

2
! no_ Xn

~ .
NX;, n—+00 NXy n

fulxn) = xi sin

En considérant la suite de terme général x, =n,ona

fn(xn) =n? sin— ~ n°-—
n< n—+oo n n—-+oo

Variante : avec x, = n2,on a

1
fa(xn) ~ n".— ——— to0.
n—-+4oo n n—-+oo

# Pour trouver un contre-exemple, il suffit de choisir une suite (xn )nen qui tend vers +oo sans étre un o(n) — c’est-a-dire une
suite qui tend raisonnablement vite vers 4-oco.

Solution 17 08kh-01

1. Lorsque x parcourt [0, 1], 'expression polynomiale

TR

est clairement positive. Il s’agit d'un polynome de degré 2 qui atteint son maximum en

X+x(1n—X) _ (

Restreinte a [0, 1], cette expression est donc croissante. Elle est égale a 1 pour x = 1, donc

x(1—x) 1

v x e [0,1], X + 0,1].

L'application f,, est donc bien définie et de classe ¢! sur [0, 1] (comme composée de fonctions de classe ¢').

# [l serait dommage d’étudier les variations en calculant la dérivéee, sans observer qu’il s’agit d'un polynéme de degré 2 (et qu’on
sait donc précisément oil cette expression est maximale).

2. Ilestclair que
1—
Vx2>1, lim x+u:x
n—-+oo n
et donc que la suite (f;,)n>1 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f.
Comme f est de classe €' sur [0, 1], sa dérivée est bornée sur le segment [0, 1], donc f est lipschitzienne : il existe
K > 0 tel que

VO<xy<T,  |f(x)—f(y)] <Klx—yl
En particulier,
K-x(1— K
vxelo T, [fix)— fax)| < XX K
n 4n

Le majorant est indépendant de x € [0, 1] et de limite nulle, donc la suite (fn)n>1 converge uniformément sur [0, 1] vers

f.

3. Sif est continue sur [0, 1], elle nest a priori pas lipschitzienne, mais elle est quand méme uniformément continue.
Pour tout ¢ > 0, il existe donc « > 0 tel que

VO<xy<l, k—y<a = [fx)—fly)|<e.
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Comme /4y, tend vers 0 lorsque n tend vers 0, il existe un rang no tel que

x(1—x)
n

Vn>=mne, Vx€[0,1], <«

et donc tel que
vVn>=mng, Vx€[0,1], ‘f(x)—fn(x)’ <e.

Le rang no est indépendant de x € [0, 1], donc on a bien prouvé que, dans ce cas aussi, la suite (fn)n>1 convergeait
uniformément sur [0, 1] vers f.

#o [l est tres fréquent que, comme c’est ici le cas, une propriété établie facilement pour une fonction lipschitzienne soit en fait une
conséquence de la continuité uniforme.

Solution 18 08kh-02
1. L'image de [-1,1] par fj est le segment [—2, 2]. La fonction

o= v

est continue et strictement croissante sur [—2, 2]. Comme ¢(—2) = 0 et que @(2) = 2, le segment [—2, 2] est stable par ¢,
donc la suite (f,)nen est bien définie.
@ Pour tout t € [-1,1], la suite (fn(t)) n @st donc bien définie par la donnée de fo(t) € [~2,2] et la relation de
récurrence
VnelN, fo(t)= (P(fn(t))-

Une étude tres sommaire de la fonction ¢ nous montre que
Vuel-22] u<opu <2

et donc que, pour tout t € [—1,1], la suite (fn(t)) cn st croissante et majorée par 2. On en déduit que la suite de
fonctions (fn)nen converge simplement sur [—1, 1].
L'unique point fixe de ¢ est égal a 2 et comme ¢ est continue sur [—1, 1], on en déduit que
Vtel[-1,1], lim fn(t)=2
n—-+4oo

c’est-a-dire que la suite (f;,)nen converge simplement vers la fonction constante f = [u — 2J.
« La fonction fy est clairement continue et croissante sur [—1, 1]. Pour toutn € N,

fay1 =@ofy

et par composition, chaque fonction f,, est continue et croissante sur [—1, 1].
On a démontré que, pour tout t € [—1, 1], la suite de terme général f,, (t) était croissante et convergeait vers f(t) = 2,
donc
VneN, Vte[-1,1], |[fu(t)—f(t)| =2—fn(t).

Et comme chaque fonction f,, est croissante sur [—1, 1], on en déduit que
VneN,Vte [-1,1], |fo(t)—f(t)] <2—fn(-1).

Le majorant trouvé est indépendant de t € [—1, 1]. Par convergence simple sur [—1, 1], ce majorant tend vers 0 lorsque n
tend vers +oco. On a ainsi démontré que la suite (f, )nen convergeait uniformément sur [—1, 1] vers f = [t — 2].

#y Pour la culture :
Le premier Théoreme de Dini nous dit que : si (fn)new est une suite croissante de fonctions continues sur un segment qui
converge simplement vers une fonction continue, alors la convergence est uniforme.
Le second Théoréme de Dini nous dit que : si (fn)nen est une suite de fonctions croissantes sur un segment qui converge
simplement vers une fonction continue, alors la convergence est uniforme.

2. Chaque fonction f,, est continue sur le segment [—1, 1], donc 'intégrale I, est bien définie.
Comme la suite (f,)nen converge uniformément sur le segment [—1, 1],

1
¥nen, In—J 2dt’ <2 [[fn —fll
1
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donc la suite (I, )nen converge vers 4.
3. Lafonction fy s’annule en 0, donc la fonction /¢, n’est pas continue par morceaux sur [—1, 1]. L'intégrale Iy n’a donc
pas de sens.

@ La fonction f; s’annule en —1, la fonction '/¢, est continue sur |1, 1] et lorsque h tend vers 0 par valeurs supérieures,

fi(—=14+h) = 1 _
! T 2+42(-1+h)  V2n

donc f; est bien intégrable au voisinage de —1. Par conséquent, l'intégrale I; est bien définie.

« Pour tout n > 2, la fonction f,, est croissante sur [—1, 1], donc

Vte [_1)1]3 fn(t) >fn(_1)

Comme la suite de terme général f, (—1) est croissante,

Vn=2, fol=1)=f(=1) =2+ (-1)=v2>0.

Par conséquent, la fonction f;, est continue et strictement positive sur [—1, 1]. La fonction '/r, est donc continue sur le
segment [—1, 1] et I'intégrale J,, est donc bien définie.

a [l est clair que la suite (%)1@ 2 converge simplement sur [—1, 1] vers la fonction constante [t — /5] et d’apres ce qui
précede,

1 o 1
fult) ~ V2

Vn>2 Vtel[-1,1, 0<

donc la convergence est dominée. Par conséquent,

# Pour les mémes raisons de monotonie que précédemment,
Vynz2,vtel-1,1, 0< ——s<—+~—=.

Comme le majorant est indépendant de t et qu’il tend vers 0, on en déduit que la suite (1/;.) converge uniformément sur [—1,1]
vers la fonction 1/;.
Variante : 1 1 | I
Vn>2 vVtel[-1,1 — gt feo I oo
me AV 5w TRy S ey S 2600

Solution 19 08kh-03
Pour tout x € R et toutn € N,

(=)™ cos®(3™x)
LR ——_— -
3n
donc la série de fonctions converge normalement sur R.
Comme le terme général est une fonction continue sur R, la somme est elle aussi continue sur R.
@ Pour tout 0 € R,

cosO  cos30 + cosB

cos® 0 = cos? 0.cos 0 = (1 + cos20).cos6 = 5 + a

_ cos30 n 3cosH
4 4

Par conséquent,
cos®(3"x)  cos3™'x  cos3™x

VXER, T T e T g
et par télescopage,
& (=1)" cos? 3™x ~ im (=1)"cos3ntTx N 3 . 3cosx
3n = oo 430 40T Ty

# Les séries desquelles on sait calculer la somme sont :

— les séries télescopiques

— les séries géométriques
les séries entieres de référence et celles qui s’en déduisent.
La série étudiée ici n’est ni géométrique, ni une série entiere...
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Solution 20 08kh-04

1. Soitx € R. Comme 0 < r < 1, la suite de terme général r*x tend vers 0 lorsque k tend vers +oo et il existe donc un
rang ko € N tel que

Vk>ko, [ <

N =

Pour tout entier n > ko, on peut donc écrire

n

fn(x) = fio 1 (x) - [T (1 —=*).

k=ko

Le facteur fy,_1 est continu (en tant que fonction polynomiale de x) et nous allons étudier son cofacteur, qui est un
produit de réels strictement positifs :

ﬁ (1—1*x) = exp( i In(1 rkx)>.

k=ko k=ko

Lorsque k tend vers +oo,
K

In(1 —r*x) ~ —1rkx
et comme la série géométrique }_ r* est absolument convergente, on en déduit que la série }_ n(1—r*x) est absolument
convergente.

Par composition de limites (puisque la fonction exp est continue sur RR), la suite (f )n>1 converge donc simplement
sur R.
2. Onreprend la méthode précédente en se plagant sur un segment [—A, Al.

Il existe un rang ko € N assez grand pour que

Vk>ko, O0<TFAK

N —

Par monotonie de {n, on en déduit que
Vk > ko, Vx €[-A Al [tn(1—1)| < [tn(1 —T5A)|.

La série de fonctions 3, -, €n(1 —1*x) converge donc normalement sur [-A, A]. Comme il s’agit d"une série de fonc-
tions continues sur [—A, A], on en déduit que la somme est continue sur [—A, A].
La fonction exp étant continue, on en déduit que la fonction

n—-+4oo

lx —  lim (1— Tkx)]
k=ko

est continue sur [—A, A] (composée de fonctions continues) et comme fy,_; est continue sur R, on en déduit que la
limite

n—-+4oo

F= lx — lim (1 Tkx)]
k=1

est continue sur [—A, A] (produit de fonctions continues).
@ Comme la fonction F est continue sur chaque segment [—A, A], elle est en fait continue sur R.

# La méme méthode permet de prouver que F est de classe ¢ sur R.

Solution 21 08kh-05

D’apres I'inégalité des accroissements finis, chaque fonction f;, est M-lipschitzienne :

Va<xvy<b, ’fn(x)—fn(y)lél\/l-lx—yl.
La constante de Lipschitz étant indépendante de n, on peut passer a la limite simple dans 'encadrement précédent :
Vaéx»ygl% |f(X)*f(U)|<M|X*U|

ce qui prouve que la limite f est M-lipschitzienne.
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» Soit € > 0. Posons alors o = /3 de telle sorte que

Va<xy<b VneN, -yl <a = |fu(x)—faly)] < 3)

W | m

On a également

Va<xy<b, |[x—y <o = [f(x)—f(y)| < @)

W | m

(puisque f, comme les f,,, est M-lipschitzienne).

#y Cette propriété découle du fait que les fonctions fn sont lipschitziennes et admettent une constante de Lipschitz commune.
On aurait le méme résultat en supposant ces fonctions "uniformément uniformément continues” (elles sont toutes uniformément
continues en tant que fonctions continues sur le segment [a,bl, on demande en plus que le réel o« > 0 associé 4 ¢ > 0 soit
indépendant de I'indice n).

Le nom exact de cette propriété est I'équicontinuité uniforme.

On considere alors une subdivision du segment [a, b]
Aa=Xo <X < <X <+ <XN=D

de pas inférieur a o :
VO< k<N, 0<xgy1 —xk <

» Pour tout 0 < k < N, la suite de terme général f,, (xi) converge vers f(xi) (par convergence simple). Il existe donc un
rang no = no(k) tel que

€

g .

Comme il n'y a qu'un nombre FINI de points dans la subdivision, il existe un rang

Vn = mno, [ (xi) — f(xa)| <

no = max ng(k) e N

o<\

tel que

Ynzne, YOS KN,  [falud —flxl| < 5. 5)

# Ce qui précede signifie que la suite (fn)nen converge uniformément sur I'ensemble fini {xy }o<i<N vers la fonction f.

» Considérons maintenant x € [a, b].
a Six est 'un des xx, la question est réglée par (5)!

Vn=mn,  [fa(x) = f(x)] = [fala) = fla)| < 3 <e.

W[ ™

@ Si tel n'est pas le cas, alors il existe un, et un seul, indice 0 < k < N tel que xx < x < xx11. Par astuce taupinale et
inégalité triangulaire, on a alors

[fn(x) = F(x)| < [fn(x) = fn(xa) | 4 [fn () — fad) | + [Fxac) — fxad) |-

Pour toutn > ng,ona

[ 00) = fn (xi)| < 5
par (3); de méme,
[Fxi) = Fxi)| < 3
par (4) et enfin
[ (0) = i) < 5
par (5), donc
vn = no, ‘fn(x)—f(x)’ <e.

@ On a ainsi démontré que
vYn>np, Vx € [a,bl, ‘fn(x) —f(x)| <e

avec un rang no indépendant du réel x € [a, b]. Autrement dit : la suite (f,)nen converge uniformément sur [a, b] vers
f.
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Solution 22 rms128-700

1. Six > 0, alors e™™* tend vers 0 lorsque n tend vers +oo et un(x) ~ (e7*)™. Comme 0 < e™* < 1, la série
géométrique ) (e *)™ est absolument convergente et la série ) u,(x) aussi.

Six < 0, alors uy (x) ne tend pas vers 0 et la série ) u,(x) diverge grossiérement.

Le réel f(x) est donc défini si, et seulement si, x > 0.

# Telle qu’elle est posée, la question appelle une condition nécessaire et suffisante de convergence.

2. Il est clair que chaque fonction u,, est continue sur I = R et, pour tout n > 1, la fonction u, est strictement
décroissante.

#y La fonction ug est constante !

a 5i0 < x<uy,alors

+oo +o0o +o0
fx)=fly) = ) unlx) =D unly) = un(x) —un(y)| <0.

<0

& ]I faut avoir justifié la convergence des deux séries pour utiliser la linéarité de la somme.

Donc la fonction f est strictement décroissante sur 1.
@ Pour a > 0, la décroissance de chaque fonction u,, nous donne

vYneNlN, Vxela,+oo[, 0<un(x)<unla).

Et comme a > 0, la série (de terme général positif) ) u,(a) est convergente. Le majorant est indépendant de x et
c'est le terme général d'une série absolument convergente, on a démontré que la série de fonctions ) u, convergeait
normalement sur l'intervalle [a, +co[. Comme chaque fonction u,, est continue, on en déduit que la somme f est continue
sur chaque intervalle [a, +oo[.

La fonction f est donc continue sur 1'union de ces intervalles, ¢’est-a-dire sur I = ]0, +ool.

# Si la série de fonctions )y convergeait uniformément sur 10, +o0l, alors on pourrait appliquer le Théoreme d’interversion
des limites, qui affirme en particulier que la série de terme général

{, = limu,(x) =In2
x—0

est convergente. Comme la série ), diverge grossierement, la série de fonctions ) 1w, n'est pas uniformément convergente sur
10, +ool.

3. La fonction f est décroissante et positive (les fonctions u, sont toutes positives), donc elle tend vers une limite finie
(positive) au voisinage de +-co.

@ Chaque fonction u,, tend vers une limite finie {,, au voisinage de +oco (limite nulle pour toutn > 1; égale a {n2
pour n = 0). La série de fonctions }_ u,, converge normalement sur l'intervalle [212, +co[ (qui est un voisinage de +o0),
donc la somme f tend vers une limite finie au voisinage de +oco (merci, on savait déja); la série des limites ) {, converge
(merci, on avait remarqué) et

+o00o
Jm ) = ) lim un(x) = tn2.
n=

# Pour les mémes raisons, la fonction f tend vers une limite, finie ou infinie, au voisinage de 0. Comme les fonctions wu,, sont
positives,

N
VNEN, Vx>0, f(x)>) un(x)

n=0
et comme I'existence des limites lorsque x tend vers 0 est assurée,
N
YNeN', limf(x)> ) un(0)=(N+1)tn2.
x—0 n—o

On en déduit que f tend vers 4+oo au voisinage de 0.

4. Soit x > 0. La fonction ¢ = [t — n(1 + e ™)] est continue et décroissante sur [0, +oo[. En comparant sommes et
intégrale, on obtient

n n n—1
Yzl Y w< | oldi< Y w. (M
k=1 0 k=0
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@(1)

0 1 n—1 n t

La fonction ¢ est continue sur [0, +ool et équivalente & e " lorsque t tend vers +oo. Comme x > 0, la fonction ¢ est
intégrable au voisinage de +oco et on peut donc passer a la limite dans (f).

+o00 “+o0o
F(x) —uo(x) = 3 wi(x) < L o(t) dt < (x) 0
k=1

@ On effectue d’abord le changement de variable affine s = xt.

+oo ] +oo
J e(t)dt = fJ n(1+4e%)ds.
0 X

# Ce changement de variable est possible car x > 0.

@ On effectue ensuite le changement de variable usuel u = e™*.

“+o0o 1
J tn(1 +e_5)ds:J Wm0+ 4
0 0 u

# L'application [s — e *] réalise une bijection de classe €1 de l'intervalle 1 = [0, +ool sur l'intervalle ] =10,1] et on a déja
établi I'intéqrabilité de [s — In(1 4 e %)] sur L

@ Le développement en série entiere de {n(1 + u) nous donne

(1 +u) too (—1)mHIyn! too (—1)mun
1, —= = A e — A e
Voi<u<T, " E i

3
1
3
I
o

On reconnait ici une série entiere dont le rayon de convergence est égal a 1.

Les fonctions a, = [u— (—u)™/(n + 1)] sont continues sur le segment [0, 1] (et donc intégrables); la série de fonc-
tions ) a, converge simplement sur [0, 1[ et sa somme est continue (en tant que somme d’une série entiére sur un
intervalle contenu dans l'intervalle ouvert de convergence); enfin, la série de terme général

1 1
un 1
J,lantoldu = | 2255 e =

est convergente.
D’apres le Théoreme d’intégration terme a terme,

(1w T _+°° 1 _+°° (1)t
J ?du—J T;)an(u)du—ZLan(u)du_n;1nz

0 0 n=0

et finalement

# La borne supérieure de 'intervalle d'intégration n’appartient pas a l'intervalle ouvert de convergence de la série entiere (1 ¢
1—1, 10, donc on ne peut ici se contenter d'indiquer qu’on inteégre une série entiére pour justifier l'intégration terme a terme.
11 est prudent a ce propos de parler de primitivation terme a terme pour les séries entieres (on intégre terme a terme sur un
segment contenu dans l'intervalle ouvert de convergence).
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Solution 23 rms130-578

1. Pour toutn € N*, on pose

VxeR, un(x)= e VX,
@ Pour toutx > 0,ona ]
V>0, un(x) = 0(7)

n—+oo n«
puisque n*u, (x) = exp(—y/nx + afnn). Par comparaison avec les séries de Riemann, la série ) un (x) est donc abso-
lument convergente.
Pour tout x < 0, la série ) u,(x) est grossierement divergente.
La somme

+o0
S(x) = Z e VX
n=1

est donc définie si, et seulement si, x > 0.

# ]l est important de bien comprendre le sens des croissances comparées ici : on peut facilement comparer 3wy (x) d une série
de Riemann (avec un exposant « arbitrairement grand) mais il est impossible de conclure en comparant cette série 4 une série
géométrique : comme

vo<q<t, 2 _exp(cntng— v
| S g —
q —+0o0
on a seulement q™ = o(un (x))...
@ Pour toutn > 1, la fonction u,, est décroissante et positive :
v0<x<uy, 0 <unly) <un(x). (%)

Par conséquent,
Va>0,Vxela+oo[, VneN* 0<uy(x)<unla)l.

Comme le majorant est indépendant de x et que la série }_ u, (a) est convergente (puisque a > 0), on vient de prouver
que la série de fonctions ) u,, converge normalement sur tout intervalle [a, +o0l.
Comme les fonctions u,, sont continues sur |0, +oo[ on en déduit que la somme S est continue sur 0, +oo[.

#y Ici, il n’est pas nécessaire de recourir au théoreme de convergence normale pour justifier que la somme S est continue.
a En effet, pour tout 1 > 1, la fonction un, est de classe € et

V0<a<x, lun, (x)| = Ve Vi < me Ve,
On peut alors déduire de I'inégalité des accroissements finis que
Vo<a<xy, |un(x)—un(y)|< Ve Ve [x —yl.
On vérifie sans peine (comparaison avec une série de Riemann) que la série

Z Ve Ve

est convergente. En sommant les encadrements précédents, on montre que

+oo
Vx,y € [a,+ool, |S(x) fS(y)| < [Z \/ﬂ,e\/ﬁ-a} “x =yl
n=1

ce qui signifie que S est lipschitzienne sur tout intervalle [a, +ool.
@ On peut remarquer que la constante de Lipschitz trouvée

+o0o
Ka= Y Ve vie
n=1

est une fonction croissante de a et que Ko = +oo (osons cet abus de notation!), ce qui nous indique que S n’est sans doute pas
lipschitzienne sur I'intervalle ouvert ]0, +oo[ (soit a cause d’une asymptote verticale, soit a cause d’une tangente verticale en x =0,
il est trop tot pour décider).



Séries de fonctions 38

2. Ensommant les encadrements (x), on obtient
VO0<x<uy, 0 < S(y) < S(x).

La somme S est donc strictement décroissante sur 0, +ool.

#v [l serait aussi possible d’appliquer le théoréme de dérivation terme a terme pour démontrer que S est dérivable et constater que
sa dérivée est négative sur 10, +oo[. Mais ce serait bien plus long a justifier !

La somme S tend donc vers une limite finie au voisinage de +oo et vers une limite, finie ou infinie, au voisinage droit
de 0.

@ La série de fonctions converge normalement sur l'intervalle [1,+o0[, qui est un voisinage de +oo. On peut donc
passer a la limite terme a terme, ce qui montre que S(x) tend vers 0 au voisinage de +o0. (On calculera un équivalent
plus bas.)

En revanche, il est impossible de passer a la limite terme a terme au voisinage de 0 puisque la série des limites
> un(07) est divergente.

#v Jusqu’ici, on a exploité la monotonie des fonctions
[x — un(x)].
Nous allons maintenant exploiter la monotonie des suites
M — wn (x)]

pour comparer la somme S(x) a des intégrales.

« Fixons x > 0 et considérons la fonction
f= {t — e_"‘/{]

qui est évidemment continue et décroissante sur [0, +oo[. Cette fonction f est aussi intégrable sur [0, +oo[ (puisque
f(t) = o(1/42) au voisinage de +00).
a [’application

Q= [t&—)xx/{]

est évidemment une bijection de classe ¢! de I = ]0, +oo[ sur I. On remarque alors (en factorisant par ¢’(t)) que

2 X
viel, ft)==Sxvte Vi = 1) - @’(t
e 10 = Gavie ™ T~ g(e(t) - 0'(0
ou
2 —u
Yuel gu)= X—z.u.e

D’apres le Théoreme de changement de variable, la fonction g est intégrable sur I (ce qu’on savait déja!) et

+oo +o0
f(t)dt = J g(u) du
vax
:%.(1+\/EXJ~exP(—\/E ). (IPP)
X

Vazo, J

a

@ On fait une figure pour constater que

+o00 +o00
—1 +J f(t) dt < S(x) < J f(t) dt
0

c’est-a-dire (avec a = 0)

Vx>0, XZZ—] < S(x) gxiz.
Cet encadrement nous dit que
S60 ~
Do X2

et en particulier que S(x) tend vers +oco au voisinage droit de 0.
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@ Comme on sait que la somme S est positive sur [0, +-00[, cet encadrement nous dit aussi que

et confirme en particulier que S(x) tend vers 0 au voisinage de +oc.

# Une étude plus fine doit étre menée au voisinage de +oo. Ce qui suit est assez représentatif de la situation générale : dans une
somme d’exponentielles, c’est le plus gros terme qui donne I'équivalent.

@ Pourtoutx >0,ona

+oo
S(x)=e+ Z e XV
n=2

et comme précédemment (avec a = 1 cette fois)

n=2 1 Xz
Cet encadrement nous donne
—+o00 2
Z eV L Zlie X = pleX)
X—+oo X
n=2
et finalement
Sx)=e *+o(eX)~e ™
lorsque x tend vers +oo.
Solution 24 rms130-874

1. Pour tout entier n > 1, on pose
1 X
Vxe€R, un(x)=—-Arctan—.
n n

@ Soit A > 0.
Chaque fonction u,, est croissante et impaire, donc

Vxe [*A, A]) ’un(x)| <up(A)

et, lorsque 1 tend vers +oo, le réel A étant fixé,
A
un(A) ~ -
n
On a ainsi prouvé que la série de fonctions )} u, convergeait normalement sur chaque segment [—-A, A].
Comme les fonctions u,, sont évidemment continues sur [—-A, A], on en déduit que la somme f est continue sur

R = |J[-AAL
A>0

2. Chaque fonction 1, est de classe ¢! sur R et
VxeR, u,(x)=—-

On en déduit que
1
Vn>1,VxeR, 0<u (x)< —,
n
ce qui prouve que la série dérivée ) u] converge normalement sur IR.
a Comme on a déja justifié que la série de fonctions ) _u,, convergeait simplement sur R, on en déduit que la somme

f est de classe ¢! sur R et que
“+oo
VxeR, f(x)=) u,(x)>0.
n=1
La fonction f est donc croissante sur R. Elle admet donc une limite, finie ou infinie, au voisinage de +oo.

@ On a vu plus que la série de fonctions )1}, convergeait normalement sur R et dong, en particulier, qu’elle conver-
geait uniformément au voisinage de +-co.
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Chaque fonction u;, tend vers 0 au voisinage de +o0, donc f’ tend vers 0 au voisinage de +oco (Théoréeme de la
double limite).

#y Quant a la limite a l'infini de la fonction f, c’est plus compliqué a rédiger, mais c’est trés classique. Apres avoir jeté ses idées
au brouillon, on rédige dans un ordre cohérent et ¢a donne a peu pres ¢a.

@ Soit S > 0. Comme la série harmonique est une série divergente de terme général positif, il existe un rang Ny tel
que

Comme

il existe Ag > O tel que

Vx> Ao, Zun(x) P 4(Z n)

On a ainsi établi que
VS>0,3JA0>0,Vx>=Ap, f(x)=S

c’est-a-dire : la fonction f tend vers 400 au voisinage de +oo.

# Autrement dit, au voisinage de I'infini, le comportement de f ressemble a celui de la fonction {n.

Solution 25 rms130-876

1. Pour toutn € IN¥, on pose

1
1+ n2x2’
a [l est clair que la suite (un(x))n eN* tend vers 0 en décroissant pour tout x # 0. D’apres le Critére spécial des séries
alternées, la série ) un(x) est alors convergente.
Pour x = 0, le terme général u,, (0) = 1 ne tend pas vers 0, donc la série }_ u, (0) diverge grossierement.
Le domaine de définition de f est donc D = R*. Comme la fonction f est évidemment paire, on va 'étudier sur R .
2. Pourtouta>0,ona

Un (x)

Vx € la,4o0l, |un(x)| <

On a un majorant indépendant de x, qui est le terme général d'une série convergente, donc la série de fonctions > u,
converge normalement sur [a, +oo[. Comme toutes les fonctions u,, sont continues, on en déduit que la somme f est
continue sur

R; = | [a,+ool.

a>0

# Pour cette question, le Critere spécial des séries alternées n’apporte rien.

3. Comme on integre sur un intervalle non borné, la convergence normale et la convergence uniforme ne sont d’aucun
secours.
@ Pour tout n € IN*, la fonction positive u,, est évidemment intégrable sur 0, +oo[ et

+oo +o0
[ woae= 7L =
0 0 +vy n n

(changement de variable affine y = nx) et par conséquent la série

Z L - [un (x)] dx
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est divergente : on ne peut donc pas appliquer le théoréme lebesguien d’intégration terme a terme.

#v La méthode usuelle en pareil cas consiste a appliquer le Théoréme de convergence dominée a la suite des sommes partielles de la
série de fonctions. Mais le Critere spécial des séries alternées nous dit comment majorer le reste de la série, pas comment majorer les
sommes partielles...

a D’apres la premiére question, le reste d’ordre N, défini par

+o0

Rn)= Y (=1)"un(x)

n=N+1
est une fonction continue sur ]0, +oo[. D'apres le Critere spécial des séries alternées,

1
v 0 R <———
x>0 Rt < s e
donc Ry est intégrable sur ]0, +oo[. Comme toutes les fonctions u,, sont intégrables sur ]0, +oc0[, on en déduit que
f=—u+-+(=1)Nun + Ry

est bien intégrable sur ]0, 400 et, par linéarité de l'intégrale,

+oo N +o00o +o00
L f(x) dx = n;(—n L Un (x) dx + L Rn (x) dx
N
B (_] )nn +oo
= T; 5+ Jo Ry (x) dx

L’encadrement (x) et la positivité de 'intégrale nous donnent

too dx T
g pu—

N>1, )
v o TH(N+1)2x2  2(N+1)

+oo
J Ry (x) dx
0

On en déduit que

+o0 too

(—1)"nt —min2
f(x)dx = = .
J’O T; ZT\. 2

# D’apres le Critére spécial des séries alternées, la fonction f est négative (la somme est du signe du premier terme), c’est pourquoi
U'intégrale de f est négative.

#v Le calcul de la somme est un classique, qui se montre tres facilement : tout d’abord

1 1 +oo
dt
J — :J (=)™t dt
o 1+t 0 =
N (71 )n 1 +oo
=) +J > (=1mtdt
n=0 n+] 0 n=N+1
= i =" —I—J] (9™ dt (somme géométrique)
Tl )y Tt & d
et ensuite
(—t)NH
Vo<t<T, ’7‘ <N
1+t
donc, par positivité de l'intégrale,
() N+ 1 1
J —dt éJ N dt = ——.
o 1+t 0 N+2
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Solution 26 rms130-1154

1. Onposel=]-1,+c0l.
Pour tout x > —1 (fixé),

1
) e w72
et comme la série de Riemann ) 1/3/2 est convergente, on déduit du théoréeme de comparaison pour les séries de terme
général positif que la série ) f,,(x) est (absolument) convergente et donc que la somme S(x) est bien définie.
2. Chaque fonction f,, est de classe ¢! sur I et la série de fonctions }_ f, converge simplement sur 1.
Pour toutn > lettoutx € I,
—(Bn+3x+1)

2m+x)32(n+x+1)2

fr(x) =

et donc

3
Vyn>1,V I, |f! < .
n b .00l 2(n+x)32(n+x+1)

En particulier,
3
VEERIxen [0S

. Pon] Lo 2 /
ce qui prouve que la série des dérivées } -, f;, converge normalement sur L.
On a ainsi démontré que S — f; était de classe ¢! sur I et que

+oo
Vxel, S'(x)—fix)=) fi(x)

n=2

et donc que

+oo
vxel, S'(x)=) fi(x).
n=1

#v [l me parait plus simple de séparer f1 du reste de la série et de produit un argument de convergence normale sur 1 tout entier
que de conserver f1 avec les autres termes et de démontrer la convergence normale sur les intervalles de la forme [a, 4-oco[ pour tout
a>—1.

Bien entendu, pour penser a traiter f1 séparément, il faut avoir remarqué pourquoi la convergence n’était pas normale au
voisinage de —1 (c’est le genre de questions qu'il est toujours bon de se poser).

3. Onreprend la méme démarche en traitant f; & part!
@ Pour tout x > —1,

Vn>2, 0<fa(x) <fu(—1)= ——=—r.
n—1-n

En sommant ces inégalités (pour n > 2 seulement, pas pour n > 1!), on obtient

+oo +oo
1
Vxs o1, 0<Y <Y .
n=2 n=2 n—1.n

Cet encadrement prouve que S(x) — fq(x) est bornée sur |]—1, 4+o00[ et en particulier que
S(x) = : fi(x) +0O(1).
# On prouve ainsi que la série de fonctions . -, fn converge normalement sur 1 et on redémontre i cette occasion que la somme

S est continue sur 1 en tant que somme de f1, continue sur 1, et de la somme de la série 3 -, fn, qui est pour sa part continue sur
[—1, 4ol

@ Comme la fonction f; tend vers +oco au voisinage de —1, on en déduit que

S(x) = f1x) +O(1) = f1(x) + o[ 1 (x]]

donc que

e R
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et enfin que

1
S(x) MRy s
@ Comme la fonction S est continue sur ]—1, 0], cet équivalent prouve que S est intégrable sur ]—1,0] (comparaison a
/s au voisinage de u = 07).
4. Ona prouvé que la série de fonctions } | -, fn convergeait normalement sur I et donc en particulier au voisinage
de +o0.
Comme f;, tend vers 0 au voisinage de +oo pour tout n > 2, on en déduit que

+o00 +o0
(SR =Y falx) —— 3 0=0.
n=2 n=2

Comme f; tend également vers 0 au voisinage de +oco, on en déduit finalement que

5. Fixons x > 1 (ce n’est pas une restriction, puisque x tend vers +o00).
La fonction ¢ définie par
1

Vt>0, t) =
ot Vi+Fx (t+x+1)

est continue et décroissante sur [0, +ocol.
Pour tout entier N > 1, une comparaison somme-intégrale (avec figure correctement légendée!) donne

N

N N
| omar< ¥ <] e

1 i 0

N N-+x du
Ja (p(t) di= Jx+a \/E(U-F ])

Or, quels que soient 0 < a < N,

(changement de variable affine u =t + x) et donc
N vV N-+x dv VNTxX
J e(t)dt = ZJ = = [2 Arctanv}
a Vx+a Ve + 1 x+a

(changement de variable v = /u).
On en déduit que

N
lim J @(t)dt = 2|72 — Arctan vx + a

N—+oo |4

= 2 Arctan

1
Vx+a

et donc que

<S(x) < 2Arctani

Jx

1
2 Arctan
vx+1
pour tout x > 1.
Finalement,

1 2
S(X) xﬁ:/roo ZArCtan W ~ W

ce qui redémontre que S tend vers 0 au voisinage de +oo et prouve que S n’est pas intégrable au voisinage de +co.

# Cette derniére remarque sert a justifier le calcul de I'équivalent — car a quoi peut bien servir un équivalent au voisinage de
+00 a moins qu’on n'étudie I'intégrabilité ?
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Solution 27 rms130-1167

1. Pour toutn € N, on pose

VxeRy, up(x)=
a [l est clair que, pour tout x > 0, la suite de terme général

1
14+ nx

|un(x)‘ =

tend vers 0 en décroissant. D’apres le Critere spécial des séries alternées, la série ) u, (x) est donc convergente.
Autrement dit, la série de fonctions ) u,, converge simplement sur ]0, +oo[ et sa somme S est bien définie sur cet
intervalle.

# Lasérie ) un(x) diverge grossierement pour x = 0.

a Puisque les conditions d’application du Critere spécial des séries alternées sont satisfaites, on sait comment dominer
le reste d’ordre 1. : ]

VnEN, Vx>0, Rl < 5T

@ Pour a > 0, on en déduit que

Vx € [a,+ool, |Rn(x)‘ < 1+(n17+1)a
On a trouvé un majorant indépendant de x et qui tend vers O lorsque n tend vers +oo, cela signifie que la série de
fonctions ) u, converge uniformément sur [a, +oo[.
Comme les fonctions u,, sont continues sur R (et donc en particulier sur [a, +oo[), on en déduit que la somme S
est continue sur [a, +ool.
@ Cela étant vrai pour tout a > 0, on en déduit que la conclusion est vraie sur ]0,+oco[ : la somme S est continue sur
10, +ool.

#v La domination du reste donnée par le Critére spécial des séries alternées ne permet pas de conclure a la convergence uniforme
sur 10, +-ool. En effet, le majorant trouvé sur cet intervalle :

1
sup ———— =1
XJ; T+ Mm+T)x
ne tend pas vers O lorsque n tend vers 400!
D’autre part, chaque fonction w, tend vers une limite finie (égale a £1) au voisinage de O et le Théoreme d’interversion des
limites (ou Théoreme de la double limite) nous dit que, si la série )y, convergeait uniformément sur un voisinage de 0, alors en

par ticulier la série numérique
E lim u = E —1
50 n ( )

serait convergente! La question est réglée : la série ), ne converge uniformément sur aucun voisinage de 0.

# On a établi la continuité de la somme par un argument de convergence uniforme. Il est important de noter qu’on ne pouvait
pas invoquer la convergence normale :

1
Va>0, sup ]un(x)| =up(a) ~ —
x€la,+ool n—+oco MNa

et la série Y 1/nq est divergente.

2. On a démontré que la série de fonctions }_ u,, convergeait uniformément sur l'intervalle [1, +oo[, qui est un voisi-
nage de +-o0.

Pour tout n > 1, la fonction u,, tend vers 0 au voisinage de +oco et d’autre part la fonction uy tend vers 1 au
voisinage de +oo0.

La convergence uniforme au voisinage de +oo nous autorise a passer a la limite terme a terme : la somme S tend
vers une limite finie au voisinage de 400 et cette limite est égale a

Z Iim u,(x)=1.
X—+00
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# Comme cette limite est un réel non nul, on peut aussi présenter le résultat sous la forme d’un équivalent :

S(x) ~ 1.

X—+00

3. Pourtoutn € N, la fonction u,, est de classe €' sur R et

(_1)n+1n

/ _
Vx>0, up(x)= 03

» On sait que la série de fonctions )} u,, converge simplement sur R?.

#o Il nous reste a démontrer que la série des dérivées ) ), converge uniformément sur chaque l'intervalle [a, +ool pour tout
a > 0 afin de pouvoir conclure.

» L'inégalité
[uf (9] < Jun ()]

équivaut (apres quelques simplifications...) a
nmn+1x%>1.

Pour tout x € [a,+oo[, on a xZ > a? et par conséquent, la suite extraite
!
(|‘LLn(X) Dn)]/a

tend vers 0 en décroissant.
Les conditions d’application du Critere spécial des séries alternées sont donc satisfaites pour tout x > a a partir du

rang n > 1/q. En particulier,
“+o00
Y wlx)

k=n+1

Vx>a Vn>

< n+1
(1

1
a’ +[n+1]a)?’

Le majorant est indépendant de x et tend vers 0 lorsque n tend vers +oo (c’est un majorant en O(1/n)), donc la série des

dérivées >_u;, converge uniformément sur tout intervalle [a, +ool.
» On en déduit que la somme S est de classe ¢ T sur [a, ool et que

+o00o
Vx>a, S'(x)= Z ul (x).
n=0
Comme cette propriété est vraie pour tout a > 0, on en déduit qu’en fait la somme S est de classe €' sur R* et que
400
Vx>0, S'(x)= Z u/ (x).
n=0

Solution 28 rms130-1246

1. Pour toutmn € N, on pose

e*TlX
VxeR =—.
@ Pour x < 0, le terme général u,, (x) ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oo (divergence grossiere de la série).
Pourx > 0,ona
VnelN, 0<uy(x)<ug(0)

et comme :
Un (0) ~

n—+oo ?
et que la série ) 1/n2 est convergente, la série ) u, (x) converge si, et seulement si, x € R.
La somme f de la série de fonctions est donc définie sur [0, +ool[.
2. Chaque fonction u,, est évidemment continue sur R . On a vu a la question précédente que la série de fonctions
> u, convergeait normalement sur R, donc la somme f est continue sur R.
3. Chaque fonction u,, est clairement de classe € sur I = ]0, o0 et

Vk>1, Vx>0, ug‘)(x) =
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Par conséquent, pour tout a > 0,
(k) k—2 _,—ma
VneN,VkeN,Vxela+ool, [ul’(x)]<n* e
On a trouvé un majorant indépendant de x et comme a > 0,

(TL + ])kfzef(nJrUa

—a
e ‘<1
nk—2e—na n—-+oo

donc ce majorant est le terme général d'une série convergente (regle de D’ Alembert).
On vient donc de démontrer que, pour tout k > 1, la série des dérivées >_ uﬁlk) converge normalement sur [a, +ool.
Par conséquent, la somme f est de classe € sur [a, +oo[ et comme cela vaut pour tout a > 0, on en déduit que la
somme f est de classe € sur

10, +oo[ = U la, +oof.

On sait de plus que

k=1, vx>0 Mx) =

(Le terme en n. = 0 est constant, donc ses dérivées sont nulles).

# Et en 0? On sait que f est continue sur [0, +ool et de classe € sur )0, +ool. De plus, pour tout N > 1,

+oo

N
Vx>0, 1"()():an_‘_1 g

n=1

Comme la série
Z
n?+1

est divergente, pour tout A > 0, on peut choisir N = N(A) € N assez grand pour que

N n
an—i—]
n=1

<—-A-—-1.

Or la somme
N

-n —nx
Z n241¢
n=1

est une expression continue sur IR en tant que fonction de x (puisqu’il n'y a qu’'un nombre FINI de termes et que chaque terme est

continu). En particulier,
AR — ~on
lim e = — <A
X0 &= mn? +1 ;nZJr]

donc il existe un réel & > 0 tel que

N
-n

VO0<x<a, Z 5 e
—n +1

et par conséquent tel que
Vo<x <o F'(x)<—A.

Cela nous montre que
lim f'(x) = —oo0.
x—0

Comme f est continue en 0, on peut en déduire que le graphe de f admet une tangente verticale au point d’abscisse x = 0.

4. Puisque la série de fonctions )} u, converge normalement sur un voisinage de +oo et que chaque fonction u,, tend
vers une limite finie au voisinage de 400, le Théoreme de la double limite nous assure que la somme f tend vers une
limite finie au voisinage de +oo et que

Iim f(x Z Iim u,(x)=1

X—+00 X—+00
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puisque

lim uo(x)=1 etque Vn=>1, Ilim un(x)=0.
X—+00 X—+00

» Pour trouver un équivalent de
+o0
) —1=Y unlx)
n=1
lorsque x tend vers +oo, il suffit de détailler la somme :

+o0
fx) =T+w(x)+ > unx).
n=2

11 est clair que

e—Zx
Yyn>2, Vx>0, 0<u(x)< o
et donc que
— +o0o
e 5 1
Vx>0, 0<f(x)—1—7< X;nZ—i—r
Cet encadrement nous dit en particulier que
e ™ _ —2x
flx)=1- 2 x—+oo (e )
et donc que
e*X e*X
f(X) —1= 2 + O(eix) ~ T

lorsque x tend vers +oo.
5. Lafonction f est positive (somme d'une série de fonctions positives) et décroissante (somme d’une série de fonctions
décroissantes, ce qui est confirmé par le fait que la dérivée est la somme d’'une série de fonctions négatives).

De plus, la fonction f est convexe sur ]0, +-o00[, puisqu’elle est de classe € sur ]0, +-co[ et que sa dérivée seconde est
la somme d’une série de fonctions positives.

Comme f est continue sur [0, +o0[, elle est donc en fait convexe sur [0, +oo] tout entier (par densité).

On a toutes les informations nécessaires pour tracer le graphe de f de maniére assez précise...

Solution 29 rms130-1361

1. Pour n pair, la fonction f;, est paire et positive. Elle est de classe "> sur R (fonction rationnelle dont le dénomina-
teur ne s’annule pas) et décroissante sur IR, . Elle tend vers 0 au voisinage de +oo et admet une tangente horizontale en
t = 0 (ol elle atteint son maximum, égal a /).

= n impair

0.50 .
- N pair

0.25 A

0.00 A

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 +
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Pour n impair, la fonction f,, est négative, mais 1’allure globale de —f;, est exactement celle de f .
2. Lasérie ) fn(x) est alternée et |f,,(x)| tend vers 0 en décroissant. D’apres le Critete spécial des séries alternées, la
série ) f,(x) est convergente.

#y La somme
+oo
S =Y fulx)
n=1
est donc définie pour tout x € R et I'application S est évidemment paire.

3. Puisque les hypotheses du Critére spécial des séries alternées sont vérifiées,

+o00
D fx)

k=n+1

1
<‘fn+ﬂx)|<‘fn+ﬂo)’:‘444ﬂ

VxeR,Vn>1, —

On a trouvé un majorant indépendant de x € R et qui tend vers 0 quand n tend vers +oo.
#o Autrement dit, la série de fonctions Y_ fy, converge uniformément sur R et comme les fonctions f,, sont continues sur R, on
en déduit que la somme S est aussi une fonction continue sur RR.

4. D’apres l’étude des variations de f;,, la fonction |f,, | atteint son maximum en 0, donc

1
M, = |fn(0)| = —

La série ) M, est divergente (série harmonique).

#y La série de fonctions ) f,, ne converge donc pas normalement sur R (bien qu’elle converge uniformément sur R).

Solution 30 rms130-1362

1. La fonction g est évidemment de classe € sur ]0, +-o00l, elle tend vers 0 au voisinage de 0 (forme indéterminée de
référence). De plus,

Vt>0, g¢'(t)=1+1nt,

donc g est strictement décroissante sur |0, e~ | et strictement croissante sur [e~', +oo[. Enfin,

hm@:hmmz_o@
t—0 t t—0 t—0
et
lim @ = 400,
t—+oo t

donc le graphe de g présente une tangente verticale a 1’origine et une branche parabolique verticale au voisinage de
l'infini.
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2. Pour tout x > 0 et tout k € N*,
X
uk(x) = z—k(—kﬂnz + {nx)

donc 5
U (x) e (—x{n2) -
Cre
Par croissances comparées (de k* avec 2¥), on en déduit que
1

b, = o)

et donc que la série }_ uy(x) est absolument convergente.

#  On peut aussi remarquer que

lim e o

k—too Up(X)

et conclure en appliquant la regle de D’ Alembert.

3. Onremarque que, pour tout x > 0 et toutk > 2,

w20 = g(30) = o507 ) = wr ).

Par conséquent,
+o00 +o0

S(2x) =wi(2¥) + ) w(2x) =wi(2x) + ) we(x) =xtnx + S(x).
k=2 =1

Donc
Vx>0, S(2x) — S(x) = xInx.
4. Pour k > Ko (quel que soit cet entier Kg) et 0 < x < A,

X

o< g o vl =)

On a étudié la fonction g plus haut : si 2750 A < e, alors la fonction g est négative et décroissante sur ]0,27%° A], donc
—g est positive et croissante sur ]0,27%¢ A] et par conséquent

Vk>Kp, VO<x <A, }uk(x)‘ :—g<2lk) < —g(%) = |uk(A)|.

#y Comme la série 3wy (A) est absolument convergente, on en déduit que la série de fonctions 3wy converge normalement sur
10, A] (quel que soit A > 0). Les fonctions 1wy sont continues sur R, donc la somme S est continue sur

J 10,Al =R
A>0

De plus, toutes les fonctions wy ont une limite finie au voisinage de O (cette limite est nulle), donc la convergence normale au
voisinage de O prouve que la somme S admet elle aussi une limite finie au voisinage de 0 et que

+o0 +o00
)l(lg})S(x) :;ilg})uk(x) :;O =0

(Théoreme d’interversion des limites).

5. D’apres I'hypothese faite sur f,

Vx>0, VkeN, f(zlk) —f(zk%) — e (%)

et donc (sommation télescopique pour 0 < k < n)

Vx>0, VnelN, f(x) —f(l> :Zug(x).
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Comme f est continue sur R, elle est en particulier continue en 0 et par composition de limites,

n
Vx>0, f(x)—f(0)= lim_ ;ug(x) = S(x)
puisque 2~ ™x tend vers 0 lorsque 1 tend vers +oo (le réel x restant fixé).
@ On vient de démontrer que toute solution f continue sur R, de I’équation fonctionnelle (E) est nécessairement de
la forme
Vx>0, f(x)=fF(0)+S(x).

@ Réciproquement, quel que soit le réel C, la fonction f définie par f(0) = C et par
Vx>0, f(x)=C+S(x)

est une fonction continue sur R, (puisque S est continue sur R, et tend vers 0 au voisinage de 0). De plus, cette fonction
f vérifie la relation
Vx>0, f(2x)=C+S(2x)=C+S(x)+xnx="~(x)+xnx,

donc f est bien une solution de (E) qui est continue sur R.
@ On a ainsi démontré que f est une solution de (E) continue sur R si, et seulement si, il existe une constante C € R
telle que
Vx>0, f(x)=C+S(x).

(On rappelle que cette constante C est en fait égale a f(0).)

Solution 31 rms132-599

Une remarque préalable : pour tout x # 0, le terme général de la série est O(7/n2) et pour x = 0, le terme général ne tend
pas vers 0, donc f est bien définie sur R*.

Comme elle est évidemment paire, il suffit de I'étudier sur ]0, +ocol.
1. Pour toutn € N¥, la fonction u,, définie par

1

VX>O, UH(X):W

est continue sur ]0, +ool[. De plus, par monotonie de u,,, pour tout a > 0,
Vx2a, 0<up(x)<un(a)

ce qui prouve que la série de fonctions }_ u, converge normalement sur l'intervalle [a,+oo[. La somme f est donc
continue sur
U [a, 4+o00[ =]0, +-o0l.

a>0

2. Essayons de deviner I'équivalent de f(x) :

1

N* ~ ——
VneNS u,(x) oo 22

on peut imaginer que

s
f(x) x—:roo 6x2°
Il reste a vérifier cette conjecture : pour tout x > 0,
2 Foo >
s 1 1 1
_— f = _ = —_—
o2 Z L,szz 1 +nzxz} ng 22 (1 +n2x2)

et on en déduit que
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#v Variante : pour tout x > 0,
+o00o Xz
2
x“f(x) = —
( ) Z 1 +T1.2X2
n=1
et cette nouvelle série de fonctions converge normalement sur 0, +ool puisque

2 2

X X 1

Vx>0 0< < = —.
) STEn2x2 Sn2x2  n2

On peut alors appliquer le théoréme d’interversion des limites :

+o00 2 +oo 1

. . X
lim x*f(x) = E Iim —— = E —
x—+00 x—-+oo | 4+ n2x2 n?
n=1 n=
et retrouver ainsi I'équivalent calculé ci-dessus.

3. Lorsque x tend vers 0, le terme général de la série tend vers 1 : cela permet de deviner que f tend vers +oco mais pas
de deviner son ordre de grandeur...
11 est temps de remarquer que la fonction ¢ définie par

V(t,x) € Ry x Ry, oft,x) = Tr2

est une fonction continue, positive et décroissante de t pour tout x € R... Comme on a démontré que la série ) ¢(n,x)
était convergente pour tout x > 0, on en déduit que [t — @(t, x)] est intégrable sur [0, +oo[ pour tout x > 0 et nous allons
pouvoir comparer cette intégrale a la somme f(x).

En s’aidant d’une figure, on arrive a

“+00 dt “+oo dt
— — < f(x) < —_—
Vx>0 L 1+ t2x2 () L 1+ t2x2

Avec le changement de variable u = xt, on en déduit que

1
Vx>0, —- (E —Arctanx) < f(x) < l.
x \2 2x
Cet encadrement prouve que
s
f ~
(X) x—0+ 2X
et en particulier que f tend vers +oo au voisinage droit de 0.
# Comme f est une fonction paire, on en déduit que
T
X) X_’)\(‘)i m.
Solution 32 rms132-1118

Tout d’abord, F(«) est bien définie pour tout & > 0 (somme d’une série de Riemann convergente).
@ Comme tous les termes sont positifs,

Voau>0, Fla)>o- T =
et par comparaison, F tend vers +oo au voisinage de +oco.
a La fonction f définie par
o
vVt>0, f(t)= P

est continue, décroissante et intégrable sur [1, +oo[ pour tout o« > 0.
Par comparaison entre une somme et une intégrale (faites une figure!),

oo xdt oo xdt
L Tt L Tt

Vo >0, J gF(oc)gochJ

c’est-a-dire
Va>0, 1<Fa)<l+a

Par encadrement, on en déduit que F tend vers 1 au voisinage (droit) de 0.
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Solution 33 rms132-1119
1. Pourtoutk > 2 et tout x € R,, on pose

Xeka

nk

we(x) =

11 est clair que les fonctions uy sont de classe € sur R,..
@ Pour x =0, on auy(x) =0 pour tout k > 2 et la série ) uy(x) converge évidemment.
Pourx > 0,ona

4,4337. —kx _ —x\n
LLk(X)iﬂnk ¢ k—:rooo((e ")

et comme 0 < e™* < 1, on déduit du Théoréme de comparaison que la série } i (x) converge absolument.
La série de fonctions ) uy converge donc simplement sur R ..

# La fonction f est donc définie sur R au moins. Comme la série )_un (x) diverge grossierement pour x < 0, la fonction f est
donc définie sur Ry et seulement sur R,

@ Chaque fonction uy est positive et comme

eka
Vx>0, ug(x)= K (1 —kx),
on en déduit que
1
= 1 —
uklloe = Wi (1) Kk

Comme la série ) |luy||, diverge, la série de fonctions )} uy ne converge pas normalement sur R ;..

#> Les séries de Bertrand n’étant pas au programme, pour justifier la divergence de la série y_ i, il faut prétendre qu’on a pris
soin de comparer les sommes partielles de cette série aux intégrales

Todt (e
5 tint n e T

De cette maniere, les apparences sont sauves...

2. Comme les uy (x) sont positifs,

“+o0 ] “+o0o ] x
< o —kx < - .~
’ Z uk(x)‘ nn Z xe nn 1—ex
k=n k=n
La fonction
= |x X
o 1—ex

est évidemment continue sur R et tend vers 1 au voisinage de 0. Elle admet donc un prolongement continu sur R et
comme toute fonction continue sur un segment est bornée, quel que soit A > 0, il existe M > 0 tel que

Vx e10,Al, o<$<m.

Les inégalités larges étant conservées par passage a la limite, on en déduit que

7kx

Vx € [0,Al, (ka M

S fnn’

Cet encadrement prouve que la série de fonctions )y converge uniformément sur [0, A].
3. Comme les fonctions uy sont continues sur R, et que A est quelconque, on en déduit que la somme f est continue
sur R (=1'union des segments [0, A] lorsque A parcourt RY ).

@ Fixons maintenant « > 0.

» Sil’entier k est assez grand pour que ko > 1, on déduit de I’étude des variations de uyx que
Vx> a 0<up(x) < welo).

Le majorant est indépendant de x € [, +oo[ et la série ) uy(x) est convergente, donc la série ) uj converge normale-
ment sur [«, +ool.
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# Pour l'instant, cette étude ne nous apprend rien de nouveau. Patience...

» Par inégalité triangulaire, pour tout k > 2,

—kx

e
zﬁﬂ:ﬁfkuk(xy

Vx>0, |u{<(x)] <

D’apres ce qui précede, pour tout k assez grand,
Vx> o |up(x)| < (e7)* + kug(a).

Le majorant ne dépend pas de x et

(e ™) +kup(a) = ofke ™).
k—+4o00

Comme la série }_ k(e *)* converge absolument pour o > 0 (puisque le rayon de convergence de la série entiere Y kx*
estégala 1 etque 0 < e”® < 1). Donc la série des dérivées ) u, converge normalement sur tout intervalle [e, +ool.
D’apres le Théoréme de dérivation terme a terme, la somme f est une fonction de classe €' sur

10, +-00l = | [e, +ool

x>0

et pour tout x > 0,

4. Comme tous les termes sont positifs,

£ +00 _nx n
Vx>0, (7)(): ¢ >Ze

w Comme nk = o(k),lasérie} - estdivergente par comparaison a la série harmonique (Théoréme de com-
k—+o0

paraison pour les séries de terme général positif).
Soit A > 0. Puisque la série de terme général positif > 1 est divergente, il existe np € N tel que

na .I
=2
Z {nk A
k=2
Comme
na —kx A 1
| = — 22A
x50 — {nk — {nk
et que 0 < A < 2A, il existe o > 0 tel que
na e kx
V0<x<q, > A.
{nk
k=2
Par conséquent,
f
VO0<x<a, % > A

Comme A est arbitrairement grand, on en déduit que f(x)/; tend vers +oo au voisinage de +oo et donc que f n’est pas
dérivable en 0.

# On a démontré que le taux d’accroissement [f(x) — f(0)]/(x — 0) tendait vers +oo et donc que le graphe de f admettait une
tangente verticale (vers le haut!) a I'origine.
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Solution 34 rms134-1488

1. Soitn € N*. Il est clair que la fonction g, est de classe €' sur [0,1] et

Vielo1], gaﬁ):etOAf%)wq(EF)

Par conséquent, pour tout t € [0, 1],

lgn(t)] = — - - x1=—. ()

n n n

tet ty\n1T  Ixet et
SN
2. Soientn € N* ett € [0, 1]. Comme la fonction g, est de classe ¢ sur le segment [0, t], on déduit de ’encadrement
précédent et de I'inégalité des accroissements finis que

tt
|90 (8) = 9n (0)] < [t — 0] max g7, (s)] < {zn

En divisant par e* > 0, on en déduit que

Vie o1, ’047E>“7e7t

3. On déduit de I'encadrement précédent le résultat tres classique :

. t\"
vtelo,1], lim (1——) =e !
n—-+oo n
et on en déduit que la suite de fonctions (gn)n>1 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction constante 1.
Cela nous conduit a conjecturer que la suite (G )n>1 converge vers la fonction [x — x].
Pour tout x € [0, 1] et tout n € N*,

‘Gn(x) —x‘ = ’J'o gn(t)—1 dt’ < L |gn(t) —1‘ dt

X t
te
J —dt (*)
o n

ex e
<<=

n n

N

On a trouvé un majorant indépendant de x et de limite nulle (lorsque n tend vers +c0), ce qui prouve que la suite de
fonctions (Gn)n>1 converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction [x — x].

Solution 35 rms134-1489

1. Pourt =0, il est clair que f,(t) = 0 pour toutn € N.
Pour 0 <t < 72, 0na0 < cost < 1 et par croissances comparées (suite géométrique vs puissance),

sint-n-(cost) —— 0.
n—-+oo
Ainsi, la suite de fonctions (fn )nen converge simplement sur I vers la fonction identiquement nulle w.
2. Pour 0 < « < 7/, par décroissance de la fonction cos sur I,

Va<t< ™, 0K fu(t)=sint-n-(cost)™ <1 xn xcos™«.

Ce majorant est indépendant de t € I, et comme 0 < cosx < 1, il tend vers 0 lorsque n tend vers +oco (a nouveau par
croissances comparées).
La suite de fonctions (fn )nen converge donc uniformément sur I, vers la fonction w.
@ Toutes les fonctions f,, sont continues sur I et la fonction w est également continue sur I. Comme I est un segment
(en particulier, un intervalle borné), si la suite de fonctions (fy )nen convergeait uniformément sur I vers w, alors on
aurait

/2 /2
lim J fo(t)dt = J w(t)dt=0.

n—-4oo 0 0

# [l n'est pas utile de re-démontrer ce résultat, méme si la démonstration est tres simple : si a < b, alors

b

b b
[ tatrae=| st < [ ot~ 0] de < 1o - @)l -1

| oo
a a a
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pour tout n € IN.

Or, quel que soit n € IN¥,
n/2 n+1
—cos™ Tt ty7/2
fo(t) dt = {7} —1

J, o T,

donc la suite de fonctions (f, )nen ne converge pas uniformément sur I vers la fonction w.
# L'argument utilisé pour démontrer que la suite de fonctions ne convergeait pas uniformément sur 1 prouve en fait que la

convergence n’est pas dominée.

Ce qui suit établit la convergence de la suite de fonctions (fn)nen en un nouveau sens : on parle de convergence x-faible ou
de convergence étroite et la limite n’est plus une fonction mais la mesure de Dirac en O, c’est-a-dire la forme linéaire e définie par

VfE%O([O)]])R)) £O(f):f(0)

# Pour alléger les notations mais surtout pour faciliter la compréhension, nous n’utiliserons pas I'expression des fonctions fr,
mais seulement les propriétés suivantes :
— les fonctions fy, sont positives;
— les fonctions fy, sont intégrables sur [0, 1] et leur intéqrale est égale i 1.
On en déduit que

1
g(0) = J £ (1)g(0) dt )
et, par linéarité de 'intégrale,

1

1
Jo fn(t)g(t) dt —g(0) = JO fr(t)[g(t) — g(0)] dt. (*)

La relation (1), sur laquelle tout repose, doit étre comparée i la propriété bien connue du calcul des probabilités : toute constante a
est aussi I'espérance d’une variable aléatoire presque stivement égale a a.

3. Soit ¢ > 0. Comme la fonction g est continue en t = 0, il existe & > 0 tel que
vtel0o,al, |g(t)—g(0)] <e.
Par ailleurs, comme la fonction g est continue sur le segment [0, 1], elle est bornée et par conséquent,
vtel0,1], |g(t)—g(0)| <|g(t)] + |g(0)| < 2|g]l-

D’apres (x) et I'inégalité triangulaire,

puisque les fonctions f;, sont positives.
Avec la relation de Chasles, pour toutn € N,

o 1
An < L fn(t)]g(t) — g(0)| dt+J fu(t)]g(t) — g(0)] dt
o 1
< J fr(t)-edt —|—J fn(t) - 29|l dt (positivité des fr,)
0 oa

< EJ fn(t) dt+2[|gll, - (1 — &) sup |fn(t)]
0 te€ e, 1]

<e+2|glle - (1—a) sup [fu(t)]

telo, 1]

car f,, est positive sur [0, 1] et son intégrale est égale a 1 (donc son intégrale sur le sous-segment [0, «] est inférieure a 1).

#y Dans la premiere intégrale, il est indifférent d'intégrer sur [0, «] ou sur [0, 1] puisqu’on intégre une fonction dont les valeurs
sont petites.
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En revanche, dans la seconde intégrale, il est essentiel de n'intégrer que sur le sous-segment [, 1] : c’est sur un tel intervalle,
et pas sur l'intervalle [0, 1], que la convergence de la suite de fonctions est dominée.

Puisque la suite des fonctions f;, converge uniformément sur [«, 1], le second terme tend vers 0 lorsque n tend vers
+o0. Il existe donc un rang Ny € N tel que

Yn=No, 0<2|gll,-(1—a) sup [fu(t)] <e.
tela, 1]

On a ainsi démontré que, pour tout € > 0, il existait un rang Ny € N tel que

1
Vn>No, 0< J fo(t)g(t) dt — g(0)] < 2¢

0

et donc que

1
lim J fn(t)g(t) dt = g(0).

n—-+4oo 0

# On pourra rapprocher cette démonstration de la preuve du Théoreme de Cesaro.

Solution 36 10-01
Il s’agit de démontrer que
+o00
£ (0) 5
Vtel-rr, f(t):];) ot

et 'inégalité de Taylor-Lagrange est 1’outil idéal pour atteindre cet objectif.
@ Fixons 0 < p < r. Par hypothese, il existe une constante M > 0 telle que

[
YneN, sup [f"(u)|< M(nij—]])
m
lul<p
On déduit alors de I'inégalité de Taylor-Lagrange que
= F0) y ™! (n+1)!
_ _ < . .
vtel-eol ’ﬂt) kZ:O P ’\(n+1)1 ]
p n+1
< — .
M)

Comme 0 < ¢/, < 1, le majorant tend vers 0 lorsque n tend vers +o0, ce qui démontre que

+o00
f<(0
Vtel-p,p0l, flt)=)_ k!( e
k=0

et comme cette propriété est obtenue pour tout 0 < p < 1, on a bien démontré que

+o00
(0
viel-nrl, flt)=) k!( )
k=0

# Sur le segment [—p, pl, on a trouvé un majorant indépendant de t. On a donc démontré que la série de Taylor convergeait
uniformément sur tout segment [—p, p] contenu dans l'intervalle ouvert |—r, r[. (Ce n’est pas une surprise, il en va ainsi
pour toutes les séries entieres!)

Attention, a priori, la convergence n’est pas uniforme sur l'intervalle ouvert |—rv, r[. Les calculs qui précédent ne donnent en
effet qu’une majoration inutile :

vielnil, ¥neN, [f(y—)
k=0
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Solution 37 10-02

Pour tout (p, q) € I = N?, on pose
(=1)prd

@d = P3a(p L gt )

et bp,q =[ap,ql-
La famille est sommable
Par définition, la famille (ap, q)(p,q)e1 €st sommable si, et seulement si, la famille positive (by, ¢)(p,q)er st som-

mable. Or
1 1

V(P»CI)GI» Ogbp,quip'ﬁ

et les séries géométriques ) 5+ et Y 3 sont absolument convergentes, donc la famille (by, o) (p,q)e1 €st sommable.
Changement d’indices
L'application [(p, q) — (p,p + q)] réalise clairement une bijection de I = N? sur

J={p,m) eN?: 0<p<n}

donc la famille (ap n—p)(p,n)ecj st sommable.
Sommation par paquets
En posant
VneN, J.={pn) eN:0<p<n},

J=|]Tn

neN

on définit une partition de J :

et comme la famille (ap n—p)(p,n)ej, on déduit du théoreme de Fubini que :
— pour toutn € N, la sous-famille (ap n—p)(p,n)cj, estsommable;
— la série de terme général
Sn = Z Ap,n—p

(pym)€Jn

est absolument convergente
— etenfin que

Z Ap,q = Z apnp—Z Z Ap,n—p-

(p,q)el (p,m)€] n=0 (p,n)€Jn

Pour toutn € N,
n n
B (=N 3\P
Sn = pZOap,np - 3n(n+1) pZ()(z)

c’est-a-dire (somme géométrique!)

(=n"
Sn = n—1H (2%_3%)

D’apres le développement en série entiére de {n(1 + x), on sait que

—+o00 non
VOo<x<1, Z(_]) X _n(+x)

— n+1 X
On en déduit que
+oo 1 .I
ésn =3.2m(1+ 2) —2:3n(1 +§)

et donc que
Y apq=6-(2tn3—3M2).
(p,q)eN?
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Solution 38 10-03

Soit x, une fonction développable en série entiére au voisinage de 0 : il existe donc un réel R > 0 et une suite (an)nen
tels que

“+oo
Vtel-R,R[, x(t)= Z ant™.
n=0

Comme R > 0, la fonction x est de classe € et on peut dériver terme a terme :

+o0 too
() =) (4 Danat® ()= ) (n+Tnanth
n=0 n=0

donc x vérifie 'équation différentielle

4t () + 2/ (1) +x(t) =0 (%)
sur l'intervalle ]|—R, R si, et seulement si,
—+00
Vtel]-R,R[, Z([4(n+ n+2n+ 1)]an+1 + an)t“ =0.
n=0

Le premier membre est la somme d’une série entiére dont le rayon de convergence est supérieur a R > 0 (et donc
strictement positif) ; le second membre est une fonction constante, donc développable en série entiére. Par unicité du
développement en série entiére, on en déduit que

1
2n+2)2n+ 1

VTIE]N, an+] -

et donc que

VneN, a,=

Le rayon de convergence de la série entiere

5 0
(2n)!
est infini puisque le terme général est borné pour tout t € RR.

On en déduit qu'une fonction développable en série entiere x est solution sur R de I'équation différentielle («) si,
et seulement si, il existe ap € R tel que

En particulier,

(

+o00o 1 )n
Vt>0, x(t)=ao Z (V1)®™ = ap cos Vt.
(2n)!
n=0
Ces solutions de (x) suggerent le changement de variable que nous allons maintenant effectuer.

a La fonction ¢ = [t — v/t] est une bijection ¢ de I =]0, +-oo[ sur I, dont la réciproque : [u — u?] est aussi € sur
I. Par conséquent, la relation x =y o @ équivautay = x o @' (ce qui signifie que la fonction y peut étre définie a partir
de x et d’un changement de variable) et prouve que x est de classe ¢ sur I si, et seulement si, y est de classe % sur I.

De plus, pour tout t > 0,

¥l = VD R = ey VD - oy VD)

donc
4ex" (1) + 2¢/ (1) + x(t) = y”" (V) +y(Vt) = [(y" +y) o ol ().

Comme ¢ réalise une bijection de I sur I, on en déduit que x est solution de (%) sur I si, et seulement si,
Vuel, y"(u)+yw=0. ()

Les solutions de cette équation sont connues! Une fonction y est solution de (1) sur I si, et seulement si, il existe
deux constantes ay et by telles que
Yuel y(u)=apcosu+bgsinu.
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vtel x(t)=

Par conséquent, x est une solution de () sur I si, et seulement si, il existe deux constantes a et by telles que

y(vVt) = ap cos V't + by sin /1.

# ]l est évident que la fonction [t — cos v/t] est continue sur R et de classe € sur 10, +oco[, mais il n'est pas évident qu’elle
soit de classe € sur R.. Les calculs de la premiere partie prouvent qu’elle peut étre prolongée en une fonction développable en

série entiere sur IR et en particulier qu’elle est bien de classe € sur [0, +oo[!
Pour tracer le graphe de ce prolongement, il suffit de remarquer que, pour t <0,
+o00

GO E l COAE o
I

B (V=)
2 (Zn)!_];) 2n)! =chv~t.

n=0

En revanche, la fonction [t — sin/t| n'est pas prolongeable en une fonction développable en série entiere au voisinage de
U'origine : son graphe admet une tangente verticale a I'origine.

10| T T T T
! — Cosﬂ
|
! - - chy—t
1
81, e sin\/;f .
|
\
|
|
6 1 .
|
\
|
\
41 ]
\
\
\
\
21 ! .
\
\
; P

20

60 80

100

Solution 39
1.

Soient 0 < v < Retn € N. Pour tout k € N, la fonction uy définie par

10-04
vt e [0,2m,

Ui (t) = ariet—mt
est continue sur le segment [0, 271]. De plus,

Vte0,2n, |u(t)]=laxl™®

et comme le rayon de convergence de la série entiere > _ aiz® est infini, la série }_ ayr* est absolument convergente,
donc la série de fonctions }_ uy converge normalement sur le segment [0, 27].
Par conséquent, la fonction S,, définie par

+o0o
Vtel0,2m, Su(t)=) wc(t)=S(re')e
k=0
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est continue sur le segment [0, 1], ce qui prouve l’existence de I'intégrale, et on peut intégrer terme a terme :

27 +too 27 +oo 2
J Sn(t)dt = ZJ we(t)dt =) akrkj ettt dt = 2ma, ™
0 k=00 k=0 0

On a ainsi démontré que

1 2 . .
VynelN,Vr>0, a,= J S(Telt)e_mt dt.
2™,

# La fonction Sy n'est pas la somme d’une série entiere : il faut donc appliquer la théorie des séries de fonctions pour justifier
Uintégration terme a terme, la théorie des séries entieres ne suffit pas.

2. Supposons que la fonction S soit bornée sur C : il existe donc un réel M > 0 tel que
vzeC, [S(t)<M
et par conséquent,
VneN,Vr>0,Vtel(0,2n], [S(re')e ™| <M.
On déduit alors de 'inégalité triangulaire que
YVneN Vr>0, |a, < %(zmvl).

Comme r est quelconque, on peut faire tendre r vers +oco : comme ™ tend vers +oo pour tout n > 1 (mais pas pour
n = 0..), on déduit de cet encadrement que a, = 0 pour tout n > 1. Par conséquent, la fonction S est constante
(théoreme de Liouville) :

VzeC, S(z) = ao.

3. Onsait que la fonction cos est développable en série entiére avec un rayon de convergence infini :

Vze C, cosz= E (_1)nzzn
’ — (2n)!

On sait aussi que cette fonction est bornée sur IR mais pas constante.
IIn’y a pas de contradiction avec ce qui précede, car cos est bornée sur R, mais pas sur C! En effet,

VteR, cos(it)=cht.

Solution 40 10-05

1. Comme la série numérique Y_ a,r* converge, son reste
“+o0o
Rn = Z aka
k=n-+1
est bien défini et la suite (R, )Jnen converge vers 0. En particulier, cette suite est bornée, donc la borne supérieure
M, = sup{Rkl, k = n}

est bien définie pour toutn € IN.
a- [l est clair que les M, sont tous positifs et, par monotonie de la borne supérieure, la suite (M, )nen est décroissante.
@ Soit € > 0 fixé. Comme la suite (Rn)nen tend vers 0, il existe un rang ng € N tel que

Vn>mng, [Ral<e.

Par passage a la borne supérieure, on en déduit que

Par décroissance, on a en fait prouvé que

et donc que la suite (M, )nen tendait vers 0.
2. Soit0<x<r.
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— Six =, alors la suite de terme général (¥/;)* est constante, égale a 1.
— Si 0 < x < 1, alors la suite de terme général (¥/;)* est décroissante et tend vers 0.
Dans les deux cas, cette suite est décroissante et convergente. Par conséquent, la série télescopique

X\ k X k+1
G -6
est une série convergente de terme général positif.
3. Considérons deux entiers n < N. Pour tout x € [0, 1],

Z apx = Z akr]‘(;)k (astuce taupinale multiplicative)
k=n-+1 k:;+1 )
= Z (Rk—1 —Ry) - (?) (astuce taupinale additive)
k::+1 ) N
E e S e
k=n+1 k=n+1
N-1 K N K
“Xre(l) - ()
k=n k=n-+1
—1
e (3) X m [  (3)) e (3)'

# On rappelle que 'indice n est fixé.

@ Pour tout entier k > n,
Rl < My < M,

et par conséquent,

von wan[(3) ()]

On a vu en 2 que ce majorant était le terme général (positif!) d"une série télescopique convergente. D'aprés le Théoreme
de comparaison, la série > uy est absolument convergente.
@ Lorsque N tend vers +oo, I'expression Ry tend vers 0 et 'expression (¥/;)N reste bornée, donc

Nl—ig—loo Rn- (?)N =0

@ On peut donc faire tendre N vers +o0o dans I'expression trouvée en 3 et en déduire que

xyn xy k+1 Xy k
neNvxelr, 3 at=ke (3 3 R [(2) - ().
k=n

4.

# Par définition, la série entiére converge uniformément sur [0, 1] si, et seulement si, la suite des restes
+00
E aka
k=n+1
converge uniformément sur [0, 7] vers la fonction nulle, c’est-a-dire s'il existe une suite (en )nen de limite nulle telle que

+o00

E aka

k=n-+1

Vxelor,¥yneN, < én.
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Comme la série du second membre est absolument convergente, on déduit de I'inégalité triangulaire que
+00 +oo
X\ X\ K x\ k+1
< = (= — (=
2 et <R |G) |+ IR () ~(0) ]
k=n k=n
+o0o
x\ ko xy Kkt
w0 -(6)
k=n

i+ (3] <2m

vYneN, Vxel0,r],

On a trouvé un majorant indépendant de x € [0, 7] et d’apres 1, ce majorant tend vers 0 quand n tend vers +oo, CQFD.

Solution 41 10-06

Comme 0 < v < R, on sait que la série ) a,,7™ est absolument convergente.

# Tous les arguments de convergence normale qui suivent reposent sur cette remarque simple mais essentielle !

@ Pour tout 6 € [0, 27, on pose
S(0) = Z anre™.

I s’agit de la somme d’une série de fonctions continues (la variable étant 8) qui converge normalement sur [0, 27]. Cette
fonction S est en particulier continue sur le segment [0, 271 et par conséquent, 1'intégrale

27 . 2
J |f(re'®)|” do

0

est bien définie.
@ Comme la fonction S est continue sur le segment [0, 271], elle est bornée. Par conséquent, la fonction intégrande

+oo L
= Z anr™-S(0) - e
n=0

apparait comme la somme d’une série de fonctions continues qui converge normalement sur le segment [0, 27 :

VneN, VO e0,2n, |ant™-S(0) e <[IS|| lanl™.

On peut donc intégrer terme a terme :

27 2 +oo 27 )
J S(0)|"do= ) anT“J S(0) - ei"® do. (%)
0 neo 0
@ Pour chaque n € NN, la fonction intégrande
Vo e [0,2m], etnf — Z am et (n—m)o

apparait une fois encore, une fois de plus! comme la somme d’une série de fonctions continues qui converge normalement
sur le segment [0, 271] :

VmeN,VOel0,2n], [|amr™e ™ ™ =|q,m
On peut donc intégrer terme a terme :

27t

27
¥neN, J su-mede—Zam J etM=m0 4o = 2ma,,
0

et on déduit de (x) que
+oo

27 —+o00
J |S(6)|2 de = Z ant™ - 2ma, = 27 Z|an|2r2“.
0 n=0

n=0
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@ Variante.
Comme 0 < 1 < R, la fonction intégrande |S(0)|> peut aussi étre vue comme le produit des sommes de deux séries
absolument convergentes :

V0 e 0,27, (Z Qe me> <Z — _me>_

On peut donc écrire cette fonction comme somme du produit de Cauchy :

voecl02m, [5(0)) =) cnl6)

avec
n

VneN, cn(0 Z Clka ik0g krn—ke—i(n—k)e — Z akmei(ZK—n)el

k=0
On en déduit que

n
VO €02, VneN, |ca(0)] <) laxr™lan ™ .

Le majorant obtenu est indépendant de 6 € [0, 27] et c’est le terme général d'une série convergente.
# Lasérie )_|ayx1*| est absolument convergente, donc le produit de Cauchy de cette série avec elle-méme est une série absolument
convergente.

La série ) cn(0) est donc une série de fonctions continues qui converge normalement sur le segment [0, 271], on
peut par conséquent intégrer terme a terme. On en déduit que

m I r2m 27
J |S(e)‘2 do = ZJ cn(0)d0 = Z Z T kJ ei(2k-m)0 4o
° n=0 0 n=0

Or l'intégrale
27
J ei(Zk—n) 0 de
0

est égale a 27t si n = 2k et nulle autrement. Ne subsistent donc que les indices pairs n = 2p et, dans la somme sur k,
seulement l'indice k = p :

27 P +oo 2p 2 +00
J S(O)]"do =) vy akiazp,kj e P0de = 3 7P ap|? - 2m.
0 p=0 k=0 0 p=0
Solution 42 10-07

1. Comme la série ) a, = ) an1™ est absolument convergente, le rayon de convergence R, de la série entiére est
supérieur a 1.

# Sans information supplémentaire, on ne peut pas savoir si Rq = 101 si Rq > 1.

En tant que série de fonctions, la série entiere ) a,z" converge donc normalement sur le segment [—1,1] et sa
somme A est donc continue sur le segment [—1, 1].

@ Comme la série ) b, = Y b, 1™ est convergente, le rayon de convergence Ry, de la série entiere est supérieur a 1.
Mais comme la série >~ b, n’est pas absolument convergente, le rayon de convergence Ry, est aussi inférieur a 1. Donc
Ry =1.

La somme B est donc continue sur l'intervalle ouvert |—1, 1[, mais elle est aussi continue au point 1 (Théoreme
d’Abel radial).

@ En tant que produit de Cauchy de deux séries entiéres dont le rayon de convergence est au moins égal a 1, la série
entiere ) cnx™ a un rayon de convergence supérieur a 1 et sa somme C est donc continue (au moins) sur l'intervalle
ouvert |—1,1[.

#v Dans le cours, on a établi le théoréeme sur le produit de Cauchy de deux séries entiéres en supposant que les deux séries étaient
absolument convergentes. On sait donc que

Vxel-1,1[, C(x)=A(x).B(x)
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et, bien que A et B soient continues en x = 1, on ne sait a priori pas si C est définie en x = 1.
@ On a également constaté (sur un contre-exemple) que : si les séries ) an et ) by, sont toutes les deux semi-convergentes, le
produit de Cauchy ) cy peut étre divergent.

2. Par définition du produit de Cauchy,

N N ,n N N
Z Cn = Z ( akbn_k> = Z ayx Z bn_x (interversion des sommes)
n=0 n=0 ‘k=0 k=0 n=k

N N—k
= Z ax bm. (changement d’indice)
k=0  m=0

On en déduit I'égalité (2) en décomposant la somme partielle comme différence de la somme et du reste :

N—k +oo +o0 +o00
bn=) bm— >  bu=B(I)— >  bm,
m=0 m=0 m=N—-k+1 m=N—-k+1

ce qui est possible puisque la série }_ b, est convergente.
3.a. Onnotera A, et Cy,, les sommes partielles des séries ) a, et} cn.

n n
A=Y a G=da
k=0 k=0

@ Par inégalité triangulaire, on déduit de (2) que

n “+oo
VneN, ]Cn—An.B(1)|<Z|ak-‘ > bm‘. (%)
k=0 m=n—k+1

a Lasérie ) ay estabsolument convergente et, puisque la série ) by est convergente, la suite de ses restes est bornée.
Il existe donc un réel M > 0 tel que

“+oo
Zlak\ <M et vVmeN, < M. (1)
k=0

+oo
5 b
k=m

@ Fixons ¢ > 0. Comme la suite des restes de la série >_ by tend vers 0, il existe un rang mo € N* tel que

+o00
¥ m > mo, D b <e. ()
k=m
De plus, n —k + 1 > my si, et seulement si, k <n —mg + 1.
@ On déduit alors de (x) et de la relation de Chasles que
n—mo +o0o n +oo
n>mo,  |Co—AnB)|[< ) lad| bm’+ > e Y bm‘
k=0 m=n—k+1 k=n—mgo+1 m=n—k+1
n—mo n
< 3 lade+ Y ladM dapres (1) et (f)
k=0 k=n—mg+1
n
<M.e+M Z lak|. d’apres ()

k=n—mo+1

Puisqu’'on sommedek =n—mp +1ak =n =n—mp + myp, la derniére somme compte my termes et on sait que la
suite (ay) tend vers 0 (puisque la série }_ ay converge). Il existe donc un rang ko € N tel que

13
vk > ko, lax| < —
mo
etn—mo+ 1> kg si, et seulement si, n > mg + ko — 1.
On en déduit que

Yn>motko, [Cn—AnB(1)] < Me+Mmo.—— =2M.c.
0
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@ On a ainsi démontré que la différence C,, — A,,.B(1) tendait vers 0.
Comme la suite des sommes partielles (A, )nen converge vers A(1), on a en fait démontré que la suite des sommes
partielles (Cy, )nen converge vers A(1).B(1).

L'égalité
“+oo —+o00 “+o0o
> e = (X an) (X bar”)
n=0 n=0 n=0
est donc vraie pour tout x € ]—1,1] et comme les sommes A et B sont continues sur cet intervalle, on en déduit en
particulier que
+o0 +oo
lim Cnx" = Cn.
x—1 Z " ZO "
n=

n=0

3.b. On peut réécrire I'identité (1) sous la forme

N N N—k “+o0
VN eN, D en=) ax) bm=) w(N)
n=0 k=0 m=0 k=0
en posant
N—k
VOSK<SN, w(N)=ar ) bm et Vk>N, w(N)=0.
m=0

# Nous considérons ici une série de fonctions y_ . définies sur QO = N.
Pour tout N € Q, cette série ne compte qu’un nombre fini de termes non nuls, donc cette série de fonctions converge simple-
ment sur € et la somme S de cette série de fonctions est une fonction de Q) dans C.

Par construction,
N +o0
VN e Q, D en=) uk(N)=S(N).
n=0 k=0

On cherche donc a démontrer que la fonction S tend vers une limite finie au voisinage de +oo.
Nous allons maintenant vérifier que
— chaque fonction wuy tend vers une limite finie {y au voisinage de +oo;
— et que la série de fonctions )y converge normalement sur Q

et nous pourrons en déduire que S(N) tend vers une limite finie lorsque N tend vers +oco avec

li S(N li
L Z Wim_ux(N).
@ Comme la série ) b, est convergente, alors
+o00
VkeN, Hm w(N)=ax ) by =axB(1).
N—+oc0 m—o

De plus, la suite des sommes partielles est bornée (comme toute suite convergente), donc il existe un réel M > 0 tel
que

n
¥neN, ’ me‘ <M.
m=0
On en déduit que
VkeN, VN eN, lu (N)] < lax|.M.

Le majorant trouvé est indépendant de N € (O = IN et c’est le terme général d’'une série convergente (puisque la série
> ax est absolument convergente), donc la série de fonctions )y converge normalement sur Q.
On a ainsi démontré que la série > _ c,, était convergente.
a D’apres le Théoreme d’Abel radial, la fonction C est donc continue sur [0, 1]. Or on sait que A et B sont continues
sur [0, 1] et que
vog<x<, C(x) = A(x).B(x)

(c’est le théoreme classique sur le produit de Cauchy). Par passage a la limite, on en déduit que

vVo<x<, C(x) = A(x).B(x).
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Solution 43 10kh-01

Le terme général est o(x?™), donc la série converge absolument pour x| < 1 etdoncR > 1.
Réciproquement, si [x| > 1, alors la série diverge grossierement par croissances comparées, donc R < 1.
EtdoncR=1.

#v La regle de D’Alembert est trés pratique, il faut penser a s’en servir. Néanmoins, il arrive fréquemment qu’on puisse s’en
passer.

@ Version pas réveillé : pour x # 0,

+o0o +oo
x2n+1 1 X

—n+2 x4 m+2

2n+2

f(x) =

On reconnait une primitive de
2n+1 _
E =X E
- xz
n=0

On peut alors décomposer en éléments simples :

= ()
T—X2 2 \1-X 1+X
et, apres primitivation, on obtient

Vo< xl <1, f(x) :;—ltn(l —x2).

a- Version réveillé (par le résultat trouvé) : si on peut calculer la somme de cette série entiére, c’est qu’on va reconnaitre
une série entiére connue, cherchons-la activement!
Pourx #Oet|x| <1,
+oo x2n+1 1 +oo (XZ)n—H 1

:02n+2:2x nrl o 2x

Solution 44 10kh-02

1. Pour tout entier n > 1, la fonction u,, : |—1,1[ — C définie par

Vxel-1,1[, Un(x) =

n—x
est continue sur |—1, 1[ (puisque n > 1 > x). De plus, pour tout 0 < r < 1,

lan|

Vx € [-1,7], lun(x)] < .
n—r

On a trouvé un majorant indépendant de x € [—, 7] et ce majorant est le terme général d'une série convergente. En effet,
la série }_|an|? est convergente par hypothese et

Vo<r<l,

‘ : ‘2 :
~ T e
n—rl n-too n2

#y D’apres I'inégalité de Schwarz, si (xn )nen et (Un)nen sont deux familles de carré sommable, alors la famille (XnYn)nen est
une famille sommable.

On a ainsi démontré que la série de fonctions Y u,, convergeait normalement sur tout segment [—r, 1] C |1, 1[. Par
conséquent, la somme S est bien définie sur l'intervalle ouvert ]—1, 1[ et elle est continue sur cet intervalle.

2. AvecR =1, on trouve
+oco ,+o0o
a
Vxel-RR, S(X)_Z](;n;)xv.
p=1 ‘n=

3. Silasomme S est identiquement nulle, alors tous les coefficients de son développement en série entiére sont nuls :
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(puisque le rayon de convergence est strictement positif).
» Nous allons considérer ici la série de fonctions }_ f,, ol

fa: Q=N"—>R.

@ On sait déja que la série ) f, converge simplement sur Q : pour tout p € Q, la série } | fn(p) est (absolument)
convergente.
@ Pourtoutn >2,ona

pgrfoo fn(p) =0
mais pourn =1,ona
lim fi(p) = a3
p—+oo

Chaque fonction f,, tend donc vers une limite finie {,, lorsque p tend vers +oo.
@ Enfin, quels que soientn > Tetp € Q,ona
‘& < |an| .
np n

<% est absolument convergente, donc la série de

Le majorant est indépendant de p € Q et, par hypothese, la série >
fonctions ) f, converge normalement sur Q.
@ On peut donc appliquer le Théoréme de la double limite :
+o00o a +00 a
p—1>I—01:1<>o Z npP ; p—l»lilr—loo np &
n=

Or, dans le premier membre, on considere la limite d"une suite identiquement nulle, donc

OZCI].

» Pour la suite de la démonstration, on procéde par récurrence en supposant que

ar = aq :“':(lr:O.
Notre hypothese de départ devient donc
+oo
On
VpeQ, > =0
n=r+1
En multipliant par (r + 1)P, on en déduit que
+o00
(r+1)Pan
n=r+1

Nous considérons maintenant les fonctions f,, : (O — C définies par

(r+1Pan

ynzr, VpeQ, fulp)= -

@ La série de fonctions )_ f, converge simplement sur Q (déja fait).
@ Pourtoutn >r+2,

B (r+1)P T+ 1\P
i1 T (D)

(puisque 0 < (r+ 1)/n < 1) cependant que, pourn =141,
VpeQ, frii(p)=ar.

Chaque fonction f;, tend donc vers une limite finie ¢, lorsque p tend vers +oo.
a Enfin, pour toutn > r+ 1 ettoutp € Q,

|fn(p)‘ S |an‘ :

(Attention, c’est assez rusé : il faut distinguer le casn =1+ 1 etle casn > v + 2 pour établir cet encadrement! Dans le
second cas,ona0 < (r+1)/mn < letdonc0 < [(r+1)/nlP < (r+1)/n pour toutp € Q.)



Séries de fonctions 68

On a trouvé un majorant indépendant de p € Q et, le facteur (r 4+ 1) étant sans intérét, ce majorant est le terme
général d’une série convergente comme on l'a déja remarqué.
La série de fonctions ) f, converge donc normalement sur Q et, a nouveau par le Théoreme de la double limite,

+o0o +oo
n=r+1 n=r+1
Autrement dit,
+o00
0= Ay + Z 0
n=r+2
donc a,41 = 0. On en déduit que
(1] :"’:aT:aTvL] :0
et la conclusion découle alors du principe de récurrence :
Vr>1, a, =0.

# Dans ce genre d’exercice, il est utile de se servir des notations pour retrouver le cadre habituel bien connu : puisque c’est le
parametre p qu’on souhaite faire varier, j'ai noté () au lieu de N* I'ensemble des valeurs prises par p.
L’important est ici de bien distinguer l'indice de sommation (n) et le parametre qu’on fait varier (p). On sous-estime toujours
Uimportance des notations pour bien raisonner !

Solution 45 10kh-03

1. Comme A, ~ n,il est clair que le rayon de convergence de la série entiere ) A, x™ est égala 1.
@ Comme an = Apy1 — Ay et que les séries 3 Anx™ et > An1x™ convergent absolument pour |x| < 1, la série
> anx™ converge absolument pour |x| < 1, donc le rayon de convergence de la série entiere } a,x™ est supérieur a 1.
Si ce rayon de convergence était strictement supérieur a 1, alors il existerait un réel r > 1 tel que la série ) a,r™
soit absolument convergente.

# Comme 1 < R, il existe des réels 1 < v < R et pour chacun de ces réels, la série numérique ) an,r™ converge absolument.

1
e ?(55)

et comme r > 1, la série } a, serait convergente, ce qui contredit I'hypothese faite sur la suite (A, )nen des sommes
partielles.

Le rayon de convergence de la série entiére ) a,x™ est donc égal a 1.
2. Comme le rayon de convergence de la série entiere > nx™ est égal a 1, on peut déduire sa somme des séries de
référence par dérivation terme a terme sur |1, 1[:

Dans ce cas,

+o00 +oo
1 X
— n_ niil: =
Ixelbil ) mt=x ) mt =xg o = g

# L'intuition nous dit que la relation A, ~ n pourrait se traduire par

+o00 +o00 X
Z AnX x:] nx = m (T)
n=1 n=1
et donc par
+oo
: o 2 no_
)1(13}(1 x) Z Anx 1. (%)

n=1

On peut se rendre compte que c’est une piste intéressante si on cherche a comprendre d’oii sort cette série entiere ) Apx™.
En "remarquant” que

n
An=ao+ - +an1=ap - Tn+ - +an '11+an’00:ZakII-[[1,+oo[[(n_k))
k=0
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on comprend que la série ) Anx™ est le produit de Cauchy de la série ) anx™ avec la série )_ 1y 1 oop(n) X™. Par conséquent,

+oo +o0 +oo
Vxel-1,1[, ZA“XHZ<Z anx“) (Zf‘):
n=1 n=0

n=1

On en déduit que
2 +o00o

+o0
Vxelo, 1], (1—X)Zanx“ ZAnx
n=0

et le résultat final découlera directement de la limite (x) — dés qu’elle sera demontree,

Comme A, ~ n, il existe une suite (én,)nen de limite nulle telle que

def.
Vyn>1, dyn = Ay — 1 = nen.

@ Fixons ¢ > 0. Il existe donc un entier Ny € N tel que
Yn>No,  lenl<e. ®
Pour tout 0 < x < 1,la série ) ne,x™ est absolument convergente. On a donc
+00o +o0o +o0 +oo No
Z Anx™ — Z nx™ = Z dnx™ = Po(x) + Z ne,x™ avec Py(x) = Z dx™
n=1 n=1 n=1 n=No+1 n=1

et, par inégalité triangulaire,

“+o00o
Vo<x<T, nx™ |PO )|_|_ Z Nen| x™
X) n=Ny+1
“+o00
< |Po(x)| + ¢ Z nx™ d’apres (1)
n=Npy+1
< |Po(x)| + e ﬁ avec (T) (terme général positif)

La fonction Py est polynomiale, donc elle reste bornée au voisinage de 1, alors que la fonction rationnelle x/(1—x)? tend
vers l'infini au voisinage de 1. Il existe donc un réel 0 < xo < 1 tel que

X
< <Ee——.
Vxo <x<1, ‘Po(x)‘\su_x)z

@ Résumons-nous : pour tout € > 0, on a justifié 'existence d'un réel 0 < xo < 1 tel que

X
(1—x)?

X

< .
S 2 (1—x%)2

Vxo <x<1, X"t —

On a ainsi démontré que
X
A ().
Z " 1—X)2 X—)]o (1—)()2
Autrement dit, I'équivalence (}) est vraie et, comme on l'a vu, on peut en déduire que
Iim (1 —x anx"
x—>1 Z n

Solution 46 10kh-04

1. Comme la suite (ay)x>1 est bornée, le rayon de convergence de la série entiére )_ arxk est supérieur a 1.

Sit=0 (mod ), alors les ax sont tous nuls et le rayon de convergence est infini.

Sit# 0 (mod ), alors la suite de terme général sin kt ne tend pas vers 0 (résultat bien connu, mais pas si simple a
démontrer) et par conséquent, si x > 1, la suite de terme général

akxk =sinkt- —
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n’est pas bornée.
En général (c’est-a-dire pour sint # 0), le rayon de convergence de la série entiere _ ax* est égal a 1.
2. Onsuppose encore sint # 0 et donc R = 1.

# Ce qui suit est une application archi-classique de la transformation d’Abel — a connaitre!

@ Comme sint # 0, le complexe e't est différent de 1 et on pose
K
VKEN, Sp=) sinlt.
=0

On peut expliciter la somme Sy :

- (kD
ellktt _ 1 gjp (DL as )t gin kt

k
VkeN, Sp=dm}Y (ei)!=om— = : 2
’ é( ) ett —1 sin $

On en déduit que la suite (Sx)xen est bornée.

# La suite est bornée pour chaque t fixé tel que e't # 1 mais elle n’est pas uniformément bornée, il est facile de vérifier que la

borne supérieure dépend de t de telle sorte que
sup sup Sy = +oo.
O<t<mkeN

: Pour toutn > 1,

n . n n n—1
sin kt . Sy — Sk - Sy Sk
2w Tl Tl i
k=1 k=1 k=1 k=0
n—1
Sh 1 1
n+1;3k'(k k+1)
B Sn n—1 Sk
noos k(k+1)

Comme la suite (S, ) est bornée,
Sk _ (L)
k(k+1) kotoo  \kZ/’
donc la série >~ % est absolument convergente et par conséquent la somme partielle
y o
= k(k+1)

tend vers une limite finie lorsque n tend vers +oc.
Par ailleurs, le quotient S~/, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo (le numérateur étant borné). Cela prouve que la
suite des sommes partielles de la série )_ ay est convergente et donc que la série }_ aix* est convergente pour x = +1.
@ Pour x = —1, il suffit de remarquer que

(—1)*sinkt _ sin[k(t + 71)]
k N k ‘

ak(—”k =

Le raisonnement précédent valant pour tout t € R tel que e'* # 1, il vaut encore pour t + 7.
Donc la série Y axx* est convergente aussi pour x = —1.

Solution 47 10kh-05

1. Quelle que soit la suite (an )nen, la suite (sin an )Jnen est bornée, donc le rayon de convergence R’ est supérieur a 1.
On a ainsi démontré que : si 0 < R < 1, alors R">1>R
@ Supposons maintenant que R > 1. Pour tout réel 1 < r < R, la série }_ anm™ est absolument convergente et en
particulier

(1 )
a = ol — .
™ notoo T
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Comme a,, tend vers 0, on en déduit que
sinan, ~ Qn,
n—-+oo
ce qui prouve que, dans ce cas, les rayons de convergence sont égaux : R’ = R.
@ On a bien démontré que, dans tous les cas, R’ > R.

2. On a démontré que le quotient R'/r était toujours supérieur a 1 et qu’il pouvait étre égal a 1 (pour a,, =2 ™, ona

R=2>1etdonc R’ =R).
@ Pour tout 0 < c < 1, posons

1
VneN, an:721+2{J7r

Comme sin a,, = 1 pour tout n € N, il est clair que R’ = 1.

# En général, le rayon de convergence R’ est supérieur a 1 mais si les a,, sont bizarrement choisis, il pourrait fort bien étre

strictement supérieur a 1.
Il faut donc que les a,, soient "compliqués” pour que le rayon de convergence R’ soit facile a calculer.

D’autre part, pour tout entiern € N,

T 27 ) T 21
§+C7ni ﬂgan<5+§.

Comme 0 < ¢ < 1, le minorant est strictement positif si n est choisi assez grand et on en déduit que

1 4—3c""  apnyr 1 44!

¢ 4+cm S a, Sc 4—3cen

Par encadrement, on en déduit que le quotient a,,1/an tend vers /. et donc que R = ¢ (régle de D’ Alembert).
Pour chacune de ces séries entieres, on a donc R'/g = 1/e.
@ En conclusion, 'ensemble des valeurs possibles pour le quotient R'/k est l'intervalle [1,4ool.

Solution 48

10kh-06

Comment ne pas penser a la série exponentielle?

2P
z _ N
VzedC, e = Z .y
p=0
On en déduit que
) 100 ip P ) +oo 2pp
VzeC, e]Z:ZJ—Z et o’z = ) =
! p!
p=0 p=0
Par conséquent,
) > > 2P
VzeC, e+ +d =) (1+j° +j2p)?.
p=0 )

S'il existe un entier n € N tel que p = 3n, alors 1 +jP +j2P = 3. Sinon, jP # 0 et

1—j%
P4 32p _
14+3P +5°P = T =0
Par conséquent,
+0o 3n z jz %z
z e*+e*+¢e
N C = .
2€C ) Gy 3
n=0
#v Six est réel, alors
“+00 3n
z 1 2 V3x
L 3 s x/2
Z(3n)l_3 e +3 e cos—2 .

n=0

Je ne vois pas comment simplifier I'expression de la somme lorsque z est complexe.
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Solution 49 10kh-07

Supposons que les a,, ne soient pas tous nuls : il existe alors un premier coefficient non nul, c’est-a-dire un rang no € N
tel que

+o00
Vz| < R, f(z) = anyz™° (1 + Z Gnotk zk>.
k=1

an,
# Toujours penser a la valuation d’une série entiére!
Par hypothese sur la série entiere ) a,z", la série numérique

§ k
ano+k z

converge (absolument) pour [z| < R, donc la somme
“+oo a
+k
7 E Motk Zk
DI

est continue sur le disque ouvert D = [|z| < R]. La valuation de cette série entiére est supérieure a 1, donc cette somme
tend vers 0 lorsque z tend vers 0 et

+o00 a
lim 1+ZMzk =1
z—0 v An,
Il existe donc un rayon 0 < p < R tel que
+00 a 1
Y Izl < p, ’1+Z“°+kz‘< > S
Qn, 2
k=1
et par conséquent,
1
Vo<lzi<p,  [fz)] = 5 lanl [z
~—— M~
>0 >0

ce qui contredit 1'existence d’une suite (zn)n>p de nombres complexes de limite nulle et non stationnaire telle que
f(zp) = 0 pour tout p € N.

# Cette propriété est connue sous le nom de principe des zéros isolés.

Solution 50 10kh-08

1. Ilestclair que le rayon de convergence de la série entiere est égal a 1.

# On peut appliquer la régle de D’ Alembert ou remarquer que la série converge absolument pour x| < 1 et diverge grossiérement
pour |x| > 1.

Comme la série (de Riemann) > 1/x? est absolument convergente, la série entiére converge normalement sur le
segment [—1, 1], donc la somme F est continue sur [—1, 1].
2. Comme le rayon de convergence est égal a 1, la fonction F est de classe &' sur l'intervalle ouvert |—1 , 1. Comme
elle est continue sur le segment [—1, 1], on peut déduire du Théoréme fondamental de 1’analyse que

1
Vxel[o,1], F(1) —F(x) :J F'(t) dt.

X

# Le Théoreme fondamental nous dit que
Y
vo<x<y<T, F(y)—F(x):J F'(t) dt.

La continuité de F au point t = 1 nous permet de passer a la limite en faisant tendre y vers 1 et prouve au passage que 1'intégrale
généralisée

F F/(t) dt

X
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est convergente.
Pour le moment, on sait que F' est continue sur I'intervalle [0, 1], on ne connait pas encore son comportement sur [0, 11, il faut
donc bien considérer que cette intégrale est une intégrale généralisée.

@ Comme le rayon de convergence est strictement positif, on peut dériver terme a terme :

vtel-LIL o Pl =) ——
n=1

et en particulier,

Vo<x<T1,Vtelx,1[, F/(t)=—

11 est clair que
—n(1 -t
F/(t) ~ —n(1—1 (%)
t—1 .
Or la fonction t — — fn(1 —t) est continue, positive et intégrable sur [0, 1[. Par intégration des relations de comparaison,

on déduit de (x) que

1 1 T—x
J F'(t)dt ~ J —(’.n(]—t)dtzj —ftnudu=(1—=x)[—In(1—x)+1]

x x—1 x 0

et donc que
F(1)—F(x) ~ (x—1)fn(1 —x).

x—1

3. D’apresl’équivalent trouvé, la fonction F n’est pas dérivableen 1 :

w ~ —n(1—x) —— +oo.
1—x x—1 x—1

# Comme F est de classe ¢ sur [0, 1] et continue sur [0, 1], on peut aussi appliquer le Théoreme de prolongement €' : si la
dérivée F' tend vers +oco au voisinage de 1, alors F n’est pas dérivable en 1.

On sait que
foo gt AR
/ _ : _
Vtelo,1], F(t)fz o et que Nl_l)riloozaf—i—oo.
n=1 n=
Comme la dérivée F' est la somme d’une série de fonctions positives,
, +oo tnf'l N tni]
VOSt<T,YN=1, F(t)= ] >Z1 . ©)
n= n=

Les deux sommes sont des fonctions croissantes de t, donc on peut faire tendre t vers 1 :

N

. 1

VN> 1, lim F'(t) > E]E
e

t—1

et comme la série harmonique y_/n est une série divergente de terme général positif, on en déduit que la limite de F'(t) lorsque t
tend vers 1 est égale a +oo.
@ On peut éviter de recourir aux limites infinies, mais cela demande un peu d’adresse.
Fixons un réel A > 0. Comme la série harmonique est une série divergente de terme général positif, il existe un rang N tel

que
N

1
VN > No, Z{>A+1~

n=1

Toute fonction polynomiale est continue, donc
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Du fait de I'inégalité stricte, il existe un seuil 0 < to < 1 tel que

NO tTlf]
1 > A.
Vte [to, [, T; —>A
On peut alors déduire de (1) que
Vte[t())][) F/(t)>A
c’est-a-dire que F' tend vers +oo au voisinage gauche de 1.
Solution 51 10kh-09

1. La fonction tan est continue sur le segment [0, /4], donc les intégrales I,, sont toutes bien définies (ce ne sont pas
des intégrales généralisées).

@ Pour tout 0 < x < s ettoutn € N, il est clair que 0 < tan™ x < 1, donc la suite (I, )nen est bornée. Par conséquent,
la série ) I,,x™ converge absolument pour tout x € [0, 1[ et le rayon de convergence est au moins égal a 1.

@ Les fonctions a, = [t — tan™t] sont continues et positives sur [0, 74| et la série de fonctions Y a,, converge
simplement sur cet intervalle vers une fonction continue :

+oo
U 1
< —_ = n = —\
Vo<t< T S(t) nE:otarl t T tant

Par conséquent, la fonction S est intégrable sur [0, 7/4[ si, et seulement si, la série numérique ) I, est convergente.
Comme la fonction tan est dérivable en t = /4 et que sa dérivée en ce point est égale a 2,

. 1—tant
lim =

tomn/4 (0/4) —t 2

donc
2

) o~
) ton/a (11/4) —t
ce qui prouve que S n’est pas intégrable au voisinage de /4 et donc que la série ) I, est divergente.

# On aurait pu raisonner de maniére plus élémentaire et plus rapide pour justifier la divergence de cette série : le changement de
variable u = tan t nous donne

1 n 1 n
u u 1
VnelN L= —sdu>| ——du=-——0-. *
’ " J0]+u2 /J0]+12 2(1’1“‘1) ()
Je n’ai pas voulu manquer une occasion d’appliquer le Théoréme de convergence croissante...
En particulier, le rayon de convergence de > I,,x™ est inférieur a 1.
On a démontré (par double inégalité) que le rayon de convergence de ) I,,x™ est égala 1.
2. Pourx =1, on a déja prouvé que la série ) I, était divergente.
@ Considérons x = —1. La série } (—1)"I, est alternée. De plus, son terme général tend vers 0 par convergence
dominée :

— pourtout0 <t <4, onal<tant < 1, donc tan™ t tend vers 0 lorsque n tend vers +oo;
— la convergence est dominée puisque

VO<t<%,Vn€1N, O0<tan™t < 1

et que la fonction constante t — 1 est intégrable sur le segment [0, 7/4].

# Une fois encore, on aurait pu se passer du Théoréme de convergence dominée grice a l'encadrement (x).

Enfin, comme 0 < tant < 1 sur [0, 4], la suite (I )nen est bien décroissante : pour tout n € N,

Tt
Z)

N

VOt 0<tan™'t <tan™t donc 0< Iyt <1

D’apreés le Critere spécial des séries alternées, la série ) (—1)"1,, est donc convergente.
3. Soitx € ]—1,1], fixé. Pour tout n € N, on considere la fonction f,, définie par

Yt e [0, 4], fn(t) =x"tan™t.
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Il est clair que f,, est continue sur le segment [0, /4] (et en particulier intégrable sur cet intervalle). De plus,
VneN, Vte o, al,  [fu(t)] <™

On a trouvé un majorant indépendant de t et comme |x| < 1, la série (géométrique!) ) [x|™ est absolument convergente.
Cela prouve que la série de fonctions continues ) f,, converge normalement sur le segment [0, 4] et nous permet
d’intégrer terme a terme.

° o 1—xtant’

+00 400 /4 /4 +00 /4 dt
ZIHX":ZJ xntan“tdt:J Z(xtant)ndt:J
n=0 0

n=0 n=0

@ Pour calculer cette intégrale, on commence par changer de variable (u = tan t) et on décompose en éléments simples
la fraction obtenue.

J’”/4 dt _F du ] J'] x2 1+xudu
o T—xtant Jo (1T—xu)(T+u2) T4+x2 )y 1—xu 1+u?
1! —x 1 x  2u
_1+XZJ'O(7X)'1—xu+1+u2+§'1+u2 du
Le calcul des primitives ne pose alors aucune difficulté particuliére et on peut alors conclure.
< A dt 1 o x

vxel-1,1[, T;Inx :L el . (Z +5 -2 —xtn(l —x))

Solution 52 10kh-10

1. La suite de terme général {n(1 + 1/,,) tend clairement vers 0 en décroissant. On déduit alors du Critere spécial des
séries alternées que la série ) a,, est convergente.
@ En dépit des apparences, la série } a,, n’est pas une série télescopique!
En travaillant sur les sommes partielles, on obtient

+o00

+00
2p+1 _ 3---(2N—1) _ 2N)!
r;a ;ﬂn p N 2Ny PEN T = (lim 2 gqe TN A D
et on déduit de la formule de Stirling que
~+00
2
Z a, =n—
n=1

2. Ilestclair que an ~ (—1)™/n et donc que le rayon de convergence est égal a 1.

# Comme d’habitude, on peut invoquer la régle de D’ Alembert (le rapport |an11/lan| tend vers 1) ou plus directement remarquer
que la série ) a, 1™ est convergente alors que la série ) an,x™ diverge grossiéerement pour tout x > 1.

@ Comme la série ) an est convergente, on déduit du Théoreme d’Abel que la série entiere ) a,,x™ converge unifor-
mément sur [0, 1] et en particulier que la somme de la série entiére est continue a gauche en 1.

#o En regle générale, la somme est continue sur |—R, R[ = ]—1,1[. En I'occurrence, la somme est donc continue sur 1—1,1].
La somme ne peut étre continue i droite en —1 puisque la série ) _(—1)"™ay, est divergente.

#o [l n’est pas nécessaire d’appliquer ici le Théoreme d’Abel. En effet, comme la série }_ an, vérifie les hypothéses du Critere spécial
des séries alternées, la série ) anx™ vérifie aussi les hypotheses du Critere spécial pour tout x € [0, 1]. On en déduit une majoration

du reste :
“+o0

vneN, vxe0 1, | Y @] <lanx™| < lanl
k=n+1
et on constate que ce majorant est indépendant de x € [0, 1] et de limite nulle, ce qui prouve que la série de fonctions converge
uniformément sur [0, 1].
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Solution 53 10kh-11

1. Soit o € R. D’apres le cours,

Vxel-1,1, (1+x)* Zanx avec VYneN, an:oc(oc—l) nfoc—n—f—])
@ On en déduit que
>1, [ an|] = (a+1)€ =0
vYn>1, nn*a,l] = (x+1) nn+]; n’ >
Or ] ( ) ]
o+ —(lo+
€n’1 — ‘ = . -+ wy avec Wi = O<ﬁ)

Comme la série )~ wy est (absolument) convergente, il existe un réel C tel que
n
> wi = C+ol).
— n—+oo

# Pour toute série convergente, la somme de la série est la somme de la somme partielle d’ordre n et du reste d’ordre n.
Ce réel C est donc la somme de la série )_wy et le terme en o(1) est I'opposé du reste d’ordre n.

Par ailleurs, on sait qu’il existe un réel y (la constante d’Euler) tel que

n

Donc
in[n*anl] = (at+T)tnn—(a+T)(tnn+y+o(1) + (C+ o).
On en déduit que la suite de terme général n%*+1a,| tend vers une limite ¢ > 0, c’est-a-dire que

C
[an] n—too net+1’

"z

# Le réel c est "égal” a expl(oc + 1)y + C] et donc strictement positif.

#y On peut remarquer que

anarl _Jo-nl _n-a
lan] n—+1 n+1
pour tout n assez grand et donc que
1
lansil 1_&7%9( )
|an| n—-+oo n

Nous avons donc démontré un cas particulier du Théoréme de Raabe-Duhamel.

2. D’apres I'équivalent trouvé, si & > 0, la série ) a,, est absolument convergente et donc convergente. Le théoreme
d’Abel radial nous assure alors que

+oo

Z an = fol1) = 2%

@ De méme, si « < —1,1a série ) a, est grossierement divergente.
@ Enfin, si —1 < a0 < 0, alors ay est un produit de n facteurs strictement négatifs, donc

Yn>1, an=(-1)"anl
etla série ) a, estalternée. L'équivalent trouvé plus haut nous assure que, dans ce cas, a, tend vers 0 et comme

lan1l  n—«

Vn>1 =
R N

(puisque & > —1), la suite de terme général |a,,| est strictement décroissante.
Le Critere spécial des séries alternées prouve alors que la série ) a, est convergente et, comme plus haut, le
théoréme d’Abel radial prouve que la somme de la série est égale a 2*.
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Solution 54 10kh-12

1. Comme lasérie ) an converge, on déduit du Théoreme d’Abel radial que la série entiére Y a,,x™ converge unifor-
mément sur le segment [0, 1].

#o [l est utile de connaitre la démonstration du Théoreme d’Abel, elle est riche d’enseignements. Cf 10-05.

En particulier, la somme de la série entiére est continue sur [0, 1] et tend donc vers une limite a gauche finieen 1 :

+oo
lim f(x) = Z Qn-
n=0

x—1—

2. La réciproque est fausse, il suffit de bien connaitre les séries entieres de référence pour s’en rendre compte : avec
an = (—1)" pour toutn € N, on a

+oo
Vxel-1,1[, f(x)= Z(—])“x“ = 1]? et en particulier Xli}r?i f(x) = ]2
n=0

alors que la série >~ a,, est grossierement divergente.

Solution 55 10kh-13

1. L'intervalle ]0,+o0[ est stable par la fonction t — ¢n(1 +t) et ap > 0, donc la suite (an)nen est bien définie.

Par concavité de {n, ona 0 < an41 = n(1 + an) < an, donc la suite (an)nen est convergente (décroissante et
positive) et sa limite { est positive.

Par continuité de {n, la limite { vérifie £ = {n(1 + {), donc { = 0.

Comme la suite (an)nen est bornée, le rayon de convergence de la série entiére ) a,,x™ est supérieur a 1.

# Pour trouver la valeur exacte du rayon de convergence, il faut maintenant minorer la suite (an )nen et pour cela, nous allons
calculer un équivalent par une méthode classique.

@ Soit o« € R. Comme a,, tend vers 0,

a & X
an — 7“ +o(aZ)| =a%—Za*" +o(a%).

ay ;= Un(1 4 ay)]* >

n—-+4oo

—1

- _ .. .. Lo P .
i1~y tendvers /> (= une limite finie non nulle). La série } _1/> est une série divergente

Avec o = —1, on trouve que a
de terme général positif et

1 1 1

~J
an+1 an n—too 2

donc (sommation des relations de comparaison, cas divergent)

11 _“21( 1 1) E1_n
Qn Qo S \aksr ak ﬂ—'+°0k:02 2°

Comme ag est une constante, on en déduit un équivalent de /4, et donc que

2

~ —

an .
n—+oo M

@ Par conséquent, la série ) a, est divergente (comparaison par équivalence de séries de terme général positif), ce
qui prouve que le rayon de convergence de la série entiere ) a,x™ est inférieur a 1.

@ Par double inégalité, le rayon de convergence de la série } a,x™ est égala 1.
2. Pour x =1, 0n a déja démontré que la série }_ anx™ = }_ a, était divergente.

a Pourx = —1,lasérie } anx™ =) (—1)"ay, est une série alternée et on a déja démontré que la suite (an )nen tendait
vers 0 en décroissant. D’apres le Critére spécial des séries alternées, la série ) (—1)™a,, est convergente.

# La somme de la série entiere est donc continue sur ]—1, 1[ (= l'intervalle ouvert de convergence) et continue au point 1 (théoréme
d’Abel radial ou convergence uniforme sur [—1, 0] avec le Critére spécial des séries alternées), donc en fait continue sur [—1,1].

3. Onadémontré que a,, ~ 2/ lorsque n tend vers +oo. Il existe donc une suite (e, )nen de limite nulle telle que

deéf. 2 €
Vn>1, &, = an—— = .
n n
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@ Fixons ¢ > 0. Il existe donc un entier Ng > 1 tel que
Vn > No, len] < e
Pour tout x € [0, 1],
fon—a(ﬂrf(a fg)x“:Po(x)Jr *f dnx™ ot Po(x —ao+Zéx
Mt n=1 o n=No+1 ) A

Comme Py est une fonction polynomiale, elle est continue sur le segment [0, 1] et reste donc bornée au voisinage gauche
dex=1.

La série ) 5,x™, en tant que différence de deux séries entiéres dont le rayon de convergence est égal a 1, est
absolument convergente pour tout 0 < x < 1. Par inégalité triangulaire et par positivité de x,

“+o00 +oo +oo

+o00o n
€ X
Z 6an < Z |6n|Xn < Z E x™ <e Z ;.
n=No+1 n=Np+1 n=No+1 n=1
On a ainsi démontré que
VO<x <1,  |f(x)+2n(1 —x)| < —etn(1 —x) +|Po(x)].

Comme {n(1—x) tend vers l'infini et que Py est bornée au voisinage de 1, il existe un réel 0 < o« < 1 (qui dépend de
g) tel que
Vas<x<l, —sﬂn(]—x)—l—’Po(x)’<—25€n(1—x).

On a ainsi démontré que
f(x) = —2en(1 —x)+o(fn(1 —x)) ~ —2en(1 —x).

Solution 56 10kh-14

1. Comme u, tend vers 0, alors u,t"™ = o(t™) et par conséquent le rayon de convergence de la série entiére ) u,t™
est supérieur a 1.

La somme de cette série entiére est donc définie (au moins) sur I'intervalle ouvert ]—1, 1[.
2. Soit € > 0. Il existe donc un entier Ny € N tel que

vn > N, lunl <e
Pour tout t € [0, 1],
No
(1 —t)f(t) = Po(t) + (1 —1) Z unt™ avec  Po(t)=(1—1) ) unt™
n=No+1

Comme la série )~ u,t™ est absolument convergente, on déduit de 'inégalité triangulaire que

+o0 +o0 +oo
Vtelo1], ‘1—t Z Uttt < (T=1) ) uat"<(1T—te Y t"<(1-te) th=e. )
n=Np+1 n=No+1 n=No+1 n=0

Par ailleurs, la fonction Py est une fonction polynomiale (donc continue) qui s’annule en t = 0, donc

lim Py(t) =0
t—0
et il existe donc un réel 0 < to < 1 tel que
Vig<t<l, [Po(t)] < e. 1)
On déduit alors de (T) et de (1) que
Vig<t<l, |1 = f(t)] < 2e.

@ On a ainsi démontré que
lim (1 —t)f(t) = 0.

t—1
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Solution 57 10Kh-51

1. Comme la série harmonique est une série divergente de terme général positif et que

1 1
2k +1 k—:—oo ﬁ’

la série )_ Zk]ﬁ est une série divergente et (Théoreme de sommation des relations de comparaion)
2k 4+ 1 notoo 2 k’
k=0 k=1

On en déduit donc que
(=)™ nn

Par conséquent,
— si0 < x < 1, la suite de terme général a,x™ tend vers O (produit de deux suites de limite nulle);
— six > 1,la suite de terme général |a, [x™ tend vers +oo (par croissances comparées de la suite géométrique (x™),
qui tend vers +oo, et de la suite (/1), qui tend vers 0).
On en déduit que le rayon de convergence est égal a 1.

# Comme on sait calculer un équivalent simple de a,, on pourrait aussi appliquer la régle de d’Alembert pour calculer R, mais
ce ne serait pas une trés bonne idée — en tout cas, ce ne serait pas plus simple que ce qu’on vient d’exposer.

2. Pour tout entier n € N, on pose
mn

brn=Mn+1)a Z

=

si bien que
1 X
1 = n n = — = n——5
Vo<x<l1, f(x) 57 anX Xg(x) avec g(x) ng b

11 est clair que g(0) = 0.
& ]l faut ici reconnaitre une série primitivée terme a terme.
D’apres la question précédente, le rayon de convergence de la série entiere > bn% est égal a 1 et donc en parti-
culier strictement positif.

Le théoreme de dérivation terme a terme des séries entiéres nous assure donc que le rayon de convergence de la
série dérivée ) b, x" est aussi égala 1 et que

Vxel— Zb

n+1

=gl = g0 -0 = [ 9’V dt—inobnt“dt

0

# Ce n’est pas parce que g(0) est nul qu’on peut se permettre de I’oublier !

@ Nous allons maintenant expliciter la somme g’(t) au moyen d'un produit de Cauchy.

# Seule la formule du produit de Cauchy permet d’expliquer la présence d'une somme dans I'expression des coefficients a,, !

Les rayons de convergence des séries entieres

by et ) ()RS
2k +1

sont tous les deux égaux a 1.

#v Les coefficients de ces deux séries étant tres simples, on doit arriver a cette conclusion sans hésiter.

Par conséquent, le rayon de convergence du produit de Cauchy de ces deux séries entiéres est au moins égal a 1 et
les coefficients du produit de Cauchy sont donnés par la formule du cours :

=2k +1 = 2k +1 n
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On en déduit que

Vtel-1,1[ +Zoob th = (+Oo (_Uktk) (f(—])ktk>
>V —= 2k +1

- Sila deuxiéme somme est bien connue :

“+oo “+o0 ] ]
Vtel-1,1 —1)ktk = )k = -
FIL Y GO = Y = s =
k=0 k=0
la premiere somme demande un peu d’astuce.
2k+1
n se bornant au cas 0 < t < 1, on peut remarquer que t* = (vt — Vo et retrouver ainsi une série entiére
Enseb t 0 1, on peut quer que t* = (v/t)* (\/{\)/{

bien connue :

+oo “+o0o
(=% 1 (1) skl Arctany/t
vo<t<l, kZ:02k+1 \/{kZZOZk+1(\[) NG

Par conséquent,

“+o00o
Arctan vt
Vo<t<l, antnzm.

n=0

@ On déduit donc de ce qui précede que

Vo<x<,

_ [* Arctan vt
o) = | g

# Tiens! Une division par zéro... Pas de panique! Ainsi écrite, il s’agit bien d'une intégrale généralisée et nous devrions nous
inquiéter toutes affaires cessantes de sa convergence.
Mais c’est inutile : cette expression est la somme d’une série entiére dont le rayon de convergence est égal a 1, donc en dépit
des apparences c’est une fonction de classe € sur 1—1,1[, donc une fonction continue sur le segment [0,x] C |—1,1[ et donc
une fonction intégrable sur [0,x] pour tout 0 < x < 1.

@ Jl nous reste a calculer cette intégrale.
Pour tout 0 < x < 1, 'application [t — u = \/t] réalise une bijection (croissante) de classe ¢! de l'intervalle ]0,x]
sur l'intervalle |0, v/x]. On peut donc déduire du Théoréme de changement de variable que

* Arctan v/t * 2 Arctany/t  dt VX 2 Arctanu
g(x) = dt = —— —du.

o O+uvE  Jo T (VD2 2v& Jo 142

On reconnatt ici la forme 2vv’, d’ou

Vo<x<1, g(x)= [(Arctanu)z](‘)/; = (Arctan v/x)?.

a [l est temps de conclure :

1 Arct 2
VOo<x<l, f(x)z;g(x)z%.

On ne doit pas perdre de vue que f est continue en 0 et que f(0) = ap = 1.
# On pourrait calculer f(x) pour —1 < x < 0, mais ce serait plus délicat :

(_”ktk B (—t)k 1 (\/ft)2k+1

1<t<0 _ _ .
VoI<t<O S T w1 T U kg

puisque —t > 0. On doit alors "reconnaitre” le développement en série entiere de la fonction Arg th — qui n’est pas au programme !
On calcule ensuite l'intégrale au moyen du changement de variable (décroissant, c’est plus drdle) w = /—t apres avoir
remarqué que
1 1

T+t 1- (V02

vV —-1<t<0,

Bref, les pieges ne manquent pas...

3. Les calculs précédents nous assurent en particulier du résultat suivant :

2 2 2
lim f(x) = lim (Arctan 1/x) _ (Arctan 1) _m™
x—R— x—1- X 1 16
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Mais on cherche ici f(1) et non pas la limite & gauche en 1 de f...
a D’aprés le Théoreme d’Abel, si la série ) a,R™ converge, alors la somme de la série est continue sur [0, R] et en
particulier continue au point R.
11 suffit donc de justifier la convergence de la série )} a, (puisque R = 1) pour en déduire que

7.[2

f(1) = Xlir]rL f(x) = e

a ]l est clair que la série ) an est alternée et que son terme général tend vers 0.
# On a calculé un équivalent de a,, pour commencer.
11 suffit donc de vérifier que la suite de terme général «,, = |an| est décroissante pour pouvoir conclure a I'aide du
Critere spécial des séries alternées.

# Un dernier piege ici, "énorme, immobile” (vous avez la réf’?) : on a obtenu

fnn
Oy~ =
n—o+oco 2Mn
et il est clair que I'équivalent obtenu est le terme général d'une suite décroissante.
Cela prouve que la série alternée
Z (=)™ nn
2n

est convergente (CSSA), mais cela ne prouve rien sur la série ) an,.

En effet, la série y_ % est convergente sans étre absolument convergente, donc on ne peut pas appliquer le Théoréeme de
comparaison.

Pour tout entier n € N,

1 n+1 1 1

Fn+1 :n—l—Z';Zk—H Thi2

((n+1)cxn+ m)

donc
n+1

1 1 LI n+41
_n+2)°‘“_ mM+2)(2n+3) Mm+1)(n+2) (kz_OZk—H _2n+3)'

Kn — Kn1 = (]
Il est clair (somme de termes positifs!) que

vYneN, #2 — =1

et on vérifie facilement que

X 1 =
nt3 ST 2x+3 2

(fonction croissante de x € R). On en déduit que la différence «,, — o471 est positive pour tout n, donc la série >~ an,
est convergente et f(1) = /6.

1 1 1
VneN, nt < i Xt

Solution 58 10Kh-52

Pour tout entier n € N, on note

. (2n)(@2n—-2)---4-2
T 2131

#
— Doncag =07?
— Non.
— Pourtant, pour n = 0, il y a un facteur 2n = 0 dans l'expression de ay.
— Non.

— 777
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@ Pour traiter correctement cet exercice, il faut comprendre correctement la définition des coefficients ay : le numérateur est
un produit d’entiers pairs et le dénominateur est un produit d’entiers impairs. Plus précisément, le numérateur fait apparaitre les
entiers 2k pour 1 < k < n et le dénominateur fait apparaitre les entiers (2k + 1) pour 0 < k < n. Le numérateur de a,, est donc
un produit de n facteurs et son dénominateur, un produit de (n + 1) facteurs.

Pourn =0, il n’y a donc aucun facteur au numérateur et, par convention, le produit est égal a 1 (= I'élément neutre pour la
multiplication). Donc ap = 1.

@ La méme convention s’applique pour les sommes : la somme qui ne contient aucun terme est égale a 0 (= I'élément neutre pour
Uaddition).

Elle s’applique aussi aux boucles for : le bloc qui commence par

for k in range(0):

n’est pas exécuté, car il doit commencer avec k = 0 et finir avec k = —1 (donc 'ensemble des indices k possibles est vide).
- Cette méme convention a fait poser O! = 1 et il serait plus sage de poser I’exercice avec
4™ (nl)?

N =
VneEN, =g

puisque

. (en)@2n-2)2n-2)---4-4-2.2 1 o)
T M2 2n—N)(2n-—2)---4-3-2-1 (zn+1)z(£[1 ) '

Cette réécriture est sujette a caution pour n = 0, puisqu’on a fait apparaitre le quotient 22 et, comme chacun sait, pour n = 0, le

quotient $ est NaN (Not a Number). Mais la convention usuelle s’applique : pour 1. = 0, on a intercalé O facteur — pas de division
par zéro, de ce fait !

11 est clair que

Par conséquent, pour tout v > 0,
anr™ 2n

= - T
Ap_1T™1 2n+1 n—+oo

D’apres la regle de d’Alembert,
— si0 <1< 1,alorslasérie } anr™ estabsolument convergente (en particulier, le terme général tend vers 0);
— sir > 1, alors la série ) a,r™ est grossierement divergente (et méme trés grossierement divergente, puisque le
terme général n’est pas borné).
Le rayon de convergence de la série entiere ) a,x™ est donc égal a 1.
@ Dans 'expression de an, la présence du facteur (2n + 1) au dénominateur incite a considérer la somme

“+o00 +oo
git) =) ant™ T =t ) an(t)"
n=0 n=0

t2n+1

pour mettre en évidence une primitive : 5.

# On I'a remarqué plus haut : il y a toujours au moins un facteur au dénominateur de a,, donc le facteur (2n + 1) est bien
présent quel que soit n, méme pour n = 0.

@ Comme a,t*™*! =1t a,(t?)™ et que le rayon de convergence de la série entiere _ a,x™ est égala 1,
— si0 <t<1,alors x =t? < 1 etla suite (a,t>™*") est bornée (elle tend méme vers 0);
— sit>1,alors x = t* > 1 et la suite (a,t*™*') n’est pas bornée.
Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiere Y a,t>™"' est aussi égal a 1.
@ On en déduit que la somme g est de classe ¢! sur I'intervalle ouvert ]—1, 1] et que

+o0 too
viel-L1[, g'(t)=) 2n+Nant™ =1+ (2n+Dant™
n=0 n=1
Pour tout entiern > 1,
4n(nl)?2 1 4n(nl)? 1 an? 4" (n—1)12 n 4T [(n-1)12

2n+1)! 2n+1 (2n)  2n+1 2n (2n—NO  n+1 Rm—1)+1



Séries de fonctions 83

donc 5
yn>1, a, = n. an_1 Cest-a-dire (2Zn+ 1)a, = 2nan_1.
2n+1
Par conséquent,
“+o00 “+oo
vtel-1,1[, g'(t) =1+ 2nan ™" =T+t) an 1-(2n)t*" "
n=1 n=1

On reconnait ici une dérivée terme a terme.

# Quelques calculs pas méchants permettent d’identifier au brouillon une primitive de cette dérivée. Pour une meilleure lisibilité
du corrigé, je commence par la formule que j'ai obtenue a la fin de mon brouillon.

@ Pour t € ]—1,1], on pose h(t) = tg(t). La fonction h est donc de classe €' sur]—1,1[ et
Vtel-1,1[, h'(t) =g(t) +tg’'(t).

Par ailleurs,

+o0
Vtel-1,1[, h(t)=) ant’™"?
n=0
+oo
= Z an_ 2" (changement d’indicen «—n — 1)
n=1

et comme on peut dériver terme a terme la somme d’une série entiére sur son intervalle ouvert de convergence,

+oo
viel-1,1[, h'(t)=) (2n)an """

n=1

# On a retrouvé le cofacteur de t dans 'expression de g'(t) !
En commencgant les calculs ci-dessus par la fin, c’est-a-dire en cherchant une primitive, on aboutit a I'expression de h(t) sans
étre obligé de recourir a la magie ou a une illumination.

On a donc démontré que
Vtel-1,1[, ¢'(t)=T4+th'(t)=1+tg(t) +t3g’(t).
Autrement dit, la fonction g est une solution de 1'équation différentielle

Viel-1,1[, (1—t2)y'(t)—ty(t)=1.

#v La définition de g(t) nous indique que g(0) = 0, ce qui nous permettra d’exprimer g(t) en résolvant cette équation différen-
tielle.

. Comme ¢ ] "

-t 21—t

la solution générale de I'équation homogene est

A
V1—12'

On fait varier la constante pour trouver I’expression de g(t) : il existe une fonction y de classe ¢! telle que

y(t) =

v(t)

el gl = s

En reportant dans 1'équation différentielle, cette fonction y vérifie

v'(t)

Vtel-1,1[, (1 —tz)ﬁa
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donc il existe une constante C telle que
_ C+ Arcsint
V1—t2

et comme g(0) = 0, on en déduit que

_ Arcsint

Vel glt) = s

@ Et enfin, puisque x = t?,

+oo .
1 Arcsin /x
Vo<x<1, Y anx"=_g(t)=——
n=0 t \/;(' T—x
d’ou N
x Arcsin y/x
Vo<x<1 Apx" = ————.
’ 1;) x(1T—x)
Solution 59 rms128-705

La fonction rationnelle définie par
1

T lrttt?

est continue sur R (ses poles sont complexes : j et j2) et ¢(t) ~ 1/i2 au voisinage de —oo, donc @ est intégrable sur
I'intervalle | —o0, x] pour tout réel x et 'application f est bien définie sur R.

o(t)

# Comme @ est continue sur R, la fonction f est en fait la primitive de ¢ qui tend vers 0 au voisinage de —oo (Théoréme
fondamental).

w D’apres la relation de Chasles et I’Astuce taupinale,

x dt
VXE}*L][, f(X)—f(O)+Jom
= £(0) +Jxl;tdt—f(0) +JX(1 _ Et% dt
- o 1-¥ 0 n=0 .

Le rayon de convergence des deux séries entieres 5 3™ et 5 3! est évidemment égal a 1.
Yy

# Le terme général est borné pour [t| < 1 et non borné pour [t| > 1.

Une série entiere converge normalement sur tout segment contenu dans l'intervalle ouvert de convergence, donc
les deux séries convergent normalement sur le segment [0 <+ x] C ]—1,1[. On peut donc intégrer terme a terme et en
déduire que

+ +
3+l © y3n+2

n=0 n=0

# Cela prouve que f est développable en série entiere et que le rayon de convergence de la série entiere est au moins égal a 1.
On a remarqué plus haut que f' = et la théorie des séries entiéres nous assure que le rayon de convergence du développement
de f est égal au rayon de convergence du développement de ¢. Or la décomposition en éléments simples
a a
vVte C\{,j? )= — + 55—
\,i%h (b F T
montre que le rayon de convergence du développement de ¢ est égal i 1.

a [l reste a calculer f(0) en se rappelant d'une formule bien utile :
J _dr = 1 Arctan i
t24+a?2 a a
11 suffit donc de remarquer que

VteR 1 = L = ]
ot (6 +1/2)243/4 7 (1 +1/2)2 + (V3/2)2

pour en déduire que

f(0) = 2 {Arctan( t+ ‘/z))}(ioo = \2 (Arctan\}g + g) = ;7/%

2
NG V3
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Solution 60 rms130-1401

1.
2. La fonction x est une solution de 1’équation homogene si, et seulement si, il existe un réel A tel que

1
Vt<1, X(t)—)\ﬁ.

La fonction xo = [t — K(t)x(t)] est une solution de I’équation complete si, et seulement si,

vVt<l, (1—t)-[K’(t)-11_t]:11_t

c’est-a-dire
Vi<, K(t) =Ko — In(1 —1).
La fonction x est donc solution de I"équation différentielle si, et seulement si, il existe un réel Ky tel que

Ko _ In(1—1t)

Vi<, x(t):17t -

Comme ' et {n(1—1) sont développables en série entiere au voisinage de 1'origine, alors toute solution de 1'équa-
tion différentielle est développable en série entiére au voisinage de I'origine (par produit et somme).
3. S'il existe une suite réelle (an)nen et v > 0 tels que

+oo
Vtel-rrl, x(t)= Z axt®,
k=0

alors
“+o0 “+o00o
viel-nrl, x'()=) kat*"' =) (k+Dagpth
k=1 k=0

puisqu’on peut dériver terme a terme la somme d’une série entiere dont le rayon de convergence est strictement positif.
L’équation (E) devient alors

+00 “+o0 —+00 +oo
Z(k+ 1)(lk+1tk — Z k(lktk — Z (lktk = Z tk
k=0 k=1 k=0 k=0

c’est-a-dire (en ajoutant un terme nul dans la seconde somme)

+o00o

+o00
D ((k+Darsr — (k+ Daw)tc = Yt~
k=0 k=0

pour tout t € ]—7, r[. Comme 1 > 0, on peut en déduire que
VkeN, (k+Dlaxr —ax) =1
par identification terme a terme.

Comme toutes les solutions de (E) sont développables en série entiére, on en déduit (par télescopage) que x est
solution de (E) si, et seulement si, il existe ap € R tel que

n
. 1
Vne N a“:ao"'ZE'
k=1
# On retrouve ainsi que
+o00 +00
Vtel-1,1[, x(t)=ao) t"+ ) Hpt"
n=0 n=1

en notant comme d’habitude les nombres harmoniques :

n

1

Vn e N, Hn:ZE.
k=1
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On vérifie ainsi I'expression générale trouvée précédemment :

x(t) =ag - 1 + (= n(1—1)) - 1]ft

1—1

# On aurait pu aussi bien tirer les coefficients du développement en série entiere de x(t) en appliquant le Théoréme sur le produit
de Cauchy : sachant que

+oo

1 n
+oo1

—tn(1—1) =0 —
n(1—1) +nZ:1n

etqueco=0x1=0et

n n
1
VneN*, cn:Zakbn_k:Ox1+ZEx1:Hn,
k=0 k=1

on a bien

+o0 +o0
Vtel-1,1[, x(t)= Z aot™ + Z H, t".
n=0 n=1

Au passage, on a enfin prouvé ainsi que le rayon de convergence était égal a 1 (au moins égal a 1 avec les calculs qui précedent, pas
plus grand que 1 au vu de la somme de la série entiére).

Solution 61 rms132-610

Tout d’abord, la série de Poisson }_ ’% converge absolument pour tout x € R. Toute sous-famille d’une famille som-
mable étant elle-méme sommable, on en déduit que la fonction f est bien définie sur IR.
1. On sait (cours sur la fonction T') que [x — x™ e *] est intégrable sur [0, +oo[ pour tout n € N et que

+o0o ,n,—x
X e
dx =1.

VneN, J
0 n!

Par linéarité de I'intégrale (puisque I est un ensemble fini, il est permis d’invoquer la linéarité!), on en déduit que

+oo n,—x
J ZXTZ dx =Y 1=#0.

0 nel nel

Or I C A et le terme général est positif, donc

xte ™

Vxe0,+o0[, 0<) < e *f(x)

nel

n!

et par hypothese, la fonction [x — e *f(x)] est intégrable au voisinage de +oco. On en déduit que
+o0
#(1) < J e *f(x) dx.
0
Le majorant ne dépendant pas de I, on peut en conclure que la partie A est finie.
# Par définition, le cardinal d'une partie A est infini si, et seulement si, on peut extraire de A une partie finie de cardinal
arbitrairement grand.

2. Puisque A est un ensemble fini d’indices, la fonction f est en fait polynomiale. Par conséquent, ’équivalent proposé
est impossible!
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Solution 62 rms132-1171

1. Ilestclair que f est continue sur I. En posant x = 1+ h (avec h € |1, 0]),

n(1+h)  n(1+h)
(1+h)—1 h h—0

f(x) =

Donc f peut étre prolongée en une fonction continue sur ]0, 1] avec f(1) = 1.
2. La fonction f est continue sur 'intervalle ouvert 1.
Elle tend vers une limite finie au voisinage de 1 (comme on vient de le voir) et donc intégrable au voisinage de 1.
Lorsque x tend vers 0, on a f(x) ~ fnx. Comme {nx est une fonction de référence intégrable au voisinage (droit!)
de 0, on en déduit que f est intégrable au voisinage de 0.
Donc f est bien intégrable sur ]0, 1[.
3. Onadéjaposé h =x—1alapremiere question : pour —1 < h <0,

m(1+h) 1, . ht
TR R
donc
vxeloll, flx)= f(—n"ﬂ
) ) — n+1
4. Le changement de variable affine x = 1 + h nous montre que
1 0 0 +oo hn
f(x) dx:J f(1+h) dh:J (—nm dh.
Jo —1 -1 nZ:O n+1
Pour tout n € N et tout h € |1, 0], on pose
(~1)"h"
hel-1 ah)=—1—
Vhel-1,0l, un(h)="—"+

Chaque fonction u,, est continue et intégrable sur ]—1, 0[; la série de fonctions )} u, converge simplement sur ]—1,0[ et
la somme de cette série est continue sur ]0, 1[ (on sait la calculer, elle est égale a f(1 — h)). Enfin,

0 1 hn 1
N a(h)|dh = dh =
vne ’ J_] |u ( )| JO n+1 (n+])2

et on reconnait le terme général d"une série convergente. D’aprés le Théoréme d’intégration terme & terme, la fonction f
est intégrable sur ]0, 1[ (ce qu’on avait déja démontré...) et

1 +o0 0 hn “+o0o .I 7_[2

0

Solution 63 rms132-1173

1. Ilest clair que la fonction f définie par

n(t?) tn(1 —t2)

Vo<t<l, f(t) = 2

est continue sur l'intervalle ouvert ]0, 1[.

# On sait que {n est intégrable au voisinage (droit!) de 0. On sait aussi que {n(a — ) est intégrable au voisinage (gauche!) de
a pour tout a € R (changement de variable affine).

a Lorsque t tend vers 0, on a f(t) ~ —2{nt, donc f est intégrable au voisinage de 0.
@ Lorsque t tend vers 1,
2in(1+1t)
f(t) = —a
donc f est intégrable au voisinage de 1.
Ainsi, la fonction f est intégrable sur l'intervalle ]0, 1[ et I'intégrale généralisée est (absolument) convergente.
2. Pour toutn € N*, la fonction @, = [t t?"?n(t?)] est continue sur l'intervalle ]0, 1] et dominée par {nt au

voisinage de t = 0.

“nt- (1 —t) = o(fn(1 —1)),
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# Onaen fait @1(t) =2Intet n(t) = o(fnt) pourn > 2.

Par conséquent, I'intégrale généralisée u,, est bien définie pour tout n € IN*.
@ Pour tout 0 < ¢ < 1, en intégrant par parties,

1 2n—1 1 1 2n—1
J 22 n(t?) dt = [En(tz)t ] J 2t 2

- = 0— 22 dt.
n—11e J,t 2n—1 £—0 2n—1J

Par définition des intégrales généralisées convergentes, on en déduit que

-2

1
% 1 2n—2 2 _
VneN unflgréj t En(t)dtf(zninz.

3. D’apres le développement en série entiére de fn(1 —u) au voisinage de 0,

2n—2 2 .
veeloIl, fit an ot () =~ T .

n n

D’apres la question précédente, la série ) 1., est une série de fonctions intégrables sur ]0, 1[; cette série converge sim-
plement sur ]0, 1] et sa somme, la fonction f, est continue sur cet intervalle.

De plus,
2

) 1 1!
VneN | fn(]de= 2 [ Cenldt= 5t

donc la série )_ Io [Wn (t)| dt est convergente.
On déduit alors du Théoreme d’intégration terme a terme que la fonction f est intégrable sur ]0, 1[ (ce qu’on avait

déja prouvé) et que
1 +oo 1
Lf(t)dt:;J fzz 2n—1

Solution 64 rms132-1224

1. La fonction [6 — sin® 6} est continue sur le segment [0, 7], donc I'intégrale Iy est bien définie.
@ Une intégration par parties montre que

VkeN, Lo = (k4 1) (T — Ixy2)
et on en déduit la relation de récurrence entre Iy et I, 5.

# Qui ne connait pas l'intégration par parties des intégrales de Wallis ?

@ On en déduit (par récurrence) que

(2p—D@2p—3)---3-1 , _ (2p)!
2p-2p-2)--4-2 0T (2vpl)?

Tt
Izp: z

#y Cette transformation aussi est tres classique et doit étre connue comme si ¢’était du cours.

2. Le cours nous donne le développement en série entiere de (1 + u)* pour tout x € R. Pour « = —1/> en particulier,

1 S a(x—1) (a—n+1) N
Yuel-1,1[, 1*1*:1;) - (—u)
( 2n+1) (—u)m™
_Z -2 n!
1:3-2n—1) . &1 /2n\
_Z 2nn! _nZOéln(n) e

3. Pourlx|<1,ona0 < x?sin?0 < x? < 1, donc la fonction

01
1 —x2sin? 0
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est continue sur le segment [0, /2], donc l'intégrale f(x) est bien définie.
a La fonction [u— (1 —u)~"/2] est développable en série entiere et son rayon de convergence est égal a 1. Pour

0 € [0, 7], la variable u = x? sin? 0 reste dans le segment [0, x?] ¢ ]-1,1[, donc

Z 4% (ZTTLL) (x%sin? O)™

est une série de fonctions continues sur [0, 7/,] qui converge normalement sur ce segment. Par conséquent, pour x €
=111
) 7

/2 /2 +0o 1 2 +00 /2 1 2
f(x) :J 4 :J Z ( n) (x?sin?0)™ do = ZJ ( n)xznlzn
o V1—x2sin?0 0 4m\n o A4M\n

n=0

# Pour la convergence normale en fonction de ©, on cherche un majorant indépendant de ©. Ici, le réel x est fixé (c’est un simple
paramétre, ce n'est pas la variable d'intégration), donc on ne cherche pas un majorant indépendant de x.
(Heureusement, car on n’en trouverait pas.)

4. La fonction f est clairement paire, donc nous allons travailler au voisinage de 1.
@ Pour tout 0 € [0, 73], la fonction

1—x2sin? 0

est croissante sur [0, 1[. Par positivité de 'intégrale, la fonction f est aussi croissante sur [0, 1[.
Elle admet donc une limite, finie ou infinie, au voisinage de 1.

@ D’apres la formule de Stirling,
1 (In 1
4\ n ) noteo (/i

Z 1 2n 2

16 \n

est divergente. Comme il s’agit d'une série de terme général positif, ses sommes partielles tendent vers +oo.
Fixons A > 0 (arbitrairement grand). Il existe donc un rang Nao € N tel que

ce qui prouve que la série

Na 2

1 n

. > A.
Z]Gn (T\.) = A

n=0
#> Pour une série convergente de terme général positif, la somme majore toutes les sommes partielles.

Pour tout x € [0, 1],
1“(7c)*z+zOOL 2nzx2“>fiL anxzn
o 2n:016TL n - 2n:016TL n

On a justifié que f(x) tendait vers £ € R, U {400} lorsque x tend vers 1 et le second membre, fonction polynomiale de x,
est continu en x = 1. On peut donc faire tendre x vers 1 et en déduire que

7 1 /2n\?
> — . > A.
t>3 16" (n) > A

On a ainsi démontré que, pour tout A > 0, la limite £ est supérieure a A, donc { = +oo.
Donc
lim f(x) = +oo.

X—+00

# Les théorémes de cours qui justifient un passage a la limite terme a terme ne s’appliquent qu’a des fonctions qui ont des limites
finies : aucun d’eux ne peut donc s’appliquer ici.
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# On peut adapter cette démonstration au cas plus général suivant.
» On suppose que les fonctions u,, sont croissantes et positives sur [a, b[;
» que la série de fonctions ), converge simplement sur [a, b[ vers une somme notée f;
» que chaque fonction u,, tend vers une limite finie {,, au voisinage de b;

» et que la série ) {,, est divergente.
Alors la somme f de la série de fonctions tend vers +oo au voisinage de b.
La démonstration repose sur les égalités suivantes.

lim f(x) = lim lim Z ux(x) = sup sup Zuk(x)
=0

x—b x—b n—+oo a<x<bneN

n n +o0
=sup sup Z ug(x) = lim lim Z u(x) = Z b
=0 k=0

neEN a<x<b o n—+00x—b

Solution 65 rms133-1327

1. Pour toutn € N, la fonction f,, définie par

1

Ve, fult) =

est continue sur le segment [0, 1], donc a,, est bien défini.
La suite de fonctions (fn)nen converge simplement vers la fonction constante [t — 1] sur l'intervalle [0, 1] et la
convergence est dominée :
Vtelo,1[, VvneN, 0<f(t)<1.

D’apres le théoreme de convergence dominée, la suite (an)nen converge et sa limite est égale a

1
J Tdt=1.
0

#v En général, pour calculer un développement asymptotique d’une intégrale, on intégre par parties.

2. Pour tout entier n € N,

1 1 tn 1 .tn—1
1—an=J 1—fn(t)dt=J 7dt=J t- dt.
o o 1410 o 1+1tn

On integre par parties :

n 1
MT ]J tn(1 + M) dt

1—an:[t~ n o n

N Jo

2 1!
:ei—fj tn(1 +t") dt.
n nj

Pour tout t € [0, 1], par concavité du logarithme,
0< (1 +t™) <t™
et donc
! 1

VneN, OgJ (1 +th)dt < —.
0 n+1

Par conséquent,
1
lJ m(1+tY)dt = o(l)
n oo

et finalement
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# On peut étre beaucoup plus précis!
Pour 0 < t < 1, on peut développer {n(1 4 t™) en série entiere et intégrer terme i terme ce développement sur [0, 1] :

1 1t (_])k+1tnk +oo (_])k+1
(1 +t")dt = - dt = —_—
Jo n(l+1%) JOZ k Zk(nk+1)
k=1 k=1
On en déduit que
1 +00 (_])k—H
(1 +t")dt = —_—
n ], ) 2T )
On remarque alors que
Wk>1, 0< <
kn " n

et on déduit que
+oo (_] )k+1 +o00o (_”@

1
nJOEn(l—i—t“)dt:Z 2 Z(kn)e.

k=1 =0
Pour n > 2 (mais pas pour n = 1), on peut appliquer le Théoréme de Fubini :

1 +o00 too 4 k+1
nJ tn(1 +tn)dt:Z(—1)“(Z %) : (%)e = G(1n)
k=1

0 =0

oit G est la somme d’une série entiere dont le rayon de convergence est au moins égal a 1.
On en déduit que, pour tout N > 2,

2 & w 1 N (e (DR
an_1_n+é1’1€+o(1’1N> ou u¢:(—1)1;T.

Remarque : pour établir le développement limité, on peut se passer du Théoréme de Fubini en se souvenant que

N+1
u N1
=— X7 .

T 14u

N
1
vog<u<gr, ’]Jru—Z(—l)euz
=0

Solution 66 rms134-1497

11 faut d’abord comprendre que la série entiére étudiée est la somme de deux séries entieres :

1
2k 2k+1
E (2k)x et E T X .

11 est clair que, pour [x| < 1, les deux termes généraux sont des suites bornées, donc le rayon de convergence de la
somme est au moins égal a 1.

D’autre part, pour |x| > 1, la suite de terme général n(~1)"x™ n’est pas bornée (par croissances comparées d’une
suite géométrique divergente et d'une suite de puissances). Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiere
est inférieur a 1.

En conclusion, le rayon de convergence est égal a 1.

@ Fixons x € R tel que |x| < 1. Alors

+o00 +oo
S1(x) = Z 2kx?* = x Z 2kx?kT,
k=0 k=1

(Le terme en k = 0 est nul!)
On reconnait ici la série dérivée de Y x**. Comme le rayon de convergence est strictement positif, on peut dériver
terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence |—1, 1[:

Vxel-1L,1[, S$i(x) :x—(Z(xz)k)
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D’autre part,

+o0o
X2k+]

S2x) = ) 5=
2+l

et on reconnait cette fois la série primitive de 3_ x?*. On peut primitiver terme a terme sur l'intervalle ouvert de conver-
gence (toujours parce que le rayon de convergence est strictement positif) et comme S, (0) = 0, on en déduit que

x too

vxel-1,1[, S2(x) :J Y Pkt
0 k=0
* 1M 1 1
=| —=dt==z| —+-—dt
L]—tz 2Ll—t+1+t
_ 1&1 14+x
21 =%
Finalement,
+o00
n 2x? T 1+x
(=" m _ _
HZ:O“ A s S R g
pour tout x € ]—1,1[.
Solution 67 rms134-1498-1503
1. La fonction tan est croissante sur [0, /4], donc
Vtel0,7], O0<tant< 1. (%)

On en déduit que
YyneN,Vtel0,7], O0<tan™t< 1

et comme l'intégration conserve les inégalités, on en déduit que

/4 T
¥YneN, o<1n<J dt= 7.

@ Comme la suite (I, )nen est bornée, on a donc

et comme la série géométrique ) x™ est absolument convergente pour tout x € ]—1,1[, on déduit du théoreme de
comparaison que la série } I,x™ est absolument convergente pour |x| < 1.

Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiere ) I,,x™ est au moins égal a 1.
2. Soitn € N. Par linéarité,

/4 tan™ ! tr/4 T

I““““:J i PN e

(1+tan? t) tan™ t dt = [
0

#o I1 faut reconnaitre immédiatement la forme u’ u™ !
a D’apres (%),
VneN, Vtel0,7], O0<tan™'t=tan"t.tant < tan™t

et dong, en intégrant,
VneN, 0<Iyig <In.

La suite (I )nen est donc décroissante. Par conséquent,
vneN, 2, <L2+1, <21,

et on déduit de la relation précédente que

1 1

<y < ———,
vn 2n+1) 2n—1)

WV

b
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ce qui prouve que
1

~ 5 -
n no+oo 2N
@ De ce fait, pour |x| > 1, la suite de terme général I,,x™ ne tend pas vers 0, donc la série } I,x™ est grossierement

divergente.
Cela prouve que le rayon de convergence est au plus égal a 1 et finalement

R=1.

3. Soit x| < 1.
@ On considere la série de fonctions }_ u, avec

VnelN, Vtel0,], u,(t)=x"tan™t.

Chaque fonction u,, est continue sur le segment [0, /4] et donc intégrable sur ce segment.
Il est clair que
vYneN, Vtel0,vl, ’un(t)‘ <x™

On a trouvé un majorant indépendant de t et comme |x| < 1, la série } x™ est convergente, ce qui prouve que la série de
fonctions ) u, converge normalement sur le segment [0, 7/4].
Par conséquent, la somme de la série de fonctions est continue sur [0, /4] et

/4 400 +oo /4 +oo
J Z Un (t) dt = Z J un (t) dt = Z L™
0 n=0 n=0"0 n=0

a Puisqu’il s’agit d"une série géométrique de raison x tan t, on connait sa somme :

+o0 /4 dt
I R
= 0 —xtan

On change de variable :
du

T dt

u =tant,

pour obtenir

+o0 N 1 du
2 Inx :J 0+u)(0—xuw)

Il reste a décomposer en éléments simples :

1 a+bu c

T+u2)(1—xu) 14+u? 3 —xu’

En réduisant au méme dénominateur et en identifiant terme a terme, on trouve

c+a=1, b=ax, c=bx=ax?

donc

1 X x2

= — b = — C= ———.
T T2 T+%2
Par conséquent,

P 1 L x  2u —X
Lx™ — X Cx.
T;)nx 1+X2J01+u2+2 Truz © 1—xu,du

et donc

P 1 T X
Vixl <1, [x"=——(-4+m2—xIn(1—x)).
2 (373 )

4. Ilestclair que la série

est convergente (Critere spécial des séries alternées).
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On a justifié que

vYneN, =Ioni2+

2n+1

et donc que

="
n+1
Comme la suite (I;n)nen est décroissante et de limite nulle, la série > (—1)"I,, est convergente (Critére spécial des
séries alternées). Par linéarité, on en déduit que

Vne N» (71)7112“ - (7])n+1 IZ(n+1)-

+oo (_])n +o0 +o00 : T
> T D ()M n =Y () M ) =To = 7
n=0 n=0 n=0
Solution 68 rms134-1499

1. Lorsque n tend vers +oo, le quotient '/ /= tend vers 0, donc

n
sin W x™ ~ ﬁ
Par croissances comparées, le terme général de la série entiere
— tend vers O pour [x| < T;
— tend vers l'infini pour |x| > 1.
Le rayon de convergence de la série entiére est donc égal a 1 et, d’aprés le cours,

]-1,1[c D c [-1,1].

Pour x = 1, I'’équivalent calculé plus haut prouve que la série ) sin ﬁ diverge (comparaison avec une série de

Riemann divergente).
Pourx = —1, lasérie )_sin %x” est alternée, la valeur absolue sin '/,/= du terme général tend vers 0 en décroissant,

donc la série converge d’apres le Critére spécial des séries alternées.
# On ne peut pas appliquer le Théoreme de comparaison avec une série semi-convergente, mais seulement avec une série absolu-
ment convergente.

Dans le cas x = —1, I'équivalent prouve seulement que la série n’est pas absolument convergente et il faut étudier le compor-
tement du terme général (et non pas celui de I'équivalent trouvé) pour pouvoir conclure.

En conclusion, D = [—1, 1[ et, d’apres le Théoréme d’Abel, la somme S est continue sur D.

# D’apres le cours, la somme d’une série entiére est toujours continue sur l'intervalle ouvert de convergence.
Le Théoreme d’Abel nous dit que : si R > 0 est le rayon de convergence de la série entiere ) anx™ et si la série ) anR™
converge, alors la convergence est uniforme sur [0, R] et la somme est donc continue sur [0, R].
Pour x = —1, on peut donc appliquer le Théoreme d’Abel avec

1
an =(—1)"sin—, R=1

\/ﬁ?

ou vérifier directement que la série de fonctions converge uniformément sur [—1, 0] en exploitant le Critere spécial des séries alternées
(domination du reste d’ordre n) : pour —1 < x < 0, la série )_sin ﬁx“ est alternée et la valeur absolue

o1
sin — [x|™
vn
du terme général tend vers O en décroissant, donc

1
n+1

Vn>1,Vxel-1,0, [Ru(x)|<|unsi(x)| <sin
oii le majorant est indépendant de x et tend vers 0.

L, . . 1 L, . . L P .
# Comme la série )_sin 7 est une série divergente de terme général positif, on peut démontrer que

lim S(x) = 400,

x—1
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ce qui justifie qu’on cherche un ordre de grandeur de S(x) au voisinage gauche de 1.
- Considérons une série ) _ ay, de terme général positif, qu’on suppose divergente.
Pour A > 0, il existe un rang No € IN tel que

Y an= A+

n=1

Une fonction polynomiale étant continue, on en déduit que

No
lim Z anx" > A

x—1
et donc qu'il existe un seuil 0 < xo < 1 tel que
No
Vx € [xo, 1] Zanx“>A
n=1
Comme les a., et x sont positifs, on en déduit que
No
Vx € [xo, [, S(x)= Z anx™ > A
n=1

et on a prouvé que

2. Comme sin’ = cos, on déduit de 1'Inégalité des accroissements finis que la fonction sin est lipschitzienne de
constante 1:
VabeR, [sina—sinbl<|a—Dbl.

Par conséquent, pour tout x € [—1,1] et tout n € N*,

T . 1 N o . 1
‘(smﬁfsm n_]>x ‘g‘smﬁ—smm
<z 7=l
1 vn—1+yn
= f)ﬁﬁf

< TR T

On a trouvé un majorant indépendant de x € [—1, 1] et ce majorant est équivalent a 1/,3/2, c’est donc le terme général
d’une série convergente.

On a ainsi démontré que la série entiére convergeait normalement sur le segment [—1, 1].
3. On déduit de la question précédente que la fonction T définie par

+o0 ) .I . .I N
T(x) :n;z(sm\/?l —sin — )x

est continue sur le segment [—1, 1].
Pour tout x € |—1,1],

(1—x)S Zsm—x Zsm—x

+o0o
=sinl.x + TLZz(sin ﬁ —sin \/T%)x“

=sinl.x+ T(x).
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Comme T est continue sur [T, 1], elle admet en particulier une limite finie, égale a T(1), au voisinage gauche de 1, ce
qui prouve que
lim (1 —x)S(x) =sin1 4 T(1).

<
x—1

#o [l se trouve qu’on peut calculer T(1) ! En effet, il s’agit de la somme d’une série télescopique :

+oo
1 1 1
T(1) = Z(sin—n—sinﬁ) :ngrfoosinﬁ —sinl=—sin1.

n=2

On a donc en fait démontré que
lim (1 —x)S(x) =0

<
x—1

et donc que

S = o(] 1x)

<
x—1

On a bien calculé un ordre de grandeur de S(x), mais pas un équivalent !

Solution 69 rms135-962

1. Soity, une fonction développable en série entiére : il existe un réel v > 0 et une suite réelle (a, )nen tels que
+o00o
vVxel-nrl, ylkx) = Z apxk.
k=0

Comme 1 > 0, la fonction y est de classe € et (indéfiniment) dérivable terme a terme sur l'intervalle ouvert |—r, 7],
donc

+oo +oo
Vx e ]—T,T[, y/(x) = Z(k+ ])ak+1xk) 3X9/(X) = Z 3kC1ka,
k=0 k=1
" _ - k 2.1 _ < o k
Xy (x)—Z(kJr])kaka , Xy (x)—Zk(k Tax”.
k=1 k=2

# [l faut d’abord effectuer tous les changements d’indice nécessaire pour obtenir des sommes dont le terme général est toujours
de la forme by.x*.
1l faut ensuite penser a ajouter, autant que possible, de termes nuls pour que les index des différentes sommes soient analogues,
voire, dans le meilleur des cas, égaux.

Par conséquent, pour tout x € |—r, r[, 'expression x(1 —x)y” (x) + (1 — 3x)y’(x) —y(x) est égale &

+00 400 +o00 400 +o00
Z(kJr Dkagp1x® — Z k(k — 1) axx® + Z(k+ Nags1x< — Z Skapx® + Z ax®.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Apres simplification, la fonction y est solution de 1’équation (E) si, et seulement si,

+o00
Vxel-rrl, Z(k+ 1% (arsr — ax)x® = 0.
k=0

Comme T > 0 et que les deux membres de I'égalité sont développables en série entiére, on peut identifier les deux
sommes terme a terme :
VkEJN, ax4+1 = Q.

On a ainsi démontré que toute solution développable en série entiere de (E) est proportionnelle a la fonction [x — 1/1 —«].

# On a raisonné par condition nécessaire en commengant par supposer que \ était une solution développable en série entiere.
1l faut maintenant vérifier que les fonctions trouvées (qui sont les seules possibles) sont effectivement des solutions de (E).
Au lieu de raisonner sur la série entiere (ce qui nous obligerait a rester sur 'intervalle ouvert de convergence 1—1,1[), nous
allons calculer sur la somme et donc sur R\ {1}.
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@ Réciproquement, avec

1 1 2
f] (X) = y on a f{ (X) = W et f]”(x) = W.

On en déduit facilement que f; est solution de (E) sur les deux intervalles ]—co, 1[ et ]1, 4+o0l.

# L'équation différentielle homogene (E) peut étre écrite sous la forme canonique

Vxel, Y'(x)=AX)Y(x) (©)
avec ) 1 ( |
~(ylx _ 0 (T—x)x
Y(x) = (y’(x)) et A(x)= = (1 31 ) .
L’application A est continue sur les trois intervalles I; = ]—o0,0[, I; =10, 1[et I3 =1, +ool. On peut donc appliquer le Théoréme

de Cauchy-Lipschitz sur ces trois intervalles (et sur tout sous-intervalle d'un de ces trois intervalles).

On en déduit que, pour k € [1, 3], pour tout instant xy. € Iy et toute "position initiale” (yy,v) € R2, il existe une, et une
seule, solution Y € €1 (1, R?) de I'équation canonique (C) sur l'intervalle Ty telle que Y(xy) = (Y, Vi )-

En remarquant que y est solution de (E) sur 1 si, et seulement si, Y est solution de (C) sur 1, on peut reformuler les conséquences
du Théoreme de Cauchy-Lipschitz : pour k € [1;3], pour tout instant xy. € Iy et pour tout couple (yx,v) € R?, il existe une, et
une seule, solutiony € €*(1,R) de I'équation (E) sur l'intervalle 1y telle que

ylxk) =yx et y'(xi) =vx.

Quelle que soit la formulation (canonique ou non), I’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension
2 et pour l'instant, les solutions que nous avons trouvées sont toutes proportionnelles a f1 — nous étudions un plan et
nous n’en connaissons qu'une droite.
2. La théorie de Cauchy nous assure que 1’ensemble des solutions de (E) sur I; (resp. sur I, resp. sur I3) est un plan
vectoriel. Nous connaissons un vecteur f; # 0 de ce plan et nous allons chercher un second vecteur de ce plan, non
proportionnel au premier, en faisant varier la constante.

# Comme c’est le cas la plupart du temps, les calculs de dérivées et de primitives sont les mémes sur les trois intervalles 15, 1, et
I3. Nous allons donc rédiger la résolution sur un intervalle Iy indéterminé.

Nous cherchons donc une fonction a € (I, R) telle que la fonction

a(x)

f = |x— a(x)f1(x) = T

soit une solution de (E) sur Ix. On en déduit que

Vx el fix)=a(x):fi(x)+alx)-f](x),
3 (x) = a”(x) - f1(x) +2a’(x)f1 (x) + a(x)f'(x).

#y On aura bien siir pensé a utiliser la formule de Leibniz pour calculer la dérivée seconde !

# On injecte ensuite ces expressions dans (E) en regroupant les termes en facteur de a(x), de a’(x) et de a”(x). On peut se
dispenser de calculer le cofacteur de a(x), puisqu’il est nul : par définition, la fonction f1 est une solution de (E)!

Ainsi,
a”(x)  2xa’(x) 2a"(x)
Vxelo |3t a2l tamxs O

ou, plus simplement,
Vxel, xa’(x)+a'(x)=0.

#o [l ne s’agit pas vraiment d'une équation du second ordre, mais d'une équation du premier ordre en a’. Il en va toujours ainsi
lorsqu’on applique la méthode de variation de la constante.

On en déduit tout d’abord que a’(x) est proportionnelle a '/, puis que la fonction

In|x|
1—x

fzz [XI—>
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est une solution de (E) sur Iy.
a En conclusion, pour 1 < k < 3, une fonction y est solution de (E) sur l'intervalle I si, et seulement si, il existe deux
réels ay et by tels que

Vx e I, y(x):ak~fx+bk-

#v ]l est clair que la fonction f, n'est pas développable en série entiére au voisinage de I'origine (limite infinie en x = 0!). Cest
pourquoi toutes les solutions développables en série entiére sont proportionnelles a fy.

3. Siy est une solution de (E) autour de x = 0, alors il existe des réels a;, by, a; et b, tels que

bl byl
Vx <0, y(x):w ot Vo<x<T, y(x)zw.

1—x 1T—x

Comme {nlx| tend vers 0 au voisinage de 0, il faut que by = b, = 0 pour que y soit bornée au voisinage de 0. Il faut de
plus que a; = a, pour que y soit continue en 0.
Réciproquement, on sait déja que la fonction f; est une solution de (E) sur |—oo, 1[.
@ 5iy est une solution de (E) autour de x = 1, alors il existe des réels a,, by, asz et b3 tels que

byt bzl
Vo<x<T, y(x)zw ot Vx>1, y(x)zm.

1—x 1—x
On sait que fnx ~ (x — 1) pour x voisin de 1, donc

ax

—b 1
XA)O 1—x ket O( )
Pour que y soit continue en 1, il faut donc que a, = a3 =0 et que b, = bs.
Réciproquement, la fonction f, est évidemment de classe ¥ sur I, U I3. En posant f,(1) = —1, on définit un
prolongement de f; qui est méme développable en série entiére au voisinage de 1: comme

3

t(1+h) & (~1)h
vhel-tin, MLEM -y BT

3
Il
o

on a )
f2(x) = f2(1+(x—1) = —I +";1 —%+O((x—1)3).

Cela nous montre que f5(1) = 1/2 et donc que la fonction f; ainsi prolongée vérifie (E) pour x = 1 également.

# La formule de Taylor donne le développement en série entiere et le développement limité de f, : inutile de se fatiquer pour
calculer un développement limité si on connait un développement en série entiere!

@ Enfin, les discussions précédentes montrent que la seule solution de (E) sur I'intervalle I = IR est la fonction nulle.

Solution 70 rms135-1498

1. Par croissances comparées, il est clair que

2
n +n+1
VteR,  lim STl g

n—-+oo n!
Puisque le terme général de la série entiere reste borné quel que soit t € IR, le rayon de convergence de la série entiere
est infini.
2. Remarquons que n? +n+1=mn(n—1)+2n + 1. On en déduit que

ZZ

= (t2+2t+1)e = (t—H)Zet.

VteR, t—tZZ

# Ce n’est pas une astuce, c’est une méthode !
La présence de la factorielle au dénominateur doit nous conduire a interpréter la série entiére comme une série de Taylor et donc
a penser en termes de dérivée.
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11 faut donc raisonner, non pas sur la base canonique (1, X, X2, ...) de R[X], mais sur la base de Newton
(1,X,X(X— 1), X(X—=1)(X—2),X(X— 1)(X—2)(X—3),...)

qui nous a rendu de grands services dans I'étude des séries génératrices.

# ]l est bon de retenir que, pour tout polynome P € IK[X], il existe un polynome Q € K[X] tel que

“+o0o
P(n)tn
VteR, Y (:‘3 — Q(t)et.
n=0 ’

La réciproque est vraie : quel que soit le polynome P = ao + a1 X + - - - + aq X, il existe une suite (cn)nen telle que
+o00o
vVteR, Pt)e'= Z Cnt™
n=0

et (formule du produit de Cauchy)

donc

a
1
Vn>d, cn:H;ak-n(n71)~-~(n—k+1).

Cette formule est encore vraie pour 0 < n < d (les derniers termes de la somme sont nuls puisqu’un facteur est nul) et on reconnait
ici une expression de la forme P(n)/n! avec P € K[X] (donné par sa décomposition dans la base de Newton).

3.a. Par définition, Gx(1) = 1, donc AS(1) = 4Ae = 1. On a donc nécessairement A = 1/4¢.
3.b. Pourtoutte [-1,1],ona

+o00 +00 2
AnS+n+1
Gx(t) =) PX=n}t"=)_ % St
n=0 n=0 ’

Par unicité du développement en série entiére (le rayon de convergence est strictement positif), on peut identifier terme

a terme :

2 1
vneN, P(X:n):%

3.c. Puisque le rayon de convergence est strictement supérieur a 1, la fonction génératrice Gx est de classe > sur un
intervalle ouvert qui contient le segment [—1, 1] et la variable aléatoire X admet des moments de tout ordre.
@ En particulier,

puisque S’(t) = (t2 + 4t + 3)e! pour tout t € R.
De méme,
E(X(X—1)) = GL(1) = 14he = 7/,

puisque S”(t) = (t? + 6t + 7)e' pour tout t € R. Par linéarité de 'espérance, on en déduit que

V(X) = E(X(X— 1)) + E(X) — [E(X)]* = 3.



