REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Chapitre 12 — Réduction des endomorphismes
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Réduction des endomorphismes

Applications du cours

Exercice 1 09-01

1. Quelle que soit la matrice P € GL,, (K), I'application
[M — P~ 'MP]

est un automorphisme de 1'algebre 91, (IK).

2. Soient A et B, deux matrices semblables.

2.a. Quelquesoitk € N, les matrices A* et B sont sem-
blables.

2.b. Lamatrice A estinversible si, et seulement si, la ma-
trice B est inversible et dans ce cas, A~ et B~! sont sem-
blables.

2.c. Pour tout polyndme Q € KI[X], les matrices Q(A)
et Q(B) sont semblables. En particulier, Q(A) = 0 si, et
seulement si, Q(B) = 0.

Exercice 2 09-02
1. Pour tout a € C, les matrices
1 a a 2 0 0
M(a)=(-1 1 -1 et 0 1 a
1 0 2 0 0 1
sont semblables.
2. Pourtoutn € N,
1 0 0 0o 0 0
MO =11 1 1]|+2" 1 0 -1
-1 0 0 1T 0 1
Expliciter M(a)™ pour a # 0.
Exercice 3 09-03

Soit f, I’endomorphisme de R? canoniquement asso-
cié a la matrice

-5 2 2
A=-8 1 6
-8 2 5

1. Le polynome caractéristique de A est (X + 1)2(X — 3).

Cette matrice est inversible, mais pas diagonalisable.

2. Onpose
er1 = (1,2,2),

eZZl‘L'”)])])’ 63:(0)])O)+)\'62-

La famille 8 = (eq, ez, e3) est une base si, et seulement si,

n#0.
3. La matrice A est trigonalisable et

3.0 0
Matgy(f) = [0 —1 1
0 0 -1

pour un choix convenable de A et .

09-05

1. On considere un endomorphisme u € L(E) dont les
sous-espaces propres sont des droites vectorielles. Si v €

Exercice 4

L(E) commute a u, alors tout vecteur propre de u est aussi
un vecteur propre de v.

2. Soit A € M,(R), une matrice admettant n valeurs
propres positives, deux a deux distinctes.

2.a. il existe une matrice M € M, (R) telle que M? =
A, alors il existe une matrice inversible Q telle que les ma-
trices Q7 'AQ et Q' MQ soient diagonales.

2.b. 1l existe une, et une seule, matrice M € M, (R) ad-
mettant n valeurs propres positives telle que M? = A.

09-06

Soient E, un espace vectoriel de dimensionn > 1etu,
un endomorphisme nilpotent non nul de E, d’indice d.
Il existe un vecteur x € E tel que la famille

2(x)y e ud (X))

Exercice 5

(%, u(x),u
soit une famille libre. En fait, tout vecteur x ¢ Kerud~!

convient.

Exercice 6 09-07

1. Soit u € L(E). Quels que soient les polyndémes P et
Q dans K[X], les sous-espaces Ker P(u) et ImP(u) sont
stables par Q(u).

2. Si deux endomorphismes u et v commutent, alors

P(u) o Q(v) = Q(v) o P(u).

Si de plus v est inversible, alors u et v~ commutent.

v P,Q e K[X],

09-08

Soient E, un espace de dimension finie; %, une base
de E; f, un endomorphisme de E et H, un hyperplan de E.
1. Il existe une forme linéaire non nulle u dont le noyau
estégala H:

Exercice 7

H = [u(x) =0]

et'hyperplan H est stable par f si, et seulement si, la forme
linéaire u o f est proportionnelle & u.

2. L’hyperplan H est stable par f si, et seulement si, il
existe un scalaire A tel que Im(f 4+ AI) C H.

3. Soient A = Matyz(f) et L = Matz(u).

3.a. Quelles sont les tailles respectives de A et de L?
3.b. L'hyperplan H est stable par f si, et seulement si, LT
est un vecteur propre de A"

4. En déduire les sous-espaces stables par chacune des
matrices suivantes.

4.a.
3 -2 -4
-1 1 1
1 -2 =2
4.b.
0 1 3
2 0 0
0 15 0
4.c
1 1 2
1 -1 0
-1 -1 =2
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09-09

Si le polyndme caractéristique de A € GL(K) est
égal a

Exercice 8

X" +an 1 X"+ X+ ao,
alors le polyndme caractéristique de A~ est associé a

(loXn+a1Xn71 4+t an 1 X+ 1.

09-10

Démonstration du Théoreme de décomposition des
noyaux dans le cas général : on considere un polynoéme
quelconque P dont on connait une décomposition en pro-
duit de facteurs deux a deux premiers entre eux

P=PP,---P,

Exercice 9

et on considere les endomorphismes définis par
pi = Ai(u) o Qi(u)

pour tout 1 <i <.

1. Chaque sous-espace Ker Pi(u) est contenu dans le
noyau de pj, quel que soit j # i.

2.

VxeE, x=) pix).
i=1

3. Six; € KerPi(u) pour tout 1 < i <, alors

Xi = (im)(xi) = pi(xi) :Pi(ix)‘)
=1

j=1

Les sous-espaces Ker P; (u) sont donc en somme directe.

4. SiP = PyP,---P, est une factorisation en polyndmes
deux & deux premiers entre eux, alors

KerP(u) = @ Ker P; (u).
i=1

Exercice 10 09-11
Soit A € M, (R), une matrice telle que
AP+ A -1, =0n.
Démontrer que det A > 0.
Exercice 11 09-12
Soit A € M, (R), une matrice telle que
AP+ AZ 4+ A =0,.
Démontrer que le rang de A est pair.
Exercice 12 09-13

Soient A et B, deux matrices de M, (R). SirgB =1,
alors

det(A +B)(A — B) < (detA)?.

Exercices posés en colle et aux oraux

CCP19-01

Démontrer que les matrices suivantes sont sem-
blables.

Exercice 13

2 -3 -1 1 0 1
A=|1 -2 -1 T=10 1 1
-2 6 3 0 0 1
Exercice 14 CCP22-01

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie sur K
et f e L(E).
Démontrer qu’il existe un endomorphisme g € L(E)
telle que
fog=0 et f+geGL(E)

si, et seulement si,

E=Kerf®Imf.

Exercice 15 IMT24-01

Soit A € My, (R), une matrice telle que
A% + A +41, =0,.

1. Démontrer que A n’a pas de valeur propre réelle.

2. Démontrer que 'entier n est pair. Calculer le détermi-
nant et la trace de A en fonction de n.

Exercice 16 IMT24-02

Soient A et B, deux matrices de M, (R). On suppose
que rg B = 1. Démontrer que

det(A + B) x det(A — B) < det(A?).

Exercice 17 IMT24-03

Soient E, un espace vectoriel de dimension n € N*
et u € L(E), un endomorphisme nilpotent d’indice n =
dim E. On considere un vecteur xo € E tel que

u™ ' (xo) # Ok.

est une

1. Démontrer que la famille.# = (u*(x0)),c\ -,

base de E.
2. Pour tout entier 0 < k < n, démontrer que

dim Keru* = k.

3. Démontrer que Keru® est le seul sous-espace de E
stable par u dont la dimension soit égale a k.
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Exercice 18 IMT24-04 Exercice 23 rms120-982
Résoudre le systeme différentiel suivant. On note Dy, (C), le sous-espace vectoriel des matrices
diagonales de M, (C).
x'=3x—y 1. On suppose que la matrice A € D,,(C) posséde n co-
y'=-—x+3y efficients diagonaux distincts. Démontrer que la famille
F = (I, A,...,A™ 1)
Exercice 19 kh09-01 est une base de D, (C).

Soit E, un espace vectoriel complexe de dimension fi-
nie (non nulle). On considére deux endomorphismes u et
V.

1. Onsuppose que

uov—vou=0. @)

Démontrer que u et v ont un vecteur propre en commun.
2.  Onsuppose qu’il existe un complexe a non nul tel que

uov—vou=au. 2)

2.a. Démontrer que u n’est pas inversible.

2.b. Calculer u™ ov —vou™ et en déduire que u est nil-
potent.

2.c. Démontrer que u et v ont un vecteur propre en com-

mun.
3. Onsuppose qu'il existe deux scalaires a et b non nuls
tels que

Uuov—vou=au-+ bv. 3)

Démontrer que u et v ont un vecteur propre en commun.

kh09-02

Soient A et B, deux matrices carrées de taille n.

On rappelle que : Silerang de Bestégala0 <r < n,
alors il existe deux matrices inversibles P et Q telles que
B="PJ,Q.

Démontrer que les polyndmes caractéristiques de AB
et de BA sont égaux.

Exercice 20

rms120-877

Soient E, un espace vectoriel réel de dimension finie
et f, un endomorphisme de E tel que f3 = I¢.
1. Démontrer que

Exercice 21

E = Ker(f —Ig) @ Ker(f*> + f + Ig)
puis que
Ker(f? + f +Ig) = Im(f — Ig).
2. Démontrer que Im(f — Ig) peut étre décomposé en
somme directe de plans stables par f.
rms120-978

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie et f,
un endomorphisme de E tel que

Exercice 22

f+f=0.

Démontrer que
Imf®Kerf=E.

2. L'ensemble des matrices diagonalisables est-il un
sous-espace de M, (C)?

Exercice 24 rms120-983

Soit A € M, (R) telle que

A? =2A + 81,.

1. La matrice A est-elle inversible ? diagonalisable ?
2. Déterminer les matrices M € Vect(I,, A) telles que

M? = 2M + 81,.

rms120-985

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie n et
f, un endomorphisme de E tel que

Exercice 25

fOf:—IE.

Démontrer que n est pair.

Exercice 26 rms120-986

Soit A € M, (R) telle que

A’ =A+1n.
1. Démontrer que A est diagonalisable dans 91, (C).
2. Démontrer que det A > 0.
rms120-987

Soit A € My, (R), une matrice ayant n valeurs propres
distinctes. Démontrer qu’il existe des réels «;, ..., xn et
des matrices My, ..., My, telles que

Exercice 27

Vi<k<n, Mye Vect(Iy,A,...,A™ ")
telles que

n
VpeEN, AP =) ofM.

k=1
Exercice 28 rms120-988
Soit
0 1 2
A=|(1 0 =-2]emMR).
2 =2 0

1. Démontrer que A est diagonalisable et que ses sous-
espaces propres sont des droites vectorielles.
2. Démontrer qu'il existe une matrice M € M3(IR) telle
que

M + M+ M =A.
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Exercice 29 rms128-646

Exercice 34 rms128-759

Soient A et B, deux matrices de Mt3(IR) telles que
det A = detB = det(A + B) = det(A — B) = 0.
Démontrer que

Y (x,y) € R, det(xA +yB) =0.

rms128-647

Pour tout entier k > 2, on définit I'application fy par

Exercice 30

xK

:f!'

Pour tout entier n > 2 et tout réel x, on pose

VxeR, fk(X)

folx) 0———0
\ O

) fo(x)

frno1(x) (x)

1 (x)
fa(x)
fn—] (X

fr(x) fa(x) fi

Démontrer que D, est dérivable et calculer sa dérivée. En
déduire une expression simple de D, (x).

Exercice 31 rms128-659
Soit A € M, (IR). On étudie ici I’ensemble

Ea={MeM(R) : AMA =0, }.

1. Onsuppose pour commencer que la matrice A est dia-
gonalisable et que son rang est égal a r. Déterminer la di-
mension de EA.

2.  Méme question dans le cas général.

rms128-663

1. Soient E, un espace vectoriel de dimension n; u et v,
des endomorphismes de E.

On suppose que u possede n valeurs propres dis-
tinctes et que u et v commutent :

Exercice 32

uov=vou.

Que peut-on en conclure sur v?

2. Soit E, le sous-espace vectoriel de €*°(RR,R) engen-
dré par les fonctions cos et sin.

2.a. Soitd € L(E), 'endomorphisme défini par

/

Voek, de)=¢"

Démontrer qu’il existe f € L(E) tel que fo f = d.

2.b. Soit s € L(E), I'endomorphisme qui échange cos
et sin. Quelle est la nature géométrique de s? Existe-t-il
geL(E)telquegog=s?

rms128-667

Soit A € M, (C). On suppose qu’il existe un poly-
nome P € C[X] tel que P(A) soit diagonalisable et que
P’(A) soit inversible. Démontrer que A est diagonalisable.

Exercice 33

Soit n, un entier supérieur a 2. Déterminer les ma-
trices A € M, (C) telles que la matrice PA soit diagona-
lisable, quelle que soit la matrice inversible P.

rms128-532

Soit E, ’ensemble des matrices M € 91, (C) pour les-
quelles il existe un entier p € N* tel que MP = I,.
1. Démontrer que toute matrice M € E est diagonali-
sable.
2. Déterminer ’adhérence de E dans 2, (C).

Exercice 35

rms128-533

La classe de similitude d'une matrice A € 9, (C) est
I'ensemble S(A) défini par

S(A) = {P'AP, P € GL,(C)}.

Exercice 36

1. Démontrer que l'application [M — xm] est continue
sur M, (C).

2. On suppose que A € I, (C) est diagonalisable. Dé-
montrer que la classe de similitude de A est une partie fer-
mée de M, (C).

3.a. On suppose que la matrice A € M, (C) est nil-
potente. Démontrer que la matrice nulle O, appartient a
I’adhérence de la classe de similitude S(A).

3.b. FEtudier la réciproque.

4. Onsuppose que la matrice A n’est pas diagonalisable.
Démontrer que sa classe de similitude S(A) n’est pas fer-
mée.

5. Démontrer que, pour toute matrice A € M, (C), I'in-
térieur de la classe de similitude S(A) est vide.

6. Caractériser les matrices A dont la classe de simili-
tude S(A) est bornée.

rms128-454

Soient A et B, deux matrices de 9, (Z). On suppose
que leurs déterminants, respectivement notés a et b, sont
premiers entre eux. Démontrer qu’il existe deux matrices
U et V dans M, (R) telles que

Exercice 37

AU+ BV =1,.

rms130-482

Soit E, un espace vectoriel réel de dimension finie. On
considere deux endomorphismes f et g de E, en suppo-
sant que f est inversible et que le rang de g est égal a
1. Démontrer que f + g est inversible si, et seulement si,

tr(gof™') # —1.

Exercice 38

rms130-483

Soient n € N* et K, un corps. On consideére une ap-
plication non constante

Exercice 39

fra(K)—-K
telle que

vV A,B e My, (K), f(AB) = f(A).f(B).
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Démontrer que M € 9y, (K) est inversible si, et seulement
si, f(M) # 0.
rms130-493

Quelles sont les matrices de M., (C) qui sont égales a
leur comatrice?

Exercice 40

rms130-494

Soient A et B, deux matrices de 9, (R) telles que
(AB)™ = 0y,. Démontrer que (BA)™ = 0.

Exercice 41

rms130-498

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie sur le
corps K et f, un endomorphisme de E tel que f2 soit un
projecteur.

1. Démontrer que f est trigonalisable.
2.  Démontrer que f est diagonalisable si, et seulement si,

rg(f) = rg(fz).

Exercice 42

Exercice 43 rms130-503

1. Déterminer les sous-espaces vectoriels de R qui sont
stables par A.

2. Déterminer les matrices M € M3 (R) telles que AM =
MA.

rms130-511

Soient E, un espace vectoriel complexe de dimension
finie (non nulle) et u, v, deux endomorphismes de E. Dé-
montrer que u et v admettent un vecteur propre commun
dans chacun des trois cas suivants.

1. uov=0
2. uoveC-u
3. uove Vect(u,v)

Exercice 44

rms130-513

1. Soit f, un endomorphisme non identiquement nul de
R? tel que

Exercice 45

VxeR, f3(x)+f(x)=0.

Démontrer qu’il existe une base de R? dans laquelle la ma-
trice de f est

00 0
0 0 -1
01 0

2. Quedire d’un endomorphisme f de R™ tel que f3-+f =
0?

rms130-516

Soient E, un espace vectoriel réel de dimension finie
n > 2 et u, un endomorphisme de E. On suppose que les
seuls sous-espaces vectoriels stables par u sont {Og} et E.
Démontrer que n = 2.

Exercice 46

rms130-541

On consideére deux suites (Ax)ken et (By)xen de ma-
trices de 9, (R) qui convergent respectivement vers les
matrices A et B.

Exercice 47

1. On suppose que, pour tout k € N, les matrices Ay
et By sont semblables. Les matrices A et B sont-elles sem-
blables?

2. Meéme question en supposant cette fois que les ma-
trices A et B sont orthosemblables ?

rms130-761
Soit A € M, (R). Résoudre dans My, (R) I'équation

Exercice 48

XT + X =tr(X).A.

rms130-768

Soient E, un espace vectoriel sur K et f, un endomor-
phisme de E.
1. Pour toutendomorphisme g € L(E) tel que fog = gof,
les sous-espaces vectoriels Ker f et Im f sont stables par g.
2. Soit p € L(E), un projecteur. Démontrer que p et f
commutent si, et seulement si, Imp et Kerp sont stables
par f.

Exercice 49

Exercice 50 rms130-772

Soit N € 9, (R), une matrice nilpotente.
1. Démontrer que la matrice

I+ N+ NV

est inversible et calculer son inverse.
2. Démontrer que la matrice

I, +2N 4+ 3N? 4 ... 4 nN™!
est inversible et calculer son inverse.

Exercice 51 rms130-779

Soit f € L(R?*), I'endomorphisme canoniquement as-
socié a la matrice

—_ .
—_ O —
—_ O —
— — — —

Donner une base de I'image et une base du noyau de

1
f.
2. Démontrer que I'image de f est stable par f.

3. On note g, 'endomorphisme de Imf induit par f.
Donner la matrice de g dans une base de Im f.

4. Déterminer les éléments propres de g.

5. En déduire les éléments propres de f.

rms130-783

Deux matrices de M3 (R) ayant (X — 1)(X — 2)? sont-
elles semblables?

Exercice 52

rms130-785

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces
propres de I'endomorphisme de M, (C) défini par

Exercice 53

VM e M, (C), OM)=tr(M) I, + M.
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Exercice 54 rms130-787

Exercice 58 rms130-972

On consideére la matrice

4 —6 0
A=[3 5 ofemm).
3 6 5

1. Diagonaliser A. En déduire une expression de A™
pourn € IN.

2. Soient (un)neN, (Vn)nen et (Wn)nen, trois suites
réelles telles que

VneN, u,r1=—4u,+6vy,
Vil =3un + 5vy,

Wna1 = 3un + 6v,, + 5wy,

On pose alors

T

VneN, Xn=(Un Vvn wn)

2.a. Exprimer X;,;1 en fonction de A et de Xo.
2.b. Endéduire une expression de u,,, v, et wy, en fonc-
tion de ug, vo et wo.

Exercice 55 rms130-834

1. Soit A € M, (C), une matrice telle que

V1i<k<n, trMF=0.

Démontrer que M est nilpotente.

2. Soient A et B, deux matrices de I, (C) telles que A
soit semblable a A 4 tB pour tout t € C. Démontrer que B
est nilpotente.

3. Soit (My)i>1, une suite de matrices semblables entre
elles. On suppose que My converge vers la matrice nulle
On lorsque k tend vers +oo. Démontrer que My est nilpo-
tente.

4. Réciproquement, soit M, une matrice nilpotente. Dé-
montrer qu’il existe une suite (My)x>1 de matrices sem-
blables entre elles qui converge vers la matrice nulle.

rms130-954

1. Soit M € 9, (R), une matrice nilpotence d’indice d.
1l.a. Démontrer que d < n.

1.b. Démontrer que M? — I,, est inversible et exprimer
son inverse.

2. Soit M € M1, (C). On suppose que

Exercice 56

M* 4+ M3+ M? + M + I, = On.

2.a. Démontrer que |tr M| < n.

2.b. Etudier le cas d’égalité.

2.c. Etudierlecas M € M, (R).

Exercice 57 rms130-956

Soient A et B, deux matrices de 9., (C) telles que

VkeN, tr(A*) =tr(B¥).

1. Les matrices A et B sont-elles semblables ?
2. Démontrer que les polyndmes caractéristiques de A et
de B sont égaux.

1. Soient E, un espace vectoriel et u, un endomorphisme
nilpotent de E. Démontrer que v = Idg +u est inversible et
déterminer v'.

2. Soit P € R[X].

2.a. Démontrer qu'il existe un unique polynéme Q €

RI[X] tel que

Q"+Q="P
2.b. Onsuppose que P € Z[X] et que P est divisible par
X™. Démontrer que Q € Z[X] et que Q(0) est divisible par
nl
3. Onsuppose que T = P/q avec (p,q) € N* x N*. Pour
tout entier n € IN, on pose

Pn = (P - qx)n

et on note Qn, 'unique polyndme de R[X] tel que

1/1/ +Qn =Pn.
En considérant
‘I s
— | Pn(t)sintdt,
n! Jo

démontrer que 7t est irrationnel.

Exercice 59 rms130-973

On appelle dérivation sur E = ¢°°(RR) tout endomor-
phisme 6 de E tel que

Vf,geE, ©&(fg)=25(f)-g+T-d(g).

1. Soit 8, une dérivation de E. Quelle est I'image d"une
fonction constante ?

2. Soit f € E telle que f(0) = 0. Démontrer qu’il existe
une fonction g € E telle que

VxeR, f(x)=xg(x).

3. Déterminer les dérivations de E.

Exercice 60 rms130-988

Soient A et B, deux polynémes de R,[X] et a, un
nombre réel. On suppose que A(a) # 0 et on considere
I'ensemble

E={PecRnX : P+P(a)A =B}
ainsi que 'application f définie par
VP e Rn[X],

1. Démontrer que f est un endomorphisme de R, [X].
Calculer son rang.

2. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

3. Déterminer 'ensemble E.
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Exercice 61 rms130-996

Soient E, un espace vectoriel réel et v, un endomor-
phisme de E tel que

V4 v+ I = we.

1. Soitx € E, non nul. Démontrer que le couple (x,v(x))
est une famille libre.
2. Soient x ety, deux vecteurs de E tels que la famille

(%9, v(x))

soit libre. Démontrer que la famille

(x,y,v(x),v(y))

est libre.

3. Onsuppose que dimE = 4.

3.a. Démontrer qu’il existe une base (e, e,,e3,es4) de E
qui vérifie

e3 =v(er) et es =v(eyz).

3.b. Donner la matrice de v dans cette base. Cette ma-
trice est-elle diagonalisable ?

rms130-1000

1. Soient M et N, deux matrices semblables. Alors les
matrices P(M) et P(N) sont semblables, quel que soit le
polynéme P € K[X].

2. Soient A, une matrice diagonalisable et (By )nen, une
suite de matrices qui converge vers la matrice B. Si toutes
les matrices B,, sont semblables a A, alors la limite B est
aussi semblable a A.

3. Ce résultat subsiste-t-il si la matrice A n’est pas dia-
gonalisable?

Exercice 62

rms130-1054
Soient A € M, (R) et Pa, I'application définie par

Exercice 63

VM e My (R), PYa(M)=AM—-MA.

1. L'endomorphisme 4 est-il injectif ?

2. Soit B € My (R) telle que P (B) = B.

2.a. Démontrer que
VkeN*,  AB*—BA =kB

2.b. En déduire que B est nilpotente.

3. Soit N = (nij)i<ijen € Mn(R), la matrice dont tous

les coefficients sont nuls sauf n; ;47 = 1 pour 1 < i < n.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour

que N soit un vecteur propre de P associé a la valeur

propre 1.

Exercice 64 rms130-1133

Soient u, un endomorphisme non nul de R? tel que
wWiru=w

et A, la matrice de u relative a la base canonique.
1. Démontrer que A est diagonalisable dans Mi3(C).

N

Déterminer le rang de u.
3. Démontrer que

R3? = Keru® Imu
puis que
R? = Keru & Ker(u? +1d).

4. Démontrer que Imu = Ker(u? +1d).
5. Démontrer qu'il existe une base de R> dans laquelle
la matrice de u est égale a

00 0
0 0 —1
01 0

rms130-1135

Soit M € M, (C), la matrice dont les coefficients
diagonaux sont égaux a a € C et les coefficients non-
diagonaux sont tous égauxa b € C.

1. Calculer le polynéme caractéristique de M.
2. Lamatrice M est-elle diagonalisable ?

3. Calculer le polynéme minimal de M.

4. Calculer le déterminant de I,, + M.

Exercice 65

Exercice 66 rms130-1202

Soit u, un endomorphisme de R3 tel que u® = Id et
u # Id.
1. Démontrer que 1 est une valeur propre de u.
2.  Démontrer que

R? = Ker(u —Id) @ Ker(u? +u +Id).

3. Démontrer qu'il existe une base de R?® dans laquelle
la matrice de u est égale a

0 0 1
100
010

Exercice 67 rms130-1203

Soient E = ¢ (R, R) et F, le sous-espace engendré par
les vecteurs

e; =cos et er =sin.

Pour toute fonction f € E, on pose
Tr = [t — (10f(0) — 6f'(0)) cos t + (12f(0) — 7f'(0)) sin t]

etonnote u = [f — T¢].

1. Démontrer que e; et e, sont linéairement indépen-
dants.

2. Démontrer que u est un endomorphisme de E. Est-il
injectif ?

3. Démontrer qu'il existe un endomorphisme v de F in-
duit par restriction de u.

4. Quelles sont les valeurs propres de v?

rms130-1204

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie sur le
corps K et f, un endomorphisme de E dont le rang est égal
ar. Démontrer que le degré du polynéme minimal de f est
inférieur ou égal a (r +1).

Exercice 68
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Exercice 69 rms130-1206

Soient X € M, 1(R), une colonne non nulle, et A =
X.XT.
1. Calculer le rang et le spectre de A.
2. En déduire le polyndme caractéristique de A.
3. Démontrer que

det(I, +A) =1+ X" .X.

Exercice 70 rms130-1208

1. Soient M € M, (C) et Aq, ..., Ay, ses valeurs propres
(comptées avec multiplicité). Démontrer que

tr(M?) = ) AL
k=1

2. Pour n > 3, on considére la matrice A € M, (R)
dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux situés sur
les quatre "bords", qui sont tous égaux a 1. Déterminer les
éléments propres de A.

rms130-1212
ML (R) — ML (R)

Exercice 71

Pour A € M, (R), on définit 5
par

VM e M, (R),

1. Démontrer que fa est un endomorphisme de M, (R).
2. Démontrer que : si A% = A, alors 4 est un projecteur.
3. Démontrer que A est diagonalisable si, et seulement
si, fa est diagonalisable.

4. Construire une matrice propre de fa al’aide d'un vec-
teur propre de A.

5. Construire un vecteur propre de A a l’aide d’'une ma-
trice propre de fa.

fa(M) = AM.

Exercice 72 rms130-1296

Pour (a,b,c) € €3, on pose

M(a,b,c) = al3 + bJ + ¢J?

avec
01 0
j={0 o 1
100

1. Démontrer que les matrices M(a,b,c) commutent
entre elles.

2. Démontrer que | est diagonalisable dans M3 (C). Pré-
ciser ses éléments propres.

3. Soit (a,b,c) € €C3. Démontrer que M(a, b, c) est dia-
gonalisable et déterminer ses éléments propres.

Exercice 73 rms130-1287

Soit f, I'endomorphisme de R? représenté par la ma-

trice
7 —6
=5 5)

dans la base canonique.
1. On considere les vecteurs ¢1 = (1,1) et &2 = (2,1).
l.a. Démontrer que % = (&1, €2) est une base de R?.

1.b. Donner la matrice de passage P de la base cano-
nique vers la base 2.

Lc
2. On suppose que I'endomorphisme g € L(R?) vérifie

Quelle est la matrice de f dans la base %#?

gog="f.

2. a.
2.b. Vérifier que

Démontrer que gof =fog.

Ker(f—Id)=R-¢; etque Ker(f—4Id)=R-e,.

2.c. En déduire que la matrice de g relative a la base #
est diagonale.

3. Résoudre I'équation M? = A dont l'inconnue est une
matrice M € M, (R).

Exercice 74 rms130-1289

On considere I’application f définie par

¥PEeRIX], f(P)=P—P".

Démontrer que f est un endomorphisme de R[X].
Quelle est I'image de la base canonique de R[X] par

S N =
N .

Démontrer que f est un automorphisme de IR[X].

Démontrer que, pour tout n € N, le sous-espace
n[X] est stable par f.

Soientn € N* et Q € R [X].
Démontrer qu’il existe un unique polyndme

AL =~ B

p

P € Rn([X]

tel que f(P) = Q.
5.b. Calculer f(P’), f(P”), ..., f(P™)) en fonction de P.
5.c.  En déduire le polynéme Q.

Exercice 75 rms130-1301

On consideére la matrice

00 0 0 T
0 0 0 0 1
M=1]0 0 0 0 1
0 0 0 01
T 1 1 11

1. Quel estle rang de M?

2. Lamatrice M est-elle inversible?

3. Quelle est la dimension du noyau de M ? Donner une
base de ce sous-espace.

4. Calculer M? et M3. En déduire un polyndme annula-
teur de M.

5. Déterminer les éléments propres de M. La matrice M
est-elle diagonalisable ?
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Exercice 76 rms132-455

Exercice 81 rms132-498

1. Soit E, un espace vectoriel sur K. On rappelle que, par
définition, un sous-espace H de E est un hyperplan si, et
seulement si, il existe une droite vectorielle D telle que H
et D soient supplémentaires dans E.

Démontrer qu'un sous-espace H de E est un hyper-
plan si, et seulement si, il existe une forme linéaire { sur E,
non identiquement nulle, telle que

H = Ker{.
2. Pour toute matrice A € M1, (IK), on pose
D(A) =M — tr(AM)].

Démontrer que l'application @ est un isomorphisme de
My, (K) sur son dual E* = L(M, (K), K).
3. Démontrer que la matrice

0——0 1
1 00
c= 0\ € M, (K)
N
0—0 10

est inversible et calculer tr(],C) pour 1 < r < n.
4. En déduire que tout hyperplan de 9, (K) contient
une matrice inversible.

Exercice 77 rms132-464

Soient E, un espace vectoriel et .4, une sous-algebre de
L(E). On suppose que les seuls sous-espaces vectoriels de
E qui sont stables par fous les éléments de A sont {Og} et E.

Démontrer que, quels que soient les vecteurs x # 0
et y dans E, il existe un endomorphisme u € A tel que
u(x) =vy.

rms132-466

1. Démontrer que, pour toute matrice M € GL,, (K), il
existe un polyndme P € KI[X] tel que

M~ =P(M).

Exercice 78

2. Existe-t-il un polynéme P € K[X] tel que
M~ =P(M)

pour toute matrice M € GL,, (K)?

rms132-467

On note D, 'opérateur de dérivation sur l'espace E =
¢~ (R,R):

Exercice 79

vV feeE, D(f) = f'.
Démontrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme ® € L(E)
telque ® o ® =D.

Exercice 80 rms132-488

Soit A € M, (R) telle que A* = A2.
1. On suppose que Sp(A) C {£1}. La matrice A est-elle
diagonalisable ?
2.  On suppose que {£1} C Sp(A). La matrice A est-elle
diagonalisable ?

Soit A € M, (K). On considere I'application fa
M (K) — My (K) définie par
YVMeM,(K), fa(M)=AM.

Démontrer que A et fo ont méme spectre.

Exercice 82 rms132-755

Soient A, B € M, (Z). On suppose que

vk e [0,2n], det(A+kB)=+1.

1. Démontrer que la matrice A est inversible.
2. Démontrer que detB = 0.
rms132-759

Soit @, une forme linéaire sur M, (R). On suppose
que

Exercice 83

VAeM,(R), VP e GL.(R), (P 'AP)=¢(A).

Démontrer qu’il existe un réel A tel que @ = A - tr.

rms132-1111

Soient E, un espace vectoriel réel de dimension n et u,
un endomorphisme de E ayant n valeurs propres deux a
deux distinctes. Déterminer le nombre d’endomorphismes
v tels que v = u.

Exercice 84

Exercice 85 rms132-1122

On consideére la matrice

1.0 2
A=10 10
2 01
1. Justifier sans calcul que A est diagonalisable. Donner
une base de vecteurs propres.
2. Résoudre le systeme différentiel suivant.

x'= x + 2z
Yy = Yy
z' = 2x + z
rms132-1125

Trouver toutes les matrices A € 9t3(IR) telles que

Exercice 86

0 0 1
A2=10 0 0
0 0 0

Exercice 87 rms132-1127

Soit f, un endomorphisme de R? différent de 1’endo-
morphisme nul we et représenté par une matrice A dans
la base canonique. On suppose que f + f> = 0.

1. Démontrer que A n’est pas inversible.
2.  Démontrer que

R3 = Ker f @ Ker(f? +1I).
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3. Démontrer que Ker f n’est pas réduit au vecteur nul.
4. Démontrer que A est semblable a la matrice

0 0 0
B=(|0 0 1
0 -1 0

Exercice 88 rms132-1128

1. Soit u, un endomorphisme de R?™ tel que u? = 0 et
rgu =n.

1l.a. Démontrer que Keru = Imu.

1.b. En déduire qu'il existe une base de R*" dans la-
quelle la matrice de u est égale a

On In

On On/°
2. Soit u, un endomorphisme de R3™ tel que u® = 0 et
rgu =2n.
2.a. Démontrer que Keru = Imu?.

2.b. En déduire qu'il existe une base de R*" dans la-
quelle la matrice de u est égale a

On In On
On O0n I
On O0n On
Exercice 89 rms132-1129
1. La matrice
1 0 O
A=10 2 -1
01 0

est-elle diagonalisable?
2.  Démontrer que la matrice A est semblable a la matrice

100
T=1(0 11
0 0 1

3. En déduire I'expression de A™ pour tout n € N.
4. Retrouver cette expression en décomposant A sous la
forme I3 + N.

Exercice 90 rms132-1131

Soient E, un espace vectoriel de dimension trois, et
(e7,e2,e3), une base de E.

Pour a € C, on définit 'endomorphisme f, de E en
posant

fa(er) =fa(ez) = ae; +e2 —ae3 et fy(ez) = Ok.

. Donner une base de I'image et une base du noyau de
a-
. Ecrire la matrice A de fq relative a la base (e1, ez, e3).
. Calculer A2. Qu’en déduire?
. Quelles sont les valeurs propres de f, ? Cet endomor-
phisme est-il inversible ? diagonalisable ?

1
f
2
3
4

Exercice 91 rms132-1132

Soit ¢, 'application définie par

VP e R,[X], PY(P)=P+P".

1. Démontrer que VP est un endomorphisme de R, [X].
2. La matrice M, qui représente 1 dans la base cano-
nique de Ry, [X] est-elle inversible ?

3. Cette matrice est-elle diagonalisable?

Exercice 92 rms132-1133

Soit f, I'endomorphisme de C? canoniquement asso-
cié a la matrice

A— (‘g 2) € M, ().

Onsupposequea+c=b+d=1.
1. Démontrer que : si

A5)=();
X2 Y2
alors x1 +x2 =y1 +ya.
2. Démontrer que (1,—1) est un vecteur propre de f.
Quelle est la valeur propre associée ?

3. Soit V, un vecteur propre non colinéaire a (1,—1),

alors V est un vecteur propre associé a la valeur propre
1.

Exercice 93 rms132-1134

1. La matrice

3 2 3
A=|-1 5 =2
-1 3 0

est-elle diagonalisable ? Déterminer ses éléments propres.
2. Trouver une matrice B € M3 (RR) telle que B2 = A.

3. Les matrices B € M;3(R) telles que B> = A sont-elles
diagonalisables?

rms132-1135

1. Soient A et B, deux matrices de 9, (KK) (avec K = R
ou C).

1.a. Démontrer que, si la matrice A est inversible, alors
AB et BA ont méme polyndme caractéristique.

1.b. Démontrer que cette propriété reste vraie lorsque A
n’est pas inversible.

2. Soient f et g, deux endomorphismes d'un espace vec-
toriel E de dimension n € N*. On considére une valeur
propre non nulle A de f o g et on pose

Exercice 94

Ex =Ker(fog—AI) et F,=Ker(gof—AI.

2.a. Démontrer que A est une valeur propre de gof, puis
que

g(Ex) CFx et f(FA) C Ej.
2.b. Endéduire que dimE, =dimF,.
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Exercice 95 rms132-1137

Soit A € Mi3(R), diagonalisable et de rang 1. On se
donne trois réels o, 3 ety tels que

a+ B =y, P+y#0 et PBy#0

et on considere la matrice

B — <$ﬁ\\ %?) € Ms(R).

1. Exprimer le polynéme caractéristique de B en fonc-
tion de celui de A. Que peut-on en déduire sur les valeurs
propres de B?

2. Onsuppose que X € M3 1(R) appartient au noyau de
>(§ appartient au noyau de B.
En déduire que dim Ker B > 4.

3. Démontrer que B est diagonalisable.

A. Vérifier que la colonne

Exercice 96 rms132-1139

On considere la matrice

A =

1. Calculer le rang de A. Quelle est la dimension du
noyau de A?

2. Lamatrice A est-elle diagonalisable ?

3.  Que dire de la multiplicité de la valeur propre 0?

4. Démontrer que A admet trois valeurs propres: 0, A et
1T—A

5. En déduire un polyndme annulateur de A dont le de-
gré est égal a 3.

rms132-1140

Soit M. € M3(RR). On suppose que M* = 4M? et que
2 et —2 sont des valeurs propres de M.
1. Démontrer que Sp(M) C {0, £2}.
2. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Exercice 97

rms132-1141

Soit M € 9, (C) vérifiant M? + M T = 1,,.
1. Démontrer que, si P est un polyndéme annulateur de
M, toute valeur propre de M est racine de P.
2. Dans cette question seulement, on suppose que M
est symétrique. Démontrer que M est diagonalisable, puis
que tr M et det M sont différents de 0.
3. Démontrer que M est diagonalisable.
4. Démontrer que M est inversible si, et seulement si, 1
n’est pas valeur propre de M.

Exercice 98

rms132-1143

1. Soient A, B et C dans M, (C). On suppose que C # 0y,
et que AC = CB. Démontrer que

Exercice 99

VPeC[X], P(A).C=C.P(B).

2. Démontrer qu'un produit de matrices est inversible
si, et seulement si, tous ses facteurs sont inversibles. En
déduire que A et B ont au moins une valeur propre com-
mune.

3. Réciproquement, on suppose que A et B ont une va-
leur propre commune. Démontrer qu’il existe une matrice
C non nulle telle que AC = CB.

Exercice 100 rms132-1145

Soient A et B, deux matrices de M, (C) qui com-
mutent : AB = BA. On consideére la matrice

A B
M = (On A) S mzn(([j).

1. Pour P € C[X], exprimer P(M) en fonction de P(A),
P/(A) et B.

2. Démontrer que M est diagonalisable si, et seulement
si, A est diagonalisable et B = 0.

rms132-1150

Soit A € M, (R) telle que AT.A = A.AT. On suppose
qu’il existe un entier p > 2 tel que AP = 0,,. En considé-
rant la matrice B = AT.A, démontrer que A = 0Op,.

Exercice 101

Exercice 102

1. La matrice

rms132-1176

=13

est-elle diagonalisable ?

2. Démontrer que la matrice A est semblable a une ma-
trice triangulaire. (On donnera une matrice de passage
convenable.)

3. Résoudre le systeme différentiel suivant.

x'=—x —4y
y' = x+3y

Exercice 103

On considere le systeme différentiel

rms132-1177

x' = y—z
y' = —x +z (S)
z/= x—vy

avec les conditions x(0) = 1 et y(0) = z(0) = 0.

1. Discuter 'existence et I'unicité des solutions de (S).

2. On suppose que (x,Y,z) est une solution de (S). Dé-

montrer que les fonctions x +y + z et x? + y2 + z? sont

constantes. Que peut-on en déduire pour la trajectoire ?

3. Résoudre le systeme (S).

Exercice 104

Soient

-1 0 -1 0
A_<1o 4) et D_(o 4)'
1. Calculer les racines réelles des polyndmes X3 —2X+ 1
et X3 —2X —4.

rms132-1198
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2. Déterminer les matrices qui commutent avec D.

3. Résoudre I'équation M®> — 2M = D, d’inconnue M €
M3 (R).

4. Résoudre I'équation M3 —2M = A, d’inconnue M €
M2 (R).

Exercice 105 rms132-1201

On étudie I'endomorphisme f de R™ représenté dans
la base canonique de R™ par la matrice

1 o
0 --- 0

M = € Mn(R).
0 --- 0

1 .1

1. Calculer le rang et une base de I'image de f.
2. Soit g, 'endomorphisme induit par restriction de f au
sous-espace Im f. Démontrer que g est diagonalisable.

Exercice 106 rms132-1202

Pour a > 0, on pose

0 a a?
A= 1 0 1
Vo ez 0

1. Vérifier que —1/4 est une valeur propre de A.
2. La matrice A est-elle diagonalisable?
3. Caractériser les sous-espaces propres de A.

Exercice 107 rms132-1203

Soit A € M, (C). On suppose que A est semblable a
jA (ouj = e?'/3).
1. Démontrer que

VA e Sp(A), jA € Sp(A).

2. En déduire que Sp(A) = {0}.

3. Démontrer que A? = 0.

4. Cedernier résultat est-il encore vrai si on suppose que
AeMmsz(C)?

Exercice 108 rms132-1204

Soient u et v, deux endomorphismes de E, espace vec-
toriel complexe de dimension finie. Démontrer que toute
valeur propre A de uov est aussi une valeur propre de vou.

Indication : on distinguera les cas A = 0 et A # 0.

Exercice 109 rms132-1206

On considere la suite de polynémes (Py)xen définie
par Po =1,P; = Xet

X(X — k)k

Vk>2,  Py= o

1. Soitmn € N. Démontrer que (Pyx)o<k<n est une base de
R [X].
2. Démontrer que

VneN,  PL=P, (X—1).

En déduire que

V1<k<n, P =P, (X —X).

3.a. Démontrer que I'application ®,, définie par

P (Q)=Q—-Q'(X+1)

est un endomorphisme de R, [X].

3.b. Exprimer les polyndmes @, (Py) en fonction de Py,
R

3.c. Démontrer que @, posséde une unique valeur
propre. Déterminer 1'espace propre associé. L'endomor-
phisme @, est-il diagonalisable?

4. Démontrer que @, est un automorphisme de R, [X].
Calculer @' (Py) pour 0 < k < n.

vV Q € Rn[X],

Exercice 110 rms132-1208

Soient f et g, deux endomorphismes trigonalisables
d’un espace vectoriel de dimension finie E. On suppose
quefog=gof.

1. Démontrer que f et g ont un vecteur propre commun.
2. Soit F, un sous-espace strict de E stable par f et par g.
On considere un sous-espace G tel que E = F @ G et on
note p, la projection sur G parallelement a F.

2.a. Démontrer que le sous-espace G est stable par

fi=pof etpar gi=pog.

2.b. Vérifier que f; et g1 commutent.

3. Soient f; et g, les endomorphismes respectivement
induits par restriction a G des endomorphismes f; et g;.
Démontrer que f; et g, sont trigonalisables.

4. En déduire par récurrence sur n qu'il existe une base
de E dans laquelle les matrices de f et g sont toutes les
deux triangulaires supérieures.

rms133-182

Soient A et B, deux matrices de 91,, (IK). On considere
I'endomorphisme A de M, (KK) défini par

Exercice 111

VM e M, (K), AM)=AM+ MB.

1. Onsuppose que A et B sont diagonalisables. Démon-
trer que A est diagonalisable. Préciser ses valeurs propres.
2. On suppose que A et B sont nilpotentes. Démontrer
que A est nilpotente et exprimer 1'indice de nilpotence de
A en fonction des indices de nilpotence da et dg de A et
de B.

rms133-1000

1. Soit A € My, (C). Démontrer que A est nilpotente si,
et seulement si, son spectre est réduit a {0}.

2. Quelles que soient les matrices A et B de 1, (C), on
pose

Exercice 112

[A,B] = AB — BA.
On note C = [A, B] et on suppose que [A, C] = 0y,

2.a. Démontrer que tr(C*) = 0 pour tout entier k € N*.
2.b. En déduire que C est nilpotente.
2.c. Démontrer que

Vpe N, [B,AP] = —pAP~'C.
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Exercice 113 rms133-1277

Exercice 119 rms134-1398

Soient A et B, deux matrices de M, (R) telles que
AB =0,.
1. A-t-on nécessairement BA = 0,,?
2.  Démontrer que

Vp=>1, tr[(A + B)P] = tr(AP) + tr(BP).
3. Etablir une relation entre rg A et rg B.

Exercice 114 rms133-1285

On considere la matrice A € M, (R) (ot n > 2) pour
laquelle a;; = 1sii=1ouj=1eta;; = 0sinon.
1. La matrice A est-elle diagonalisable?
2. Déterminer les éléments propres de A.
3. Calculer le déterminant de A.

Exercice 115 rms134-1387

Pour tout A € C, on note

A0 1 0
A)\=<0 1) et B)\Z(O A).

On considere une application ¢ : M, (C) — C telle
que

VA,BeM(C),  @(AB)=o(A)e(B) @)
et telle que
VAeC, o@(A\)=A. ®)
Démontrer que
YMeM,(C), @(M)=detM.

Exercice 116 rms134-1389

On consideére les matrices suivantes.

1

A= 1 B =
1

1 1
10 2
11 3
3 2 4
1. Quelestle rang de A? Donner une base de 'image de
A.

2. Donner une équation de I'image de A. Le vecteur B
appartient-il a I'image de A?

Exercice 117 rms134-1395

Soient A et B, deux matrices de M, (C). On suppose
que A est inversible et que B est nilpotente.
1. Si ces deux matrices commutent : AB = BA, alors les
matrices A — B et A + B sont inversibles.
2. Sinon, la matrice A + B n’est pas nécessairement in-
versible.

Exercice 118 rms134-1396

Soit f € L(IR*). On suppose que f o f = w. Démontrer
quergf < 2.

Soient E, un espace vectoriel et u, un endomorphisme
nilpotent de E.

On considere un vecteur x € E et on suppose que 'en-
tier naturel k est choisi de telle sorte que

uk(x) # Og.

Alors la famille

est libre.

Exercice 120

Soitn € N*.
1. Siu etvsont deux endomorphismes nilpotents non
nuls de R™ qui commutent, alors

rms134-1399

rg(uov) <rgv.

2. Siuy, ..., u, sont des endomorphismes nilpotents de
R™ qui commutent deux a deux, alors la composée

U3 OU2 O+ 0Up
est 'endomorphisme nul.

rms134-1400

Soient E, un espace vectoriel de dimension n > 1 et
P1, ..., Pn, des endomorphismes non nuls de E tels que

Exercice 121

VI<ij<mn, piopj =5i;pi.

1. Les sous-espaces vectoriels Imp; (avec 1 < i < n)
sont en somme directe.

2. Lerangdep;estégalalpourtout] <i<n.

Exercice 122 rms134-1402

Soient A € M3 > (R) et B € M, 3(R). On suppose que
AB est semblable a la matrice Diag(0, 9, 9). Calculer le rang
de BA et déterminer BA.

Exercice 123 rms134-1405

Soit u, un endomorphisme non nul de E = R? tel que
uw+u=0.
1. Démontrer que
Imu = Ker(u? +1).

E=Keru®Imu et que

2. Démontrer que u n’est pas injectif et que rgu = 2.
3. En déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est

0 0 0
A=|0 0 -1
01 0
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Exercice 124 rms134-1409

Exercice 129 rms134-1553

On pose
010 0 0 1
A=|(0 0 1 et C=[1 0 O
0 00 000

1. La matrice A est-elle diagonalisable?

2. On suppose qu’il existe une matrice B telle que B =
A. Trouver un polynéme annulateur simple de B. Aboutir
a une contradiction et conclure.

3. Démontrer que A est semblable a C.

Exercice 125 rms134-1422

Soit M € M, (Z). On suppose qu’il existe un entier
naturel n > 1 tel que M™ = I,. Alors M'2 = I,.

Exercice 126
Soient A € M, (R) et

A A
B= (On A) € mzn(R).

1. Pour tout polynome P € R[X],

P(A) AP/(A)
re) = (7o) M)

2. Condition nécessaire et suffisante sur A pour que B
soit diagonalisable.

rms134-1423

Exercice 127 rms134-1431

On considere la matrice

=0 )

et on suppose qu'une matrice M € M, (C) vérifie :
exp(M) = A.

1. Démontrer que M admet une unique valeur propre.
Préciser la forme de cette valeur propre.

2. Démontrer que M est triangulaire supérieure.

3. Résoudre I'équation exp(M) = A.

Exercice 128 rms134-1436-1566

On considere un espace euclidien (E, (-|-)) et un en-
domorphisme f de E tel que

Vx € E, Hf(x)” < x|

1. Soit x € Ker(f —I) N Im(f —I). Démontrer qu’il existe
un vecteur y € E tel que

x = fly) —y.

Exprimer f™(y) en fonction de x, y et n.
2.  Démontrer que

E=Ker(f —1) ® Im(f —1I).

3. Soitx € E. Pour tout entier p € N, on pose

12
vp(x) = —] 1;>1“k(>c).

Démontrer que la suite (vp, (x)) pen converge et déterminer
sa limite.

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie et
u € L(E). On suppose que

3

W= (u +u+).

W] =

1. Démontrer que u est un automorphisme de E.

2. Démontrer que, pour tout entier n € N, 'endomor-
phisme u™ est une combinaison linéaire de I, u et u?.

3. L’'endomorphisme u est-il diagonalisable?

Exercice 130 rms135-1403

Déterminer 'ensemble des matrices de M, (K) qui
commutent avec les matrices de rang 1.

Exercice 131 rms135-1404

Soit n > 2, un entier.
On considére la matrice A € M, (R) de coefficients

V1<i,j<n, ay;=sin(i+j).

Calculer le rang de A, puis le déterminant de A.

Exercice 132 rms135-1405
Soient f € L(R?, R3) et g € L(R?,R?) telles que

rg(fog) =2.
Calculerrgfetrgg.

Exercice 133 rms135-1407

Soient E, un espace vectoriel de dimension n > 2 sur
Ketue L(E).
1. On suppose que u est nilpotent. Démontrer que u™
est 'endomorphisme nul.
2. On suppose plus précisément que l'indice de nilpo-
tence de u est égal a n. Démontrer qu’il existe une base de
E dans laquelle la matrice de u est la matrice A définie par

0

1
A=10o

|

0

—0 1 0

0

3. Résoudre I'équation X? = A avec X € M, (K).

Exercice 134 rms135-1409

On pose

A1),

1. Expliciter une matrice inversible P et une matrice dia-
gonale D telles que A = PDP~!.
2. Soit X € M, (R) telle que

X2+ X=A.

On pose A = P~TXP.
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2.a. Calculer A% + A.

2.b. Démontrer que D et A commutent. En déduire que
A est diagonale.

3. Résoudre I'équation X? + X = A pour X € M, (R).

Exercice 135 rms135-1411

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie et
f € L(E). Démontrer que f est un projecteur si, et seule-
ment si,

rg f +rg(f —Ig) = dimE.

Exercice 136 rms135-1412

Soient E, un espace vectoriel réel de dimension finie
et u € L(E), un endomorphisme tel que

u3+u:wg

(o1 we est 'endomorphisme nul de E).

1. Soit x € Imu. Calculer u?(x).

2.  On note v, I'endomorphisme de Imu induit par res-
triction de u.

2.a. Justifier 'existence de v.

2.b. Démontrer que v est un automorphisme de Imwu.
3. Démontrer que I'entier rgu est pair.

Exercice 137 rms135-1413

Soient u et v, deux endomorphismes nilpotents et non
nuls de R™. On suppose que u et v commutent.
1. On note w, I'endomorphisme de Imu induit par res-
triction de v.
1.a. Démontrer que w est bien défini.
1.b. En déduire que rg(uov) < rg(u).
2. Soient Ay, ..., Ay, des matrices nilpotentes d’ordre n
qui commutent deux a deux. Démontrer que le produit

A1As A,
est égal a la matrice nulle.

Exercice 138

Pour a € R, on pose

rms135-1414

1 0 a
A=|0 2 0
0 0 a

1. La matrice A est-elle inversible? Si oui, calculer son
inverse.

2. Lamatrice A est-elle diagonalisable ?
Exercice 139

Pour x € R, on pose

rms135-1415

x 1 0
A=1[1 0 -1
0o -1 0

1. La matrice A est-elle diagonalisable?
2. La matrice A est-elle inversible? Si oui, calculer son
inverse.

Exercice 140 rms135-1416

Soient E, un espace vectoriel de dimension 3 et f €
L(E), un endomorphisme non nul tel que f> = weg.
1. Déterminer le polyndéme caractéristique, le polyndme
minimal et le rang de f.
2.  Démontrer qu’il existe une base % de E telle que

00 1
Maty(f)= [0 0 0
00 0

3. Soient M7 et M;, deux matrices non nulles de 213 (IR)
telles que
M? = M3 = 03.

Démontrer que M et M; sont semblables.

4. Démontrer que deux matrices carrées semblables (de
taille quelconque) ont méme rang.

5. Soient M; et M;, deux matrices non nulles de 9714 (IR)
telles que M3 = M3 = 0,. Les matrices M; et M, sont-
elles nécessairement semblables?

Exercice 141

Pour a € R, on pose

rms135-1417

1 a a 0
A=|-1 1 =1 et U= 1
-1 0 2 —1
1. Calculer AU. Que peut-on en déduire?
2. Calculer le polynéme caractéristique de A.

3. Lamatrice A est-elle diagonalisable dans 9t3(R)?

Exercice 142 rms135-1418

Soient a, b, ¢ et d, des nombres complexes et

a b C d
b a —-d c
—c d a -—-b
—d —c Db a

M:

On suppose que a? + b? # 0.

1. Calculer le produit M.M . En déduire la valeur de
det M.

2.a. Onsuppose que a? + b% + ¢ + d? # 0. Démontrer
quergM =4.

2.b. On suppose que a? + b? + ¢? + d? = 0. Démontrer
quergM = 2.

3. Etudier la diagonalisabilité de M.

Exercice 143 rms135-1443

Soient A = (aij)i<ij<n € Mn(R) et f, 'endomor-
phisme de R™ représenté par la matrice A dans une base

P = (er,...,en).

Pour tout t > 0, on consideére la base

(4] €n
%t: (T,...,t?).

1. Exprimer Matgy, (f) en fonction de A et de t.
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2. On note S(A), la classe de similitude de A (c’est-
a-dire 1’ensemble des matrices de 9, (R) qui sont sem-
blables a A). Démontrer que la matrice A est nilpotente si,
et seulement si, la matrice nulle est dans ’adhérence de
S(A).

Exercice 144 rms135-1577

1. On considere la matrice

-2 -2 0
A=12 3 O
1 0 3

Démontrer que A est diagonalisable en explicitant une ma-
trice inversible P et une matrice diagonale D telles que

A =PDP .
2. On considere le systeme différentiel suivant.

VteR, X'(t)=AX(t) (S1)
Démontrer que X € ¢! (R, R?) est une solution de (S1) si,
et seulement si, U = P~'X est une solution du systéeme
différentiel

VtecR, Y'(t)=DY(t). (A7)
En déduire les solutions de (S1).
3.  On considere le systeme différentiel suivant.

VtecR, X"(t)=AX(t) (S2)

3.a. Résoudre le systeme (S;).

3.b. Soit E, ’'ensemble des solutions bornées sur R de
(S2). Démontrer que E est un espace vectoriel et détermi-
ner sa dimension.

Exercice 145 rms135-506

1. Soit ¢, une forme linéaire sur IM,, (IK). Démontrer
qu’il existe une matrice A € My, (K) telle que

YMeMK),  @(M)=tr(AM).

2. En déduire que tout hyperplan de 9, (K) contient
une matrice inversible.

Exercice 146 rms135-507

Soient E, un espace vectoriel de dimension n > 2 et
(Pk)1<k<n, une famille d’endomorphismes non identique-
ment nuls tels que

vV1<ij<n, Piopj; =di; - Pi-

Démontrer que le rang de chaque endomorphisme p; est

égalal et que
n
E= @Impi.
i=1
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Exercice 147 rms135-964
1. On considere I'équation différentielle

VteR, x'(t)=Ax(t) (H)

ou A € M3(R).

Démontrer que A € R est une valeur propre de A si,
et seulement si, il existe un vecteur non nul x, € R3 tel que
la fonction

fa = [t — e“x;\]

soit une solution de I'équation (H).
2. Pour (a,b,c) € R3, on pose

bet +cet
2a — bet
a+cet

Vte ]Ra fa,b,c(t) =

etF = {fa,b,ca ((1, b, C) € Ra}

2.a. Démontrer que F est un espace vectoriel. Préciser sa
dimension.

2.b. Déterminer une matrice M € M3 (RR) telle que

VfeF VteR, f'(t)=MfF(t).

Quel est le spectre de M.?

Exercice 148 rms135-1151

Soit A € M, (R), une matrice diagonalisable telle
que trA > 0. On suppose qu’il existe une fonction x €
€' (R,R") telle que

VteR, x'(t)=Ax(t) lim x(t) =0.

et que
q t—-+oo

Démontrer qu’il existe une forme linéaire { € L(R™,R)
non nulle telle que
VteR, £(x(t))=0.

Exercice 149 rms136-669

Soient E = ¢°(R,R) et F, un sous-espace vectoriel
de E de dimension finie. On suppose que F est stable par
produit. Démontrer que F ne contient que des fonctions
constantes.

Exercice 150 rms136-671

Soient A et B, deux matrices de 9,,(C). Démontrer
que les matrices A et B commutent :

AB = BA
si, et seulement si,

vVteR, exp[t(A + B)] = exp(tA).exp(tB).
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Solution 1 09-01
1. Soit P € GLy (K). Il est clair que 1’application

Cp=[M— P 'MP]
est une application de 9, (IK) dans lui-méme et que cette application est linéaire :

VA€ K, VM,N e M, (K),
P'AM+N)P=A-P 'MP 4P 'NP.

& Si une propriété vous parait évidente, dites-le — mais en montrant que vous avez bien compris de quelle propriété il s’agit !

De plus, d’apres I’Astuce taupinale (version multiplicative : PP~! =1,,),
VM, N € Mn(K), P '(MN)P= (P 'MP)(P"'NP)

et enfin
P LP=1,

donc la conjugaison Cp est bien un (endo)morphisme d’algebre.
Enfin, il est clair que
VM eM,(K), P(P'MPP'=M

donc C,, est une bijection de M, (K) sur M, (K) dont I'application réciproque est
Cp1 = [M— PMP'].
2.a. Onsuppose qu'il existe une matrice inversible P telle que
B =P 'AP.

S’il existe un entier k > 1 tel que
B =P TAKP,

alors )
Bk+1 — BkB :R (PflAkP)(P71AP) _ P71Ak+1 P.

On a donc démontré par récurrence que
VkeN*, P TAkp =Bk (%)

et donc que les matrices A* et B* étaient semblables.
11 est clair que ce résultat est encore vrai (et totalement inintéressant) pour k = 0 : A% = I,, et BO = I, sont
semblables (c’est la réflexivité de la relation de similitude).

# Le détail le plus important a retenir est clairement visible sur le calcul mais passé sous silence dans la conclusion : la méme
matrice de passage P convient pour tous les exposants k.

2.b. Si A estinversible, alors AA~! =1, et donc
B.P'A'P)=P "(AA )P =1,
donc la matrice carrée B est inversible, d'inverse
B '=P'A'P.
La matrice B~! est donc semblable a la matrice A~'.

# A nouveau, on doit retenir que la méme matrice de passage convient pour exprimer la similitude de A et B, ainsi que la
similitude de A= et B~ .

@ Par symétrie des hypotheses, 'implication que nous avons démontrée est en fait une équivalence!
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# Autant que possible, ne pas se fatiguer a faire deux fois la méme chose !
2.c. SoitQ € K[X]:
Q:ao+a1X+-~~+adXd.

D’apres (*) et la remarque qui suit, puis par linéarité de Cp,

d
Q(B) =) ax(P'AP)
k=0
d
=) P 'AFP
k=0

d
—p! (Z akAk)P =P ".Q(A).P.

k=0
Les matrices Q(A) et Q(B) sont donc semblables, quel que soit le polynome Q € K[X].
# On voit ici combien est important le fait qu'il existe une matrice de passage commune pour exprimer la similitude des A* et

des B,

@ La seule matrice semblable a la matrice nulle est la matrice nulle elle-méme! (puisque Cp est un automorphisme

d’algebre).
Comme Q(A) et Q(B) sont semblables, on en déduit que
Q(A) =0 < Q(B).

Autrement dit, deux matrices semblables ont méme idéal annulateur [30] et en particulier méme polynéme minimal
[125].
Solution 2 09-02
1.

@ Nous allons, comme d’habitude, identifier les vecteurs de R> et ceux de M3 1 (R) : on ne fera donc pas de distinction entre

X
(xy,z) et |y
v

Cependant, on distinguera soigneusement la matrice M(a) et I'endomorphisme fo représenté par la matrice M(a) dans la base
canonique de R3.

Quelle que soit la base % de R3, si P est la matrice de passage de la base canonique i la base %, alors la matrice P~'M(a)P
(qui est une matrice semblable & M(a)) représente f, dans la base 5.

s Un calcul direct montre que le polyndme caractéristique de M(a) est égal a (X — 2)(X — 1)2.

#y Si les matrices M (a) et

2.0 0
T@=[0 1 a
00 1

sont semblables, alors Sp M(a) = {2;1}. Cela simplifie la factorisation du polyndme caractéristique!

@ D’apres le Théoréeme de Cayley-Hamilton, le polyndme caractéristique est un polyndme annulateur de M(a). Les
facteurs (X — 2) et (X — 1)? sont premiers entre eux, donc les sous-espaces caractéristiques

V, =Ker(fq —2I3) et V; =Ker(fq —I3)?

sont supplémentaires dans R? et stables par f,. De plus, on sait que la dimension d’un sous-espace caractéristique est
égal a la multiplicité de la valeur propre, donc

dimV,; =1 et dimV; = 2.

# Concretement, cela signifie qu’un vecteur non nul de V est un vecteur directeur de cette droite (il s’agit d'un vecteur propre de
fq associé a la valeur propre 2, car V; est en fait un sous-espace propre de f); que deux vecteurs non proportionnels de Vi forment
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une base de ce plan et que la famille constituée de ces trois vecteurs est une base de R> dans laquelle la matrice de I'endomorphisme
fq est diagonale par blocs.

2 0 0
0 % *
0 x %

» Indépendamment de la valeur de a, le rang de la matrice

-1 a a
M(a)=2I3=[-1 -1 -1
1 0 0
est égal a 2 et le sous-espace propre V; est la droite dirigée par ¢ = (0,1, —1).
» Par ailleurs,

0 a a 0 0 0
M(a)—I3=[—-1 0 -1 et M(a)—L)P?*=[-1 —a —a-—1
1 0 1 1 a a+1

Le rang de [M(a) — I3]? est toujours égal a 1 (le sous-espace caractéristique est un plan, quel que soit a); celui de la
matrice [M(a) — I3] est égal a 2 (pour a # 0) oua 1 (pour a = 0 seulement).

Une matrice est diagonalisable si, et seulement si, son polyndme caractéristique est scindé et si les sous-espaces
propres sont égaux aux sous-espaces caractéristiques. Donc la matrice M (a) est donc diagonalisable si, et seulement si,
a=0.

@ Quoiqu’il en soit, nous cherchons une base du sous-espace caractéristique V7, représenté par 1"équation cartésienne
[x + ay + (a + 1)z = 0] dans la base canonique de R3.

Pour a # 0, le sous-espace Ker(fy — I3) est la droite dirigée par (1,1,—1) et d’apres le cours, il s’agit de chercher un
vecteur €3 € V7 quin’appartient pas au sous-espace propre Ker(f,—I3). Le plus simple est donc de choisir ¢35 = (a, -1, 0)
et comme

a a 1
Ma)—LI|{-1]|=(a|=a-[ 1],
0 —a —1

on est conduit a poser e, = (1,1,—1).

On a ainsi défini une famille de trois vecteurs : (&1, €2, €3) dont le premier est un vecteur directeur de V; et ot le
couple (&2, €3) est une base de V7. Comme les sous-espaces V; et V, sont supplémentaires dans R3, cette famille est une
base # de R3.

De plus,
fale1) =2 €1, fale2)=1-¢€3, falez)=1-e3+a-e2
donc
2 0 0 0 1 a
0 1 al=Matug(fo) =P "M(a)P ot P=|1 1 —I
0 0 1 -1 -1 0
2.  Onen déduit que
2 00 0 00
P'"M(@)P=(0 1 0] +a|0 0 1
0 01 0 00
D N

otl les matrices D (diagonale) et N (nilpotente d’indice 2) commutent. On peut donc appliquer la formule du binéme :
-1 n n n n—1
P"'M(a)"P=D +<1)aD N

avant de revenir dans la base canonique :

2" 0 0 0 0 0
M@*=P| 0 1 0O|P"+naP|0 0 1]|P".
0 0 1 00 0
No

# On peut en déduire M(a)™ par calcul matriciel. Mais ¢a manque franchement d’élégance...
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w Un vrai géométre doit remarquer que

10 0 0 0 O
”2:]) 0 0 0 et ”1:P 01 0
0 0 0 0 0 1

représentent, dans la base canonique, les projections associées a la décomposition en somme directe R®> = V, @ V;. En
particulier, TTy = I3 —T1; et on a démontré plus haut que

YneN, M(a)"=2"-TI; +1". (I3 — ;) + naNy.
Avecn =1 et n = 2, on obtient deux équations qui permettent d’en déduire que
I, = [M((l) - 13]2 et que — aNpy = [M((l) - I3MM((1) - 213]

@ Un véritable arithméticien (qui connait les détails de la démonstration du Théoreme de décomposition des noyaux)
sait que les projections IT; et TT, sont des polyndmes en M(a) et que la résolution de I'équation de Bézout permet de
calculer ces polynomes.

Le polynome (X—2)(X—1 )2 est un polyndme annulateur de M(a) écrit comme un produit de facteurs deux a deux
premiers entre eux : P, = (X — 2) et Py = (X — 1)2. Par conséquent, les polyndmes Q2 = (X —1)? et Q; = (X — 2) sont
premiers entre eux et ’algorithme habituel nous donne

Q2—XQ1=1.
Les projections associées a la décomposition en somme directe
R3 = Ker[M(a) — 2I3] @ Ker[M(a) — I3]?
sont donc

M = Q2[M(a)] = [M(a) — 13]?
et Tl =—-M(a)Q1M(a)] =—M(a)M(a)— 213].

La décomposition
M(a)=2-Tl, +1-Tl; +a-Np

nous redonne alors la matrice Ny.
@ On peut donc arriver a calculer

vYneN, M(a)"=2"M;+TT; +naNg

avec

0 0 0
M=M(a)-L’=[-1 —a —a-—1
1 a a+1

1 0 0

M =1I3—-T11, = 1 14+a a+1

—1 —a —a

0o 1 1

aNo = —[M(a) = I3][M(a) =2I3] = [0 1 1

en effectuant tres, trés peu de calculs matriciels (et sans inverser la matrice P).

# 1] est tentant de partir de la décomposition

1 0 0 011
Ma=|-1 1 —=1]+4+al0 0 0
1 0 2 0 00

mais comme les deux termes de cette décomposition ne commutent pas, elle n’est d’aucun intérét pratique !
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Solution 3 09-03

1. On calcule le polyndme caractéristique en effectuant des opérations de pivot avant de développer. Avec un peu de
chance, on peut ainsi obtenir une forme factorisée du polynéme caractéristique.

—5—-X 2 2 —5-X 2 2
-8 1—X 6 = -8 1—X 6 (Lg%Lg*Lz)
-8 2 5—X 0 1T+X —-1-X

—5—-X 2 2

=(1+X)| -8 1-X 6

0 1 —1

—5-—X 4 2
=(1+X)| -8 7-X 6 (C2 = C2+C3)

0 0 —1

=—(1+X)[(X+5)(X—7)+32]

On en déduit que
X = (X+1)?(X=3).

@ Le spectre de A est {—1, 3}. Comme 0 n’est pas valeur propre, on en déduit que A est inversible.
@ La valeur propre —1 est double et le rang de

-4 2 2
A+lz=|-8 2 6
-8 2 6

est (visiblement) supérieur a 2, donc la dimension du sous-espace propre associé a —1 est strictement inférieure a la
multiplicité de la valeur propre.
Cela suffit pour que A ne soit pas diagonalisable.

# Sion est un peu curieux, on peut vérifier que le sous-espace propre associé a —1 est la droite dirigée par (1,1,1) et que le
sous-espace propre associé a 3 est la droite dirigée par (1,2, 2).
On n’est alors pas surpris de retrouver ces vecteurs a la question suivante...

2. Sip=0,alorsil est clair que la famille (e, e, e3) n’est pas libre!
Sip # 1, alors on peut supposer que u = 1 (le fait de multiplier e, par un scalaire non nul ne change pas le rang de

la famille).
11 A
2 1 1+A
2 1 A

11 s’agit alors de vérifier que la matrice
est inversible. On vérifie sans peine que son rang est bien égal a 3, ce qui prouve que la matrice est inversible et donc
que la famille (e, ez, e3) est bien une base de R3.

Conclusion : la famille Z est une base si, et seulement si, u # 0.
3. Pour calculer la matrice f relative a la base %, il faut exprimer les vecteurs f(e1 ), f(e2) et f(e3) comme combinaison
linéaire des vecteurs e, e; et e3.

On commence par calculer ces vecteurs dans la base canonique.

60
{)-6)

on a aussi f(e2) = —e;, (quelle que soit la valeur de p # 0).
s Enfin, on a

onaf(e;) =3 ej.
& Comme

0 2 0 1
AllTl=1[1]=—|1]+2-]1
0 2 0 1
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@ En prenant A =0 et 1 = 2, on a donc

f(e2) = —ey et f(e3) = —e3 + es.
La matrice de f relative a £ est donc
3 0 0
0o -1 1
0o 0 -1
Solution 4 09-05

1. Soit x, un vecteur propre de u.

Comme les sous-espaces propres de u sont des droites vectorielles, alors la droite vectorielle dirigée par x est un
sous-espace propre de u.

Comme u et v commutent, alors tout sous-espace propre de u est stable par v. La droite KK - x est donc stable par v.

Or une droite K - x( est stable par v si, et seulement si, son vecteur directeur x, est un vecteur propre de v.

Donc x est aussi un vecteur propre de v.
2.a. Onnote u, 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a la matrice A. Comme A € 9, (R) admet n valeurs
propres deux a deux distinctes, I'endomorphisme u est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont des droites
vectorielles.

On suppose qu'il existe une matrice M € 9M1,, (R) telle que

M? = A.

En notant v, 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a M, la relation M? = A se traduit alors par vov = u. En
particulier,
uov=(vov)ov=vo(vov) =vou,

donc u et v commutent et d’apres 61., tout vecteur propre de u est aussi un vecteur propre de v.

Comme u est diagonalisable, il existe une base # = (ey, ..., en) de R™ constituée de vecteurs propres de u (et donc
de vecteurs propres de v).

En notant Q, la matrice (inversible!) de passage de la base canonique de IR™ a la base %, les matrices

Q 'AQ =Matz(u) et Q'MQ = Maty(v)

sont donc toutes les deux diagonales.
2.b. Poursuivons notre analyse : il existe n réels positifs A1, ..., A, tels que

Q 'AQ = Diag(A1,...,An)

(puisque les valeurs propres de A sont positives). Si les valeurs propres de M sont aussi positives, alors il existe n réels
positifs , ..., un tels que

Qi1 MQ = Diag(”] Yoy Un)-
La condition A = M? donne alors Q7'AQ = Q~'M?Q = (Q~'"MQ)? et donc

Diag(A1,...,An) :Diag(u%,...,u,zl).
Comme les py sont tous positifs, il faut donc que

V1<k<n, e = v/ Ak.

Il faut donc que
Q 'MQ = Diag(v/A1y- -+, V/An)

et comme l'application [W — Q~'WQ] est une bijection de My, (R) sur My, (R), cela prouve que la seule matrice M €
M, (R) possible telle que A = M? et ayant n valeurs propres positives serait la matrice définie par :

M = QDiag(v/A1,-., vVAn)Q .

# Tout ce qui précede n’a de sens que sous I'hypothese initiale : on a supposé qu’il existait une matrice M telle que... En
formulant la conclusion précédente au conditionnel, on a constaté que le probleme étudié admettait au plus une solution (unicité),
mais on n’a pas encore justifié qu’il admettait effectivement une solution (existence).

Synthese.
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Comme A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible Q et des réels A4, ..., A, tels que
Q 'AQ = Diag(A1y..., An).

Comme les valeurs propres Ay sont positives, alors la matrice

M = QDiag(\/)T])"w\/K)Qi1

est bien définie et de plus

M? = [QDiag(v/A1, -+, VA Q']?
2
~ Q[Diag(VA1,--,vAw)| Q!
= QDIagO“ Yooy An)Q_1
=A.
Cette fois, on a bien prouvé que le probleme étudié admettait une, et une seule, solution!

# Tres souvent, la synthése ne fait que reprendre des calculs déja faits, mais dans un cadre logique différent. Si les calculs
permettent de fonder une preuve, une démonstration ne se réduit jamais a un calcul : c’est pourquoi (en dépit des apparences) on
ne démontre pas la méme chose lors de 'analyse et lors de la synthese. C’est pourquoi on ne doit pas négliger la rédaction de la
synthese...

Solution 5 09-06

Comme u est nilpotent d’indice d, alors u? = w et ud~! £ w.

Comme 14! n’est pas 'endomorphisme identiquement nul, il existe un vecteur x € E tel que u4~'(x) # Og. Un tel
vecteur x est fixé pour toute la suite et nous allons démontrer que, quel que soit ce vecteur x, la famille
(x,u(x),uz(x), T (X))

est libre.
PAR RECURRENCE.— On considére une relation de liaison

& - X4 o1 -u(x) + -+ g1 -udTT(x) = 0. (%)
Par définition de d, on a u?(x) = O et par conséquent, u*(x) = O pour tout k > d. On applique I’endomorphisme

ud=1: par linéarité,

Comme 14" (x) # Og, on en déduit que o = 0.
Hypothese de récurrence :
On suppose qu'il existe un entier 0 < k < d — 1 tel que

xo =01 =---=o0y =0.
D’apres I'hypothése de récurrence, la relation (x) devient
o1 - U (%) o2 - WA () - g u T (%) = Ok

Comme k < d—1 et que k et d sont des entiers, alors k < d -2, donc d—k—2 € N. On applique alors I'endomorphisme
ud=k=2: il ne reste plus que
o1 - ud T (x) =0

puisque u*(x) = O¢ pour tout k > d. Or ud="(x) # Og, donc o1 = 0.
On a ainsi démontré que
Xo =01 =+ =0 = 0y1 =0

pour tout entier 0 < k < d — 1. En particulier pour k = d — 2, on a démontré que
=01 =--=0g1=0,

ce qui prouve que la famille
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est libre.

VARIANTE.— Il n’est pas nécessaire de raisonner par récurrence : on peut aussi raisonner par 1’absurde en supposant
qu’il existe une relation de liaison

®o - X4 o -u(x) 4+ xgq-udTT(x) =0 (%)
otl les scalaires ¢, o1, ..., ¢g—1 ne sont pas tous nuls. On peut alors poser
m=min{0 <k<d: x #0}

puisqu’une partie non vide de IN admet un plus petit élément.
La relation de liaison () peut donc étre écrite sous la forme

O - U™ (X) + -+ g1 -udTT (x) =0 (%)

ot le scalaire o, n’est pas nul (par définition de 'indice m).
Comme ’entier m est strictement inférieur a ’entier d, alors 'entier d — m — 1 est positif, donc ud=m=1 existe bien.
Appliquons I’endomorphisme w4~ ™! 4 la relation de liaison (xx). On obtient alors

a1
om - w4 (x) + Z o - udTM TR (%) = 0
k=m-+1

etcommed—m—1+k>d—(m+1)+ (m+1)=dpour tout m+ 1 < k < d, il ne subsiste que
om - w4 (x) = Og.
Mais ud~'(x) # O (par définition de x) et a,,, = O (par définition de m) : c’est absurde.

Par conséquent, I'hypothese que les d scalaires o, ..., ¢q—1 ne soient pas tous nuls est fausse : le résultat est
démontré.

Solution 6 09-07

1. Onsait que les endomorphismes f = P(u) et g = Q(u) commutent, quels que soient les polynémes P et Q.
@ Six ¢ Kerf, alors

f(g(x)) = (fog)(x) = (gof)(x) (f et g commutent)
=¢(0) (x € Kerf)
=0 (linéarité de g)

donc g(x) € Ker f. Ainsi, le sous-espace Ker f est stable par g.
a Siy € Imf, alors il existe x € E tel que y = f(x) et
gly) =(gof)(x) = (fog)(x) (f et g commutent)
=f(g(x)) € Imf.
Donc le sous-espace Im f est stable par g.
2. Siuov=vou,alors on démontre par récurrence que
Yyn>1, ulov=vou"

0

et comme Ig = u” commute a v, cette propriété est vraie également pour n = 0.
@ On en déduit que, pour tout polyndme

d
P = Z Kk - Xk,
k=0
a d a
P(u)ov= <Z o -uk) ov = Z o - (U ov) = Z o - (vouk) (v et u* commutent)
k=0 k=0 k=0
d
=vo (Z ockuk> (linéarité de v)
k=0

=voP(u).
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@ Comme v et P(u) commutent, on peut appliquer le raisonnement précédent avec
ue—v, ve—Pu), P«Q

pour en déduire que

VQeKX], P(u)oQv)=Q(v)oP(u).

@ Siuetvcommutent :
Uov=vou

et si v est inversible, alors (en composant a gauche par v—')

vilo(uov)=v'owou)=(Ww"ovjou (associativité de o)
=u
et, en composant maintenant a droite par v=',
uov_ ! = (v’1 o(uo v)) ovl=(W"lou)o(wov (associativité de o)
=v'ouw
On a ainsi démontré que w et v-' commutaient.
Solution 7 09-08

1. Point de vue géométrique
Comme H est un hyperplan de E, il existe un vecteur ng # O tel que

E=Hae&R: no.

#v En fait, n’importe quel vecteur de H peut jouer le réle du vecteur no.

Cette décomposition en somme directe signifie que, pour tout vecteur x € E, il existe un unique vecteur p(x) € H
et un unique scalaire u(x) € R tels que
x =p(x) +u(x) - no.

L'unicité de cette décomposition permet de démontrer que p est un endomorphisme de E et que u est une forme linéaire
sur E (démonstration classique).
En particulier,

no=0g + 1 m
0=Je + 1m0
c€H €R

et 'unicité de la décomposition prouve que u(ng) = 1, en particulier : la forme linéaire u n’est pas identiquement nulle.
On en déduit que

x€H & u(x) ng=0¢
& u(x) =0 (car ng # Og)
& x € Keru

c'est-a-dire H = Keru.
Ainsi, il existe bien une forme linéaire non nulle u dont le noyau est égal a H.
@ GSila forme linéaire u o f est proportionnelle a w, il existe un scalaire A tel que

VxeE, (uof)(x)=A ux).

En particulier, comme H = Keru,
Vx eH, u[f(x)] =A-u(x)=0g,

ce qui prouve que f(x) € Keru = H et donc que I'hyperplan H est stable par f.
@ Réciproquement, si I’hyperplan H est stable par u, alors on déduit de la décomposition

x =p(x)+u(x) - ng
~—~—
€H
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que

Vx €E, (uof)(x)=u[f(p(x))]+ux) u[f(no)] =u[f(no)] u(x)

c’est-a-dire
uof=A-u avec A=ul[f(no)] €R.
On a donc démontré que I'hyperplan H était stable par f si, et seulement si, la forme linéaire u o f était proportion-
nelle a u.

# On rappelle aussi un résultat du cours : Deux formes linéaires non nulles sont proportionnelles si, et seulement si, leurs noyaux
sont égaux.

2. D’aprés la question précédente, I'hyperplan H est stable par f si, et seulement si,
JyeR, uof=vyu

c’est-a-dire :

JA=—yeR, uo(f+Al) =we
ce qui équivaut a:

IAeR, Im(f+Al) C Keru=H.
3.a. Ilestclair que A € M, (R) et que L =My »(R).

3.b. Matriciellement, 1’égalité
uof=vy-u
se traduit par I'égalité
[A=vy-L

c’est-a-dire (en transposant membre a membre) :
ATLT =vy-LT.

Comme la forme linéaire u n’est pas identiquement nulle, sa matrice L n’est pas la ligne nulle, donc la colonne LT
n’est pas la colonne nulle et I'égalité précédente signifie que LT est un vecteur propre de A '.
@[] est temps de remarquer/rappeler qu’il existe un lien analytique tres simple entre la forme linéaire u et I’hyperplan
H : comme

x€H &< u(x)=0
— [X=0

les coefficients de la ligne L sont en fait les coefficients d’une équation cartésienne de H.
@ Conclusion : Si I'endomorphisme u et ’hyperplan H sont représentés dans une méme base % par la matrice A €
M (R) et par I'équation cartésienne
[LX = 0],

alors H est stable par f si, et seulement si, la colonne LT est un vecteur propre de A T.
Point de vue matriciel
L'étude précédente peut étre menée par le calcul seul, a condition de choisir une base particuliere de E.
@ Considérons donc une base
B = (ela‘“aenfl)

de I'hyperplan H. D’apres le Théoréme de la base incompléte, il existe un vecteur e, tel que
Bo = (e1,...,en,1,en)

soit une base de E. (En fait, n'importe quel vecteur n’appartenant pas a H convient pour e,.)
@ Décomposons un vecteur x € E dans la base % :

X=X1-€1+- -+ Xn-1-€n—1+Xn" €n .
~—

eH ZH

11 est clair que
x€EH & x, =0
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et donc que H est le noyau de la forme linéaire
représentée par la ligne
dans la base %,.
@ Considérons un endomorphisme f de E, représenté par la matrice
A = (aij)igij<n € Ma(R)

dans la base %,.
La matrice relative a %, de la forme linéaire u o f est égale a

A= (a1 aiz - ain).
On en déduit que les lignes L et LA sont proportionnelles si, et seulement si,
a]’]:...:a]’ni]zo

et donc que les formes linéaires u et u o f sont proportionnelles si, et seulement si,

* P * a1,TL
A=|: : .

* oo * an-],n

0 -~~~ 0 ann

(matrice triangulaire par blocs) ce qui signifie que 'hyperplan H est stable par f.

z 12z

REMARQUE.— Dans ce cas, la proportionnalité s’écrit

LA =ann-L

28

@ La représentation matricielle de I'image de (f + AI) est le sous-espace engendré par les colonnes de (A + Aly).
L'image de (f + AI) est donc contenue dans I'hyperplan H si, et seulement si, le dernier coefficient de chaque colonne
de (A + Al,) est nul. Dans le cas particulier ott A = —an n, 'image de (f + A1) est contenue dans H si, et seulement si, le
dernier coefficient de chacune des (n — 1) premiéres colonnes est nulles, c’est-a-dire si

* ook Ain
A=|:
* * Qn—1,n
0 0 ann
4.a. Lamatrice
3 -2 4
A=1|-1 1 1
1 -2 =2

admet —1, 1 et —2 pour valeurs propres : elle est donc diagonalisable.
Si A = Matean(f), alors il existe une base # = (e1, €2, €3) telle que

D = Matg(f) = Diag(—1,1,2).
Dans cette base %, I'hyperplan représenté par 1’équation cartésienne
0O=ax+by+cz=(a b c)xX

est stable par f si, et seulement si, la matrice colonne

LT =

o o o

est un vecteur propre de DT = D. Il y a donc exactement trois plans stables par f :

H_ 1 =x=0lz Hy =y =0z
= Vect(ez, €3) = Vect(e1,€3)

Hy =[z=0l%
= Vect(e1,€2)
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associés respectivement aux trois sous-espaces propresde DT :

1 0 0
Ker(D' +I3)=R-[(0], Ker(D'—I3)=R-|1], Ker(D' —=2I3)=R- [0
0 0 1

En calculant les vecteurs propres de AT, on peut trouver des équations cartésiennes qui représentent ces trois plans
dans la base canonique. Comme

0 1 1
Ker(AT +I3)=R- |1 Ker(AT —I3)=R- | 1 Ker(AT —2I3)=R-| 0
1 —1 —1

on a donc:
H_; = [y +Z:O]cam H; = [X+U_Z:O]can) H, = [X_Z:O]can-

4.b. Lamatrice

o 1 3
A= ]/2 0 0f= mutcan(f)
0 15 0

n’admet qu'une seule valeur propre réelle, car son polynéme caractéristique est égal a
1
—_— 2 —

(X=1) (¢ +X+3)-

Comme ]

Ker(AT —I3)=R-|2],
3

I'endomorphisme f admet pour seul plan stable le plan
H =[x+ 2y + 3z = 0lcan.
D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux,
E =Ker(f —Ig) @ Ker(f> + f + 14 1g).

Comme le sous-espace propre Ker(f — I ) est une droite (puisque (A — I3) et sa transposée (AT — I3) ont méme rang),
le sous-espace
Ker(f? + f+ 14 1)

est un plan et, en tant que noyau d’un polynoéme en f, il est stable par f.
On en déduit que
Ker(fz + 17+ 1/ZIE) = [X + ZU +3z= O]can)

ce qu’on peut vérifier en calculant

1 1 2 3
AP+ A+S=(12 1 %
e 5 1/
4.c. Lamatrice
1 1 2
A= 1 =1 0 | =Matcan(f)
-1 -1 =2

admet X? (X 4 2) pour polynéme caractéristique (et aussi pour polyndéme minimal, puisque A(A + 213) # 03, ce qui fait
que A n’est pas diagonalisable).
On vérifie sans peine que

1 0
Ker(AT)=R-[0| etque Ker(AT +2I3)=R- |1
1 1

Par conséquent, il existe exactement deux plans stables par f, représentés dans la base canonique par les équations
cartésiennes suivantes.
x+z=0 [y+z=0
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Ici encore, le Théoréeme de décomposition des noyaux nous dit que
E = Ker f? @ Ker(f + 21¢).

Comme Ker(f + 21 ) est une droite, le sous-espace Ker f2 est un plan et il est stable par f. Comme

0 —2 =2
Al=10 2 2|,
0 2 2

il est clair que Ker f2 = [y + z = 0can.
L’autre plan stable est bien stir Ker f & Ker(f + 21¢) (somme directe de deux droites stables).
L'intersection des deux plans stables est représentée par

x+z=0N[y+z=0l.

C’est donc la droite dirigée par (1,1, —1) et on vérifie facilement que cette droite est bien égale a Ker f.

Solution 8 09-09

# On rappelle qu'une fonction
f: X—=K

est dite polynomiale lorsqu’il existe au moins un polynome
P=ay+a1 X+ -+ a. X" e K[X]
tel que
n
Vxe XCK, f(x)=P(x)= Z apxk.
k=0

Le principal probleme sur les fonctions polynomiales est de savoir s'il y a, ou non, unicité du polynome P. Ce probleme est résolu
par le Théoreme d’identification des fonctions polynomiales :
S’il existe un polynodme Py de degré n tel que

VxeX, f(x)=Po(x)

et si #(X) > n, alors Py est I'unique polynome P € KI[X] tel que

VxeX, f(x)=P(x).

En particulier, si X est une partie infinie de IK, alors I'application
P—f=[x— P(x)]
est une application injective de IK[X] dans <7 (X, K).
@ Sile polyndme caractéristique x A de la matrice A € I, (IK) est égal a
ao+ X+ Fap XM X

et si la matrice A est inversible, alors
ap = (—1)"detA #0.

Pour tout t € K,
det(tl, —A~") = det[(tA — I,)A"'] = det(tA — I,) det(A™")
et pour tout t € X = K*,

B (—t)m™ 1 tn 1 1 & i
I,—A )= : “Ih—A)=—-xalz)=— nok,
det(tly —A ™) det A det(t " A) ao XA(t) ao kZ:Oakt

Par définition, le polyndme caractéristique de A~ est le polyndme associé a la fonction

[t det(tl, —A™)]
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donc

vteX, Xa- Zakt”k

Pour K = R, € ou Q, I'ensemble X = KK* est une partie infinie, ce qui permet d’appliquer le Théoreme d’identification
des fonctions polynomiales rappelé plus haut. On en déduit que

an—1 an

a
Xa1 = X"+ —EXM T
QAo QAo ap

(qui est bien un polynéme unitaire de degré n) et en particulier que le polynéme caractéristique x—1 est associé au
polynome
aoX™ + a; X" a1 X+ an.

# Pour bien comprendre le probleme résolu par le Théoreme d’identification, on peut revoir la théorie de l'interpolation de La-
grange : en restriction a un ensemble fini de cardinal n + 1, toute fonction est en fait une fonction polynomiale de degré inférieur
ou égal a n. (Ainsi, toute fonction définie en un seul point est constante!)

@ On peut aussi se pencher sur le cas des corps finis : sur IX = 7./27., la fonction polynomiale

f= [x - x? — x]
est identiquement nulle, alors que les polynomes
0 et X*—Xe(2/22)X

sont distincts (ils n’ont pas le méme degré).

Solution 9 09-10

1. Pour toutj # i, le polynome P; divise le polynéme Q; et donc aussi le polyndéme A;Q;. Il existe donc un polynéme
By ; tel que

AiQi = By ;Ps.
On en déduit que
= (A1 Qi) (u) = Byj(u) o Pi(u).
Si x € Ker[P;(u)], alors P;(u)(x) = O et donc
pj(x) = Byj(u) [Pi(u)(x)] = Ok.

On a ainsi démontré que
VI<i#j<r, Ker[Pi(u)] C Kerp;.

2. Onsait que
N
Z AiQi = 1.
i=1

D’apres la propriété de morphisme d’algebres,

.
Ie = Z (A Qi) (u Zpl
=
Par conséquent,
.

im1
3. Pour démontrer que les sous-espaces Ker[P;(u)] sont en somme directe, on considére une famille de vecteurs
(xi)1<igr telle que

.
in =0 etque V1<i<r, x;€Kerl[Pi(u)l.
i=1

a D’apres [136.1],

vi<j<rm, Zpt xj) = pj(x;)
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puisque x; € Ker p; pour tout i # j [136.2].
@ Soit 1 < j < . Par linéarité de pj,

O =p;(0g) = < Xl) :ij(xi)

i=1 i=1

et d’apres [136.2] a nouveau,

Zp] xi) = pj(x5).

@ On a ainsi démontré que
VI<j<rn x5 =pjlx) =0e

et donc que les sous-espaces Ker[P;(u)] sont en somme directe.
4. On vient de démontrer que les sous-espces Ker[P; (u)] sont en somme directe.
@ On sait que P = P;Qi, donc P(u) = Qi(u) o Pi(u) et par conséquent

v1<ig<r, Kerl[Pi(u)] C Ker[P(u)l.
On en déduit que
@Ker ] € Ker[P(u)].

@ Réciproquement, soit x € Ker[P(u)]. D’apres [136.1],

v
x=) pilx)
i=1
Par définition des applications ps,

Pi(w) (pi(x)) = [Ai(u) o (PiQi) (W] (x) = Ai(w)[P(u)(x)] = Ai(u)(0g) (car x € Ker[P(u)])
=0g (par linéarité de A;(u))

ce qui prouve que

On a ainsi démontré que

@ Finalement, on a prouvé que

# Attention, dans ce contexte, les applications p; € L(E) ne sont pas des projecteurs ! En revanche, les endomorphismes induits
par restriction des pi au sous-espace Ker[P(u)] sont bien des projecteurs...

Solution 10 09-11

L’hypothese signifie que le polyndme
Po=X3+X—1

est un polyndme annulateur de A.
# Rien ne permet de conclure que Py est le polyndme minimal de A !
Le polynéme Py n’a pas de factorisation évidente. Mais comme les polynémes irréductibles de IR[X] sont des poly-
nomes de degré 1 ou 2, ce polyndme peut étre factorisé!

La fonction polynomiale associée a Py :
fo=[x—x>+x—1]

est continue sur l'intervalle I = ]—o0, +-00l. Il est clair que

lim fo(x) =—o00 et lim fp(x) =400
X——00 X—+00
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et que
VxeR, fi(x)=3x2+1>1>0,

donc fy est strictement croissante. D’apres le Théoréme d’inversion, la fonction f réalise une bijection de ]—oo, +o00[ sur
]—00, 400, donc le polynéme Py admet une, et une seule, racine réelle . De plus,

f0(0) = —1 < 0 =fo(ar) < 1 =fo(1),

donc 0 < o < 1 (car fy est strictement croissante).
Comme degPy = 3 et que Py est a coefficients réels, le polynome Py admet deux autres racines, complexes et
conjuguées : 3 et 3.

# Si [ est une racine complexe d’un polynome P a coefficients réels, alors

d
P(B)=0=Y axp*.
k=0
En conjuguant cette égalité, on obtient
d d
0=) @pr=) a(p)*=P{)
k=0 k=0
puisque les coefficients ay sont réels. Cela prouve que B est aussi une racine de P.

@ Par conséquent, le polyndme annulateur Py est scindé, a racines simples, en tant que polynéme a coefficients com-
plexes : —
Po = (X = o) (X—B)(X—B).

Si on considere la matrice A comme une matrice a coefficients complexes, elle est donc diagonalisable : il existe une
matrice inversible Q € GL,, (C) telle que

Q 'AQ =Diag(e, ..., 0, By..ey By By.-vy ).

Mo my ma
Comme deux matrices semblables ont méme trace, on en déduit que
trA = mox + mq B + mafp.
Cela dit, les coefficients de A sont réels, donc la trace de A est réelle. En conjuguant la relation précédente, on obtient :
trA = moax+my B +mzf

et, par différence,

(mq —m2)(B—B) =0.

Or B # B (car la racine B n’est pas réelle), donc m; = m,.
. Comme deux matrices semblables ont méme déterminant,

detA = a™ BB = amo (B )™ = ae B
Ora>0etf #0,doncdetA > 0.

Solution 11 09-12

L’hypothese de 1’énoncé signifie que le polynome

Po = X3 + X% + X = X(X —j)(X —j?)

est un polyndme annulateur de A.

#» Rien ne prouve que ce soit le polyndme minimal de A. On sait seulement que le polyndme minimal de A est un diviseur unitaire
de ce polyndme dans R[X]. Il y a donc trois polyndmes minimaux possibles ici :

X, XZ4+XA+T1, XX2+X+1).
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Premiére méthode
Considérons A comme une matrice a coefficients complexes. On connait alors un polyndéme annulateur de A scindé
a racines simples, donc A est diagonalisable dans 9, (C) : il existe une matrice inversible Q € GL, (C) telle que

Q 'AQ =Diag(0y.-.,0yjy--+yjyi% - -y3%)-

mo m m_
@ Deux matrices semblables ayant méme rang, il apparait sur cette relation que
rgA=m, +m_.

Deux matrices semblables ayant méme trace, on en déduit aussi que

trA =m,j+m_j%.
Or les coefficients de A sont réels, donc la trace de A est réelle et donc égale a son conjugué :

trA =m,j*+m_j
(puisque j? est le conjugué de j). Ainsi, par différence,

(my —m_)(j—j*) =0
et comme j # j2, on en déduit finalement que m; = m_ et donc que
rgA =2m,

est bien un entier pair.

Deuxiéme méthode

Puisque Py est un polynéme annulateur de A et qu’on connait une factorisation de Py en produit de facteurs deux
a deux premiers entre eux, on peut appliquer le théoréme de décomposition des noyaux :

E =Ker A @ Ker(A —jI,,) @ Ker(A —j%1,,).
D’apres le théoreme du rang,
rgu =dimE — dim Keru
= dimKer(A —jI,,) + dimKer(A —j’1,,).
@ Le sous-espace propre Ker(A —jI,,) est un espace de dimension finie et possede donc une base
(X1yeoey Xi)e

Pour tout 1 <1i < r,onadonc
AXi=j-Xi.

En conjuguant cette relation, on obtient

car A = A (matrice a coefficients réels) et j = j*. Comme X; n’est pas nul (en tant que vecteur propre de A), la colonne
X; n’est pas nulle et c’est donc un vecteur propre de A associé a la valeur propre j2.
Enfin, si on connait une relation de liaison :

Z“i'YiZO>
i=1

alors on obtient en conjuguant

T

T
OZZOCi'Xii:ZTi'Xi-
i

i=1
Comme les X;, 1 < i < 1, constituent une base du sous-espace propre Ker(A —jI, ), ils sont linéairement indépendants,
donc les scalaires o sont tous nuls. Il en va évidemment de méme pour les «;, ce qui prouve que la famille des X;,
1 < i< 1, est une famille libre de vecteurs propres de A associés a la valeur propre j-.

Par conséquent : 1 = dim Ker(A —jI,,) < dim Ker(A —j%1,,).
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- Par symétrie, si (Y1,...,Yq) est une base du sous-espace propre Ker(A —j?I,,), alors la famille
(Vr,...\ Vo)
est une famille libre de Ker(A — jI,, ), ce qui prouve que
dim Ker(A —j?I,) < dimKer(A —jl,),

donc que
dim Ker(A —jI,,) = dim Ker(A —j?I,,)

et finalement que le rang de A est un entier pair :
rg A = 2dimKer(A —jl,,).
# L'application

XX

définit bien une bijection du sous-espace propre Ker(A —jly, ) sur le sous-espace propre Ker(A —j21,,) (qui est sa propre réciproque),
mais cette bijection n’est pas un isomorphisme ! Cette application est en effet semi-linéaire (et donc pas linéaire) :

VAeC, @AX+Y)=A-X+Y=X9oX)+o(Y).

Solution 12 09-13

Pour toute matrice inversible P,

(P-'AP+P 'BP)(P 'AP—P 'BP) =P (A +B)(A —B)P

et deux matrices semblables ont méme déterminant. Par conséquent, il suffit d’établir 'inégalité pour les matrices A’ =
P~TAP et B’ = P! BP apres avoir choisi la matrice P pour que les calculs se passent bien.
@ Comme le rang de la matrice B est égal a 1, cette matrice est semblable a

B'=(Co 0 --- 0).

En notant P, une matrice inversible telle que B’ = P~'BP, on pose A’ = P~TAP et on décompose cette matrice en
colonnes :
A'=(Ci C; -+ Cq).

Dans ces conditions,

det(A +B)(A —B) =det(A’ +B’) - det(A’ — B’)
=det(Cy + Cp,Cay...,Cy) - det(C; — Cp, Ca,y...,Cr)

= [det(A) + det(Co, Ca, ..., Cn)| [ det(A) — det(Co, Ca,..., Cn)] (%)

= (detA)? — [det(Co, Cay...,Cn)]

< (detA)? (1)
par linéarité du déterminant relativement a la premiere colonne (x) et parce que det(Co, Cy, ..., Cy) est un nombre réel.
Solution 13 CCP19-01

# Trigonaliser une matrice, c’est assez classique. Mais ici, le probleme posé est un peu plus subtil : il faut arriver a une matrice

triangulaire imposée.
Nous allons essayer d’y voir clair (sans pour autant aller jusqu’a évoquer la forme de Jordan).
NB : pour des raisons de rapidité typographique, je confonds les vecteurs de R et les vecteurs colonnes qui les représentent
dans la base canonique de R3.
@ On s’inspire de T pour étudier A : si I"énoncé dit vrai, la seule valeur propre de A est égale a 1 et le sous-espace propre associé
est un plan. Vérifions-le!

11 est clair que la matrice

A-Izi=1 =3 -1
-2 6 2
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est une matrice de rang 1, donc son noyau est un plan.
Plus précisément, en cherchant les relations de liaison entre les colonnes de (A — I3), on trouve

Ker(A —1I3) = Vect(e; = (1,0,1), e2 = (3,1,0)) =[x+ 3y +z=0].
& ['ai calculé un vecteur normal au plan en formant le produit vectoriel des deux vecteurs e et e;.
Par conséquent, si la matrice

1 3
P=10 1
0

* ot X%

est inversible, alors on déduit de la formule du changement de base que

T 0 e
PTAP={0 1 e
0 0 1

En effet, les deux premieres colonnes de P sont les vecteurs propres e; et e, associés a la valeur propre 1 et comme deux
matrices semblables ont méme trace, il faut bien que le troisieme coefficient diagonal soit égal a 1.

Des lors, on sait que le polynéme caractéristique de A est scindé et donc que A est trigonalisable.

Choisissons un vecteur e3 n’importe ol en dehors du sous-espace propre Ker(A — I3) : par exemple, ez = (1,0,0)
(pour faire simple). On en déduit que

Aez=e3+(1,1,-2) =e3+ [-2-e1+1-e2].
Conclusion : on a bien trigonalisé A

1 0 -2 1 3 1
PTAP=|0 1 1 avec P=10 1 0
0 0 1 1 0 0

mais la matrice triangulaire obtenue n’est pas la bonne!

# Réfléchissons un peu plus. Nous n’avons pas calculé le polynome minimal de A, c’est un grand tort, car le polyndme minimal
a toujours des choses a nous dire.

On vérifie rapidement que (A — I3)? = 03 et donc que le polyndme minimal de A est égal a (X — 1)2.
Au passage, la relation (A —I3) x (A — I3) = 03 implique que

Im(A —13) C Ker(A —13)
et la matrice (A — I3) écrite plus haut nous dit plus précisément :
Im(A—13) =R-(1,1,-2) C Ker(A — I3).
En conséquence, si on choisit e3 n'importe ot en dehors de Ker(A — I3), on aura forcément un scalaire « tel que
(A—I5)(e3) = - (1,1,-2)

et ce scalaire « n’est pas nul parce que e3 ¢ Ker(A —13).
Quitte a remplacer e3 par (1/«) - €3, on peut supposer que & = 1.
Le probleme posé est donc de trouver une base (e1, e;) du sous-espace propre Ker(A — I3) telle que

Aes=a-e;+b-ey+e3
c’est-a-dire
a-e1+b-ex=(1,1,-2)

otl les scalaires a et b sont fixés a 'avance (a = b = 1 si on respecte I"énoncé).
Deux situations se présentent.
a Premier cas : si b = 0 (cas tres particulier), alors a - e; = (1,1,—2), donc a # 0 et par conséquent, il faut que

1
er=—-(1,1,-2) € Im(A—Iy).
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€1

Ker(A — L)

Im(A —13)

On peut alors choisir e, dans Ker(A — I3), arbitrairement (puisque b = 0) mais pas tout a fait (il faut que e ne soit pas
colinéaire a e).
@ Deuxiéme cas : si b # 0 (cas général), alors on choisit e; € Ker(A — I3) n’importe olt hors de la droite Im(A —I3) et

on pose

1
e :E'(U»])_Z)_a'e]) € Ker(A —I3).

Comme e; ¢ R-(1,1,—2), onen déduit que e; et e, ne sont pas colinéaires et forment donc une base du plan Ker(A—13).

€1

Ker(A — I5)

Im(A —I3)

@ Conclusion :
Le vecteur ez peut étre choisi arbitrairement, du moment que e3 ¢ Ker(A —I3).
Quels que soient (a, b) # (0,0), on peut trouver une base (e, e;) de Ker(A —1I3) telleque Aes =a-e;+b-ex+e;3
avec une grande manceuvre a condition de procéder avec méthode : il faut partir de la relation qu’on cherche a obtenir,
pas d’une base du sous-espace Ker(A —I3)!

Solution 14 CCP22-01

# ]I faut penser a interpréter f o g = O par l'inclusion Im g C Ker f et a traduire I'hypotheése E = Ker f @ Im f par 'existence
d’un couple de projections ou d'une base de E adaptée a cette décomposition.

@ Supposons que E = Ker f @ Im f. Comme on dispose de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, la

projection sur Ker f parallelement a Im f est bien définie : nous noterons g, cette projection.

Pour tout x € E, on a donc g(x) € Ker f et par conséquent f(g(x)) = Og. Ainsi f o g = 0.

D’autre part, I'application f + g est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie. D’apres le Théo-
reme du rang, f 4+ g est un automorphisme si, et seulement si, son noyau est réduit au vecteur nul.

Considérons donc un vecteur x € E tel que (f + g)(x) = Og. Comme Ker f et Im f sont supplémentaires dans E, il
existe doncy € Kerf etz € Imf tels que

x= + 2z

cKerf €Imf

Par linéarité de f et par définition de g (comme projection), on en déduit que

f(x) =fly) +f(z) =f(z) et g(x)=vy.

Par conséquent,
Oe =(f+g)x)= y +1f(z).
~~— ~—

Mais Ker f et Im f sont supplémentaires dans E, donc

Yy = f(Z) = O¢.
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On remarque alors que z € Im f (par hypothese) et que z € Ker f, tandis que Ker f N Im f = {0} (par hypotheése aussi).
Doncy =z = 0g et on a bien : x = Og, ce qui prouve que f + g € GL(E).

# Variante matricielle.
On considere une base de E adaptée a la décomposition en somme directe, ¢’est-a-dire une base de E définie en rassemblant une
base (e1,...,en_y) de Ker f et une base (en—_r11,...,en) deImf (avec v = rg f). Comme les sous-espaces vectoriels Ker f et Im f
sont stables par f, la matrice de f relative a une telle base est de la forme

_ On—r On—r,r
A= (01‘,111' AT )
avec A, € M, (K). Comme rg A, =1g A =1, on en déduit que la matrice A, est inversible.
On peut alors considérer la matrice
Ih On_
B = n—r n—r,r .
(Or,nr Or >

_ J P On—r,r
ATB= (Or,n—r Ay

On a bien AB = 0, et la somme

est une matrice inversible (puisqu’elle est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux inversibles).
NB : il ne s’agit pas vraiment d'une variante, c’est en fait exactement la méme chose que ce qui précede mais sous forme
matricielle.

@ Réciproquement, supposons qu’il existe un endomorphisme g € L(E) tel que f o g = 0 et que f + g soit un automor-
phisme de E.
Comme f est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie, on déduit du Théoréme du rang que

E=KerfeImf & KerfNImf ={0g}.

On consideére donc un vecteur x € Ker f N Im f et nous allons vérifier que ce vecteur est nécessairement nul.
Comme f + g est un automorphisme, il existe un (unique) vecteur z € E tel que

x = (f+g)(z) = f(z) + g(2)
~— =~
€lmf €Img

et on sait que Im g C Ker f (puisque f o g = 0). Cette décomposition de x prouve que
EcCKerf+Imf

et donc que
E=Kerf+Imf

(puisque l'inclusion réciproque est évidente).
D’apres la Formule de Grassmann et le théoreme du rang,

dimKerf + dimIm f = dim E = dim Ker f + dim Im f — dim(Ker f N Im f)

et donc dim(Ker f N Im f) = 0, ce qui prouve que Ker f N Im f = {Og } et donc que ces deux sous-espaces vectoriels sont
supplémentaires dans E.

Solution 15 IMT24-01

1. Par hypothese, le polynéme Py = X? + X + 4 est un polyndme annulateur de A. On sait que les valeurs propres
de Py sont nécessairement des racines d'un tel polynome. Or le discriminant de Py est égal a —15, donc Py n’a pas de
racines réelles. Par conséquent, la matrice A n’a pas de valeur propre réelle.
2. On peut considérer A comme une matrice a coefficients complexes : A € M, (C) avec A = A. Dans ces conditions,
le polyndéme Py est un polyndme annulateur de A qui est scindé a racines (complexes) simples, donc la matrice A est
diagonalisable (en tant que matrice a coefficients complexes) : il existe donc une matrice inversible Q € GL,,(C) telle
que
Q'AQ=A

oll A est une matrice diagonale a coefficients complexes.

a- Les coefficients diagonaux de A sont les valeurs propres (complexes) de A, donc ce sont des racines de Py. Il n'y a
que deux possibilités :

MeC et M=MeC
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puisque Pp n’a que deux racines complexes.
@ Comme A = A, alors

VAEC, VXEM1(C)y (A—-AL)X=(A-AL)X)=(A-AL)X)

ce qui prouve que les sous-espaces vectoriels (complexes) Ker(A — Al ) et Ker(A — AL, ) ont méme dimension.
Par conséquent, quitte a permuter les colonnes de la matrice de passage Q, on a démontré que

Q 'AQ =Diag(A1y ..., A1y A1y e ey A1),
m m
ce qui prouve d"une part que la dimension de E est paire :
dimE=n=2m

et donne d’autre part :
trA=mA +mA;, detA=AT"-A; .
@ Comme A et Ay sont les racines du polyndme unitaire Py, on sait que
AM+A=—1 etque MA; =4
donc n
trA=—-m= - et detA =4™ =22™m =2m,

#v ]l faut connaitre les formules donnant la somme et le produit des racines d’un polynome, il est ici inutile d’expliciter Ay et A, !

Solution 16 IMT24-02

# Soient E, un espace vectoriel de dimension n et g, un endomorphisme de € dont le rang est égal a 1. D’apreés le Théoreme
du rang, le noyau de g est un sous-espace de dimension (n — 1) et d’apreés le Théoréme de la base incomplete, il existe une base
(ex)1<k<n de E telle que (ex)2<i<n soit une base de Ker g.

La matrice de g relative a cette base est alors de la forme

big 0 - 0
bay 0 -+ 0O
bpy O - 0

»

a Comme rg B = 1, il existe une matrice inversible P € GL,, (RR) telle que

big 0 -+~ 0
P~'BP o2 O O
bny O -+ 0

}

La premiere colonne de P~'BP sera notée C;.
Notons également Cy, ..., Cy, les colonnes de la matrice P-TAP.
: Deux matrices semblables ont méme déterminant, donc

detA = det(Cy,...,Cp)
et
det(A + B) det(A — B) = det(P~'[A + B]P) det(P~'[A — B]P)

=det(P"'AP + P 'BP)det(P~'AP — P~ 'BP)
=det(Cy + C{, Cay...,Cy)det(Cq — C{,Cz, .oy, Cn)
= [detA + det(Cy,Ca,...,Cn)]

[detA —det(Cq, Ca,...,Cr)] (linéarité par rapport a la premiére colonne)
= (detA)? — [det(C], Cay...,Cn)I? (identité remarquable)
< det(A?). (propriété de morphisme)
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Solution 17 IMT24-03

1. & Par définition de l'indice de nilpotence, u™ est I'endomorphisme nul tandis que I'endomorphisme u™~' n’est pas iden-

tiqguement nul. 1l existe donc bien un vecteur xo € E tel que u™ T (xq) # Og et, bien évidemment, ce vecteur xo n'est pas nul.

Dans un espace de dimension n, une famille de n vecteurs est une base si, et seulement si, cette famille est libre. Il
suffit donc de vérifier que la famille .7 est libre.
On considere donc une famille (o )o<k<n de scalaires tels que

Z (0673 'uk(XQ) = OE.

og<k<n

Si les scalaires oy ne sont pas tous nuls, alors I'ensemble
{o<k<n: o #0}

est une partie non vide de N et admet par conséquent un plus petit élément ko. Ainsi,

O = Z Oék'uk(xo)

ogk<n
= Z ok uF(xo) + Z ok - u(xo)
0<k<k0:/0/ ko<k<n
k
= ) acufxo)
ko<k<n

Comme 0 < ko < 1, onabien (n — 1) —ko € N, donc on peut composer par l'application linéaire u(™=1) ko

Op = uln ko (0p) = un—'F ( Z o 'uk(Xo)>

ko<k<n
_ Z o ~u“*1+(k*k°)(xo)
ko<k<n
= ockounq (x0) (terme avec k = kg)

puisque u™ est 'endomorphisme nul et que n — 1 + (k — ko) > n pour tout k > ko.
On est arrivé a une contradiction :
— par hypothese sur xo, le vecteur u™ ' (xo) n’est pas nul
— et, par hypothese sur ko, le scalaire oy, n’est pas nul
— alors que le produit oy, - u™ ' (xo) est nul.
Par conséquent, tous les scalaires oy sont nuls et on a démontré que la famille .% était une base de E.
2. Toute sous-famille d"une famille libre est elle aussi libre. D’apreés la question précédente, pour tout entier 0 < p <n,
la sous-famille

Ty = (1 (x0))

p<l<n

est libre.
Par ailleurs, comme u™ est 'endomorphisme nul,

Vp=mn, uP(xo) = 0.
@ Considérons maintenant I'image par u* de la base .7 :

(U, (F) = (ukH(XO))ogkn = (uE(XO))k<¢<n+k'

# Sion connait une base d'un espace de dimension finie €, il faut s’en servir pour étudier les propriétés d’un endomorphisme de
E : c'est fait pour!

La sous-famille
(u(x0)) K<l<n

est une famille libre de (n — k) vecteurs contenue dans I'image de u*, donc

rguk >n—Kk.



Réduction des endomorphismes 41

D’autre part, uf(xo) = 0 pour n < { < n+ X%, donc la famille

(ue(XO))n7k<l<n

est une famille libre (en tant que sous-famille de .%) constituée de k vecteurs appartenant au sous-espace Ker u*. Cela
prouve que
dimKeru* > k.

Comme u* est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie, on peut appliquer le Théoréme du rang :
n=dimE = rgu® + dim Keru*.
On peut alors déduire des inégalités précédentes que
rgu*=n—%k et dimKeru*=k.

3.  Onadémontré que dim Ker u* = k et on sait que Ker u* est stable par u (en tant que noyau d’un polynéme en u).
@ Soit Vi, un sous-espace de E de dimension k, qu’on suppose stable par u. On peut donc considérer I’'endomor-
phisme uy, € L(Vy) induit par restriction de u a Vi. Par définition,

Vx € Vi, w(x)=ux)

et par conséquent
Vx € Vi, ug(x)=u"(x)=0¢.

L’endomorphisme uy est donc nilpotent.
D’une maniere générale, I'indice de nilpotence est majoré par la dimension de 1’espace, donc I'indice de nilpotence
de uy est inférieur a k = dim Vi et
Vx € Vi, uf(x)=uk(x)=0¢.

On a ainsi démontré que V) C Keru*.
Mais dim Ker u* = k (d’apres la question précédente) et dim Vi = k (par hypothese). Donc Vi = Ker u* (inclusion
et égalité des dimensions [finies]).
@ On a ainsi démontré que Ker u* était le seul sous-espace stable par u dont la dimension est égale a k.

Solution 18 IMT24-04

Ce systeme différentiel (linéaire, a coefficients constants) peut s’écrire sous forme matricielle :

X'(t) = AX(t) avec X(t)= (X(t)) . X'(t) = (X'(t))

A—(_31 _31>—412—]

ot ] est la célebre matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.

@ On se souvient alors que
1 1 1 1
(1) =20) e () =0 ()

ainsi que

En posant
o= (1 ) ccLm)
on a donc
Q 'JQ = Diag(2,0)
et donc

Q 'AQ =41 —Q"'JQ = Diag(2,4).

@ On pose alors

et on obtient
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Ce systeéme peut étre résolu de téte : la fonction X est solution du systeme différentiel initial si, et seulement si, il existe

deux constantes a et b réelles telles que
u(t))  [ae?t
ViER, (v(t)) - (be‘”)

c’est-a-dire

La solution générale est donc

Solution 19 kh09-01

1. Comme E est un espace vectoriel complexe distinct de {0}, le polyndme caractéristique de u est bien défini et scindé.
Par conséquent, u admet au moins une valeur propre complexe, soit A. Nous noterons Ej, le sous-espace propre de u
associé a cette valeur propre.

Comme u et v commutent, le sous-espace propre E) de u est aussi stable par v. Comme Ej, est un sous-espace
complexe distinct de {0}, on peut appliquer a v, 'endomorphisme de E, induit par restriction de v (puisque le sous-
espace Ej stable par v), le raisonnement tenu pour u : il existe dans E, un vecteur propre x pour v,.

En particulier, x) # Og.

Comme v est un endomorphisme de E, induit par restriction de v, on en déduit que x, est un vecteur propre de v.

Comme Ej est un sous-espace propre de u et que x, # Og, le vecteur x, est un vecteur propre de u.

Il existe donc bien un vecteur propre commun a wetav.

2.a. Supposons u inversible. On déduit de la relation (2) que

uov=(v+alou

et donc que
wovou ' =v+al.

En interprétant matriciellement cette relation, on conclut que les endomorphismes v et v 4 al ont méme spectre.

On en déduit par récurrence que v et v 4+ nal ont méme spectre, quel que soit I'entier n € N.

Or E est un espace complexe non réduit a {0}, donc le spectre de v n’est pas vide (comme on I’a expliqué plus haut).
Un ensemble non vide et invariant par translation est un ensemble infini : c’est impossible, car le cardinal du spectre de
v est inférieur a la dimension de E!

On a ainsi démontré par 1'absurde que u n’était pas inversible.
2.b. Nous allons démontrer par récurrence que

YyneN, uov—vou™=nau". (6)

La relation (6) est évidente pour n = 0; elle est vraie pour n = 1 d’apres (2).
Supposons qu’elle soit vraie pour un entier n > 1. Alors

n+lov—von+l=uo(uov—vou™) +uovou™ —voun*!

=na-u™"+ (uov—vou)ou™ (HR)

=na-u™ 4+ qa.-umt! (par (2))

=m+Da-u™'.
La relation (6) est donc établie par récurrence.
Siu™ n’est pas 'endomorphisme nul de E, cela signifie que u™ est un vecteur propre de I'endomorphisme

e=Ww—wov—vow] € L(E).

Or L(E) est un espace de dimension finie (sa dimension est égale a (dim E)?), donc ’endomorphisme ¢ ne peut avoir
qu’'un nombre fini de valeurs propres distinctes.

Siun’était pas nilpotent, 'endomorphisme ¢ admettrait pour valeurs propres tous les complexes na, quel que soit
n € N. Comme a # 0, il aurait donc une infinité de valeurs propres : c’est impossible.

Donc u est nilpotent.
2.c. Puisque un’est pas inversible, son noyau n’est pas réduit au vecteur nul : ¢’est donc un sous-espace complexe de
dimension au moins égale a 1.

Pour tout vecteur x € Keru, d’aprées (2), ona (uov)(x) = Og, ce qui prouve que v(x) € Keru et donc que Keru est
stable par v.
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Le méme raisonnement que celui qu’on a déja tenu deux fois s’applique : 'endomorphisme v admet un vecteur
propre xo dans Ker u et comme x( est un vecteur non nul de Keru, c’est aussi un vecteur propre de u associé a la valeur
propre 0. On a ainsi démontré que u et v admettaient un vecteur propre commun.

# Le fait que u soit nilpotent ne nous a servi a rien. (Mais la question de la nilpotence de  est archi-classique.)

3. Soit &, un nombre complexe quelconque. Il est clair que

(ut+ov)ov—vo(u+av)=uov—vou
= au+ by (par (3)
=alu+oawv)+ (b—ax)v

Comme a # 0, on peut choisir « = b/, et constater que
(u+ov)ov—vo (u+av)=alu+ av)

avec a € C*. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente aux endomorphismes (u + av) et v : ils
admettent un vecteur propre xo commun.
11 existe donc deux complexes A et u tels que

(u+ov)(xp) =Axo et v(xo) = uxo.

On en déduit que
u(xo) = (A — ap)xo

et comme x¢ # Og, ¢’est donc un vecteur propre commun a u et av.

Solution 20 kh09-02

Si B est inversible, alors

BA = B(AB)B™!

donc BA et AB sont semblables et ont donc méme polyndéme caractéristique.
@ On suppose que le rang de B est égal a 0 < v < n et on reprend les notations de I'’énoncé. On pose A’ = QAP de
telle sorte que

AB=(Q AP I)(PI,Q) = Q '(A];)Q.

Comme deux matrices semblables ont méme polyndme caractéristique, alors AB et A’J, ont méme polynOme caracté-

ristique.
En décomposant A’ en blocs sur le modele de la matrice J,,
_ I, 0 r_ Mi; M,
= (5 o) A= ()
o (Mi 0 (M1 M
AIT‘_<M3 O) ]T‘A_<O O)-

On en déduit que, pour tout t € K,

, _ M, —tl, 0
det(A'], —tl,) = Ms L,

=det(M; — tI,) det(—tl,,_)

My —tl, M,
o 0 —tlh_+

=det(J, A’ —tl,,).

Par conséquent, A’J, et ], A’ ont méme polynOme caractéristique.
Les matrices J,A’ et PJ.A’P~! sont semblables et

PI,A'P~! = (P[;Q)(Q TA'PTT) = BA,

donc J,A’ et BA ont méme polyndme caractéristique.
On a ainsi démontré que les matrices AB et BA avaient méme polyndme caractéristiques.
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# En particulier, ces deux matrices ont méme spectre et mémes sous-espaces caractéristiques. En reprenant les calculs précédents
et en raisonnant sur le rang des différentes matrices, on démontre que

VteK*, rg(AB—tl,)=rg(BA—tl,).

Par conséquent, les sous-espaces propres de AB et de BA associés a une valeur propre non nulle sont deux i deux isomorphes.

Si on considere les matrices
1 —1 1 1
A:(1 1) ot B:<1 ]>,

alors AB = 0, tandis que BA = 2A # 0, donc rg(AB) # rg(BA) et les noyaux des deux matrices ne sont pas isomorphes.
Cependant, on a bien XaAp = XBA = X2 (Ia matrice BA est nilpotente d’indice 2).

Solution 21 rms120-877

1. Par hypothese, le polyndome X3 —1 = (X—1)(X? + X+ 1) est un polyndme annulateur de f. Or les polynémes (X—1)
et (X2 4+ X+ 1) sont premiers entre eux.

# Tout polyndme de degré 1 est irréductible.
Tout polynome de R[X] de degré 2 et de discriminant strictement négatif est irréductible.
Deux polynomes irréductibles qui ne sont pas premiers entre eux sont proportionnels. Donc (X — 1) et (X? + X + 1) sont
premiers entre eux.

On déduit du théoreme de décomposition des noyaux que
E = Ker(f —Ig) @ Ker(f* + f + Ig). ™)
@ En particulier,
dimKer(f?> + f + Ig) = dim E — dim Ker(f — I)
=dimIm(f —Ig) (Théoréme du rang)

et comme (f? + f +Ig) o (f — Ig) = (f3 — I) est 'endomorphisme nul, alors Im(f — I¢) C Ker(f? + f + I¢).

# Larelation @o\p = wg (endomorphisme nul) équivaut a l'inclusion Im\p C Ker ¢, quelles que soient les applications linéaires
@ et.

Ayant démontré une inclusion et 'égalité des dimensions (finies!), on a démontré 'égalité des espaces vectoriels :
Im(f —Ig) = Ker(f* + f + I¢)
On peut donc réécrire 1’égalité (f) sous la forme
E=Ker(f —Ig) ® Im(f — Ig) ()

# Quel que soit le polyndme Q € IK[X], les sous-espaces vectoriels Ker P(f) et Im P(f) sont stables par f. Par conséquent, on a
décomposé E en somme directe de deux sous-espaces stables par f.

2. Supposons que le sous-espace F = Im(f —Ig) = Ker(f*f + Ig) ne soit pas réduit au vecteur nul. Il existe donc un
vecteur x7 # 0 dans F.

Si le couple (x1,f(x1)) est une famille liée, alors f(x;) est proportionnel a x; : il existe un scalaire A € R tel que
f(X] ) =A- X1.

# On peut traduire la liaison entre les vecteurs par une relation de proportionnalité uniquement parce qu’on sait que le vecteur
x1 #'est pas le vecteur nul.
En général, un couple de vecteurs (x,y) est une famille liée si, et seulement si, x = Og ou si y est proportionnel a x.
11 convient d’étre attentif a ce genre de détail — ca fait toujours mauvais effet de diviser par zéro.

Par conséquent, f2(x7) = A% - x1 et comme x; € F, on en déduit que
Op = (F2+f+Ig)(x1) = A+ A+ 1) x1. (*)
Or x; # O et A2 + A + 1 # 0 (puisque A est réel) : c’est absurde! Par conséquent, la famille (x7, f(x7)) est libre et

P71 = Vect(xq, f(x1))
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est un plan contenu dans F.

# On a choisi x1 € F et on a remarqué que F était stable par f. Par conséquent, f(x1) € F et comme F est un espace vectoriel qui
contient x1 et f(x1), il contient le plan Py engendré par ces deux vecteurs.

Par ailleurs, f(x1) € Py et, d’apres (x),
2(x1) = —x7 — f(x1) € Vect(x1, f(x1)) = P1.

Donc le plan Py est bien stable par f.
- Hypotheése de récurrence — Supposons qu’il existe r — 1 plans Py, ..., P._; stables par f et tels que

r—1
Fror=@PPcCF
k=1

Si F._; = F, alors le résultat est démontré.

Si cette inclusion est une égalité stricte : Fr_; & F, alors il existe un vecteur x, € F tel que x, ¢ F._1. En particulier,
le vecteur x, n’est pas le vecteur nul puisque F,_; est un sous-espace vectoriel (et contient donc le vecteur nul).

Le raisonnement qu’on a fait pour x; s’applique encore : on a

2 (xr) = —xr — f(x3), (%)
le couple (x, f(x,)) est une famille libre et le plan
P, = Vect(x;, f(x,))

est stable par f et contenu dans F. Il reste a vérifier que P et F,_; sont en somme directe.
Considérons une combinaison linéaire

u=ox,+ pf(x;) € Fr_1 NPy
Comme P, est stable par f et que F._; est stable par f (c’est une somme de sous-espaces vectoriels stables par f), alors

f(u) = af(x) + B (xs) = —Bxy + (— B)F(xy) € Fry NP,

Or P, est un plan et n’est pas contenu dans F._;. Par conséquent, la dimension de l'intersection F._; N P, ne peut étre
égalequaloual.
On a trouvé deux vecteurs u et f(u) dans cette intersection, ils forment donc une famille liée. Or on a décomposé
ces deux vecteurs dans la famille (x., f(x,)), qui est une famille libre. Par conséquent,
o« - 2 3p2
0 = detMat(x, r(x, ) (u, flu) = 5 (X_BB’ =’ +p%—apf = (oc— E) + B

# On trouve cette derniére décomposition en cherchant a mettre "sous forme canonique” une expression du second degré.

Comme « et 3 sont réels, on en déduit que @ = 3 = 0 et donc que l'intersection F._; N P, est réduite au vecteur nul.
On a ainsi démontré que F,_; et P, étaient en somme directe et donc que

T
Fo=F1oP, =P CF.
k=1

a Comme F est un espace vectoriel de dimension finie, il existe un entier d tel que dim F < 2d. Par conséquent, l'indice
T est nécessairement inférieur a d et il existe une décomposition

N
F=HPe
k=1

en somme directe de plans stables par f.

# On a démontré en particulier que la dimension de F était un entier pair (égal a 2N d’aprés la conclusion).
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Solution 22 rms120-978

Par hypothese, le polynome X* + X = X(X3 + 1) est un polynéme annulateur de f. De plus, les facteurs X et X3 + 1 sont
premiers entre eux.

# Les arquments possibles ne manquent pas pour démontrer que deux polyndmes sont premiers entre eux.
Le facteur X est irréductible (puisque son degré est égal a 1) et il ne divise pas X3 + 1 (puisque le reste de la division de X3 + 1
par X est égal a 1). Donc les deux polyndmes sont premiers entre eux.
Variante : X est scindé et n'a pas de racine commune avec X3 + 1, donc X et X3 + 1 sont premiers entre eux.
Autre variante : (X3 + 1) + (—X?)X =1, donc X et X3 + 1 sont premiers entre eux par Bézout.

D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux,
E = Ker f @ Ker(f* + Ig). (%)
De plus, si x € Ker(f3 + Ig), alors f3(x) + x = Og, donc x = f(—fz(x)) € Im f. Mais d’apreés (x) et le Théoréme du rang,
dim Ker(f? + Ig) = dim E — dim Ker f = dim Im f.
On a prouvé une inclusion et les dimensions (finies!) sont égales, donc les deux sous-espaces vectoriels sont égaux :
Im f = Ker(f3 + Ig ). Par conséquent,

E=Kerf@Imf. (1)

# Sion a prouvé que les facteurs étaient premiers entre eux a I'aide du Théoreme de Bézout, on déduit de (X3 +1) — X3 =1 que

Vx€eE,  x=Ig(x) = (f +Ig)(x) + f(—F(x))
S Y—-——
eKer f clmf

et, d'apres le cours, (f> + Ig) et —f3 sont les projections associées a la décomposition de E en somme directe.

# La propriété (1) est vraie si, et seulement si, f admet un polynome annulateur dont O est racine simple — mais ceci est un autre
exercice!

Solution 23 rms120-982

1. Notons Ay, ..., Ay, les coefficients diagonaux de A et Ly, ..., Ly, les polyndmes interpolateurs de Lagrange qui sont
associés a ces scalaires (supposés deux a deux distincts).
Comme A = Diag(Aq1,...,An),

V1<k<n, Lg(A)=Diag(Lc(A1),...,Lc(An)) = Ex k.

Par conséquent,
D, (C) = Vect(Eq 1,...,Enn) C C[A]

et plus précisément
D (C) C Vect(I, A,...,A" )

puisque les polynomes de Lagrange sont des polynémes de degré (n —1).
Comme A est diagonale, il est clair que tout polyndéme en A est une matrice diagonale. On a donc démontré que

Dn(C) = Vect(In, A,...,A™ 1) = C[A]

a [l reste a vérifier que (Ak)0<k<n est une famille libre.
Comme A est diagonale, son polynéme minimal p est scindé a racines simples. Comme ce polyndme est unitaire et
que ses racines sont les valeurs propres de A, c’est-a-dire ses coefficients diagonaux, alors

n
H= H (X —Ax)
k=1
puisque les Ay sont deux a deux distincts. On sait que
dim C[A] = deg pa,

donc (Ak)o<k<n est une famille de n vecteurs qui engendre un espace vectoriel de dimension n : c’est donc une base.
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#o [l est intéressant de bien savoir sur quoi repose le théoréeme appliqué ici.
La relation de liaison

n—1
Z: akA.-—On
k=0
signifie que le polynome
n—1
P= Z O(ka
k=0

est un polyndme annulateur de A et donc qu’il est divisible par le polynome minimal. Or degP < n—1et degp =n,doncP =0
et les scalaires o sont tous nuls.

@ Variante.
On sait que la famille (Ly )1 <k<n des polyndmes interpolateurs de Lagrange est une base de C,,_1[X] et que

n
vo<k<n, X< =) AfLe
=1

Par conséquent,

n—1 n—1 n
O =Y aAb=) « (Z )\‘gl_e)
k=0 k=0 =1
n n-—1
=3 (3 oAl LelA)
=1 k=0
Or L¢(A) = Eq,¢, donc
n—1
V1<i<n, D =0
k=0

On reconnait bien entendu un systeme de Vandermonde et comme les A, sont deux a deux distincts, ce systeme est
inversible, donc tous les o sont nuls.
2. Toute matrice triangulaire de i, (C) ayant n coefficients diagonaux distincts est diagonalisable. Par conséquent,

A = Diag(1,2,...,n) et B=A+Ein

sont diagonalisables. Si l'ensemble des matrices diagonalisables était un sous-espace vectoriel, alors B— A = E; ;, serait
diagonalisable.
Mais Eq n est nilpotente (d’indice 2) et n’est pas la matrice nulle, donc elle n’est pas diagonalisable.

# C'est toujours du coté des matrices triangulaires ou nilpotentes qu’il faut se tourner pour trouver des exemples simples de
matrices non diagonalisables.

Solution 24 rms120-983

1. Par hypothese, le polynome X? — 2X — 8 = (X —4)(X + 2) est un polyndme annulateur de A.
Comme ce polyndme est scindé a racines simples, la matrice A est diagonalisable.
@ Les valeurs propres de A sont nécessairement des racines de ce polyndme. Par conséquent, 0 n’est pas valeur propre
de A et la matrice A est donc inversible.

# On peut aussi déduire I'inverse de A de ce polyndme annulateur :

1
Al = g (A=2L).

2. D’apres Bézout, les polyndmes (X — 4) et (X + 2) sont premiers entre eux :

1 1
o XD — - (X—4) =1,
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D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux,

E = Ker(A + 2I) @ Ker(A — 41).

# On n’en pas besoin ici mais il est bon de savoir que les matrices

1 1
M=z QI+A) e To=--(4l-A)

(qui sont données par la relation de Bézout) sont les projections associées a la décomposition de E en somme directe.

@ Soit M € Vect(I,A).
Comme A est diagonalisable, tout polyndme en A est diagonalisable. Plus précisément, tout vecteur propre de A
est aussi un valeur propre de M et si M = aA + b, alors

VX € Ker(A +2I), MX = (—2a+b)X
VX € Ker(A —41), MX = (4a + b)X.

De plus, si (X —4)(X + 2) est un polyndme annulateur de M, alors Sp(M) C {4, —2}.
On distingue donc quatre possibilités.
— Si—2a+b=4a+b =4, alors (a,b) = (0,4) et M =41.
— Si—2a+b=4a+b=-2,alors (a,b) = (0,—2) et M = 21
— Si—2a+b=—-2etd4a+b =4, alors (a,b) = (1,0) et M = A.
Si—2a+b=4etda+b=-2,alors (a,b) = (—1,2) et M =21 — A.
@ Réciproquement, ces quatre matrices appartiennent bien a Vect(I, A), donc elles sont diagonalisables. En particulier,
leurs polyndmes minimaux sont scindés a racines simples.
Comme les spectres de ces matrices sont tous contenus dans {4, —2}, le polyndéme (X — 4)(X + 2) est un polynéme
annulateur de chacune d’elles.
Ce sont donc les seules solutions de M? = 2M + 81 dans Vect(I, A).

#v La réciproque est inévitable, car on a commencé en raisonnant par condition nécessaire.

Solution 25 rms120-985

Sila dimension n est impaire, alors le degré du polynome caractéristique de A est impair. Un polynéme a coefficients
réels dont le degré est impair possede au moins une racine réelle (Théoréme des valeurs intermédiaires).

Or les racines du polyndme caractéristique de A sont les valeurs propres de A, donc A posseéde une valeur propre
réelle «.

Par hypothese, le polyndme X? + 1 est un polyndme annulateur de A et toute valeur propre de A est nécessairement
une racine de ce polynome. Donc A n’a pas de valeur propre réelle!

11 faut donc que la dimension n soit paire.

# Voir aussi rms120-986 et rms120-877 pour des situations similaires.

Solution 26 rms120-986

1. Lepolynéme P = X3 — X — 1 est un polyndme annulateur de A.

L’application polynomiale associée a P atteint un maximum local en —1/,/3 et ce maximum local est strictement
négatif. Par conséquent, le polyndme P admet une, et une seule, racine réelle «.

Comme P(1) = —1 < O et que P/(x) = 32 —1>0 pour tout x > 1, cette racine « est strictement supérieure a 1 et
P’(«) > 0. En particulier, « > 0 et « est une racine simple de P.

Comme le polyndme P est réel et que son degré est égal a 3, il admet donc deux autres racines complexes conjuguées
B et B, toutes deux de multiplicité 1.

@ En tant que matrice de M, (C), la matrice A admet donc un polyndéme annulateur scindé a racines simples. Elle est
donc diagonalisable dans 9t (C).
2. Comme la matrice A est trigonalisable, son déterminant est égal au produit de ses valeurs propres comptées avec
multiplicité et comme A est en fait diagonalisable, la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du
sous-espace propre associé.
detA = ™. pME B P

#v Dans le méme ordre d’idée,

trA =mg.x+mg.p+mg.p
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mais il n’y a pas grand’chose a en déduire ici!

Comme A est une matrice réelle, les sous-espaces propres associés a des valeurs propres complexes conjuguées sont
isomorphes, donc mg = mgp et

detA = o™=, (BB)™ >0
puisque « > 0 et et que BB = |B|*> > 0.

# Si X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre complexe 3, alors AX = X et, en conjuguant,

B-X=B X=AX=AXAX

puisque A est une matrice réelle !

La conjugaison complexe étant une involution, on en déduit que X est un vecteur propre de A associé a B si, et seulement si, X
est un vecteur propre de A associé i 3.

On en déduit que les deux sous-espaces propres sont isomorphes bien que I'application [X — X] ne soit pas un isomor-
phisme! (Cette application n’est pas linéaire...)

On justifie 'existence d'un isomorphisme en vérifiant qu’une famille (Xy)1<w<r est une famille libre de vecteurs propres
associés i B si, et seulement si, la famille (Xy)1<x<r est une famille libre de vecteurs propres associés i 3.

Solution 27 rms120-987

Comme la matrice A € M, (R) admet n valeurs propres distinctes A, 1 < k < n, elle est diagonalisable et admet donc

m=Tx=n) Q)

k=1

pour polyndme minimal.
Tout polynéme de degré 1 est irréductible et des polynomes irréductibles qui ne sont pas associés sont deux a deux
premiers entre eux. D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux,

E= é Ker(A — Axly). (1)

k=1

@ Comme les scalaires Ay, 1 < k < n, sont deux a deux distincts, on peut considérer les polynémes interpolateurs de
Lagrange Ly, T < k < n, qui leur sont associés.

@ Posons la division euclidienne de XP par le polynome minimal p : il existe un quotient Q,, € R[X] et un reste R,
tels que

XP =uQp +Ryp avec degR, < degu =n.
En particulier,
()
Vi<ks<n, o AL =pM).Qp(A) + Rp (M) = Rp(Ar).

Comme deg R, < n, alors R, est I'unique polyndme interpolateur du nuage de points (Ax,A}) dont le degré soit stricte-
ment inférieur a n et par conséquent

n
Rp =) APLe.
k=1

@ Comme p est un polyndme annulateur de A, on déduit aussi de (x) que
AP = u(A).Qp(A) + Rp(A) = Rp(A)

et donc que
n

VpeN, AP =) AL(A). @)
k=1

On a démontré le résultat attendu avec ax = A et My = L (A).

# Dans ce contexte, les matrices Ly (A), 1 < k < n, sont les projections associées a la décomposition en somme directe (1) car

Vx €E, X:ZLk(A)(X)
k=1
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en prenant p = 0 dans la relation (1) et

puisque

Solution 28 rms120-988

1. En calculant le polynéme caractéristique de A avec soin (= sans appliquer la régle de Sarrus), on trouve que

XA = (X—=1)(X>+X-8).

Le discriminant de X? + X — 8 est strictement positif et 1 n’est pas racine de ce trindme. Par conséquent, le polyndme
caractéristique possede trois racines réelles distinctes.

Comme A € M3(IR), on en déduit que A est diagonalisable et que ses trois sous-espaces propres sont des droites
vectorielles.

# I faut lire I'énoncé et ne pas l'interpréter : on ne demande pas de préciser les valeurs propres de A et encore moins de calculer
une base de vecteurs propres ! Pas d’efforts inutiles!

2. Posons Py = X° + X3 + X. On cherche ici une matrice M € M3(R) telle que Po(M) = A.

& Ici aussi, il ne faut pas interpréter I'énoncé : on ne cherche pas toutes les matrices M telles que Po(M) = A mais seulement
une matrice M qui vérifie cette propriété.

a D’apres la question précédente, il existe trois réels distincts « = 1, 3 et y et une matrice inversible Q € GL3(RR) tels
que
Q 'AQ = Diag(, B, v)-
@ Pour tout polynéme P € R[X], on sait que

P(Q'MQ)=Q '[P(M)]Q

et par conséquent :
Po(M) =A <= Po(Q'MQ) = Q" 'AQ = Diag(a, B, 7).

a- Par ailleurs, pour tout polynéme P € R[X], on sait que
P(Diag(a, b, c)) = Diag(P(a), P(b),P(c)).
Cela nous incite a chercher une matrice M € Mt3(IR) telle que
Q 'MQ = Diag(a,b,c) avec (Po(a),Po(b),Po(c)) = (a, B,Y)-

@ Lapplication polynomiale [t +— Py (t)] est de classe €' sur R et P{(t) = 5t* +3t2+1 > 1 > 0 pour tout t € R. Donc
cette application est strictement croissante sur RR.
De plus, il est clair que Py(t) tend vers 400 (resp. vers —oo) lorsque t tend vers +oco (resp. vers —oco), donc cette
application réalise une bijection de R sur R et il existe un unique triplet (a, b, c) € R? tel que

(PO(a)) PO(b)a PO(C)) = ((X, BaY)

La matrice M définie par
M = Q Diag(a,b,c)Q "

vérifie donc Po(M) = A.

# Et on ne cherchera surtout pas a calculer les coefficients de cette matrice!
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Solution 29 rms128-646
Supposons qu’il existe un vecteur W # 0 dans Ker A N Ker B. Alors

V(x,y) €ER?, (XA +yB)W =xAW + yBW =0

et donc det(xA +yB) = 0.

# D’apres le Théoreme du rang, le déterminant d'une matrice carrée est nul si, et seulement si, le noyau de cette matrice n’est
pas réduit au vecteur nul.

@ Par hypothese, il existe quatre vecteurs colonnes U, V, X et Y dans M3 (R ), tous distincts de la colonne nulle, tels
que
AX =BY =0, AU=BU et AV =-BV (%)

Nous noterons f et g, les endomorphismes de R? canoniquement associés aux matrices A et B.
a Premier cas : Supposons que deux des quatre vecteurs X, Y, U et V sont colinéaires. Nous allons montrer que
Ker A NKer B # {0} (ce qui permettra de conclure).

“ llya (‘2‘) = 6 choix possibles, qui se ramenent tous au méme raisonnement. Nous allons donc présenter le raisonnement sous
forme abstraite.

On considere deux applications linéaires ¢ et 1 définies sur un espace vectoriel E et a valeurs dans un espace
vectoriel F.
On suppose qu’il existe deux vecteurs colinéaires non nuls x et y tels que @ (x) =P (y) = Or.
11 existe donc deux scalaires « et 3 (non nuls) et un vecteur u € E (non nul) tels que x = « - uety = - u et de plus
@(u) = P(u) = Or.
Par conséquent, pour toute application linéaire T € Vect(p, ), on a aussi T(u) = O.
@ En prenant deux matrices quelconques parmi A, B, A+B et A—B, on a toujours une famille génératrice de Vect(A, B).
On a ainsi démontré que les noyaux des matrices A et B avaient au moins un vecteur non nul en commun et ce
vecteur appartient au noyau de toute combinaison linéaire xA + yB.
@ Deuxiéme cas : On suppose dorénavant que les vecteurs X, Y, U et V sont deux a deux non colinéaires. En par-
ticulier, le couple (U, V) est une famille libre et nous supposons ici de plus que X € Vect(U, V). Autrement dit, nous
supposons qu'il existe deux scalaires « et {3 tels que

X=al+pBV.

Comme les couples (X, U) et (X, V) sont libres, les scalaires « et 3 sont tous les deux non nuls.
Par hypothése, AX = 0, donc
0=u0AlU+ BAV

et comme (&, B) # (0,0), les colonnes AU et AV sont colinéaires : il existe une colonne W, non nulle, et deux scalaires A
et utels que AU =AW et AV = uW.
Par hypothese, on a aussi BU = AU =AW et BV = —AV = —uW. Par conséquent,

(xA+yB)U =A(x+y)W et (xA +yB)V = u(x —y)W.

Les deux vecteurs (xA 4+ yB)U et (xA +yB)V sont donc proportionnels.
Le couple (U, V) est (par hypothese) une famille libre et son image par (xA+yB) est une famille liée. Le sous-espace
Vect(L, V) contient donc un vecteur non nul du noyau de (xA +yB).

# Contrairement au cas précédent, on n’a pas démontré que les noyaux de A et de B avaient un vecteur non nul en commun. Et
pour cause! Les déterminants des quatre matrices

110 1 -1 0 2 00 02 0
A=(0o o 1|, B=[0o 0o o], A+B=|0 0 1|, A-B=[0 0 1
000 0 0 1 00 1 00 —1

sont tous nuls mais I'intersection Ker A NKer B est réduite au vecteur nul puisque Ker A =R - (1,—1,0) et KerB =R - (1,1,0).

@ Troisiéme (et dernier) cas : Nous supposons pour finir que la famille (U, V; X) est libre. Il s’agit donc d"une base %
de IR3. Rappelons que, par hypothese,

AU=BU, AV=-BV, AX=0.
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11 existe donc trois colonnes C, C; et C3 telles que

Matz(f) = Maty (AU, AV, AX) = (C] Cy 0)
et Matz(g) = Maty (Bu, BV,BX) = (C] —C C3) .

Par conséquent, la combinaison linéaire xA + yB est semblable & la matrice
Myy = ((x+y)C1 (x—y)C2 yCs).

@ C’est le moment de se rappeler qu'il existe une colonne Y non nulle telle que BY = 0. Autrement dit, les colonnes de
la matrice B forment une famille liée. Par conséquent, les colonnes de la matrice My ,, forment une famille liée elle aussi,
ce qui prouve que la matrice M, ,, n’est pas inversible.

Deux matrices semblables ont méme rang, donc la matrice xA +yB n’est pas inversible et son déterminant est donc
nul.

Solution 30 rms128-647

Il est clair que fy est une fonction dérivable et que f;, = fx_; pour tout k > 1. En outre, f est la fonction nulle.
@ Ennotant a; j(x), les coefficients de la matrice, la formule du déterminant nous donne

Dn(X): Z S(G)al,dﬂ)(x)"'an,o(n)(x)'

ceG,

La fonction D, est une combinaison linéaire de produits de fonctions de classe €', c’est donc une fonction de classe €.
@ Notons Cq(x), ..., Cn(x), les colonnes de la matrice. La formule de Leibniz pour la dérivation d"une forme n-linéaire
nous dit que

Vx € ]R» D‘A(X) = Z det(Cl (X)» ey Cr—1 (X)a C]Q(X)) Ck+1 (X)» LRS! Cn(x))
k=1

et on vérifie facilement que
V1 §k<TL, C{Q(X) = Ck+1 (X)

Comme le déterminant est une forme alternée, on en déduit que

Vx€eR, Dilx)= ) det(Ci(x),..., Cim1(x), Cics1(x), Cierr (%), -+, Cu(x))

1<k<n
+ det(Cl (X)a sy Cn1 (X)» CL(X))
= det(C1 (X)a tey Cni (X)) En)

ol E,, est le dernier vecteur de la base canonique de 9t 1 (R).
En développant par la derniere colonne, on trouve donc

Vx€R, D] (x)=Dn_1(x).

I est clair que D (x) = *°/> (produit en croix) et que D,,(0) = 0 pour tout n > 2 (matrice triangulaire supérieure stricte).
On en déduit par récurrence (= par primitivations successives) que

XT‘I.
Yyn>2, VxeR, Dux)= TR

Solution 31 rms128-659

L'application [M — AMA] est un endomorphisme de 91, (R) (par bilinéarité du produit matriciel), donc son noyau Ea
est un sous-espace de M, (R).

# Ce n'est pas parce que la question n’est pas posée qu’il ne faut pas y répondre !

1. Si A est diagonalisable et si son rang est égal a T, alors il existe une matrice diagonale et inversible D € 9, (IR) et
une matrice inversible P € GL,, (R) telles que

P~'AP = Diag(D,0, ).

L’équation AMA = 0, devient alors
(P~TAP)(P"'MP)(P'AP) =0,
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D 0 \/M M)\/D o0\ i My Mo
(o on_r> <M3 M4> (o on_r)on ou FMP=IMs M)

En effectuant les produits par blocs, on arrive a

DM;D 0\ _ (0, 0
0 Onr/) \O On-r

et comme la matrice D est inversible, la matrice M appartient au sous-espace Ex si, et seulement si, le bloc My est la
matrice nulle.

Autrement dit, la matrice M appartient au sous-espace E A si, et seulement si, il existe trois blocs M, € M, . (R),
M3 € Mn_r +(R) et My € M, (IR) tels que

c’est-a-dire

0 M
—1 _ T 2
PTMP = (M3 M4> :

L'application [X — P~'XP] est un automorphisme de M, (R), donc la dimension du sous-espace E5 est égale a (n?—r?).

# Manifestement, c’est le rang de A qui compte et non le fait d’étre diagonalisable ou non !

2. Silerang de A est égal a r, alors A est équivalente & la matrice J, : il existe deux matrices inversibles P et Q telles

que
R
Q AP_]r_<O Onr>'

L’équation AMA = 0,, devient cette fois
(QT'AP)(PTMQ)(Q'AP) = 0n

L0\ (M M) (L 0 _ e (Mi M
(o onr) <M3 M4> (o onr>_°“ ou P MQ_<M3 My

#v Les calculs sont encore plus simples que dans le cas diagonalisable!

c’est-a-dire
soit enfin: M; = O,.

Comme les matrices P et Q sont inversibles, I'application [X — P~'XQ] est un automorphisme de 9, (RR) et,
comme dans le cas particulier précédent, la dimension du sous-espace E 4 est égale a (n? —12).

Solution 32 rms128-663

1. Comme u posséde n valeurs propres distinctes, cet endomorphisme est diagonalisable et ses sous-espaces propres
sont tous des droites vectorielles : N
E= @ R- Ex
k=1

Comme u et v commutent, les sous-espaces propres R - ex de u sont stables par v et une droite stable par v est dirigée
par un vecteur propre de v.

La famille (ex)1<k<n est donc une base de E constituée de vecteurs propres pour u qui sont aussi des vecteurs
propres pour v.

Dans cette base, les endomorphismes u et v sont représentés par des matrices diagonales.
2.a. Les fonctions cos et sin ne sont pas proportionnelles, donc E est un plan vectoriel. On note # = (sin, cos), la base
de référence de cet espace vectoriel.

La dérivation est un endomorphisme de ¢ (R, R). Comme sin’ = cos et que cos’ = —sin, le sous-espace E est
stable par dérivation et d est bien un endomorphisme de E.

# L'application d est I'endomorphisme de € induit par restriction de la dérivation a ce sous-espace stable.

0 =1\ _ (V2L —V2, ?
(1 0>_ V2 V2 )

La matrice de d relative a la base % est

L’endomorphisme f € L(E) défini par
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vérifie donc fof = d.

#v Pour trouver f sans trop d’effort, il faut interpréter d comme la rotation plane d’angle ™/> : une "racine carrée” de d est la
rotation d’angle 7.

2.b. Comme % = (sin, cos) est une base de E, il existe un, et un seul, endomorphisme de E tel que s(sin) = cos et

s(cos) = sin (Théoreme de caractérisation des applications linéaires).
@ Cet endomorphisme est un automorphisme (I'image d'une base de E est encore une base de E) et c’est en fait une

symétriecar sos =Ig :
0 1
Matz(s) = (1 O) .

s(sin + cos) = sin + cos et que s(sin — cos) = —(sin — cos)

Il est clair que

donc la matrice de s dans la base € = (sin + cos, sin — cos) est diagonale :

Maty(s) = ((]) _O]) .

# Toute symétrie est diagonalisable car elle admet un polynome annulateur X> — 1 = (X — 1)(X + 1) scindé a racines simples.
@ Les deux vecteurs sin+ cos et sin—cos sont distincts du vecteur nul (puisque % est une famille libre). Ce sont donc des
vecteurs propres de s associés a deux valeurs propres distinctes et ils constituent a ce titre une famille libre.

@ Supposons qu’il existe un endomorphisme g € L(E) tel que g o g = s. Alors g et s commutent (s est un polynéme
en g) et s est diagonalisable avec deux valeurs propres distinctes.
D’apreés la premiére question, la base ¢ est donc une base de vecteurs propres pour g également. On doit donc avoir
deux réels a et b tels que

0 20 1 0
Mats(g) = (g b) et Maty(goc) = <C(1) b2> = (O 1) = Maty(s).
L’équation b? = —1 n’a pas de solution réelle, donc il n’existe pas d’endomorphisme g € L(E) tel que go g =s.
Solution 33 rms128-667

Comme la matrice P(A) est diagonalisable, il existe un polynéme Q € C[X] scindé a racines simples tel que Q (P(A)) =
On. Autrement dit : (Q o P) est un polyndme annulateur de A.

#v En particulier, toutes les valeurs propres de A sont des racines de (Q o P).
Comme Q est a racines simples, ce n'est pas le polyndme nul. Et comme P’ (A) est inversible, alors P n'est pas un polynome
constant. De ce fait, la composée Q o P n'est pas un polyndme constant.

a Soit A € C, une valeur propre de A.
Alors P(A) est une valeur propre de P(A), donc P(A) est une racine de Q et comme les racines de Q sont simples,
alors

Q'(P(A)) #0.
De plus, il existe donc un vecteur non nul X tel que AX = AX.
#v Pas de valeur propre sans vecteur propre !
On en déduit que P/(A)X = P’(A)X et comme la matrice P’(A) est inversible par hypotheése, son noyau est réduit

au vecteur nul. Ainsi,

VA€ Sp(A), P’(A) #£ 0.
@ Comme (QoP)’ = (Q’oP)-P’/, on déduire des remarques précédentes que
(QoP)'(A) =Q'(P(A).P'(A) #0.

@ Le polynome Q o P est scindé dans C[X] (Théoreme de D’Alembert-Gauss). On a remarqué que toutes les valeurs
propres de A étaient des racines de Q o P et on a démontré que c’était des racines simples.
On peut donc factoriser Q o P de la manieére suivante :

QoP= J[ X=Nx][X=m)m™,

AESP(A) k=1
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aucun des scalaires px n’étant une valeur propre de la matrice A.

Par conséquent, la matrice
N

TTA— wed)™

k=1
est inversible (en tant que produit de matrices inversibles) et comme (Q o P)(A) = 0y, on en déduit que

[T (A—AL) =0n.

AESp(A)

On a démontré qu’il existait un polynéme annulateur de A scindé a racines simples, donc la matrice A est diagonalisable.

Solution 34 rms128-759

Comme la matrice I, est inversible, il faut que la matrice A soit diagonalisable.
@ Sia # 0, en posant

Ao = <(C)1 2) et Po= <(]) }) , on obtient PoApy = (8 2)

et comme a # 0, le produit PoAo n’est pas diagonalisable.
Ainsi, si A admet au moins une valeur propre non nulle de multiplicité supérieure a 2, alors il existe une matrice
inversible P telle que PA n’est pas diagonalisable.

# Plus précisément, on suppose qu’il existe une matrice inversible Q telle que Q~'AQ = Diag(a, a, A3, ..., Ay ). La matrice P
définie par Q~"PQ = Diag(Po, In_2) est inversible (diagonale par blocs et les blocs diagonaux sont inversibles) et

Q 'PAQ = (Q 'PQ)(Q 'AQ) = Diag(PoAo, Diag(As, ..., An)).

Comme Q™' (PA)Q n’est pas diagonalisable, la matrice PA n’est pas diagonalisable.

@ Siaetbsont deux nombres complexes distincts non nuls, alors en posant

Ao = (g g) et Po= (8 31) s onobtient  PpAy = (%b ;b)

et comme b # 0, le produit PoA n’est pas diagonalisable.
On en déduit comme plus haut que : si A admet au moins deux valeurs propres distinctes et non nulles, alors il
existe une matrice inversible P telle que PA n’est pas diagonalisable.

@ Supposons donc que la matrice A soit diagonalisable et qu’elle admette une valeur propre non nulle de multiplicité
1. Il s’agit donc d"une matrice dont le rang est égal a 1 et il existe donc une ligne L et une colonne C, toutes deux non
nulles, telles que A = C.L.

Tout vecteur propre associé a une valeur propre non nulle appartient & 'image, donc tout vecteur propre est pro-
portionnel a la colonne C et comme
AC = (C.L)C =C.(LC) =(LC).C (LC est un scalaire!)

on en déduit que la valeur propre non nulle de A est le scalaire LC.

Quelles que soient L et C, il existe une matrice inversible P telle que LPC = 0.

Comme P est inversible, le produit PA est encore une matrice dont le rang est égal a 1 et comme cette matrice est
supposée diagonalisable, on en déduit comme plus haut que la valeur propre non nulle de PA est le scalaire LPC, ce qui
est contradictoire.

Encore raté!

# D’apres le Théoreme de la base incomplete, quels que soient les vecteurs non nuls w et v d'un espace vectoriel € de dimension
finie, il existe un automorphisme @ de E tel que @(u) = v.
@ En effet, comme et v ne sont pas nuls, il existe deux bases 9 et € de E de la forme

B =(u,ez,...,en) et C = (vy€2,...,€n).
D’apres le Théoréme de caractérisation, il existe une, et une seule application linéaire @ de E dans E telle que
euw) =v et que v2<k<n, o(ex)=¢x.

Comme l'image par ¢ de la base 2 est encore une base, cet endomorphisme est en fait un automorphisme.
@ On dit que le groupe linéaire opeére transitivement sur I’ensemble des vecteurs non nuls de E.

@ Finalement, il ne reste plus que la matrice nulle.
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Solution 35 rms128-532

1. Le polyndme XP — 1 est scindé a racines simples (= les racines p-iemes de 1'unité) et c’est un polynéme annulateur
de M, donc M est diagonalisable.
2. Deux matrices semblables ont les mémes polynémes annulateurs, donc E est invariant par conjugaison :

VM eE, VP eGL,(TC), P'MPeE

et comme la conjugaison [M — P~"MP] est continue (endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie), I’adhé-
rence de E est également invariante par conjugaison : si la suite des matrices M,, € E converge vers la matrice D, alors
la suite des matrices PM,,P~! € E converge vers la matrice PDP~".

@ Soient A et p, deux éléments de U. Par densité de QQ dans R, il existe deux suites rationnelles (1, )nen et (th)nen

telles que

2ir, 7 2itn 7T

A= lim e et p= lim e
n—-+oo n—+oo
Pour tout n € N, il existe un entier p,, € N* tel que rypn € N et t,pn € N, donc la matrice M,, = Diag(eZ”"”, eZitn)
vérifie bien
MPr = Diag(1,1) = I,.
@ On a donc démontré que les matrices Diag(A, 1) étaient dans I'adhérence de E, quels que soient les complexes A et
u dans U.
Comme l'adhérence de E est invariante par conjugaison, toute matrice diagonalisable dont les valeurs propres
appartiennent a U est dans 1’adhérence de E.

# Rappel : Si le spectre de la matrice M. € M, (C) est réduit au singleton {A} et si M. # Al,, alors la matrice M est semblable i
la matrice
A
0 A

a Pour tout ¢ € R*, on pose

1 [14ie 0 AN
Aﬁ—m<o 1@) et Pa—(l 1+ie)€GL2(®)

et on vérifie sans peine que

_ 1 3+ie 2+ 2ie 3 2
1 — ,
ESP. A5P5_1/1+£2 ( -2 —1—ia> £—0 (—2 —1)'
Comme le spectre de la matrice limite est réduit a {1} et que cette matrice n’est (visiblement) par la matrice I, cette
matrice limite est semblable a
B_ 11
S \0 1)

@ D’apres la premiere partie, les matrices A, appartiennent a I’adhérence de E. Comme 1’adhérence de E est une partie
fermée et stable par conjugaison, la matrice B appartient a 'adhérence de E.
Pour tout 8 € R, la matrice e*®B est semblable &

et 1
Bo = < 0 eiG)

et nous avons ainsi démontré que toute matrice M € 9, (C) dont le spectre est contenu dans U appartient a 1’adhérence
de E (que cette matrice M soit diagonalisable ou non).
a Réciproquement, on consideére une suite (M, )Jnen de matrices de E en supposant qu’elle converge vers une matrice
M e GLz((D).
Pour tout n € N, le polyndme caractéristique xn, de M, est de la forme

Xn = X2 — (A 4+ 1) X 4+ Anun

ol A, et 1, appartiennent au cercle unité U.

#y On a commencé par démontrer que les valeurs propres de M € E étaient des racines de I'unité.

D’apres le Théoreme de D’Alembert-Gauss, le polyndme caractéristique de la matrice limite M est scindé :

X =X? — (x+ B)X + af.
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Le terme constant A, i, de xn appartient a U (= groupe multiplicatif) pour tout n € N et comme le polynéme caracté-
ristique xn converge vers x, on en déduit que le produit 3 appartient a U (= partie fermée).

# La continuité du polyndme caractéristique vu comme une fonction de la matrice est détaillée au 128-533.

Pour tout n € N, le scalaire A,, € U est une valeur propre de M,,, donc il existe une colonne X;, € M, 1(C) de
norme 1 (et donc en particulier non nulle) telle que My Xy, = An Xy,

# Comme M, 1(C) est un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sur cet espace sont équivalentes et il n’importe
pas de préciser quelle norme on a choisie.
Cela étant, le choix de cette norme ||-|| sur M, 1 (C) définit une norme subordonnée |-| sur M, (C) et la convergence de My,
vers M peut alors se traduire par le fait que [My, — M| tend vers 0.

Comme U est une partie compacte de C et que la sphere unité de 9, 1 (C) est une partie compacte elle aussi, il
existe une extractrice ¢ : N — N telle que

Im Ay =A€U et lim Xy =Xe€ M 1(C) avec X[ =T1.

k—+o0 k—+o00

Par continuité du produit matriciel, on en déduit que

AX = 1im Ay0Xea) = lim Mg Xe ) = MX.

k—+o0 k—+o00

# Pour tout entier k € N, on sait que M, (1) X (k) = Ao (k)Xo (k) €t donc

[MX = AX][| < [[MX = MXg 1) || + [[MXq ) = Mg )X (1)
+ P 1) X (1) — AXp (i) | + [IAX g (1) — AX]|
SIML- X=X 0 [ +IM = Mgl - T+ AL [Xg ) = X]|

oit chaque terme du majorant tend vers 0.

Comme la colonne X n’est pas la colonne nulle (sa norme est égale a 1), c’est un vecteur propre de M associé a la
valeur propre A € U.
La matrice M posseéde deux valeurs propres « et 3 (non nécessairement distinctes) dont le produit appartient a U
et 'une de ces valeurs propres appartient a U. Par conséquent, les deux valeurs propres « et 3 appartiennent a U.
@ On a démontré qu'une matrice M € M, (C) était dans I'adhérence de E si, et seulement si, son spectre était contenu
dans le cercle unité U.

Solution 36 rms128-533

1. Pour toute matrice M € M, (C), le polyndme caractéristique xam est un polyndéme unitaire de degré n. On considere
donc une application d'un espace vectoriel de dimension finie : 91,,(C) dans un autre espace vectoriel de dimension
finie : Cy, [X]. Il suffit donc de démontrer que les coordonnées de xn relatives a la base canonique de Cr, [X] sont des fonc-
tions continues des coordonnées de M relatives a la base canonique de M, (C) pour pouvoir conclure que [M — xm]
est une fonction continue.

@ Par définition du déterminant, pour tout x € C,

xm(x) = Z e(0)b1,6(1)  Pn,o(n)

[N

oltb;; = (x—my ;) pourtout 1 <i< netb;; =—m;;pour tous i # j. On en déduit que les coordonnées de xm relatives
a la base canonique de C;, [X] sont des fonctions polynomiales (et donc continues) des coordonnées de M relatives a la
base canonique de M, (C).
2. Considérons une suite (Bx)xen de matrices semblables a A et supposons que cette suite de matrices converge vers
une matrice L € 9, (C).

@ Comme A est diagonalisable, il existe un polyndme annulateur de A scindé a racines simples u. Comme des ma-
trices semblables ont mémes polynémes annulateurs, on en déduit que p(By) = 0, pour tout k € N, puis que u(L) = 0.

# Toute application polynomiale est continue sur I'algebre de dimension finie My, (C).
On a ainsi démontré que L était diagonalisable.

@ Des matrices semblables ont méme polyndme caractéristique, donc le polyndéme caractéristique de chaque matrice
By est en fait celui de la matrice A. Par continuité, le polyndme caractéristique de L est aussi celui de la matrice A.
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@ On sait ainsi que L et A sont deux matrices diagonalisables et que leurs polynémes caractéristiques sont égaux,
donc L et A sont semblables.

# La premiére partie de la démonstration a montré que w était un polyndme annulateur de L, elle ne permet pas de démontrer
qu’il s’agit du polyndme minimal de L!
Et méme si on savait qu’il s’agissait du polyndme minimal de L, on ne pourrait toujours pas conclure, car le polynéme minimal
ne donne aucune indication sur la dimension des sous-espaces propres !
a Par ailleurs, il ne suffit pas de savoir que A et L ont méme polyndme caractéristique, car la connaissance du polynome xi ne
permet pas de savoir si L est diagonalisable (a moins que le polyndme caractéristique ne soit scindé a racines simples).

3.a. Une matrice nilpotente est semblable a une matrice triangulaire supérieure stricte. Considérons donc une matrice
triangulaire supérieure stricte N = (ny¢) € S(A) et, pour tout parametre t € R, la matrice de passage

P, = Diag(t, t?,...,t") € GL,(C).
La matrice Ny = Pf1 NP, = (“i,e) 1<k,e<n est semblable & N, donc elle est semblable a A et

v1<ki<n, TL"MZ =ty .

# En multipliant a droite par Ny, on multiplie la {-ieme colonne de N par t.
En multipliant & gauche par Ny = Diag(t™',...,t™™), on multiplie la k-iéme ligne de N par t~*.
Par conséquent, nf ; =t *ny ¢t

Comme ny ¢ = 0 pour k > {, c’est-a-dire pour £ — k < 0, on en déduit que
— sit tend vers 0, alors t'~* tend vers 0 pour k < L et nl , tend vers 0 quels que soient k et { (méme pour k > ¢);
— si t tend vers +oo, alors t'~* tend vers +oo pour k < let ny , tend vers l'infini pour tout couple (k, ¢) tel que
Tk, ¢ # 0.
@ Ainsi, si t tend vers 0, la matrice Nt € S(A) tend vers la matrice nulle, ce qui prouve que la matrice nulle appartient
a I'adhérence de la classe de similitude de A.

# A l'opposé, si A est nilpotente non nulle, alors N # 0y, et si t tend vers +oo, alors |Ny|| tend vers +oo, ce qui prouve que
la classe de similitude de A n’est pas bornée.

3.b. Considérons une suite (Ay)ken de matrices appartenant a S(A) et supposons qu’elle converge vers une matrice
B.

Toutes les matrices Ay sont semblables a A, donc leur polyndme caractéristique est toujours celui de A. Par conti-
nuité (cf. premiére question), le polynéme caractéristique de B est aussi celui de A.

Si B est la matrice nulle, alors le polyndme caractéristique de A est X™ et, d’aprés le Théoréeme de Cayley-Hamilton,
la matrice A est nilpotente.
4. Comme la matrice A est complexe, elle est semblable a une matrice diagonale par blocs Diag(B, ..., B;) ot chaque
bloc diagonal est la somme d’une matrice d’homothétie A« I et d"une matrice nilpotente Ny.

Si A n’est pas diagonalisable, alors 'un des blocs nilpotents Ny n’est pas nul.

# Cela signifie que Ay n'est pas une racine simple du polyndme minimal de A.
Supposons par commodité que ce soit N7 € Mg, (C). 1l existe (d’apres ce qui précede) une suite (P ¢)een de

matrices inversibles telles que
: —1
lim P1 eNlpl,(l:Od]v
——+o0 ’

En posant P; = Diag(P1,¢, l4,,...,14,) € GL(C), on obtient

lim P,'AP; = A’ = Diag(A11q4,,B2,...,Br).
{—+o0
Dans ces conditions, A est une racine simple du polynéme minimal de A’ et comme, par hypothese, A; n’est pas une
racine simple du polyndme minimal de A, on en déduit que A’ n’est pas semblable & A.
Ainsi, la classe de similitude d'une matrice non diagonalisable n’est pas fermée.
5. Toute matrice A € 9M,, (C) est trigonalisable : il existe une matrice triangulaire T € S(A) et, pour tout ¢ € R*,

[(T+el) =T||=lel-Tn]] et tr(T+e)=trT+ne#trT=trA.

Par conséquent, toute boule de rayon strictement positif centrée en T € S(A) contient au moins une matrice qui n’est
pas semblable & A et le point T n’appartient donc pas a l'intérieur de S(A).
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#y Toute boule de rayon strictement positif et centrée en T contient en fait une infinité de matrices qui ne sont pas semblables a A
(puisque leur trace est différente de celle de A).

@ Considérons maintenant une matrice My € S(A).
Mais la matrice Mg est semblable a la matrice triangulaire T, donc il existe une matrice inversible P telle que My =
PTP~! : la matrice T est donc un antécédent de la matrice Mo par l'application continue ® = [M — PMP~'] (= un
endomorphisme de M, (C), espace vectoriel de dimension finie).

# La conjugaison ® = [M — PMP~] est en fait un automorphisme de 9, (C) et la matrice T est donc I'antécédent de Mo
par ©. C’est ici sans importance.

Si la matrice My appartenait a I'intérieur de S(A), alors S(A) serait un voisinage de M. Par continuité de la conju-
gaison @, I'image réciproque par ® de S(A), voisinage de My, serait donc un voisinage de T. Mais la classe de similitude
S(A) est globalement invariant par conjugaison, donc S(A) serait un voisinage de T et on a démontré que ce n’était pas
le cas.

# Dire que la classe de similitude est "invariante par conjugaison” signifie seulement qu’une matrice M est semblable a A si, et
seulement si, elle est semblable a une matrice semblable a A'!

@ Ainsi, la classe de similitude S(A) n’est un voisinage d’aucun de ses points, c’est une partie d’intérieur vide.

# Cette question ne figurait pas dans I'énoncé original.

6. On a démontré que la classe de similitude d’une matrice nilpotente non nulle n’était pas bornée.

@ Si la matrice A n’est pas diagonalisable, il en va de méme. (La matrice A est, comme on l'a vu, semblable & une
matrice diagonale par blocs oti chaque bloc diagonal est la somme d’une homothétie et d"un bloc nilpotent, 1'un de ces
blocs nilpotents n’étant pas nul.)

a ]l reste donc a envisager le cas des matrices diagonalisables.

a Considérons deux complexes distincts a et b, ainsi qu'un réel € > 0. En posant

_f(a O _ 1 1 ) . (= b;a
D= (0 b) et P.= <1+£ 1) € GL,(C), on obtient P.'DP. = <* >

et comme a # b, on en déduit que
lim [[P;'DP ||, = +oo.
lim [P 'DP |,
La classe de similitude de D n’est donc pas bornée.
# On retrouve dans ce calcul I'idée générale de I'exercice : si deux vecteurs propres se rapprochent indéfiniment, les conséquences

sont visibles lors du changement de base.

@ On en déduit plus généralement que : si A est une matrice diagonalisable qui admet au moins deux valeurs propres
distinctes, alors la classe de similitude de A n’est pas bornée.

- Finalement, la classe de similitude de A est bornée si, et seulement si, la matrice A est une matrice d’homothétie,
auquel cas la classe de similitude S(A) est réduite a {A}.

Solution 37 rms128-454

Comme les coefficients de la matrice A = (a;j)1<i,j<n sont des entiers relatifs, son déterminant

a=detA= ) €(0)a1,0(1)a2,6(2) " Ano(n)
o€Gn

est également un entier relatif.
Pour les mémes raisons, les coefficients des comatrices Com(()A) et Com(()B) sont des entiers relatifs.
a D’apres la propriété de Bézout, il existe deux entiers u et v tels que

au+bv =1.
D’apres les formules de Cramer,
A.[Com(()A)" =a-I, et B.[Com(()B)]T =b-L,

donc
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Solution 38 rms130-482

Comme f est inversible,

f+g="fo(l+gof ")

et comme GL(E) est un groupe pour o, on en déduit que (f+g) est inversible si, et seulement si, (I+gof~') est inversible.
@ Or
(I+gof ) =(gof ") —(=1)-1

donc (f + g) est inversible si, et seulement si, (—1) n’est pas une valeur propre de (go f~').

@ Comme le rang de g est égal a 1 et que f~! est inversible, le rang de gof~' est aussi égal a 1. Par conséquent, go f~!
admet 0 comme valeur propre de multiplicité au moins égale a (n — 1) (Théoréme du rang) et la valeur propre restante
est donc égale a tr(g o f~!) (= la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité).

Ainsi (f + g) est inversible si, et seulement si, tr(g o ') # —1.

Solution 39 rms130-483

# L'application f vérifie une propriété de type morphisme de groupes mais ce n’est pas un morphisme de groupes ! L’ensemble
de départ : M, (IK) est un groupe additif, certes | mais ce n’est pas un groupe multiplicatif...
L’idée générale pour résoudre un tel exercice consiste a choisir les matrices A et B de maniére variée pour exploiter au mieux
les propriétés de My (K).

@ AvecA =1,,ona
VB eMm,(K), f(B)="F(1,)f(B).

Comme f n’est pas constante, il existe au moins une matrice B telle que f(B) # 0, donc
f(I,) =1.
: Sila matrice M est inversible, alors
fMEF M) =f(MM ™) = f(I,) =1,

ce qui prouve d’une part que f(M) # 0 et d’autre part que

VM e GL,(K), f(M 1) =[fM)] "

# Avec A =0,,0na
VB e My(K), f(0n)f(B)="F(0n).

Comme la fonction f n’est pas constante, il existe au moins une matrice B telle que f(B) # 1 = f(I,,), donc
f(0n) =0.
@ Considérons la matrice de rang r de référence :
J» = Diag(I;,0n_+) € M, (K).

1l s’agit d"un projecteur : J2 = J, donc
[f”rﬂz = f(]r)

et par conséquent
vi<r<n, f(J;)=0 ou f(J;)=1.

@ Toute matrice M, de rang 1 est équivalente a cette matrice J, : il existe deux matrices inversibles P et Q telles que
] r= Qi1 M;P
et par conséquent (f(P) # 0 et f(Q) # 0 car P et Q sont inversibles)

f(],) = ]f((g)) HM,).

Cela prouve que f(J,) = 0 si, et seulement si, f(M,) = 0 pour foute matrice M, de rang r.
@ On sait donc que f(Jn) = f(In) =1 et que

Vi<k<n, f(J,)eo; 1.



Réduction des endomorphismes 61

Considérons donc
p:min{1 <r<n: f(J;) = 1}

(Il s’agit d"une partie non vide de N — elle contient au moins 1 = n — donc I'existence du minimum est donc assurée.)
Par définition, f(J,) = 1 et, comme la matrice

Jo = Diag(0n o, 1)
est aussi une matrice de rang p, alors f(J,) # 0. On en déduit que

£7,15) = £10)E(T) #0.

Or le rang de la matrice
]p]é = Diag(On—p, [2p—n, On—p)

est égala 2p —netsip < n,alors
2p—m=p—(n—p)<p.

Par définition de p, on a f(M,.) = 0 pour toute matrice M, de rang r < p et donc en particulier

f(JoJp) =0.

II faut donc que p = n, ce qui signifie que
et par conséquent que

pour toute matrice non inversible M.

Solution 40 rms130-493

Je note Com(()A), la comatrice de A € M, (R).
» On sait que, quelle que soit la matrice A € M, (R),

Com(()A)".A = (detA).I,.
Par conséquent, si Com(()A) = A, alors

AT.A =Com(()A)".A = (detA).I,. 7)

#y Pour bien comprendre la suite, il vaut mieux remarquer que AT .A est une matrice symétrique réelle, qu’elle est positive au
sens oil
VXeEM(R), X.AT.AX>0

puisque XT.AT.AX = ||AX|*.
De plus, Ker AT.A = Ker A :
— siAX=0,alors AT AX=AT.0=0;
— réciproquement, si AT.AX =0, alors
IAX]? =XT.AT.AX =0

et donc AX = 0 (puisqu’une norme sépare les points).
> Sila matrice A n’est pas inversible, alors (7) devient :
ATA =0,
Par conséquent, pour toute matrice colonne X € M, 1 (R),
|AX|? = (AX)T.(AX) =XT.AT.AX =0

donc
vVXeM1(R), AX=0

et A est donc la matrice nulle.
a Réciproquement : si A = 0y, alors Com(()A) = 0, = A.
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> Sila matrice A est inversible, alors
AT.A = (detA).L,.

62

8)

Pour tout vecteur colonne X non nul, la colonne AX est aussi différente de la colonne nulle (puisque A est inversible),

donc
0 < |AX]* = XT.(AT.A)X = (detA).|[X||*
donc
detA > 0.
En posant
o =+vdetA >0,
on obtient alors
1\ /(1
—A —A)=1,
o o
et donc que
1
—A € Ox(R).
VdetA (K
En particulier, il faut donc que
detA .
(detA)n/2

# Si A € My (R), alors det(AA) = A™ det A.

©)

(10)

(11)

Pour n = 2, la propriété (11) n’apporte aucune contrainte particuliére, mais pour n > 3, il faut que detA =1 et on

déduit alors de (8) que A € SO, (IR).
@ Réciproquement :
— sin = 2, alors toute matrice de la forme

ol « > 0 et R € SO, (IR) vérifie bien

1
Al = &~RT et detA = «?detR = o?

(puisque detR = 1) et par conséquent

1

-
Com(()A) = [detA.A7"]T = (xz.(RT) = x.R=A.

o
— Sin > 3, alors toute matrice A € SO, (RR) vérifie
Com(()A) = [detA. AT =1.(AT)T = A.

Conclusion générale.
Les matrices A € M, (R) égales a leur comatrice sont
— la matrice nulle;
— les matrices de rotation
— et aussi, mais seulement pour n = 2, les matrices de la forme

a cos® —sinB
sin® cos©

ot >0et—mt< 0O <<
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Solution 41 rms130-494
Si (AB)™ =0, alors

(BA)™*! = B(AB)"A =0

donc BA est nilpotente.
Or l'indice de nilpotence d’une matrice N € 0i,, (IK) est inférieur a n, donc (BA)™ = 0.

#v La majoration de l'indice de nilpotence doit étre connue!
On peut en donner diverses justifications plus ou moins savantes.
@ En considérant une matrice nilpotente N € My, (IK) comme une matrice complexe, on sait qu’une telle matrice est trigonali-
sable et que son unique valeur propre est nulle.
La matrice N est donc semblable a une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.
Par conséquent, la matrice N* est semblable a une matrice triangulaire dont les coefficients t; ; sont nuls pour j < i+ k
(dessiner la matrice!) et en particulier N™ est la matrice nulle.
@ Variante : Le polyndme minimal est de la forme X et il divise le polyndme caractéristique (Théoreme de Cayley-Hamilton). Or
le degré du polyndme caractéristique est égal a n, donc d < n et par conséquent N™ = 0.
a Autre variante : cf exercice 130-1194.

Solution 42 rms130-498
1. Par hypothese, f* = 2, donc

X X2 =X*(X=1)(X+1)

est un polyndme annulateur de f.

Comme 'endomorphisme f admet un polyndéme annulateur scindé, il est trigonalisable.
2. Onsait que X?(X —1)(X + 1) est un polyndme annulateur, produit de trois facteurs deux a deux premiers entre eux.
D’apreés le théoreme de décomposition des noyaux,

E = Ker fZ @ Ker(f — Id) @ Ker(f + Id). (12)

» Pour tout endomorphisme f, on sait que Ker f C Ker 2.
Si rgf = rgf?, alors dimKer f = dim Ker f? (Théoréme du rang) et par conséquent Ker f = Ker f? (inclusion et
égalité des dimensions).
On en déduit que
E = Ker f @ Ker(f —1d) ® Ker(f +1d)

et donc que f est diagonalisable.
» Supposons que f soit diagonalisable. Le polynome minimal de f est alors scindé a racines simples et il divise X?(X —
1)(X+ 1), donc il divise aussi X(X —1)(X + 1).
Par conséquent, X(X — 1)(X + 1) est annulateur. Comme ce polyndme est le produit de trois facteurs deux a deux
premiers entre eux, on peut appliquer le théoreme de décomposition des noyaux et en déduire que
E =Kerf @ Ker(f — Id) @ Ker(f + 1d). (13)

Comme E est de dimension finie, on en déduit de (12) et de (13) que

dim E = dim Ker f + dim Ker(f — Id) + dim Ker(f 4 Id)
= dim Ker f* + dim Ker(f — Id) + dim Ker(f + Id)

et donc que dim Ker f = dim Ker 2. D’apres le Théoréme du rang,

rg f =rgf2.

# L'endomorphisme f est diagonalisable si, et seulement si, il admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.
Comme X?(X —1)(X + 1) est annulateur, on en déduit que f est diagonalisable si, et seulement si, le polynome

X(X—1)(X+1)

est annulateur de f.
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Solution 43 rms130-503

1. Bien entendu, les deux sous-espaces {0} et R3 sont stables par A (quelle que soit la matrice A). Mais encore?
La matrice A est diagonale par blocs :

. 1 1
A =Diag(B,1) avec B= (_3 _2>

donc il y a une droite et un plan stable évidents :
R-(0,0,1) et [z=0].

Mais encore?
@ Une droite D = R - u dirigée par le vecteur u # 0 est stable par A si, et seulement si, le vecteur u est un vecteur
propre de A.
Le polyndme caractéristique de B est égal a X2+ X+ 1, donc le polyndme caractéristique de A est égal a (X —1) (X2 +
X+ 1). Comme A admet 1 pour seule valeur propre réelle, la seule droite propre est la droite R - (0,0,1). Il n"y a donc
pas d’autre droite stable par A que la droite déja trouvée.
@ Dans R?, un plan est en fait un hyperplan, donc représenté par une équation :

P=[CT.X=0l
Ce plan est stable par la matrice A si, et seulement si,
VXeR? C'X=0= C'.(AX)=0.
Cela signifie que le noyau de la forme linéaire (non nulle, puisque dim P = 2)
(X CT.X]
est contenu dans le noyau de la forme linéaire (peut-étre nulle)
X+ CT.AX]

et donc qu'il existe « € IR tel que
VXeR?’ CTAX=a-CT.X

# Si les deux formes linéaires sont non nulles, alors leurs noyaux sont de méme dimension (des hyperplans de R3) et donc égaux.
Dans ce cas, le scalaire « est non nul.

Si la forme linéaire [X — CT.A.X] est nulle, le scalaire o est nul.
Le vecteur X étant quelconque, on en déduit que

JxeR, CTA=«-CT

c’est-a-dire que C est un vecteur propre de AT.
. Lamatrice AT admet 1 pour seule valeur propre réelle et le sous-espace propre associé est dirigé par (0,0, 1), donc
la matrice A admet un, et un seul, plan stable : il s’agit du plan d’équation

0-x+0-y+1-z=0 =[z=0].

En conclusion, il existe exactement quatre sous-espaces stables par A.
2. Comme les matrices A et M commutent, on sait que tout sous-espace propre de A est stable par M. Par conséquent,
le vecteur (0,0, 1) est un vecteur propre de M donc la matrice M est de la forme

0
M= 0
e f «x

En comparant

AM = et MA = y
e f % e—3f e—2f «x
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on obtient e = f = 0, donc la matrice M est diagonale par blocs :

M:

oo o
[oXN NNy
*x © O

avec bien entendu

# Je ne vois pas comment démontrer que M est diagonale par blocs comme A sans poser quelques calculs...
Pour trouver les valeurs possibles des réels a, b, c et d, on peut continuer le calcul matriciel, c’est simple et assez rapide.
Mais on peut aussi réduire les calculs au strict minimum en remarquant que I'endomorphisme de P induit par restriction de A
est un endomorphisme cyclique (dans une base bien choisie, il est représenté par une matrice compagnon et, de ce fait, les matrices
qui commutent a cet endomorphisme sont les polyndmes en cet endomorphisme).

@ Prenons un vecteur quelconque dans le plan P = [z = 0] qui est stable par A, par exemple

1

X=10
0
et calculons son image par A :
1
AX=|-3
0

Ces deux vecteurs sont linéairement indépendants, appartiennent tous deux au plan P (le premier par choix, le second
par stabilité de P) et forment donc une base du plan P.
Comme le plan P est stable par M, le vecteur MX appartient a P et il existe donc deux réels « et 3 tels que

MX = - X+ -AX.
Comme M et A commutent, on en déduit que
M(AX) =AMX) =a- AX+ B -AAX) = (x- I3+ B - A)(AX).

Ainsi, les endomorphismes M et (« - I3 + 3 - A) coincident sur une base du plan P = Vect(X, AX) et donc sur le plan P.

#y Cela revient a conclure que les matrices qui commutent a B sont exactement les polynomes en B (pour une matrice de 9, (R),
la dimension de la sous-algebre R[B] est inférieure a 2 et les polyndmes en B sont en fait les fonctions affines de B).

@ Bref : les matrices M qui commutent a A sont les matrices de la forme
Diag(«l, + BB,v)
et forment donc un espace vectoriel de dimension 3 (les trois réels «, 3 et y pouvant étre arbitrairement choisis).

Solution 44 rms130-511

#v On considere ici un espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle. Sur un tel espace, un endomorphisme admet tou-
jours un polynéme annulateur scindé (polyndme minimal ou caractéristique par exemple) et par conséquent, il admet nécessairement
au moins un vecteur propre.

Cette remarque est fondamentale, elle sert de nombreuses fois dans cet exercice.

1. Considérons un vecteur propre xo € E pour 'endomorphisme v : il existe un scalaire i € R tel que
v(xo0) = - xo-

On sait alors que
u(v(xo)) =0.
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a Sip# 0, le probleme est réglé! En effet, dans ce cas, le vecteur v(x¢) n’est pas nul (ni le scalaire , ni le vecteur xo
ne sont nuls), donc v(xp) est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A = 0 et, par linéarité de v,

v(v(xo)) = v(p-x0) = - v(xo)

donc v(xp) est aussi un vecteur propre de v associé a la valeur propre p.
@ Fort bien, mais si i = 0? Dans ce cas, v(xo) = 0 n’est pas un vecteur propre!

» Siv est 'endomorphisme nul, alors on considére un vecteur propre x; de u et comme
v(ix1)=0=0"-x%

ce vecteur x; est bien un vecteur propre de v aussi.

» Supposons que v ne soit pas I’'endomorphisme nul. Dans ce cas, Im v est un espace vectoriel complexe de dimension
finie non nulle qui est stable par v.

11 existe donc un vecteur propre yo = v(zo) € Imv pour I'endomorphisme de Imv induit par restriction de v. C’est
bien entendu un vecteur propre pour v!

Et comme u(yo) = (uwov)(z9) =0, on en déduit que yo est un vecteur non nul du noyau de u, c¢’est donc un vecteur
propre de u (associé a la valeur propre 0).

Le vecteur yo est donc un vecteur propre commun a uetav.
2.  Onsuppose ici qu'il existe un scalaire a € C tel que

uov=a-u.

Autrement dit, par linéarité de u,
uo(v—a-Id) =0.

D’apres la question précédente, les endomorphismes u et v — ald admettent un vecteur propre commun. Comme les
vecteurs propres de v — ald sont aussi des vecteurs propres de v :

(v—ald)(xo) =A-x0 & v(xo) = (A+a)-x0

on en déduit que u et v admettent un vecteur propre commun.
3. Onsuppose enfin qu'il existe deux scalaires a et b dans C tels que

uov=a-u+b-v.
Par linéarité de u et de v, on en déduit que

(u—bld)o(v—ald) = abld.
—_——— ~———

Up Va

On distingue alors trois cas.

» Siab # 0, alors les endomorphismes u;, et v, sont inversibles et, a un facteur preés, réciproques 'un de 'autre. En
particulier, ces deux endomorphismes commutent et il en va donc de méme pour u et v.

Les valeurs propres de uy (et donc aussi celles de v,) sont différentes de 0. Si x¢ est un vecteur propre de uy, associé
a A, alors x¢ est un vecteur propre de v, associé a @by :

Up(Xo) =A-x0 = (ab)-xo =va(A-x0) =A-v(xo)
ab
= valxo) = 5N " Xo-

Cela prouve (par symétrie) qu'un vecteur xg est un vecteur propre de uy, si, et seulement si, c’est un vecteur propre de
Va.

On en déduit comme plus haut que x¢ est un vecteur propre de u si, et seulement si, xo est un vecteur propre de v.

Et comme E est un espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle, u et v admettent au moins un vecteur
propre en commun.

» Si ab =0, on doit distinguer deux sous-cas :
> Sib=0,alorsuov=a-uetonestramené au cas précédent.

> Sia =0, alors u, ov =0 et on est cette fois ramené au premier cas : il existe au moins un vecteur propre commun
aup et a vet comme u et up ont les mémes vecteurs propres, on en déduit qu’il existe au moins un vecteur propre
communauetav.
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Solution 45 rms130-513

1. Le polyndme X3 + X = X(X + 1) est un polynéme annulateur. Les facteurs X et X? + 1 sont premiers entre eux, on
peut donc appliquer le Théoreme de décomposition des noyaux :

E = Ker f & Ker(f* + 1)

et on sait que les deux sous-espaces sont stables par f (en tant que noyaux de polynoémes en f).
@ On notera f, et f2, les endomorphismes de Ker f et Ker (2 +1) respectivement induits par restriction de f a ces deux
sous-espaces vectoriels.
Par définition, fo est 'endomorphisme nul et f, admet X? + 1 pour polynome annulateur.
w SiKer(f? 4 1) = {0}, alors f = we : c’est impossible par hypothése.
Si dim Ker(f2 +1) = 1, alors Ker(f? 4 1) serait une droite stable par f et elle serait donc dirigée par un vecteur propre
de f et donc de f5.
Comme le polyndme X2 +1, annulateur de f,, n’a pas de racine réelle, 'endomorphisme f; n’a pas de valeur propre
et il n’existe donc pas de vecteur propre de f, dans le sous-espace Ker(f? + I) : contradiction!
Par conséquent, dim Ker(f? + 1) > 2 et donc

dimKerf = dimE — dimKer(f> +1) < 1.

a Comme dim E = 3 est impaire, le degré du polyndéme caractéristique de f est impair (égal a 3) et comme il s’agit
d’un polyndme a coefficients réels, on en déduit qu’il admet au moins une racine réelle (Théoréme des valeurs intermé-
diaires).

L'endomorphisme f admet donc au moins une valeur propre. On sait que toutes les valeurs propres de f sont des
racines du polyndme annulateur X(X? + 1), donc la seule valeur propre possible est 0.
Par conséquent, Sp(f) = {0} et dimKer f > 1.
¢ En conclusion, dim Ker f = 1 et dim Ker(f?> +1) = 2.

» Choisissons un vecteur non nul e; € kerf. Un tel choix est possible puisque dim Ker f = 1 et ce vecteur est un vecteur
directeur du sous-espace Ker f.

Choisissons ensuite un vecteur non nul e; € Ker(f? +1). Un tel choix est possible puisque dim Ker(f* +1) = 2. Ona
déja démontré que ce vecteur e, n’était pas un vecteur propre de f, donc le vecteur f(e,) n’est pas colinéaire a e,. Mais
comme Ker(f? + 1) est stable par f, le vecteur e3 = f(e,) appartient encore a Ker(f +I).

La famille (e, e3) est donc une famille libre de deux vecteurs dans le plan Ker(f> + 1) : c’est donc une base de
Ker(f2 +1).

Par concaténation de bases, la famille (e, ez, e3) est une base de E.

De plus, f(e1) = 0 (car ey € Kerf), f(e2) = ez (par construction de e3) et

fles) = f2(e2) = —ez

car e, € Ker(f? + 1) et, en restriction a ce sous-espace, I’application linéaire f + I est identiquement nulle.
La matrice de f relative a une telle base est donc

00 O
0 0 -1
01 0

2. En dimension n, on a encore
E = Ker f @ Ker(f? +1).

Nous allons démontrer par récurrence (sur la dimension) qu’il existe des plans vectoriels
P1,P2, ..., Px

tous stables par f et tels que
T

Ker(f? +1) = @ P;.
=1

@ Comme f # wg, le sous-espace F = Ker(f2 +1) n'est pas réduit au vecteur nul. Le raisonnement fait au
3. amontre que F contient alors un plan
Py = Vect(eq,ez).

@ On suppose connue une famille de plans

Py = Vect(er, e2),...,Px = Vect(eax 1, €2x)
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stables par f et tels que

k
FE PP cF
j=1

Si Fy =F, alors la propriété est établie pour r = k et dim F = 2k.
Sinon, on peut choisir un vecteur
ext1 € F\ Fe

et ce vecteur est nécessairement différent de Og.
a Comme F est stable par f, le vecteur

ezit2 = flears1)

appartient encore a F. On a vu plus haut que le sous-espace F ne contenait aucun vecteur propre de f. Par conséquent,
les vecteurs ez 1 et ez 2 = f(ezxy1) ne sont pas colinéaires et le sous-espace

Pry1 = Vect(ezrt1, €242)

est un plan contenu dans F.
@ Ce plan Py, est stable par f : tout d’abord f(ezx+1) = eax+2 € Px41 par construction et

fleaks2) = f2(€2x41) = —€2x11 € P

puisque X? + 1 est un polynéme annulateur de f restreint a F.
@ Considérons un vecteur x € Py;1 N Fy. Alors f(x) € Pxi1 N Fx (une intersection de sous-espaces vectoriels stables
par f est encore stable par f) et comme il n’y a pas de vecteurs propres dans F (et donc dans Fy), alors
— oubien x = Og,
— ou bien (x, f (x)) est une famille libre de deux vecteurs dans le plan Py 1.
Dans le second cas, on aurait une base de Py1 constituée de vecteurs de Fy et par conséquent Py 1 serait contenu dans
Fk, ce qui est faux par hypothese.
Par conséquent, x = Og et on a démontré que Py et Fy étaient en somme directe.
a Comme F est un sous-espace de dimension finie, il est impossible de trouver une suite infinie de plans Py tels que

k
vk>1, PPcF
j=1

Il existe donc un entier v > 1 (car f # w) tel que

T

F=HP
j=1
et en particulier dim F = 2r est paire.

w Si dim E est paire, il est donc possible que dim Ker f = 0. C’est le cas en particulier pour les matrices diagonales par
blocs de la forme

Diag(B,B,...,B) avec B:(? _01>.

@ S5i dim E est impaire, en complétant la famille (eq,ez,...,exr—1,€2r) avec des vecteurs de Ker f pour obtenir une
base de E, on a démontré que f pouvait étre représenté par la matrice diagonale par blocs.

Diag(On—2+,B,...,B).

Solution 46 rms130-516

Supposons que u admette une valeur propre (réelle). Dans ce cas, il existerait aussi un vecteur propre x (non nul...) et la
droite R - x serait stable par u.
D’apres I'énoncé, seuls {0} et E sont stables par u avec dimE > 2.
Par conséquent, le spectre (réel) de u est vide et u n’admet aucun vecteur propre.
@ Considérons le polyndme minimal de u et factorisons-le en produit de polynémes irréductibles unitaires :

T

P=]]r

k=1
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Les facteurs Py étant des polyndmes irréductibles deux a deux distincts, les facteurs P,"* sont deux a deux premiers
entre eux. D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux,

.
E= @KerP,ﬁ”k (u).
k=1

Pour tout indice 1 < k < 1, le sous-espace Ker Py (u) est stable par u, distinct de {0} (puisque Py est un diviseur du
polynéme minimal) et
Ker Py (u) C Ker P (u)

puisque my > 1.
@ D’apres I'hypothese de 1’énoncé,
v1<k<r, KerPy(u)=E.

Mais comme les sous-espaces vectoriels Ker P (u) sont en somme directe, on doit en conclure que r = 1 et que
KerP;(u) =E.
Le polynéme minimal de u est donc irréductible : P = Py.
@ Dans R[X], les polyndmes irréductibles sont d"une part les polynomes de degré 1 et d’autre part les polynomes de
degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.
Les racines (réelles) du polynéme minimal sont les valeurs propres de u et on a constaté pour commencer que u
n’avait pas de valeurs propres. Par conséquent, son polyndme minimal est un irréductible de degré 2.
@ Notons X? + aX + b, le polyndme minimal de u et considérons un vecteur xo # Of.
Si les vecteurs xo et u(xp) étaient colinéaires, alors x¢ serait un vecteur propre de u : il n’en existe pas, on 'a déja
vu! Par conséquent, la famille (xo,1(xo)) est libre et le sous-espace

F = Vect(xo,u(x))

est un plan.
Comme u? + au + bl = wg, alors

u(u(xo)) =—=b-xo—a-ulxe) €F

et par suite, le plan F est stable par u.
Or on a supposé que E était le seul sous-espace distinct de {0} qui soit stable par u. Donc E = F est bien un plan
vectoriel.

Solution 47 rms130-541

1. Par hypothese, pour tout entier k € N, il existe une matrice inversible Py telle que

Ay Py = Py Bx.

# Cette maniere, peu habituelle, d’écrire la propriété de similitude va nous affranchir des questions relatives a la continuité de la
fonction [P — P~1].

On sait que (Ax)xen et (Bx)xen convergent respectivement vers A et B. Si la suite (Py)xen converge elle aussi
vers une matrice P et que cette matrice P est encore inversible, alors on a AP = PB (par continuité de la multiplication
matricielle, opération bilinéaire sur un espace de dimension finie), donc les matrices A et B sont bien semblables.

# Mais le groupe GLy, (IK) des matrices inversibles est un ouvert, pas un fermé, donc il se pourrait que la suite (Py)xen conver-
gedt vers une matrice P non inversible. Et il se pourrait aussi que la suite (Py)xen ne flit méme pas convergente...

0 1 0 0
Ak_(o 1/k> et Bk_(o 1/k>.

Pour tout k € N*, ces deux matrices sont semblables : la matrice Ay est triangulaire, elle admet n = 2 valeurs
propres distinctes, donc elle est semblable a la matrice diagonale By.
Les deux suites (Ay)ren et (Bi)ken convergent pour la norme ||-|| (et donc pour toutes les normes sur 91, (K)),

respectivement vers
0 1
A= <O O> et B=0,.

La matrice A est nilpotente d’indice 2 et la matrice B est diagonale, donc A et B ne sont pas semblables.

@ Pour tout k € IN*, on pose
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# Une matrice de passage qui mene de Ay a By est, par exemple, la matrice

1 1
P=(o 11)-

La suite (Py)xen converge mais sa limite n’est pas inversible...
Une autre matrice de passage possible est
1 k
Qe = <O ] )

et cette fois, la suite (Qy )xen est divergente (car pas bornée).

2.  On suppose ici que toutes les matrices de passage appartiennent au groupe orthogonal O (R). Comme le groupe
On(RR) est compact, il existe une suite extraite (P, (j))jen qui converge vers une matrice P € O, (IR).

En tant que suites extraites de suites convergentes, les deux suites (A, (j))jen et (By(j))jen convergent vers A et B
respectivement.

Comme la multiplication matricielle est une opération continue et que

VieN, Aei)Poi) =Poi)Boi)

on en déduit par passage a la limite que
AP = PB

et comme P est une matrice orthogonale, on en déduit que les limites A et B sont encore orthogonalement semblables.

Solution 48 rms130-761

Le membre de gauche est une matrice symétrique, la matrice du membre de droite est quelconque : nous allons certai-
nement nous simplifier la tAche en nous souvenant que

Quelle que soit la matrice X € M, (R), il existe un unique couple (S, T) tel que

X=S+T, S'=5 T'=-T

On a alors
XT+X=25 et trX=trS
et 'équation devient
28 =trS-A.
On en déduit en particulier que
2trS=trS - trA.

@ Premier cas : si trS = 0, ’équation devient 2§ = 0, c’est-a-dire S = 0 et donc X = T, la matrice antisymétrique T
étant quelconque et la matrice A n’apparaissant plus dans I'équation!
@ Deuxiéme cas : sitrS # 0, alors il faut que tr A = 2.
SitrA # 2, 'équation n’a pas de solution.
SitrA =2, I'équation devient
trA-S=trS ‘A,
-~
#0
donc il faut aussi que A soit symétrique.
Réciproquement, si tr A = 2 et si A est symétrique, alors on pose
X=aA+T
ol « est réel et T antisymétrique. On en déduit que
trX=atrA+4+0=2x
et que
XT+X=20A =trX.A,
donc X est bien solution.

» En conclusion, les solutions de 1’équation sont
— d’une part les matrices antisymétriques;
— d’autre part, mais seulement si A est symétrique et si tr A = 2, les matrices de la forme

X=o0A+T

ol « est un réel quelconque et T, une matrice antisymétrique.
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Solution 49 rms130-768

1. Onsuppose que f et g commutent.
@ Soity € Imf. Il existe donc x € E tel quey = f(x) et

g(y) = (gof)(x) = (fog)(x) =f(g(x)) € Imf,

donc Im f est stable par g.
@ Soit x € Kerf : on a donc f(x) = 0 et par linéarité de g, on a g(f(x)) = 0. Comme f et g commutent, on a aussi
f(g(x)) =0, c’est-a-dire g(x) € Ker f, donc Ker f est stable par g.

# Clest du cours!

2. Sifetp commutent, alors Imp et Ker p sont stables par f (d’apres la question précédente).
@ Réciproquement, supposons que Im p et Ker p soient stables par f.
On sait que E = Imp @ Kerp et que

Vx ek x=px) +

En appliquant (x) a f(x) au lieu de x, on obtient que
(x) = (p o 1)(x) + [f(x) — (p o )(x)].
Par linéarité de f et du fait que Im p et Ker p sont stables par f, on en déduit que

f(x) = (fop)(x) + [f(x) — (fop)(x)] .
—_———

clmp cKer p

Or E = Imp @ Kerp, donc la décomposition du vecteur f(x) est unique : par identification, on a donc
Vxek, (pof)(x)=I(fop)(x)

donc p et f commutent.

# [l ne suffit pas de savoir que Imp et Ker p sont supplémentaires dans E, il faut aussi connaitre et utiliser la décomposition ().

Solution 50 rms130-772

1. Toute matrice nilpotente est trigonalisable (son polyndme minimal, de la forme X4, est scindé) et donc semblable a
une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont tous nuls. Par conséquent, les deux matrices

Apn =TI+ N+ ... 4N

et
Bp=I,+2N+-- - +nN*"!

sont semblables aux matrices triangulaires
L +T+-+T" et L+2T+3T> 4. 4nT™!

dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1 et donc tous différents de 0 : ces deux matrices sont donc inversibles.

#y Pour calculer leurs inverses, inspirons-nous des séries entieres : pour |x| < 1,

et I'inverse de cette somme est égal a (1 — x); de méme,

“+o0o
Z ! = ]
— (1—x)2

et 'inverse de cette somme est égal a (1 — x)?.
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@ Comme N € M, (R) est nilpotente, alors N™ = 0,, (penser & Cayley-Hamilton!) et
(In—=N)In + N+ N ) =1, —N" =1,

(somme télescopique), ce qui prouve que A, est bien inversible et que son inverse est égal a (I, — N).
2. Deplus,

n—1

—1
N- (nZkH ) Zka N+ > kN*
k=0

n—1 n+1 o
Nz-(Z(k+1 ) Zka Zka
k=0
donc

n—1
(In = N)?Bpn = (In —2N + N?) (Z (k + 1)Nk>

k=0

n—1
= (In+2N + Z(k+1)Nk)

k=2
n—1 n—1
2(N +> ka) + ) KNk
k=2 k=2
ce qui prouve que l'inverse de B, est égal a (I, — N)2.
Solution 51 rms130-779

1. L’image de f est engendrée par les colonnes de A, doncrgf = 2 et

Im f = Vect((1,1,1,1),(1,0,0,1)).

D’apres le théoréme du rang, dim Ker f = 2 et comme deux relations de liaison entre les colonnes sautent aux yeux, on
en déduit que
Ker f = Vect((1,0,0,—1),(0,1,—1,0)).

2. Quel que soit I'endomorphisme f, I'image de f est TOUJOURS stable par f! (Et le calcul pour le prouver est immé-
diat!)
3. Prenons pour base de Im f les deux vecteurs donnés ci-dessus :

B = ((13 1»1)1)> (130»031))

On vérifie que

f(]>]»1)]) :(4>2»2)4) :2(1)])]>])+2(1)070»1)
f(1»0»031) = (2»2»2)2) =2 (])1a1»1)+0 (13030»1)

et on en déduit que la matrice de g dans la base % est

w22,

# A priori, la matrice trouvée dépend de la base choisie ! Mais c’est sans importance pour la suite.

4. Le polyndme caractéristique de M est égal a X2 — 2X — 4.
Les valeurs propres de la matrice M sont donc
145

et, quelle que soit la valeur propre A de M, il est clair que les vecteurs du noyau de

M- = (20 2)
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)
o ()= (775 - )

d’aprés le polyndme caractéristique de M.

sont proportionnels au vecteur (non nul!)

. De plus,

#> Les vecteurs propres de la matrice M nous donnent des vecteurs propres de g (et donc de f) par leurs coordonnées relatives a la
base % que nous avons choisie plus haut.
Plus précisément, un vecteur propre de f associé a la valeur propre A = 1 + /5 est donné par

A-(1,1,1,1) +2-(1,0,0,1) = (A + 2, A, A, A + 2).

5.  En conclusion, I'endomorphisme f est diagonalisable (sa matrice est symétrique réelle...);
— le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est Ker f, dont on a donné une base plus haut;
— le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 4 /5 est la droite dirigée par le vecteur

(1+V5) - (1,1,1,1)+2-(1,0,0,1)
— et le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 — /5 est la droite dirigée par le vecteur
(] _\/g) : (])1)]a1) +2- (1303031)

Solution 52 rms130-783

Soit A € M3 (RR), une matrice dont le polynéme caractéristique est égal a
(X—=1(X-2)%
Comme ce polyndme est scindé, la matrice A est trigonalisable et semblable a une matrice de la forme

2 ab
T=(0 2 ¢
0 0 1
Toutes ces matrices ont méme rang (3), méme déterminant (4), méme spectre ({11, 2,}), méme trace (5)... Sont-elles pour
autant semblables?
@ Le polynome minimal de A (qui est aussi celui de T) est un diviseur unitaire du polyndme caractéristique, qui
posséde les mémes racines que celui-ci. Par conséquent, il n’y a que deux possibilités :
— sip = (X—1)(X—2), alors le polyndéme minimal est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable;
— sip = (X —1)(X —2)?, alors le polyndme minimal est scindé mais avec une racine double, donc A n’est pas
diagonalisable.
En discutant sur les parametres a, b et c, nous allons voir que ces deux cas sont compatibles avec le polynéme
caractéristique donné — et donc que toutes les matrices A considérées ne sont pas semblables.
@ Tout d’abord, quels que soient les coefficients a, b et c, le rang de la matrice

1 a b
T*Ig— 0 1 Cc
0 0 0

est égal a 2, donc
dimKer(A —13) = 1.

Au contraire, le rang de la matrice

0 a b
T-2I3=(0 0 ¢
0 0 -1

estégal a 1 pour a = 0 et égal a 2 pour a # 0.
Par conséquent,
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— oubien a = 0 et dans ce cas
dimKer(A — I3) + dim Ker(A — 2I3) = 3 = dim R?

et la matrice A est diagonalisable;
— ou bien a # 0 et dans ce cas

dimKer(A — I3) + dimKer(A — 2I3) = 2 < dimR?3

et la matrice A n’est pas diagonalisable.
Conclusion : Les matrices

2 00 210
Ap=1[0 2 0 et A7=10 2 0
0 0 1 0 0 1

ne sont pas semblables (puisque A, est diagonalisable alors que A; n’est pas diagonalisable). Elles ont méme polynome
caractéristique :

(X—1)(X=2)?

mais pas le méme polyndéme minimal.

Solution 53 rms130-785

Soit M € M, (C), un vecteur propre de @ associé a la valeur propre A. Cette matrice M est non nulle et vérifie

tr(M)I, + M =AM

soit
A—1M = tr(M).I,.
@ Deux cas se présentent :

— oubien A =1 et dans ce cas, il faut que tr(M) = 0;
— ou bien A # 1 et dans ce cas

: In (*)
doncM € C - I,.

# C'est le passage un peu surprenant de I'exercice : négliger le calcul de A pour lire la relation (%) sous la forme M = (...) - L.

@ Sous-espace propre associé aA =1
L'ensemble H = [tr(M) = 0] est un hyperplan de M, (C) (en tant que noyau d’une forme linéaire non identiquement
nulle) et

VMeH, OM)=M.
Donc 1 est valeur propre de @ et
Ker(® —I) = [tr(M) = 0].

: [’autre sous-espace propre
Il est clair que

O(ly) = (n+ 1),
donc (n + 1) est valeur propre de @ et le sous-espace propre associé a cette valeur propre est la droite vectorielle C - I,.
# La premiére partie de I'étude (analyse) nous a montré que les sous-espaces propres de ® étaient contenus dans des sous-espaces
vectoriels clairement identifiés. 1l ne nous restait donc plus qu’a étudier les inclusions réciproques pour pouvoir conclure.

& Conclusion

Commen > 1 (!!!), 'endomorphisme ® posséde exactement deux valeurs propres distinctes : 1, associée a I'hyper-
plan H et (n + 1), associée a la droite C - L,,.
Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a la dimension de 'espace :

dimH+dimC - I, = [dim M, (C) — 1] + 1 =dim M. (C)
(et peu nous importe que cette dimension soit égale a n?...), 'endomorphisme @ est diagonalisable.
# On peut donc calculer facilement la trace et le déterminant de @ :
rd=m?—NxT+nm+1)=nn+1)
det® =1 x (n+ 1) = (n+1).
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Solution 54 rms130-787
1.

# La forme particuliére de la matrice A se préte a des calculs bourrins : la troisiéme colonne nous montre que 5 est valeur propre
et nous pousse a calculer le polyndme caractéristique en développant par la derniere colonne.
Dans ces conditions, le cofacteur de (X — 5) est le polyndme caractéristique de la sous-matrice

—4 —6
3 5
dont il suffit de calculer la trace et le déterminant.

Le polynéme caractéristique de A est égal a

(X=5)(X2=X—=2)=(X=5)(X=2)(X+1).

#v La factorisation du polyndme caractéristique peut se finir de téte : la somme des racines du facteur de degré 2 est égale a 1 et
leur produit a —2, donc ces racines sont 2 et —1...

a [ est clair que le sous-espace propre associé a 5 est la droite vectorielle dirigée par

)

6 —6 0
A-2;=(3 3 o],
3 6 3

le sous-espace propre associé a 2 est la droite vectorielle dirigée par

B

-3 —6 0
A+I3=1 3 6 0],
3 6 6

le sous-espace propre associé a —1 est la droite vectorielle dirigée par

2

~1].

0

o 1 2
Q=0 -1 -1},

11 0

on obtient donc une matrice inversible (puisque les trois droites propres sont en somme directe) telle que

Comme

De méme, comme

En posant

Q 'AQ = Diag(5,2,—1)

(d’apres la Formule du changement de base).
@ On en déduit que
VneN, A"™=QDiag(5",2", (-1)")Q .

Comme la matrice Q est assez sympathique, on se lance dans le calcul de I'inverse :

2 1 0 11 0 10 0
-1 -1 0 0o 10 o 1 0
Q 0 0 1 0 0 1 0 0 1 I3
(13)” o =1 1|71 = [T 2 0 _(Q‘>
o 1 0 -1 1 0 -1 -2 0
1.0 0 1.0 0 11 0
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T2 1
Q'=-1 -2 0].
T 1 0

Apres quelques calculs un peu lassants, on trouve finalement

0 0 O -1 -2 0 2 2 0
At=5"10 0 O +2"| 1 2 0)+(=1™|-1 =1 0
1 2 1 -1 -2 0 0O 0 0

| S

P5 PZ P*I

d’ot

pour toutn € N.

#v La connaissance tres précise du Théoreme de décomposition des noyaux et de la théorie des polyndmes interpolateurs de La-
grange nous permet d’éviter les calculs fastidieux !

Les facteurs (X—5), (X—2) et (X+1) sont deux a deux premiers entre eux, donc les polynomes (X—2)(X+1), (X—=5)(X+1)
et (X —5)(X — 2) sont globalement premiers entre eux (Théoréme de décomposition des noyaux) et il existe donc trois polynomes
Us, U, et U_q tels que

Us. (X =2)(X+ 1)+ U.(X=5)(X+T)+U_1.(X=5)(X=2) =1

(oui, c’est Bézout!).
Les polynomes interpolateurs de Lagrange associés aux scalaires 5, 2 et —1 sont, comme on sait :

(X=2)(X+1) (X=5)(X+1) (X —5)(X—2)
5-2)5+1)" 2-52+1)" (=1=5)(-1-2)

La somme de ces trois polynomes prend la valeur 1 lorsqu’on substitue 5, 2 et —1 a X (a chaque fois, un terme est égal a 1 et les deux
autres sont nuls). Comme cette somme est un polyndme de degré inférieur a 2, on en déduit que

X=2)X+1) (X=5)(X+1) (X=5)(X-2)

18 B 9 - 18 =1

(C’était notre programme La résolution de I'équation de Bézout sans larmes.)
En revenant a la démonstration du Théoréme de décomposition des noyaux, on en déduit que les matrices obtenues en substi-
tuant A a X :

1 1 A-2l; A+l
Ps=— (A—2I3)(A+13) =5 - 2.2

18 2 3 3 0 (14)
—1 SIz3—A A+
Pr= o (A-SI)A+1) = =5 =5, (15)
-1 1 5I3—A A-2I;
Poi= g (A-SL)(A-2L) =5 =5 3 (16)

sont les projecteurs spectraux associés aux valeurs propres de A et par conséquent
VneN, A"=5"-Ps+2" P+ (-1)" -P_4.

Attention a ne surtout pas développer les expressions des projecteurs spectraux en fonction de A : c’est seulement sous la forme
ci-dessus qu’ils sont simples a calculer puisque

32 0
5133—%\: I
1 2 0
Ao, (220
=1 o),
12
122 0
Agbz 1 2 0
12 2

En résumé, on a remplacé les six produits matriciels

QDiag(1,0,0)Q"", QDiag(0,1,0)0Q"", QDiag(0,0,1)Q""
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et le calcul préalable de Q' par les trois produits matriciels
(A=2)(A+13), (A=5I3)(A+13), (A—=5I3)(A—2l).
Ca vaut vraiment le coup d’étudier les détails de la théorie !

2.a. Ilestclair que
VnelN, Xng=AX,

et donc que
VnelN, X,=A"Xo.

2.b. On en déduit que
VnelN, w,=-2"(up+2vo)+2.(—1)"(uo + vo),

v = 2" (uo + 2vo) — (—1)" (w0 + vo),
wn = 5" (up + 2vo + wo) — 2™ (up + 2vo).

Solution 55 rms130-834
1.

# La premiere question est un archi-classique, qui constitue un exo dans 'exo. ['en donne une démonstration élémentaire i défaut
d’étre breve.
Une autre démonstration (par récurrence et avec le concours du Théoreme de Cayley-Hamilton) figure dans le cours.

Comme M est une matrice a coefficients complexes, elle est semblable a une matrice triangulaire. En notant Aq, ...,
Ar les valeurs propres (distinctes) de M et my, ..., m, leurs multiplicités respectives, on a donc

Vi<k<n, o(M¥)=) miAF=0. (1)
i=1

# Evidemment, la relation précédente est fausse pour k = 0 puisque

tr(M®) = tr(I,,) = n.

# Si M était une matrice a coefficients réels, il ne faudrait pas hésiter a faire comme si c’était une matrice a coefficients com-
plexes, puisque ni les hypotheses (nullité de la trace des itérées), ni le résultat final (M™ = 0y,) ne dépendent de la nature réelle ou
complexe des coefficients.

D’apreés la relation (1),

AMooA2 o Ay my 0
A2 A2 [ ma 0
Do : S I @)
AT AL e AT m, 0

Comme les multiplicités m; sont des entiers non nuls, la matrice carrée n’est pas inversible et son déterminant, nul, est
quasiment un déterminant de Vandermonde :

A A e AL
AOA e A2
. . . :)\1)\2...)\TXV()\],)\z,...,)\T). 3)
ATCAL AT

Ce déterminant de Vandermonde est différent de 0 puisque les A; sont deux a deux distincts. Par conséquent, 'une des
valeurs propres A; est nulle (et toutes les autres sont différentes de 0) : quitte a changer les indices, on peut supposer
que A, = 0. La relation (1) devient alors

r—1
vi<k<n, (M=) miAF=0 (4)
i=1
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et on peut cette fois en déduire que
?\1 s ?\r_1 my 0
: I =1 ©)
—1 -1
AT e AT my_1 0
Cette matrice carrée est alors inversible (son déterminant n’est pas nul) et admet un vecteur non nul dans son noyau!
C’est impossible... sauf sit — 1 = 0! Autrement dit : r = 1 et A, = 0 est la seule valeur propre de M.

Ainsi, M est semblable a une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont nuls et par conséquent
M™ = 0,.

# Comme on sait, le déterminant de Vandermonde est lié aux polynomes interpolateurs de Lagrange. Avec une petite astuce de
calcul bien placée, on peut abréger un peu la démonstration.
Puisque

.
vi<k<r, ) miAF =0,
i=1

alors

VPeK, X, > miAP(A) =0.
i=1

(Toute I'astuce consiste i considérer les polynomes sous la forme XP puisque tr(M®) # 0.) Comme les A; sont deux a deux distincts,
on peut considérer les polyndmes interpolateurs (Li)1<i<r associés, qui sont tous de degré (r — 1) et

T
V1 g) gT’, O:Zmi.)\i.l_j(?\i) = my )\j.

Comme les multiplicités m; sont toutes supérieures a 1, on en déduit que tous les A; sont nuls. Comme ils sont deux a deux distincts
par hypothese, on conclut que r =1 et Ay = 0.

2. Deux matrices semblables ont méme trace, donc
VteC, tr(A) =tr(A) + t- tr(B)

et donc tr(B) = 0.
Comme A et (A +t - B) sont semblables, leurs itérées sont également semblables et donc

Vk>1,  tr(A%) =tr[(A +t-B)K].

Piege! Comme A et B ne commutent pas, on ne peut pas appliquer la formule du bindme pour développer (A +t - B)¥.
Pas grave! On sait tout de méme que
(A+t-B)<=tF.B*+...

otl les matrices regroupées dans - - - constituent une expression polynomiale en t de degré strictement inférieur a k. On a
donc
VteC©, tr(A*)=t"-tr(B*)+---

otl les complexes regroupés dans - - - constituent toujours une expression polynomiale en t de degré strictement inférieur
ak.

Cette égalité entre expressions polynomiales est vraie pour une infinité de valeurs de t (pour fout t € C en fait) et
comme le membre de gauche ne dépend pas de t, on en déduit en particulier que tr(B¥) = 0 pour tout k > 1.

D’apres la premiere question, la matrice B est donc nilpotente.

# Attention avec la formule du bindme ! Elle s’applique quand les deux termes commutent, ce qui n’est a priori pas le cas ici. De
plus, la relation bien connue tr(MN) = tr(NM) ne nous est pas d’un grand secours. On peut vérifier que

tr(A 4 B)? = tr(A?) + 2tr(AB) + tr(B?)
tr(A + B)3 = tr(A3) + 3tr(A%B) + 3 tr(AB?) + tr(B?)

mais ¢a coince des le degré 4 car

tr(A.BAB) = tr(BAB.A)tr(Az.BZ) = tr(AB2.A)
= tr(B.A?B) = tr(B2.A?).
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3. Latrace est une forme linéaire sur M, (C), espace vectoriel de dimension finie, ¢’est donc en particulier une appli-
cation continue.

@ Comme la suite de matrices (M, )pen converge vers la matrice nulle 0., on en déduit que

lim tr(M,) =0.

p—+oo
Comme les matrices M, sont toutes semblables, leurs traces sont égales et en particulier
tr(Mgy) = 0.

@ Comme produit de suites convergentes, la suite de matrices

(M§)pen
converge vers la matrice nulle quel que soit I'entier k > 1 (mais pas pour k = 0, bien stir!).

& Si deux suites (Mp)pen et (Np)pen convergent respectivement vers A et B, alors la suite produit (M, Ny )pen converge
vers AB, le produit des deux limites.

Cela s’explique par le fait que la multiplication matricielle peut étre vue comme une opération bilinéaire sur un produit d’espaces
vectoriels de dimension finie :

Mn (C) x Mn (C) = M (C).

Comme M, est semblable a Mo, la matrice M est semblable a M et le raisonnement précédent nous donne que
Vk>1, tr(M§) = 0.

@ D’apres la premiere question, la matrice M est nilpotente.
4. Comme M, est nilpotente, elle admet un polyndme annulateur scindé n’ayant que 0 pour seule racine. Elle est donc
semblable a une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont nuls : il existe P € GL,(C) telle que

0 t12 -+ tin

Pi1 MoP =Ty =

tnf1,n

0 o o0
Considérons maintenant I'endomorphisme u de C™ représenté par la matrice Ty dans la base
Bo = (e1,...,en).
On a en particulier

ule;) =0

u(ez) =tr2-e

ulen) =tin-e1+--+thin-en_1.
Pour tout entier k > 1, la famille
By = (e1)1<ign
= (k" t. ei)igign = (k. e1,k“*2 “€2y...,k-en_1,€n)
est évidemment une base de C™ et

u(e) =k -ule;) =0

ti,2

u(ez) =k" 2 ufeq) = T

'8]

t th—
Wlen) =ulen) = —2 gy 4 ... b
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ou plus explicitement

j—1
V2<ji<n, u(g) = k") ~u(ej) = Z(ti,jk“’j) e

i=1

i=1
j—1
_ tiy
= E o
i=1
La matrice de u relative a la base %y est donc
0 ti2 ti1.3 tin1 tin
k kZ kn72 kn71
t c. t
T =
0 tho2.n1 t“]zzz n
13\171 n
0 k
0o ... 0

Comme Ty et Ty représentent le méme endomorphisme u dans deux bases différentes, ces deux matrices sont semblables
et comme Ty est, par construction, semblable a M, toutes les matrices Ty sont semblables a M,.

On passe de Ty a Ty en divisant les coefficients de Ty par des entiers supérieurs a k, donc T converge vers la matrice
nulle lorsque k tend vers +oo.

On a ainsi construit une suite (Ty)xen de matrices semblables a la matrice My qui converge vers la matrice nulle.

# Impossible de s’en sortir sans avoir bien compris le mécanisme de la trigonalisation !
Si une matrice est trigonalisable sans étre diagonalisable, on peut choisir comme on veut l'ordre de grandeur des coefficients
au-dessus de la diagonale, simplement en étirant plus ou moins les vecteurs de la base qu’on a trouvée.

# Cette propriété un peu étrange des matrices nilpotentes signifie que I'ensemble des matrices non diagonalisables n’est pas
fermé : on a construit une suite convergente de matrices non diagonalisables et pourtant la limite de cette suite est diagonalisable.
On retrouve cette propriété dans plusieurs exercices.

Solution 56 rms130-954

1.a. Par hypothese, X9 est un polyndme annulateur de M.
Par définition, le polyndme minimal de M est un diviseur unitaire de X4, donc il est de la forme X¥.
Par définition de l'indice de nilpotence, X? est en fait le polyndme minimal de M.
D’apres le Théoreme de Cayley-Hamilton, le degré du polyndme minimal de M est inférieur & n, donc d < n.

# On peut donner une démonstration moins savante (mais pas plus courte) en étudiant les sous-espaces Ker f* pour 0 < k < d.
Plus précisément, il s’agit de démontrer que

VOo<k<d, Kerf*g Kerf<t!,

On en déduit alors que
VOo<k<d, dimKerf*' > 1+ dimKerf*

(inégalité stricte entre nombres entiers) et donc (récurrence finie) que
vVO<k<d, dimKer f* > k.
En particulier, comme f d ot I'endomorphisme nul,

n=dimE = dimKerf?d > d.
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1.b. Comme M est nilpotente, son spectre est réduit a {0} (le spectre est 'ensemble des racines du polynéme minimal).
Par conséquent, pour tout réel A # 0, la matrice M — Al,, est inversible, donc la matrice

M2—I,=M—-L,)M+1,)

est inversible (en tant que produit de matrices inversibles).
Pour tout entier pairp > d — 1, on a donc

(M2 L) (I + M2 M o e MP) = [, - MPF2 =,
puisque, par hypothese sur p,onap + 2 > d. On en déduit que
M2 L) ' =—(In +M?+M* + - + MP)

quel que soit 'entier pair p > d — 1 (en changeant I’entier p, on ne fait que rajouter des termes nuls a la somme).
2.a. Lamatrice M € M,,(C) admet T+ X + X? + X3 + X* pour polynéme annulateur.
@ Dans le corps C(X) des fractions rationnelles,

x> —1
X—1

T+X+X2+X34X =

donc les racines du polynéme annulateur sont les racines cinquiemes de l'unité a I’exception de 1, donc le spectre de M
est contenu dans Us.
En particulier, notre polynome annulateur est scindé a racines simples (dans C[X]), donc la matrice M est diagona-
lisable.
@ Comme M est une matrice a coefficients complexes, son polyndme caractéristique est scindé et par conséquent

trM = Z my - A.
AESp(M)

Par inégalité triangulaire,

[trM| < Z 11/7\/ Al = Z my =n.
AESP(M) oX- 5 AESp(M)

2.b. Ily aégalité dans 'inégalité précédente si, et seulement si, les termes complexes de cette somme ont tous le méme
argument modulo 27t (cas d’égalité pour 'inégalité triangulaire dans C), c’est-a-dire si M n’admet qu’une seule valeur

propre.
Comme M est diagonalisable, on en déduit que M est une homothétie, de rapport A € Us \ {1}.

# Faut-il préciser que la réciproque est évidente ?

2.c. Si M est une matrice a coefficients réels, elle ne peut pas étre une homothétie de rapport A € Us \ {1}, donc
I'inégalité est stricte :

[tr M| < n.
Solution 57 rms130-956
1. Les matrices
01 0 0 0 1 0 0 0
A=1|0 0 1], B={|0 0 0], Z=(0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0

ne sont pas semblables (leurs rangs sont deux a deux distincts) et pourtant,
Vke N, tr(A%) =tr(B*) =tr(Z%) =0

et
tr(A°) = tr(B®) = tr(Z°) = 3.

2. Comme les matrices A et B sont des matrices a coefficients complexes, elles sont semblables & des matrices triangu-
laires Ta et Tg : il existe deux matrices inversibles P et Q (a priori distinctes) telles que

VkeN, AF=PTKP~! et B¥=QTEQ .
Comme deux matrices semblables ont méme trace, on en déduit que

VkeN, tr(TX) =tr(A*) = tr(B*) = tr(T§).
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Nous supposerons donc dorénavant que les matrices A et B sont triangulaires.
En particulier, leurs polyndmes caractéristiques sont tous les deux scindés et unitaires. Pour démontrer qu’ils sont
égauyx, il reste donc a vérifier qu’ils ont les mémes racines avec les mémes multiplicités.
@ Notons Ay, ..., Ap, les valeurs propres (complexes, deux a deux distinctes) de A et «q, ..., &, leurs multiplicités
respectives (appartenant a N*). On a donc

o)
VKkeN, (A% =) o Ak

i=1
On a de méme, avec des notations analogues,

q
VkeN, tr(B) =) Bi-ul.

i=1
Par conséquent,

P q
VKEN, Y ai AF—) Bi-uk=o.
i=1

i=1

Pour simplifier cette expression, nous allons poser
Ath<icp Ulih<icqg = vihicigr

On a donc

VkeN, Zyi~v1~f:0
i=1
avec
o5 —Be €Z, sivi=A; =pe € Sp(A)NSp(B)
Yi= o5 =1, sivi =A; € Sp(A)\ Sp(B)
—Be <=1, sivi=p €Sp(B)\Sp(A).

Les complexes v; étant deux a deux distincts, la matrice de Vandermonde qui leur est associée est inversible. Or la
famille (vi)1<igr est un vecteur qui appartient au noyau de cette matrice : tous les y; sont nuls. On est donc dans le
premier cas, quel que soit I'indice T <1 < .
On en déduit que les familles (ot;)1<i<p et (Bi)1<i<q sont égales a I'ordre prés (en particulier p = ). Si on prend la
peine de les réindexer pour que
V1<i<p, o =B

on en déduit aussi que yi =0 = pi — ;.

On a ainsi démontré (en admettant un résultat bien connu sur les matrices de Vandermonde) que les matrices A et
B ont les mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités.

Par conséquent, ces matrices ont méme polyndme caractéristique.

Solution 58 rms130-972
1. Supposons que l'indice de nilpotence de u soit égal a d et posons
d—1
w=T-u+ -+ (=) Tu T =Y (—w)* e L(E).
k=0
Il est clair que v et w commutent (ce sont des polynémes en u) et
d—1
wov = Z(—u)k o (I+u)
k=0
d—1
— Z (_] )k(uk + uk—H )
k=0
d—1 d
= Z (—1)*uk — Z (—1)kuk (changement d’indice)
k=0 k=1
=I4(-1)%d (télescopage)

d

=1 (car u® = weg)
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donc v est inversible et

# Question tres classique !

2.a. Soit d, le degré de P. Il est clair que u = [Q — Q'] est un endomorphisme nilpotent de E = R4([X] et son indice
de nilpotence est inférieur a d (peu importe sa valeur exacte).

# Sur R[X], I'endomorphisme [Q — Q"] n’est pas nilpotent ! (Bien que O soit sa seule valeur propre...)

D’apres la question précédente, 'endomorphisme v = I +u est inversible, donc il existe un, et un seul, polyndme
Q € Rq[X] tel que
Q"+Q=v(Q) =P

De plus,
d d

Q=v'(P)=Y (1P =Y (—1)kPCY. (17
k=0 k=0

2.b. En tant qu’endomorphisme de R[X] (et pas de Rq[X]), I'application v est inversible car
VQeR[X], degv(Q)=degQ

et en particulier, 'image de la base canonique est une famille de polynoémes échelonnés en degré.
On en déduit d'une part qu’il existe un, et un seul, polyndome Q € RI[X] tel que Q” + Q = P et d’autre part que
deg Q = degP.
@ [l est clair d’apres (17) que : si les coefficients de P sont des entiers relatifs, alors les coefficients de Q sont aussi des
entiers relatifs.
@ Comme P est a coefficients entiers, P(?*) est aussi un polyndme a coefficients entiers et en particulier P(2%)(0) est
un entier.
Supposons que P € Z[X] soit divisible par X™ : il existe donc un polynéme U,, € Z,[X] tel que P = X™.U,,. D’apres
la Formule de Leibniz,

2k oy
Pl =% ( : ) -DI(X™) - D¢ U,
j=0
en notant D la dérivation sur l'espace des polyndmes.
Par définition,
n!
(n—j)!
D™ (X") =n!
Vi>n, D(X")=0

n—j

Vi<n, D(X") =

et par conséquent,
— si 2k < m, alors P(2K)(0) = 0 puisque tous les termes sont nuls;
— si 2k > n, alors

PEM(0) = (ﬁ) nl- (D UR) (0).

On sait que les coefficients binomiaux sont des entiers et comme U, est un polyndme a coefficients entiers, on
en déduit que
(D Un)(0) € Z.

Quel que soit l'entier k, I'entier P(2%)(0) est donc bien un multiple de n!. Par conséquent, I'entier

d

Q(0) =D (—1*P(0)

k=0

est un multiple de n! (en tant que somme de multiples, éventuellement nuls, de n!).
3. Onpose
Pn =X"(p—qX)" € Z[X].
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D’apreés la question précédente, il existe un, et un seul, polynéme Q., € Z[X] tel que
';{ + Qn = P,

et 'entier Q,, (0) est divisible par n!.
Considérons maintenant

Qulr=X) = Qu (T =X) = (F %) (00" = Qu.

On en déduit que Qn () = Qn (0).
@ On integre deux fois par parties :

us

r Pn(t)sintdt = J [Q/(t) + Qn(t)] sintdt
0 0

= [QL(t)sint]g + r Q/.(t)costdt+ r Qn(t)sintdt
0 0

= [Qu(t) cost]] — r Qn(t)sintdt+ r Qn(t)sintdt
0

0
= —2Q4,(0) € nZ.

Par conséquent,
us

1
VneN, HJ' P.(t)sintdt € Z.
“lo

Mais la fonction [t — Py (t) sint] est clairement continue et strictement positive sur |0, nt[, donc

1 Tt
— | Pn(t)sintdt >0
n! Jo
et finalement -

VneN, EJ' P, (t)sintdt € N,
Cela dit,

Vte0,n], Pp(t)sint<na™-p™

donc

1 7T n+1l.,n
VnelN, 0< —J Po(t)sintdt < n n'p
O .

et par croissances comparées,

1 7T
lim —'J Po(t)sintdt =0.

84

Mais une suite d’entiers strictement positifs ne peut pas tendre vers 0, cette contradiction prouve que 7 ne peut pas

s’écrire P/q : le nombre 7t est donc irrationnel.

Solution 59

rms130-973

1. Soit 9o = [t — 1. Ona donc g, = ¢ et par définition d"une dérivation,

8(@o) = 2¢0 - 8(@o) = 2-8(po).

On en déduit que la fonction §( o) est identiquement nulle et, par linéarité de 5, 'image par 6 de toute fonction constante

est la fonction nulle.

2. Soit f € E, une fonction de classe €*° de R dans IR, telle que f(0) = 0. D’apres le Théoreme fondamental,

VxeR, f(x)= Jx f/(t) dt
0

et en posant t = x - u, on en déduit que
1

Vxe R f(x) :xJ f'(x -u) du.
0
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Il est clair que cette égalité est encore vraie pour x = 0. Il reste donc a vérifier que la fonction g définie par

1
Vx€R, g(x):J f/(x-u) du
0

est de classe € sur R. Pour cela, on pose
YV (x,u) € Rx[0,1], v(x,u)=f"(x-u).

Il est clair que I'application
[x = y(x,u)]

est de classe € sur R (régularité) et que

k

Y(x,u) =uk D (x . u).

vk e N s

I1 est tout aussi clair que, pour tout k € N, la fonction

oky
[x — w(x, u)]
est intégrable sur le segment [0, 1] : ¢’est une fonction continue.
Quant a la domination, il suffit de considérer un réel A > 0 et de supposer que x € [—A, A]. Pour tout u € [0, 1], on
a donc
x-u € [—A,A]

et par conséquent, pour tout k € N*,

oky

Vxe[-AA]L Ytelo1], P

(x,u)‘g max R (g)
te[—A,A]

ce maximum existant bien puisque f**!) est une fonction continue sur le segment [—A, A].

On a ainsi trouvé un majorant indépendant de x € [—A, A] et intégrable sur [0, 1] (toute fonction constante est
intégrable sur un intervalle borné).
On en déduit que la fonction g est de classe ¥ sur R (= 'union des segments [—A, A]) et que

1
Vk>1,V¥xeR, ¢™(x) :J uk D (x . u) du.
0

# De maniére analogue, en supposant que

on déduirait de la Formule de Taylor avec reste intégral que
VxeR, f(x) :J DO e ) ae

et donc que, avec le méme changement de variable,

VxeR, f(x)= J (1 —w™ D (x.uw) du

(y compris pour x = 0). Bien entendu, et pour les mémes raisons que celles qu’on a évoquées plus haut, I'intégrale est une fonction
de classe €>° de la variable x.

3. Plus généralement, si f € E, alors pour tout a € IR, il existe une fonction g, € E telle que
vVxeR, f(x)=f(a)+ (x—a)ga(x) et que ga(a) = f'(a).
Si b est une dérivation, on en déduit que
5(f) =0+ 8(X) - ga + (X —a) - 5(ga)

ou X € E désigne I'application [x — x].
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#v Les applications constantes [x — f(a)] et [x — a] appartiennent au noyau de la dérivation.
On a donc
VxeR, B8(f)x)=258(X)(x) galx)+ (x—a)-5(gal(x)

et en particulier
5(f)(a) =8(X)(a) - gala) + (a —a) - 8(ga)(a) = 8(X)(a) - f'(a).
On a ainsi démontré que

VfEE, &(f) =5(X)-f.

# Toute dérivation sur E se déduit donc de la dérivation usuelle.
Quelle que soit la fonction ¢ € E, I'application b, = [f — @ - '] est une dérivation sur E. Il existe donc un isomorphisme
entre E et les dérivations sur E.

Solution 60 rms130-988
1. PourtoutP € R,[X],

f(P) =P(a)-A € Rn[X]
~——
€eR

et la linéarité de f est évidente :
fAP+Q)=AP+Q)(a)-A=A-[P(a)-Al+Q(a)-A

donc f est bien un endomorphisme de R, [X].
@ Manifestement, 'image de f est contenue dans la droite R - A, donc le rang de f est inférieur a 1.
Réciproquement,
f(A) = A(a) -\}}_/7& 0

#0 70

donc f n’est pas 'endomorphisme nul et son rang est donc égal a 1.

Imf=R-A

# La suite est sans surprise lorsqu’on se souvient d’avoir traité plusieurs fois la diagonalisabilité des endomorphismes de rang 1
(cf rms130-1246 par exemple).

2. Comme A # 0, alors
f(P) =0 = P(a) =0

donc le noyau de f est aussi le noyau de la forme linéaire

[P — P(a)l.

Comme cette forme linéaire n’est pas identiquement nulle, son noyau est un hyperplan.
Plus précisément, le noyau de f estI'idéal ((X — a)), c’est-a-dire

Vect((X —a)*, T <k <n).

En d’autres termes, le scalaire O est une valeur propre de f et le sous-espace propre associé a 0 est un sous-espace de
dimension n.

#o [l est normal que la dimension d'un hyperplan soit égale & 0 — puisque la dimension de I'espace Ry [X] est égale a (n+1)!
Par ailleurs, si A est une valeur propre non nulle de f, alors il existe un polynéme P # 0 tel que
f(P)=Pla)-A=A-P

et donc b
P:%-AGH%A:Imf.

Réciproquement, f(A) = A(a) - A (comme on 'a déja vu), donc A(a) est une valeur propre de f et le sous-espace propre
associé a A(a) est la droite vectorielle R - A.
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En conclusion, f possede deux valeurs propres : 0 et A(a) # 0 et comme
dimKer f + dim Ker[f — A(a) - Id] = dim R, [X],

I'endomorphisme est diagonalisable.
# Au cas ot la question se poserait : la trace de f est égale @ A(a) et son déterminant est nul (somme et produit des valeurs
propres).
3. D’apres la question précédente, I'équation
P+P(a)A=B8

d’inconnue P € R, [X] peut aussi s’écrire
(Id +f)(P) = B.

L'endomorphisme Id +f posséde deux valeurs propres : 1 de multiplicité n et [1 + A(a)] de multiplicité 1.
@ Si A(a) = —1, alors Id +f est diagonalisable et

Sp{ld+f} ={0; 1}
donc Id +f est un projecteur. Plus précisément, c’est la projection sur I’hyperplan
Im(Id +f) = Ker[(f + Id) — Id] = Ker f = ((X — a))

parallelement a la droite
Ker(Id +f) = Ker[f — A(a) - Id] = R - A.
11 faut alors distinguer deux cas.
— Oubien B(a) =0, c’est-a-dire B € Im(Id +f). Dans ce cas, il est clair que

B+B(a)-A=B

donc B est une solution particuliére et la solution générale est la somme de cette solution particuliere et d’'un
vecteur quelconque de Ker(Id +f). Donc I'ensemble E des solutions est une droite affine :

E=B+R-A.
— Oubien B(a) # 0, donc B ¢ Im(Id +f). Dans ce cas, ’équation n’a pas de solution.
E=0

a Si A(a) # —1, alors 'endomorphisme Id +f est en fait un automorphisme (son spectre ne contient pas 0) et 1’en-
semble E des solutions est un singleton.
Comme f est diagonalisable, en "concaténant" des bases de ses sous-espaces propres, on obtient une base de R., [X].
11 est donc judicieux de considérer la base

Z=(A,X—a),X—a)?,...,(X=a)m).

Tout polynome P admet une décomposition dans cette base :

n
P:“O'A+Z“k'(x_a)k-
k=1

En particulier (X «+ a), on a

P(a) = xg.A(a).
~——
#£0

On dispose ainsi de la décomposition du second membre :
B(a) o k
Ala) A+ DY B (X—a)

k=1

B =

et de la décomposition du premier membre :

P1Pa)-A= (1+A(1a))P(a).A+Zock.(x—a)k.
N , k=1

#0
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La décomposition d'un vecteur dans une base étant unique, on peut identifier terme a terme et en déduire que 1'unique
solution de 1’équation est

__Bla) N el
P @i s Ay AP Xa
B B(a) . _ B(a) .
“AnrA@] ATE A A

_ —B(a)
= Al AtE

# [ faut bien comprendre ce qui est implicite dans les calculs qui précédent : on a décomposé les deux vecteurs B (la donnée) et P
(I'inconnue) dans la somme directe des sous-espaces propres.
On a trouvé que

P(a) P(a)

P = -A P— AL
Ala) +< Ala)
~— —

cKer[(Id +f)—(1+A(a))] eKer[(Id +f)—1]

Par conséquent,

(1d+)(P) = [ +A(a)]f\((z)) A4 <P_ Z((c;)) _A>

 Bla) B(a)
‘AmrA+<B_AmrA>

Or la décomposition d’un vecteur sur la somme directe
R [X] = Ker[(Id +f) — [1 + A(a)]] & Ker[(Id +f) — 1]

est unique, ce qui permet d’identifier terme a terme (et cette fois, il n'y a plus que deux termes). On en déduit que la solution est le

polynoéme
B 1 B(a) B(a)
P @ A (P XA

Solution 61 rms130-996

1. Remarquons pour commencer que 1’énoncé nous donne un polynéme annulateur unitaire de v :

X2+ X+1.

Comme E est un espace vectoriel réel, ce polyndme annulateur doit étre considéré comme un polyndme irréductible
(donc sans diviseur propre), c’est donc le polynéme minimal de v.
Comme il n’a pas de racine réelle, le spectre de v est vide.

# Le spectre complexe de v est {j, j* = j} et de ce point de vue, le polyndme minimal de v est scindé i racines simples donc les
matrices qui représentent v sont diagonalisables en tant que matrices complexes.
Mais j'insiste, toute cette discussion est hors sujet !

a Comme le vecteur x n’est pas nul, alors la "famille" (x) est libre. Si la famille (x,v(x)) était liée, il existerait donc
A € IR (espace vectoriel réel!) tel que
v(ix) =A-x

et x serait un vecteur propre de v associé a la valeur propre A.
On a vu que v n’avait pas de valeur propre, donc la famille (x, v(x)) est libre.
2.  Meéme démarche! On suppose cette fois que la famille

(X)y>v(x))

est libre. Par conséquent, si la famille
(X) Y, v(x), V(U))
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était liée, alors il existerait trois réels a, b et c tels que

viy)=a-x+b-y+c-v(x). (18)

#v En général, dans une famille liée, un vecteur peut s’exprimer comme combinaison linéaire des autres vecteurs... mais lequel ?
Impossible de le savoir sans poser quelques calculs!
En revanche, quand on passe d’une famille libre
(Wry.eeyun)
a une famille liée
(LL] yoeoy UnyUnt )a

c’est le dernier vecteur ajouté, c’est-a-dire un 1, qui introduit la relation de liaison, c’est donc lui qu’on peut exprimer comme
combinaison linéaire des autres.

Par linéarité de v,

donc
—c-x+(a—c)-vix)+y+(b+1)-v(y)=0

et d’apres (18)

0=—c-x+(a—c)-v(x)+y+(b+1):(a-x+b-y+c-v(x))
=lab+1)—cl-x+0+bb+1]-y+[(a—c)+ (b+1)c] v(x).

Comme (x, y,v(x)) est une famille libre, on en déduit que les trois coefficients de cette relation de liaison sont nuls et en
particulier que
T+b(b+1)=1+b+b>=0.

Comme b € IR, c’est impossible!
On a démontré par 1’absurde que la famille

(X»UN(X),V(U))

était libre.
3.a. Dans un espace de dimension 4 (non réduit a {0} par conséquent), on peut choisir un vecteur e; # 0. On pose
alors e3 = v(ey).

D’apres la premiére question, la famille (eq, e3) est nécessairement libre. Elle engendre un sous-espace de dimension
2, donc on peut choisir un vecteur e, ¢ Vect(er, e3) et poser e4 = v(ey).

La famille (eq, ez, e3) est alors libre et d’apres la deuxiéme question, la famille (e, e;, €3, e4) est libre elle aussi.

En tant que famille libre de 4 éléments dans un espace de dimension 4, il s’agit d"une base.

#y Sion choisit un vecteur "au hasard” dans R?, il sera presque siirement non nul. Et si on choisit ensuite "au hasard” un second
vecteur dans R*, il sera presque siirement en dehors du plan Vect(eq, e3) (en dimension 4 comme en dimension 3, le volume d'un
plan est nul). On peut donc confier le soin de choisir la base (ex)1<x<a 4 la fonction random!/

3.b. Par définition de e; et e4 et d’apres le polynéme minimal de v, la matrice de v dans cette base est

a Cette matrice n’est pas diagonalisable, car son polyndme minimal n’est pas scindé a racines simples!

# On peut trouver le polyndme caractéristique de cette matrice sans aucun calcul !
En effet, le polynome caractéristique est ici un polynéme unitaire de degré 4 (taille de la matrice!), c’est un multiple du
polynéme minimal et ces deux polyndmes ont les mémes facteurs irréductibles. Cette derniére affirmation est hors-programme, on
est seulement censé savoir que ces deux polyndmes ont les mémes racines.
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Comme le polyndme minimal est irréductible de degré 2, on en déduit que le polyndme caractéristique est égal a
(X2 +X+1)%.

@ Si on souhaite poser les calculs, il vaut mieux changer de base... en remettant les vecteurs dans un ordre géométriquement
intelligent | En effet, la deuxiéme question nous a révélé que les deux plans Vect(eq, e3) et Vect(ey, e4) étaient supplémentaires
dans E et tous les deux stables par v : ce serait dommage de négliger une telle information !

La matrice de v dans la base (e1, e3, ez, e4) est égale a

0 -1 0 0
1T -1.0 0

0 0 0 —1J°

0 0 1 -1

elle est donc diagonale par blocs et les blocs diagonaux sont des matrices compagnons ! Donc son polynéme caractéristique est bien
(X2 +X+1)%

Solution 62 rms130-1000

1. Par hypothese, il existe une matrice inversible Q telle que

Q 'MQ=N.

On en déduit par récurrence que
Vk €N, Q 'M*kQ =Nk

et par combinaison linéaire que
VPeKKX, Q 'P(M)Q=P(N).

¢ L'application [A — Q~'AQ] est un morphisme d'algebres de Mq (IK) dans elle-méme : tout est la !

2. Comme A est diagonalisable, le polynome minimal p de A est un polynéme annulateur de A scindé a racines
simples. Comme les matrices B;, sont semblables a A, elles ont méme polynéme minimal que A, donc

vVneN, W(Bn) = 04.

L’application [M +— p(M)] est continue sur 94 (K).

# Sur une algebre associative unitaire, I'identité [M — M| est continue; un produit de fonctions continues est une fonction
continue et une combinaison linéaire de fonctions continues est continues, donc toute application polynomiale [M — P(M)] est
continue.

Cette propriété est indépendante de la dimension de I'algebre, puisque I'identité est continue en toute dimension.

Donc I'hypothese
lim B, =B

n—-+4oo

entraine (par composition de limites) que
lim u(Bn) = u(B)

n—-+oo

et donc que p est un polynéme annulateur de B.
Comme p est scindé a racines simples, on en déduit que B est diagonalisable.

# On a prouvé que W était un polyndme annulateur unitaire de B, on n’a pas encore prouvé que c’était le polynéme minimal de
B!
@ Considérons l'application qui, & une matrice M € 914 (IK), associe son polyndme caractéristique x(M) € Kq4[X].
# SiM = (myj),alors XIg — M = (nyj) avec nyj = —myjsii #jetng; =X —my;et
X(M) = det(XIg — M) = Z e(o)ng 61y Na,o(a)-
0EG

Seule cette formule permet de comprendre ce qui suit !
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L’espace d’arrivée K4[X] est un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sur cet espace sont donc
équivalentes. On peut ainsi le rapporter a sa base canonique :

d
YMeMa(K),  x(M)=) xi(MX*
k=0

et en déduire que 'application x est continue de i4(K) dans K4([X] si, et seulement si, les (d 4+ 1) composantes xi
(0 < k < d) sont continues de M4 (IK) dans K.

Or chaque composante xx (M) est une fonction polynomiale des coefficients de la matrice M. Donc I’application x
est continue sur M4 (K).

Comme A et les matrices B,, sont toutes semblables, elles ont méme polyndme caractéristique. Par continuité de x,

x(B) = lim x(Bn) =x(A).

n—-+oo

Comme A et B ont méme polynéme caractéristique, elles ont mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités. Ces
matrices sont diagonalisables, donc leurs sous-espaces propres respectifs ont mémes dimensions, ce qui prouve que A

et B sont semblables.
_ (0 T
(o 5)

3. Pour tout entier n > 1, les matrices
sont semblables entre elles. Cependant, leur limite est la matrice nulle qui n’est semblable qu’a elle-méme et donc pas
semblable a B;.

Solution 63 rms130-1054

1. Comme Pa est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, il est injectif si, et seulement si, il est
surjectif.
Or la trace de P o (M) est nulle, quelle que soit la matrice M, donc

Impa C [tr(N) =0] & M, (R)

donc P A n’est pas surjectif.

# Qu, si on préfere, tout polyndme en A commute a A, donc
RI[A] C Kerpa

et comme dimR[A] > 1, 'endomorphisme \p o n’est donc pas injectif.
On rappelle que la dimension de la sous-algebre R[A] est égale au degré du polyndme minimal de A. Elle est donc strictement
positive!

2.a. Pourk=1,0ona
AB—BA =B =1.B'

par hypothese.
On suppose qu'il existe un entier k > 1 tel que

AB* — BXA = k.BX.

On multiplie a droite par B :
AB**T —B¥. AB =k.B*!
- AB .
=BA+B

et en développant on obtient
ABkJr] o Bk+1A _ (k+ ])‘BkJr] .

Le résultat est démontré par récurrence.
2.b. Commepa € L(M,(RR)), le cardinal du spectre de P4 est inférieur a n? = dim 9, (R).

Si B n’était pas nilpotente, alors BX # 0, pour tout k € N*. Par conséquent, B¥ serait un vecteur propre de P
associé a la valeur propre k et le spectre de o contiendrait donc N* tout entier : c’est absurde!

Donc B est nilpotente.
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3. La matrice N est la matrice nilpotente d’indice n de référence :

01
N = \\
1
0
11 s’agit maintenant de résoudre 1’équation
AN —NA =N

dont I'inconnue est A. C’est une équation linéaire avec second membre, donc la solution générale est la somme d'une
solution particuliere et de la solution générale du systéeme homogene

BN —NB =0.

Résolution du systeme homogene
Résoudre le systeme homogene, c’est en fait calculer le commutant de N.
@ ]l est clair que la sous-algebre IR[N] des polyndmes en N est contenue dans le commutant de N.
Avant d’aller plus loin, il est impératif de remarquer que : si

P:ao+a1X+-~+adXd,

alors
Qo a1 az an—2 Qan—1

an—2

az
ai
ao

@ Réciproquement, y a-t-il dans le commutant de N des matrices qui ne sont pas des polyndémes en N ? Eh bien non!
Notons (e1,...,en), la base canonique de M, 1 (R). Ona

Vzglgn, Ne; = e;_1

et aussi Nej = 0. Par conséquent,
VOo<k<i, N¥e; = e;_x

ou, si on préfere,
v1<ig<n, e; = N"te,.

Considérons une matrice B € 91, (R) telle que
NB = BN

et décomposons la derniére colonne de B dans la base canonique :

n n
Ben =) PBi-ei= (Z Bi- N’”) en.
i=1 i=1
Comme N et B commutent, alors N* et B commutent quel que soit k € N. Donc
. . . n .
Be; = BN™ te, = N" 'Be, = Nt KZ Bi - N“‘) en}
i=1

et comme la sous-algebre R[N] est commutative, on en déduit que

N Ki Bi N“) en} = <i Bi N“) (N"ten)
i=1

i=1

= <i Bi - Nni) e
i1
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et donc que
n
vVi<i<n, Bei= (Z Bi - N“i)ei.
i=1

Comme (ei)1<ign est une base, on en déduit que

B= (Z Bi - N“i> € R[N].
i=1

Bref, I’ensemble des solutions de I'équation homogene
NB—-BN =0

est exactement le sous-espace (ou la sous-algebre) des polynémes en N.

# D’une maniére générale, le commutant d’une matrice M contient toujours la sous-algebre des polyndmes en M.

Solution particuliére
Avec Ay = Diag(n,n—1,...,2,1),0ona

AoN = (o Ci - qu) =
et aussi
L
L3
Ly
0

donc on a bien
AoN —NA, = N.

Conclusion
La matrice A € M, (R) vérifie
AN —NA =N

si, et seulement si, il existe un polyndome P € R[X] tel que

A = Ao+ P(N).

#v Mais comment peut-on penser a Ay ???
J'ai commencé par écrire le produit AN colonne par colonne et le produit NA ligne par ligne (cf plus haut). C’était un peu plus
clair, mais pas encore assez !
J'ai donc posé le calcul comme un bourrin : I'équation AN — NA = N devient alors

—az 1 01
: aij—1 — Qi+, _ \\
- 1
—Qn,1
0 an,1 - An,n—1 0
On en déduit tout d’abord que
a1 =--=an1 =0
An,1 =" =0nn-1 = 0

mais aussi que
Vi#Fi+1, Aij—1 = Ait1,j
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(j’ai renoncé a ce moment-la a étre plus précis sur les quantificateurs), ce qui m’a donné
a1 =" =Qii-1=0q1,i =" =0apn-1=0.

En n’ayant pas encore regardé de prés a quoi ressemblait I'ensemble des solutions de I'équation homogene, j'ai alors cherché une
solution particuliére diagonale en remarquant que

Vi=1i+1, Qi = Qit1,i41 + 1

et le tour était joué : il suffisait de vérifier que la matrice A était une solution particuliere.

Solution 64 rms130-1133

1. Lamatrice A admet X3 + X = X(X? + 1) = X(X + 1)(X — i) pour polyndme annulateur. Ce polyndme annulateur est
scindé a racines simples dans C[X], donc la matrice A est diagonalisable en tant que matrice complexe :

JP € GL,(C), P 'AP = Diag(A1,A2,A3)

otl les A; appartiennent a {0, i, —i} (= 'ensemble des racines du polynéme annulateur).

# Ce polyndme annulateur n’est pas scindé dans R[X].
Si la matrice A était diagonalisable en tant que matrice réelle, alors son polyndme minimal serait scindé a racines simples dans
R([X]. Comme le seul diviseur scindé de ce polyndme est X, cela signifierait que A serait la matrice nulle!

2. Comme u # 0, le rang de u n’est pas nul. Donc il y a au moins une valeur propre non nulle parmi les Ay.

Comme A est une matrice réelle, ses valeurs propres complexes sont deux a deux conjuguées avec la méme multipli-
cité. Par conséquent, i et —i sont toutes les deux valeurs propres. Leur multiplicité commune ne peut pas étre strictement
supérieure a 1 (on est en dimension 3!), donc la matrice A est semblable a

00 O
01 0
0 0 —i

et son rang est égal a 2.
3. Soit x € Keru N Imu. Il existe donc xp € E tel que x = u(xo) et

u(x) = u?(xo) = Of.
Comme u? +u = 0 et que u est linéaire, on en déduit que
x = u(xo) = —u®(xo) = —(0¢) = O.

Ainsi KeruNImu = {0¢}.
D’apres le Théoreme du rang, dim E = dim Ker u + dim Im u. Par conséquent,

E=KerudImu.

# On a donné ici une preuve élémentaire qui repose sur le polyndme annulateur connu. Mais le résultat établi est en fait vrai
pour tout endomorphisme ayant un polynome annulateur dont O est racine simple !
Supposons que P = XPy soit un polynéme annulateur de w et que Py ne soit pas divisible par X. Le polyndme Py est alors
premier a X et (Bézout!) il existe deux polyndmes A et B tels que

AX+BPy =1.

On en déduit que
Po(uou=0 etque A(u)ou+B(u)oPo(u)=1Id.

Considérons alors un vecteur x € Keru N Imu : il existe un vecteur xo tel que x = u(xo) et par conséquent

x =Id(x) = A(u) [u(x)} + B(u) [Po(u) o u(x)]
= A(u)(0g) + B(u)(0g) = Oe.

On a donc Keru N Imu = {O¢} et donc E = Keru @ Imu (Théoréme du rang).
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4. Comme X et X? + 1 sont premiers entre eux et que leur produit est un polynéme annulateur de u, on déduit du
Théoreme de décomposition des noyaux que

E = Keru @ Ker(u? +1d).

# Suffit-il d’annoncer que X et X2 + 1 sont premiers entre eux ? Ou faut-il prendre la peine d'écrire la relation de Bézout :
(=X). X+ (1).(X*+1) =1
qui justifie ce fait ?

a Comme u> +u = 0, alors
Vx ek, (u?4+Id)u(x)] = (u® +u)(x) =0

donc Imu C Ker(u? +1d).
D’apres les décompositions en somme directe,

E =Keru® Imu = Keru & Ker(u? +Id)
on a aussi dim Im u = dim Ker(u? + Id) et par conséquent (inclusion et égalité des dimensions)

Imu = Ker(u? + Id).

& 1 suffit de tracer trois droites dans le plan pour constater qu’on peut avoir
E=FoG=FaoH
sans que pour autant G = H!

5. Considérons un vecteur directeur e; de Keru (qui est une droite comme on 'a vu).
@ Considérons un vecteur e, non nul dans le plan Ker(u? +1d). Si e, et u(e) étaient colinéaires (en tant que vecteurs
de R3, pas en tant que vecteurs de C3), alors il existerait un réel A tel que

u(ez) =A-es.

On aurait alors u?(e;) = A? - €2, et comme A € R, cela contredirait u?(e2) = —e, (puisque e> € Ker(u? +1d)).
Par conséquent, (ez, u(ez)) est toujours une famille libre, et donc une base, de Ker(u? +1d) (quel que soit le choix
du vecteur e, dans ce plan).
@ Comme Ker u et Ker(u? + Id) sont supplémentaires dans R3, on en déduit que

(e1,e2,e3) = (61 ) ez,u(ez))

est une base de R>.
On observe alors que

ule;) =0g=0-e1+0-e2+0-e3
u(ez) =e3=0-e1+0-ex+1-e3
ules) =—e;=0-e7+(—1)-e2+0-e3

puisque u(e3) = u?(ey) = —e; (car e, € Ker(u? +1d)).
Par conséquent, la matrice de u dans la base (e1, ez, e3) est bien

0 0 O
0 0 -1
01 0
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Solution 65 rms130-1135

1. On peut calculer facilement le polyndme caractéristique au moyen d’opérations de pivot judicieuses (et sans passer
par une relation de récurrence).
Partant de

on effectue d’abord les opérations

pour obtenir

a—A b b
b—a+A a—b—-A 0 0
(="M = 0 \\ |
| \ 0
b—a+A 0 0 a—b—A
avant d’effectuer N
GGt G
j=2
pour parvenir a une matrice triangulaire
a—A+(n—1)b b b
0 a—b—-A 0 0
(1M = 0 \ |
| \ 0
0 0 0 a—b—A

qui donne directement
xm=X—a+b)" " (X—a—(n—1)b).

@ On en déduit en particulier que

detM(a,b) = (=1)"xm(0) = (a—b)™ ' (a+ (n — 1)b).
# On n’est pas obligé de calculer le polynome caractéristique pour trouver le déterminant !

# Autre méthode trés astucieuse pour calculer le déterminant.
On commence par considérer
a+x c+x c+x

R RN

b+x b+x a+x

On peut vérifier que f est une fonction affine de x en effectuant les opérations de pivot
Vzgjén, Cj(—Cj*C1

pour obtenir
a+x c—a———c—a
b+x a-b ¢c—-b—c—-Db
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qu’on développe par la premiére colonne :
f(x) = (a+x) x M1+ (b+x) x {Z(—])”]Mm}
i=2

oit les mineurs My 1 ne dépendent pas de x.
11 existe donc deux constantes A et B telles que

VxeR, f(x)=Ax-+B.

@ Pour x = —c, il est clair que
flc)=Ac+B=(a—c)"

(déterminant d’une matrice triangulaire inférieure) et pour x = —Db, il est tout aussi clair que
f(b) =Ab+B = (a—b)"

(déterminant d’une matrice triangulaire supérieure).
@ En supposant que b # c, on déduit des formules de Cramer que

A (a—c)™—(a—b)" o B

En particulier,

c—Db

@ En tant que fonction de b et ¢, I'expression f(x) est continue (car polynomiale!) donc

detM(a,b) = lim cla—b)" —bla—¢)
c—b c—b

On pose alors ¢ = b + h et on conclut par un développement limité :

(a—b)"
h

((o+m)—v[1- aib]“) — (a=b)""((a=b)+nb).

2. La matrice M(a,b) est symétrique mais ses coefficients a et b sont complexes : on ne peut donc pas conclure
directement a I'aide du Théoréme spectral !
La matrice M(0, 1) est, elle, symétrique réelle donc diagonalisable : il existe une matrice de passage Q telle que

Q 'M(0,1)Q

soit diagonale.
On en déduit alors que, quels que soient les nombres complexes a et b, la matrice

Q 'M(a,0)Q =aQ 'M(1,00Q+bQ'M(0,1)Q
In diag.

est diagonale, ce qui prouve que toutes les matrices M(a, b) sont diagonalisables.
# Qu’on puisse ici choisir la matrice de passage dans le groupe orthogonal O (R) est sans intérét.
3. Sib=0,alors M(a,b) = al,, est une homothétie et son polynéme minimal est donc (X — a).
Sib # 0, alors M(a, b) n’est pas une homothétie et le degré de son polyndme minimal est donc supérieur a 2.

Il est alors classique de considérer la matrice
J=M(,1)

dont tous les coefficients sont égaux a 1. On a donc

et comme
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alors
M(a,b) — (a—b)I,]* =b?]?
=nb.(b])
=nb.[M(a,b) — (a —b)I,].
Cela nous montre que le polynéme
X—(a—1b)? —nb.X—(a—b)]

est un polyndme annulateur de M(a, b), de degré 2 et unitaire : c’est donc le polyndme minimal de M(a, b).
Conclusion :
v =X—a+b)(X—a—(n—1)b).

# Variante plus élaborée :
Le polynome caractéristique de M(a,b) nous donne ses deux valeurs propres (ou sa valeur propre si b = 0) et on sait que
M(a, b) est diagonalisable. Par conséquent, son polyndme minimal est unitaire, scindé, a racines simples et ses racines sont les
valeurs propres de M(a, b) (c’est-a-dire les racines de xn) : cela caractérise le polyndme minimal.

4. Comme I, + M(a,b) = M(a+ 1,b), le déterminant de I,, + M(a,b) est égal a
(T+a—b)""(1+a+mn—1b).

Solution 66 rms130-1202
1. Par hypothese, le polynome

X2—1=X=1X2+X+1)

est un polyndme annulateur de u.
- La dimension de R? est égale a 3, donc le degré du polyndme caractéristique x de 1, égal a 3, est impair.

Tout polynéme P € R[X] de degré impair possede au moins une racine réelle (avatar du Théoreme des valeurs
intermédiaires), donc x possede au moins une racine réelle, donc u admet au moins une valeur propre réelle.

Toute valeur propre de u est en particulier une racine du polyndéme annulateur (X3 —1) et la seule racine réelle de
(X3 —1) est égale a 1. Par conséquent, 1 est bien une valeur propre de u (et c’est sa seule valeur propre réelle).
2. Les facteurs (X — 1) et (X? + X + 1) sont irréductibles (dans R[X]), unitaires et distincts, donc ils sont premiers entre
eux. Comme leur produit : (X3 — 1) est un polyndme annulateur de 1, on déduit du Théoréme de décomposition des
noyaux

E = Ker(u —Id) @ Ker(u? + u +1d).

3. Commengons par analyser la matrice donnée.
Si cette matrice représente u dans une base # = (e1, ez, e3), alors
2 3
( (e1) =e

ex =uler), ez=ulez) =u(e1) et e =ulez)=u

puisque, par hypothese, u® = Id.

& Ainsi B = (e1 ,u(er), u?(e; )). Il s’agit donc uniquement de bien choisir le vecteur e ...

@ Sion choisit e; € Ker(u — Id), alors e; = u(e1) = ey, ce qui contredit le fait que la famille (eq, e2) doive étre une famille
libre.

@ Sion choisit e; € Ker(u? +u +1d), alors

es+er+e=u4+u+Id)(e)=0

ce qui contredit le fait que la famille (e, ez, e3) soit libre.
a Puisque E = Ker(u — Id) @ Ker(u? + w+ Id), le vecteur ey peut étre décomposé

ARG DR N

<~
€Ker(u—Id) €Ker(u?+u+Id)
et d’apres ce qui précede, il faut que y # O et que z # 0.

» Comme 1 € Sp(u), alors Ker(u — Id) # {0}, donc il existe yo non nul dans Ker(u —Id).

» Comme u # Id, alors Ker(u —Id) ¢ R3, donc Ker(u? 4+ u + Id) # {0} et il existe zo € Ker(u? + u + Id), non nul.
La famille (zo) est donc une famille libre.
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» Le sous-espace
G =Ker(u? + u+1d)

est stable par u et I'endomorphisme ug € L(G) induit par restriction de 1 admet évidemment X? 4+ X+ 1 pour polyndme
annulateur. Comme ce polyndome n’a pas de racine réelle, cela signifie que ug n’a pas de valeur propre réelle et donc
que le sous-espace G ne contient aucun vecteur propre de ug.

Si le couple

(zo,u(z0)) = (20, uc(20))
était lié, alors z, serait un vecteur propre de ug : on vient de voir que c’est impossible!
Par conséquent, le couple (zo,u(zo)) est une famille libre.

» Comme les sous-espaces Ker(u —Id) et G sont en somme directe, que (yo) est une famille libre de Ker(u —Id) et que
(zo, u(zo)) est une famille libre de G, la famille

(yo»loﬂl(lo))

est libre.

# La propriété de somme directe permet de concaténer des familles libres en conservant l'indépendance linéaire des vecteurs (sans
avoir a poser de calculs pour justifier ce fait).

» Posons maintenant
€1 = Yo + 2o.

Par linéarité de u,
u(er) =yo+u(zo) et u’(er) =yo+u’(zo) =yo —zo — u(zo)
puisque zo € Ker(u? + u + Id) et donc u?(zo) +(zo) + zo = 0.

> Soient a, b et c, trois réels tels que
ae; + bu(er) + cu’(e;) = 0.

On en déduit que
(@+b+c)yo + (a—c)zo + (b —c)u(zo) = 0.

> Comme la famille (yo, zo,u(zo )) est libre, on en déduit que

a+b+c=0
a —c=0
b—c=0

et donc que a =b = ¢ = 0 (systeme de Cramer). Par conséquent, la famille

(er,ufer),u?(er))

est libre. Il s’agit donc d’une base de R? et la matrice de u relative a cette base est égale a

0 0 1
100
010

(par définition de la base pour les deux premieres colonnes; a cause de u? = Id pour la troisieme colonne).

Solution 67 rms130-1203

1. Soient a et b, deux réels tels que

VteR, aeq(t)+bey(t)=0.

Avec t = 0, on obtient a = 0 et avec t = ™/, on a aussi b = 0. Donc la famille (e, e>) est libre.
2. L'application T est bien de classe %" de R dans IR, en tant que combinaison linéaire de e; et de e,.
D’autre part,
[f— f(0)] et [f— f'(0)]

sont bien des formes linéaires sur E, donc [f — T¢] est bien une application linéaire.
@ On sait que la dimension de l'espace de départ E est infinie. On a remarqué que 'image de u était contenue dans
F = Vect(e1, e2), espace vectoriel de dimension deux.
Comme dim F < dim E, I'application u € L(E, F) n’est pas injective.
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3. Onadéjaremarqué que le sous-espace F = Vect(er, e, ) était stable par u, donc il existe bien un endomorphisme de
F induit par restriction de u : c’est celui que I"énoncé note v.

#v La question est tres mal formulée. La notation wy désigne la restriction de w a F et, par définition, il s’agit d’une application
de F dans E (puisque w : £ — E), qui ne peut donc pas étre un endomorphisme.

4. D’apres la premiere question, # = (e1, e2) est une base de F. Dans cette base, la matrice de v est

10 -6
A‘(u —7)'

La trace est égale a 3 = 2 + 1 et le déterminant a 2 = 2 x 1, donc les valeurs propres de v sont 1 et 2.

@ Comme
9 —6 8 —6
A12:<12 —8) et AZIZ:(]Z _9),

2e; +3e2 et 3eq +4de;

les applications

sont des vecteurs propres de v respectivement associés aux valeurs propres 1 et 2.

@ En posant
2 3
()

P~'AP = Diag(1,2).

on définit donc une matrice inversible telle que

Solution 68 rms130-1204

# On n’a ici aucune idée de ce que pourrait étre le polynome minimal de f (on ne dispose d’aucune indication sur la nature
géométrique de f [projecteur, symétrie...] par exemple).
Le seul théoreme applicable est donc celui qui nous assure que le degré du polyndme minimal est inférieur a la dimension de
I'espace vectoriel ambiant.
On ne peut donc pas se contenter d’étudier f, endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension n.

Le sous-espace Im f est un sous-espace stable par f de dimension r = rg f. On note fy, 'endomorphisme de F = Im f
induit par restriction de f a Im f.
Comme dimIm f = r, on en déduit que le degré du polyndme minimal de f( est inférieur ou égal a r.
11 existe donc un polyndme
Wo =Xd-|-C1d,1Xdi1 4+ -+ a1 X+ ag

dont le degré d est inférieur a r et qui annule f :
Vy € Imf, (1’(‘)1 + ad,ﬂ‘g*] + -+ aifo+ apld)(y) = O¢.
Comme fj est induit par restriction de f a Im f, on en déduit qu’en fait
Vyelmf, (f¢+ ag 1t o+ arf+ ao Id)(y) = Og.
Pour tout x € E,onay = f(x) € Imf (par définition méme de Im f), donc
Vx ek, (fP+ag 1 f¥ "+ arf+ ao Id)[f(x)] = O

ce qui prouve que le polynome
X pag X9+ 4+ ar X%+ aoX
est un polyndme unitaire annulateur de f.

Le polynéme minimal de f est un diviseur de ce polyndme, donc le degré du polynéme minimal de f est inférieur
ouégala (r+1).
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Solution 69 rms130-1206
1.

# Nous allons traiter cet exercice de maniére élémentaire, mais on pourrait évoquer plusieurs résultats de nature géométrique
pour aller plus vite en voyant plus loin. A tout a 'heure !

On note
X1

X:
Xn

de telle sorte que
A = (xixj)1<i,j<n

ou, plus clairement en lisant A colonne par colonne,
A=(x1X x2X - xpX).

a Comme X € My, 1 (R) nest pas la colonne nulle,

tr(A) =) xi >0
k=1

donc la matrice A n’est pas la matrice nulle et son rang est donc au moins égal a 1.
Réciproquement, toutes les colonnes de A sont proportionnelles a la colonne X, donc le rang de A est au plus égal
al.
Bref : le rang de A est égal a 1.
@ En particulier, 0 est une valeur propre de A et le sous-espace propre associé a cette valeur propre (alias Ker A) est
un sous-espace de dimension (n — 1).
D’autre part,

AX = (XXT).X=X. (XTX) =tr(A).X
~———
=tr(A)eR

et comme la colonne X n’est pas la colonne nulle, il s’agit d’un vecteur propre de A associé a la valeur propre tr(A) > 0.

Conclusion : le spectre de A est {0, tr(A)}.
2. On atrouvé deux valeurs propres distinctes 0 et tr(A) > 0, on a constaté que les dimensions des deux sous-espaces
propres étaient respectivement égale a (n — 1) et au moins égale a 1, donc A est diagonalisable.

Le sous-espace propre associé a tr(A) est donc la droite R - X et le polyndme caractéristique de A est donc égal a

X—0)"T"(X—trA)! = X" (X —trA).

3. Comme A est semblable a
Diag(tr A,0,...,0),

alors I,, + A est semblable a
Diag(1+trA,1,...,1)

donc
det(In +A) = (1+trA) I ' =14+4trA=1+X".X.

# Un peu de géométrie maintenant ?
Soient e, le vecteur représenté par la colonne X dans la base canonique de E = IR™ et @, l'endomorphisme représenté par A
dans la base canonique de E.
On suppose que E est muni du produit scalaire canonique. Dans ces conditions,

VueE, o =e(elu) = (elu) e=|e|* p

oit p est la projection orthogonale sur la droite D =R - e.

11 est donc clair que le rang de @ est égal a 1 (= le rang de p), que les valeurs propres de ¢ sont O et || e||2 (proportionnelles aux
valeurs propres de p) et que les sous-espaces propres de @ respectivement associés a ces valeurs propres sont 'hyperplan H = (R-e)*
et R - e (= les sous-espaces propres de p, c’est-a-dire le noyau et I'image de la projection).
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Solution 70 rms130-1208
1. Comme la matrice M est complexe, elle est trigonalisable : il existe une matrice Q € GL(C) telle que
Arox *
- 0 "
Q 'MQ = ‘
ok
0—0 A
Par conséquent,
Mo« *
Q71 MZQ — 0 .
N
0—0 A2

et comme des matrices semblables ont méme trace, on en déduit que

n
tr(M?) = ) AL
k=1

2.  On considére ici la matrice

0——0
A=
0——0
1 1
La question précédente nous suggere de calculer
n2—-2n
2 2—2 2
2 _
pel11 T
2 2—2 2
n2—-3:2n

# Sion se laisse emporter par son élan (ce qui ne manque pas d’arriver si on a déja étudié cette matrice), on trouve aussi
m+(2n—4) 4+ (2n—4) —44+(2n—4) 2n+ (2n—4)
44+ (2n—4) 4 — 1 44+ (2n—4)
Y= | |
44 (2n—4) 4— 4 44 (2n—4)
n+2n—4) 4+ 2n—4) —4+(2n—4) 2n+ (2n—4)
=2A% 4+ (2n—4)A
ce qui prouve que le polyndme minimal de A est égal a
X? —2X? — (2n —4)X = X.[X* —2X — (2n —4)]

et le spectre de A s’en déduit facilement.
Mais quel rapport avec la premiere question ?

@[] est clair que le rang de la matrice A est égal a 2 : les deux premiéres colonnes ne sont pas proportionnelles et
toutes les autres colonnes sont égales a I'une de ces deux colonnes.
Comme n > 3, alors 0 est une valeur propre de A et le sous-espace propre associé est un sous-espace de dimension
(n — 2). Plus précisément, une base a peu pres évidente de Ker A est

0 0
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c’est-a-dire (en faisant appel a la base canonique de M, 1 (R))

Ker A = Vect(E; 7En,E2*E3,...,E2*Ei,...,Eszn_ﬂ

(n — 3) vecteurs

# [l est plus simple de donner une caractérisation cartésienne de ce sous-espace propre :

KerA=[x1+ - +x,=0N[x3 +xn =0]
=K1 +xn=0Nk2+-+xn_1 =0]

mais I"énoncé demande les vecteurs propres et pas seulements les sous-espaces propres.

@ En considérant tres provisoirement A comme une matrice complexe, on peut appliquer le résultat établi a la pre-

miere question! En effet, le spectre de A est

AyA2,0,...,0)

(n—2)
donc
MAA=trA=2 et M +A=trA’=4n—4.

Or A2 + A3 = (A1 +A2)2 — 2A\1A2, donc

AM+A =2

>\1 }\2 =4—-2n

ce qui prouve que A; et A, sont les racines du polynome
X2 —2X + (4—2n)

et donc que

?\1‘2 =1 i\/Zn—3.

Nous allons nous passer de ces valeurs et calculer simultanément les vecteurs propres associés a A; et A, en écrivant
ces deux valeurs propres sous la forme 1 + «.
11 s’agit donc de résoudre le systeme
AX = (T+ o)X

sachant que l’'ensemble des solutions est une droite vectorielle (puisque 1 + « est une valeur propre simple).
Pour 2 < i < n, on obtient
X1 +xn = (1+a)xq

et comme 1+ « # 0, on en déduit que
Xz = e e = XTlf‘I

et nous allons utiliser x, comme un parametre pour exprimer les autres coordonnées.
La premiere équation nous donne alors

X1 +X2 4+ Xn—1 +Xn = X1+ XX

c’est-a-dire
X1 —Xn = (N —2)x5.
La derniere équation est inutile puisque la matrice [A — (1 + «)I] n’est pas inversible.
Bref, il s’agit en fait de résoudre le systeme

oax] — Xn = (M—2)x2
X1 + xn = (14 a)x2

en fonction du parametre x; : on applique les formules de Cramer et on en déduit que les vecteurs propres associés a la
valeur propre 1 4 « ont pour coordonnées

x (m—2)+(0+a) n—Il+«
1 T+oc T+o
X2 1
X3 1
. =X2- . =X2-
Xn—1 1 1
Xn a(1+o)—(n—2) n—l+a

T+o T+o
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puisque o = 2n — 3.

#v Et si 14 o n’était pas valeur propre? Dans ce cas, la derniere équation viendrait compléter ces calculs et nous devrions imposer
x2 = 0 pour éviter toute contradiction. Le vecteur nul serait donc la seule solution...

#y ]l est bon de conclure en remarquant que la matrice A est symétrique réelle et qu’on n’est donc pas surpris de constater qu’elle
est diagonalisable !

Bien que pertinente, cette remarque n’apporte aucune aide dans les calculs a mener ici...

On peut aussi préciser que les sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux, ce qui est assez facile a vérifier sur les bases
qu’on en a données. Le seul calcul a poser est le suivant (pour vérifier I'orthogonalité des sous-espaces propres associés a 1+ «) :

n—-l4+a n—1—« o (m—=1)?—a?
T+a  1-« tm-2)=2 1—«2

+n—2)=0

puisque o* = 2n — 3.

#y On peut aussi calculer le polyndme caractéristique de A. On suivra une tradition typographique bien établie : les coefficients
nuls ne seront pas écrits.

Pour tout A € R (ou A € C, aucune importance!)

T—A 1 1
T —A
det(A —Aly) = AN
A 1
1 T 1-A
T—A 1 1
1A
=| | AN (Ln < Ly —Ly)
1 A 1
A —A
On factorise la derniére ligne par —\ et on continue :
2—2 1 1
2 A
det(A —ALy) =—A| | AN (C1 = Ci+C)
2 —A 1
1

On développe par la derniére ligne et (astuce!) on multiplie la premiere ligne par A :

AM2—A) A—A
det(A —ALy) = — 2 —A

Li—Li+La+---+Ly)

et par conséquent le polyndme caractéristique de A est

X2 X2 —2X —2n +4].
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Solution 71 rms130-1212

1. Par bilinéarité de la multiplication matricielle

Mn(R) X M (R) — M (R),
l'application fo est un endomorphisme de 91, (R).
2. SiAZ=A,alors
VM€ My(R), (faofa)(M)=A(AM)=A*M =AM = fr(M)
donc fA est un projecteur de M, (R).
3. En généralisant le calcul précédent (récurrence + combinaison linéaire), on constate que

VP eRX], VM e M,(R), P(fa)(M)=PA)M. (19)

@ Si P est un polyndme annulateur de A, alors la relation (19) montre que P(f ) est I'endomorphisme nul de 9, (R)
et donc que P est aussi un polyndme annulateur de fa.

w Réciproquement, si P est un polyndme annulateur de f, alors P(A)M est la matrice nulle quelle que soit la matrice
M et en particulier P(A) = 05, (pour M = I, !). Donc P est aussi un polynéme annulateur de A.

@ En conclusion, la matrice A et 'endomorphisme fa ont le méme idéal annulateur et par suite, elles ont le méme
polynéme minimal.

Or une matrice/un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, son polynéme minimal est scindé a

racines simples, donc A est diagonalisable si, et seulement si, fo est diagonalisable.

#y On aurait pu répondre a cette question en comparant les sous-espaces propres de A aux sous-espaces propres de fa. Mais pour
cela, il aurait fallu traiter les questions suivantes au préalable!
Pour aborder les questions de cet exercice dans I'ordre oit elles sont posées (ce qui est le choix de I'examinateur), il faut donc
pouvoir caractériser les matrices/endomorphismes diagonalisables sans connaitre leurs valeurs propres et les sous-espaces propres :
il ne reste donc que le polynéme minimal |

4. SiX e My 1(R) est une colonne non nulle telle que AX = AX, alors la matrice
M=(X X - X)eM(R)

n’est pas la matrice nulle et

fA(M) =AM = (AX AX .- AX) =M
donc M est bien un vecteur propre de f5 associé a A. Par conséquent, A est aussi une valeur propre de .

# Plus subtilement, si X' est un vecteur propre de A associé a Ay, alors la famille des matrices définies par
Vi<j<n, Xj=(0--0X0---0)€M(R)
T

j-eme colonne

est une famille libre de vecteurs propres de f A associés a A;.

@ Réciproquement, si M € My, (R) n’est pas la matrice nulle et si AM = AM, alors
V1<)<n, AC)‘:AC]'

et comme 1'une des colonnes C; au moins n’est pas la colonne nulle, on en déduit que A est aussi une valeur propre de
A.
5. D’aprés les deux dernieres questions,

Sp(A) =Sp(fa)
(par double inclusion).

# Plus précisément, si

est une base de My, 1 (R) constituée de vecteurs propres de A, la famille
(X}) 1<i,j<n

est une famille libre de M, (R) constituée de n? vecteurs propres de fa et donc une base de vecteurs propres de f a.

On pouvait donc démontrer, sans recourir au polyndme minimal, que : si A est diagonalisable, alors f o est diagonalisable.

On pourrait aussi établir la réciproque de maniére analogue, mais la démonstration est plus embrouillée (il s’agit d’extraire
une famille libre de 1 colonnes d'une famille libre de n? matrices).
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Solution 72 rms130-1296

1. Comme la sous-algebre C[J] de M3 (C) est commutative, les matrices M(a, b, c) (qui sont toutes des polyndmes en
J) commutent entre elles.

# Comme J3 = 13, alors C[]] = Vect (13, ], J?). Mais cela ne sert a rien pour répondre i la question !

2. Comme J? = I3 et que le polynome annulateur
X —1=(X=DX=j)(X—j%)

est scindé a racines simples dans C[X], la matrice | est diagonalisable.
@ Considérons une valeur propre A de ] et une colonne propre

associée a cette valeur propre. On a alors

a
X=c|=a[b
C

donc
b=Aa et c=2Ab=MNa.

# Onaaussi a = A>a sur la troisieme ligne, mais comme A est une racine cubique de I'unité, c’est sans importance !

@@ Comme j* = j, les colonnes

1 1 1
1, K j?
1 j? j

sont des vecteurs propres de ] associés respectivement aux valeurs propres 1, j et j2.
@ Comme | € M3(C) admet trois valeurs propres distinctes, ce sont des valeurs propres simples et les sous-espaces
propres sont donc des droites.
Par conséquent,

1 1 1
Ker(J—I3)=| 1], Ker(J—jl3)= JZ , Ker(J—j’I3) = |
1 j j

3. D’apres la question précédente, en posant

1T 1 1
P=|1 ) Jz )
1 j%

la matrice P est inversible et
P~'JP = Diag(1,j,j?).
On en déduit que
P~'J?P = Diag(1,*,)
et donc que
P~"M(a,b,c)P = Diag(a + b + ¢, a + bj + cj%, a + bj? + ¢j).

Autrement dit, la base de vecteurs propres qu’on a trouvée pour | est une base de vecteurs propres pour chacune des
matrices M(a, b, c) et
Sp(M(a,b,¢)) ={a+b+c, a+bj+cj* a+bj*+cj}.

# La méme démarche peut s’appliquer en dimension n, avec les racines n-iémes de I'unité (et toujours une matrice de Vander-
monde en guise de matrice de passage vers une base de vecteurs propres).
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Solution 73 rms130-1287

1.a. Les vecteurs ¢; et €; ne sont pas proportionnels, donc la famille 4 est libre. En tant que famille libre de deux
vecteurs dans un espace vectoriel de dimension deux, la famille % est une base de R2.

1.b. Par définition, la matrice de passage de la base canonique vers la base # s’obtient en écrivant en colonne les
décompositions des vecteurs de # dans la base canonique, donc

(2.

1.c. Ils’agit de calculer f(e1) et f(e2). Dans la base canonique,

0)-0) « 2000

ce qui prouve que f(e1) =1-¢7+0-¢ex et que f(ez) =0- &7 +4 - ;. Par conséquent,

Mat s (F) = (3) 2) .

# D’apres la formule de changement de base, on a aussi
Mate(f) = P~ TAP.

Mais pour appliquer cette formule, il faut déja calculer

2.a. D’apres I’hypothése sur g et la commutativité des itérés d’un endomorphisme,

fog=(gog)og=go(gog)=gof.

2.b. On travaille dans la base canonique :
6 —6
Matean(f —Id) =A —15 = <3 _3>

Matean (f — 41d) = A — 41, = G ‘2) :

Ces deux matrices sont de rang 1. D’apres le Théoreme du rang, leurs noyaux sont des sous-espaces de dimension 1 et
comme on sait que &7 € Ker(fId) et que ¢, € Ker(f —41d), on en déduit que

Ker(f—Id) =R - €1, Ker(f—41d) =R - ¢5.
2.c. Il s’agit de calculer, autant que possible, les vecteurs g(e1) et g(e2) et plus précisément de vérifier que g(ey) est
proportionnel a e pour k € {1, 2}.
D’apres la question précédente, il suffit de vérifier que
gle1) e Ker(f —1Id) etque g(e2) € Ker(f—4Id).

Or, comme f et g commutent,

(f—1Id)[g(e1)] = (fog)(er) —gler)
= (gof)(er) —gler) =g(1-e1) —gler)

et de la méme maniére
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Cela prouve que la matrice Matz(g) est diagonale.

# Comme f et g commutent, chaque sous-espace propre de f est stable par g. Comme ces sous-espaces propres sont des droites,
les vecteurs qui dirigent ces droites sont nécessairement des vecteurs propres de g. La base % est donc une base de vecteurs propres
pour f et pour g : ces endomorphismes sont dits co-diagonalisables.

3. Si M? = A, alors 'endomorphisme g représenté dans la base canonique par la matrice M vérifie g o g = f. D’apres
ce qui précede, il existe o et 3 tels que
ax 0

20 1 0
(5 ge) =omatstn =5 3)
etdonc a? =1, 3% = 4.

@ Réciproquement, quels que soient les scalaires « et f tels que o? = 1 et B% =4,

o 0 2
(O ﬁ) = Maty(f)

et comme g o g = f, alors

ce qui prouve que ’endomorphisme g tel que

Matalo) = (5 )

(o6 )7

L'équation M? = A admet donc exactement quatre solutions :
+1 0\ 51
F ( 0 ﬁ) P

3 =2 -5 6
D) e (29,

# Comme 'anneau M, (R) n'est pas inteégre, il est normal qu’une équation du second degré admette plus de deux solutions.

vérifie g o g = f et donc que

soit

Solution 74 rms130-1289

1. Parlinéarité de la dérivation sur R[X], I'application f est linéaire de R[X] dans R[X], donc c’est un endomorphisme
de R[X].
2. Ilestclair que f(1) =1 (vecteur propre!) et que

V=1, f(X<) =xk—kx< T,

3. Pour tout k € N, il est clair que deg f(X*) = k, donc la famille (f(X*))
degré).

Comme l'image par f d’'une base de R[X] est une base de R[X], on peut conclure que f est un automorphisme de
R[X].
4. Pour tout polyndme P € R[X], on sait que deg(P’) < deg P et donc

ren st une base de R[X] (échelonnée en

deg f(P) = deg(P — P’) < degP.

En particulier, pour tout P € R, [X],
deg f(P) < degP <n

donc f(P) € R, [X], ce qui prouve que le sous-espace Ry [X] est stable par f.
5.a. On peut donc considérer f comme un endomorphisme de R, [X], espace vectoriel de dimension finie. D'apres la
question précédente, cet endomorphisme est injectif et donc, d’apres le Théoreme du rang, il réalise une bijection de
R, [X] sur R [X].

Ainsi, pour tout P € R, [X], il existe un, et un seul, polynéme P € R, [X] tel que f(P) = Q.
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#o [l serait bon d’évoquer ici I'endomorphisme f,, induit par restriction de f au sous-espace stable R [X] — car c’est bien de lui
qu’on parle ici.
La matrice de cet endomorphisme relative a la base canonique de Ry [X] est une matrice triangulaire de 9,1 (R) dont les
coefficients diagonaux sont tous égaux a 1. Cette matrice est donc inversible (ce qui n'est pas une surprise), mais elle n’est pas
diagonalisable (car elle est distincte de 11 1).

5.b. On vérifie par récurrence que
VkeN, f(P*)=pl _plktl)

En particulier, comme deg P < n, ona f(P(™)) = P(") et f(P(¥)) = 0 pour tout k > n.
5.c. PourtoutP € R,[X],

p=pn+l) 4 Z(p(k) — plkt1) (par télescopage)
k=0
:O+Zf(P(k)) (car degP < m)
k=0
_ f< )N P(k)) (par linéarité de )
k=0

Comme f est injective, on en déduit que 'unique antécédent de P par f est le polynéme

Q= i Pk,

k=0

Solution 75 rms130-1301

1. Les deux derniéres colonnes ne sont pas proportionnelles, donc le rang de M est au moins égal a 2. Les quatre
premieres colonnes sont égales, donc le rang de M est au plus égal a 2. Le rang de M est donc égal a 2.
2.  On sait qu'une matrice carrée est inversible si, et seulement si, son rang est égal au nombre de ses colonnes (Théo-
réme du rang). D’apres la question précédente, rg M < 5, donc M n’est pas inversible.
3. D’apres le Théoreme du rang, le nombre de colonnes d’une matrice est la somme du rang de cette matrice et de la
dimension de son noyau. Par conséquent,

dimKerM =5—-2=3.

Il reste a trouver une famille libre de trois vecteurs dans Ker M.
On connait trois relations de liaison évidentes entre les colonnes de M :

Ci—C=C—-C3=C3—-C4 =0.

Par conséquent, le noyau de M contient les trois vecteurs

1 0 0
1 1 0
ol, |-=1], |1
0 0 —1
0 0 0

et comme ces trois vecteurs forment clairement une famille libre (les colonnes sont échelonnées), on a trouvé une base
de Ker M.
4. Ontrouve:

M? = et M3=

—_— o —d
—_ o —d
—_ e
_ e o
Ul =t ot o -
Ul — = o —
Ul =t ot o
Ul — — — —
Ul — =t —d —
O G G O

et on en déduit facilement que
M? — M? = 4M.

Autrement dit, la matrice M admet pour polyndme annulateur

X3 X2 —4X =X(X? =X —4) =X(X—«)(X—B)
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avec
17

o B = —

# Pour la matrice M, c’est un polyndme annulateur unitaire. D’apres la matrice M2, la matrice M n’admet pas de polynome
annulateur non nul de degré inférieur a 2, donc ce polyndme annulateur est en fait le polyndme minimal de M.
5. La matrice M est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable.

# Par ailleurs, on a calculé son polyndome minimal, qui est bien scindé i racines simples.

@ Les valeurs propres de M sont les racines de son polyndme minimal, donc

SP(M) = {O) &, B}

et on a déja calculé une base du sous-espace propre Ker M.
a Comme M est diagonalisable,

5 = dim Ker M + dim Ker(M — «ls5) + dim Ker(M — 315)
et comme o et 3 sont des valeurs propres de M,
dimKer(M — «ls5) > 1 et dimKer(M —gI5) > 1.

Par conséquent, les deux sous-espaces propres Ker(M — als) et Ker(M — 315) sont des droites vectorielles.
@ Comme d’habitude en pareil cas, on va caractériser les deux sous-espaces propres par un seul calcul, puisqu’il sont
dirigés par des vecteurs "conjugués"”.
Analyse — Pour A € {«, 3},
X1
X2
x3 | € Ker(M —Als)

équivaut a

— — — —
X X
w N
I
cocooo

11 faut donc que
X5 = AX1 = AX2 = AX3 = AX4

c’est-a-dire qu'il existe un scalaire t € IR tel que

X1
X2
x3 | =t
X4
X5

—_ o

>

Synthése — Comme A est une valeur propre de M et que le sous-espace propre associé a A est une droite, il est inutile
d’aller plus loin! Pour A € {«, 3},

Ker(M —Als) =R -

—_— o

#v En exploitant la cinquieme ligne de la matrice, on aurait obtenu la relation
44A=27,
c’est exactement ce que dit le polynome minimal de M!

# La matrice M est symétrique réelle et le Théoréme spectral nous assure que les sous-espaces propres de M sont deux a deux
orthogonaux. On le vérifie facilement en tenant compte du fait que xp = —4 (d’apres le polyndme minimal).
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Solution 76 rms132-455

1. Supposons que H soit un hyperplan de E. Par définition, il existe une droite D telle que

E=HeD

et comme D est une droite, il existe un vecteur u (non nul!) tel que D = K - u. Pour tout vecteur x € E, il existe donc un
unique couple

(ylx)) EHx K telque x=y+(x) u. (20)
On a ainsi défini une application ¢ : E — K.
» Etant donnés deux vecteurs x; et x2 dans E, il existe donc deux vecteurs y; et y, dans H et deux scalaires £(x) et
€(x2) tels que

x1=y;+lx1)-u et x2=y2+x2) u.
Pour tout scalaire &, on a donc

a-x1+x2=(x-y;+y2)+ [ocf(m) +€(xz)] .

Mais en appliquant (20) au vecteur « - X1 + X2, on a aussi

o-x1+x2= z1 Hla-x1+x2)-u
—~

eH

et l'unicité de la décomposition (20) permet d’identifier terme a terme :
Vxi,x2 € (, Ve K, Llo-x1+x2)=o0cl(x1)+Lx32),

ce qui prouve que { est bien une forme linéaire sur E.

» Commeu =0¢ +1-uavec O € Het 1 € K, l'unicité de la décomposition (20) nous dit que £(u) = 1, donc la forme
linéaire { n’est pas identiquement nulle.
» Sif(x)=0,alorsx=y+{(x) - u=yeH.

Réciproquement, si x € H, alorsx =x+0-uavecx € Het0 € K. A nouveau, l'unicité de la décomposition (20)
nous donne £(x) = 0.

L’hyperplan H est donc bien le noyau de la forme linéaire {.

@ Réciproquement, si H est le noyau d'une forme linéaire { non identiquement nulle, alors il existe un vecteur u tel

que £(u) # 0. Par linéarité de {, ce vecteur u ne peut étre nul et

_Ex) o Ux)
VxeH, £x)= ) () —€<m ~u),
donc la différence
£(x)
Cl(w

appartient a Ker £ = H (principe de superposition).
Chaque vecteur x € E admet donc une décomposition

- ) 0,

2(u) f(u)
\ﬁ,—/
eH cK-u

ce qui prouveque E = H+ K - u.

Enfin, comme {(u) # 0, le vecteur u n’appartient pas a H et la droite dirigée par K - u est donc en somme directe
avec H.

On a ainsi démontré que E = H @ D et donc que H est un hyperplan.

# [l est utile de retenir une vision géométrique de ce résultat, plus évident qu’il n'y parait.
Considérons un espace E de dimension 3 et un plan P C E : il existe une base (€1, €3 ) de ce plan et on peut la compléter en une
base (&1, €2, €3) de E. A cette base correspondent des formes coordonnées €3, €5, €3 telles que

VueeE, u=-c¢j(u) e +e3(u)-e2+ej(u)-e3
et on voit qu’ici le plan P est le noyau de la forme coordonnée €3 :

ueP & e3(u)=0.
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Plus concretement encore, quelle que soit la base choisie dans E, le plan P peut étre représenté par une équation cartésienne, au
sens oil
u:(x,y,z) €P & ax+by+cz=0

avec (a, b, c) # (0,0,0). Le plan P apparait donc comme le noyau de la forme linéaire € définie par
Yu:(x,y,z) €E, {(u) = ax+ by +cz.

On s’est contenté de démontrer que ce cas tres particulier était en fait le cas général !

2. Soit A € M (K). Par bilinéarité du produit matriciel et par linéarité de la trace, il est clair que 'application
D(A) = [M — tr(AM)]

est une application linéaire de 9, (KK) dans I, c’est-a-dire une forme linéaire sur M, (K). L'application ® est donc bien
une application de E = 90, (K) dans l'espace dual E* = L(M1, (K),K) des formes linéaires sur E.
@ Soient A et B, deux matrices de M, (IK) et A, un scalaire. Alors

VM e M, (K), tr[(AA+B)M] = tr(AAM +BM)
=Ar(AM) + tr(BM)
=AD(A)(M) + ©(B)(M).

Cette relation étant vraie pour toute matrice M € 9, (K), on en déduit que
O(AA +B) =AD(A) + O(B)
et donc que @ est une application /inéaire de E dans E*.

# On sait que dim M, (K) = n? et que dimL(M, (K),K) = n? x 1 = n?, 'est-a-dire que I'espace de départ et I'espace
d’arrivée sont deux espaces de méme dimension (finie!). D’apres le Théoreme du rang, il suffit que @ soit injective pour que © soit
un isomorphisme.

Soit A € Ker @. Cela signifie que tr(AM) = 0 pour toute matrice M € M, (KK). Avec les notations habituelles,

n n

tr(AM) = Z Z Qi jmy i

i=1j=1
Par conséquent, en faisant varier M dans la base canonique de 91, (K),
V1<ij<n, tr(Ak;) =a;;=0,
ce qui prouve que A est la matrice nulle.
On a ainsi démontré que @ était un isomorphisme de M, (IK) sur son dual.
# Avec K = IR, on peut donner une interprétation euclidienne de ces calculs : comme
YMeM(R), @A) M) = (ATIM),

on n’a fait que redémontrer le Théoreme de représentation de Riesz.
3. La matrice C est obtenue en permutant les colonnes de la matrice I,,, donc elles ont méme rang : la matrice C est

bien inversible.
@ Multiplier & gauche par |, revient a annuler les (n — r) derniéres lignes de la matrice C. Par conséquent,

vi<r<n, tr(J,C)=0.

4. Soit H, un hyperplan de 91, (K). Il existe donc une forme linéaire non nulle { telle que H = Ker £ (premiére question)
et une matrice A non nulle telle que
v M e M, (K), (M) = tr(AM).

Comme A n’est pas nulle, son rang t est compris entre 1 et n et il existe deux matrices inversibles P et Q telles que
Q 'AP=7J,, soit A=QJ.P .
Donc
YMe M, (K), ¢M)=tr(Q.J].P M) =tr(J,P"'M.Q)
En choisissant
M=PCQ ',

on définit une matrice inversible (produit de trois matrices inversibles) et {(M) = tr(J.C) = 0 d’apres la question
précédente. Par conséquent, 'hyperplan H contient la matrice inversible PCQ~".

On a ainsi démontré que tout hyperplan de 91,, (IK) contient une matrice inversible.
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Solution 77 rms132-464

@ ]l est clair que ’'ensemble

F={u(x), uec A}
est contenu dans 'espace vectoriel E.
@ Comme A est une sous-algebre de L(E), alors I'application nulle w appartient a A et par conséquent

O = (UE(X) eF

Quels que soient le scalaire A € K et les vecteurs a et b dans F, il existe deux endomorphismes u et v dans A tels
que
a=1u(x) et b =v(x).

Par conséquent,
Aa+b=(Au+v)(x).

Or Au +v € A (une algebre est stable par combinaison linéaire), donc
Aa+beF

Ainsi, ’ensemble F est un sous-espace vectoriel de E.
@ Une algebre est, par définition, unitaire, donc Ig € A et donc

x=1Ig(x) €F

Comme x # Og par hypothese, le sous-espace F n’est pas réduit a {Og }.
@ Soit a € F:il existe doncv € A tel que a = v(x).
Pour tout u € A, la composée u o v appartient a A (stable par o, qui est la multiplication interne), donc

u(a) = (uov)(x) €k

Le sous-espace F est donc stable par .A. Comme il n’est pas réduit a {Og}, il est par hypothese égal a E.
@ Pour touty € E, on adoncy € Fet, par construction de F, il existe donc u € A tel que y = u(x).

Solution 78 rms132-466

1. Toute matrice M € M, (K) admet un polyndme minimal Py € K[X]. Or les racines du polyndme minimal sont
les valeurs propres et M est inversible, donc 0 n’est pas racine du polynéme minimal. Ainsi, le coefficient constant du
polyndéme minimal n’est pas nul :

Po=X4+ag 1 X T+ 4 a1X+ay avec ap #0.
Comme P est un polynéme annulateur de M, on en déduit que
M+ ag 1M 4 M A aoly = 0n

et donc que
M(Md71 + ag_1 Ma—2 +- -+ axM+ aq In) =—aopln,

ce qui prouve que le polynéme

—1

P= a—(Xd*‘ +ag X 4 aX + m)
0
vérifie M~ = P(M).
2. Le polyndme P qu’on vient d’exhiber dépend de la matrice M.
S’il existait un polynéme P indépendant de la matrice M (entre les deux questions, seule la position des quantifica-

teurs est modifiée), alors il faudrait en particulier que

YA€ K* th):%%

et donc que

VAEK*, P(A)=-.

» SiK =R oulK = C, la propriété précédente est impossible (limite & I'origine ou a l'infini!). Il n’existe donc pas de
polyndéme universel !
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» Si K = 7/27, alors
VAeK*, A=A

et le polynome P = X vérifie la condition nécessaire.
Ily a 16 = 2* matrices dans M, (KK), parmi lesquelles six sont inversibles.

1 0 1 1 1 0

0 1 0 1 1 1

0 1 1 1 0 1

1 0 1 0 1 1
On peut vérifier que ces six matrices vérifient AZ = 1,, c'est-a-dire A~ = A. Autrement dit, le polyndéme X convient
pour toutes les matrices de GL;(Z/27).

» Cen’est pas vrai dans GL3(Z/27Z) puisque les matrices

0 0 1 01 0
A=|1 0 0 et A'=10 0 1
010 100

sont distinctes.

# Cela prouve que le polynome X n’est pas universel, cela ne prouve pas qu’il n’existe pas de polynome universel !

» Quels que soient I'entier n > 1 et le nombre premier p, 1’'espace vectoriel 9., (Z/pZ) ne contient que p™ matrices,
donc le groupe GL,, (Z/pZ) est fini.

En parcourant 1’ensemble des matrices inversibles de 9, (Z/pZ), on n’a donc qu'un nombre fini de polynomes
minimaux.

Le ppcm de ces polyndmes est donc un polyndéme annulateur commun a toutes les matrices de GLy, (Z/pZ) et le
raisonnement de la premiere question permet d’en déduire qu’il existe un polynéme universel P tel que

VM e GLn(Z/pZ), P(M)=M"".

Solution 79 rms132-467

On raisonne par l’absurde, en supposant qu’il existe un endomorphisme @ de E tel que ®* = D.
@ On considere le vecteur f = [x — e~ *] € E et on pose alors

g=®(f) e E.
Ce vecteur g n’est pas nul, car
®(g) = Do D(f) = D(f) = —f # Of.

Le vecteur g est donc un vecteur propre de D associé a la valeur propre —1 :
D(g) = (®o®) o ®(f) = D[(® o @)(f)] = DID(f)] = —D(f) = —g

par linéarité de @.
@ Mais chercher les vecteurs propres de D associés a la valeur propre —1 :

équivaut a résoudre 1'équation différentielle y’ = —y.
Les solutions de cette équation différentielle constituent la droite vectorielle R - f, donc il existe A € R tel que
g=A-f.
@ Par linéarité de @, on en déduit que
D(g)=A-O(f) =A-g.

Mais, par définition de g,
®(g) = (P o ®)(f) = D(f) = -,

donc
f=—A-g=—A-(A-f)=—A?-1.

Comme f # Og, on en déduit que A* = —1, ce qui est impossible puisque A € R. CQFD
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Solution 80 rms132-488

1. On connait un polynéme annulateur de A et il est scindé :

X = X2 =X3(X=1)(X+1).

La matrice A est donc trigonalisable. Comme notre polyndme annulateur possede une racine double, rien ne prouve
pour le moment que la matrice A soit diagonalisable. On sait cependant que le spectre de A est contenu dans ’ensemble
des racines du polynéme annulateur connu :

Sp(A) C {0,£1}.

@ Si{£1} C Sp(A), alors en fait
Sp(A) = {£1}

et en particulier A est inversible. Par conséquent, il reste A2 = I,, et A admet X?> — 1 = (X — 1)(X + 1) pour polyndme
annulateur. Comme ce polyndme annulateur est scindé a racines simples, on en déduit que A est diagonalisable.

# Dans ce cas, le polynome (X — 1)(X + 1) est en fait le polynome minimal de A.

2. Dans un second temps, on a
{£1} C Sp(A) C {0, +£1}.

» Sin =2, alors A possede au plus deux valeurs propres distinctes, donc Sp(A) = {&1} et, pour les mémes raisons que
précédemment, la matrice A est diagonalisable.

» Sin =3etsiSp(A) ={0,+£1}, alors A est une matrice de 913 (IR) qui possede trois valeurs propres distinctes, donc A
est diagonalisable (et ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles).

> Sin =3 etsiSp(A) ={=£1}, alors A est inversible et, comme plus haut, elle est donc diagonalisable.
» Sin =4, la matrice

vérifie bien A* = AZ mais

AA—L)A+L)=A’—A= o _1|#0

0
donc son polynéme minimal est X*(X — 1)(X + 1), ce qui prouve que A n’est pas diagonalisable.

# On aurait pu aussi observer que le noyau de A était une droite et que, par conséquent, la somme des dimensions des sous-espaces
propres était égale a 3 (et pas a 4) pour conclure.

Solution 81 rms132-498

Si X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors

AX =AX

donc la matrice
M= (X X) € M, (K)

n’est pas la matrice nulle (puisque X n’est pas la colonne nulle) et
fA(M) =AM = (AX .-+ AX) =AM
donc M est un vecteur propre de fa associé a A.
#1 Les matrices
X 0 - 0), (0 X 0 -+ 0), ...
o - 0 X 0, (0 - 0 X)

forment une famille libre de n vecteurs propres de fa associés a A. Si la matrice A est diagonalisable, alors on peut définir une
base de Mt 1 (R) constituée de vecteurs propres de A et en déduire une base de M, (R) constituée de vecteurs propres de fa : cela
prouve que f 5 est diagonalisable.
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@ Réciproquement, s’il existe une matrice carrée

M=(C; C; -+ Cp)#0n
telle que
fA(M) =AM,
alors
(ACi ACz -+ ACnh)=AM=AM=(AC; ACz --- ACy).

Comme M # 0y, il existe au moins une colonne C; non nulle et comme
AC; = ACj,
on en déduit que A est aussi une valeur propre de A.

Solution 82 rms132-755

1. Pourk =0,onadetA = =1, donc A est inversible en tant qu’élément de (I'algebre) M, (R).
Cela dit, d’apres les formules de Cramer,

A.Com(A)" = detA.l,, = +1,,.

Puisque les coefficients de la comatrice sont des déterminants de matrices extraites de A (et donc de matrices a coefficients
entiers), la comatrice appartient a 0%, (Z) et la matrice A est donc inversible dans I'anneau 9ty (Z).
2. Supposons que det B # 0. D’apres la propriété de morphisme de det et 'hypothese,

+1

2 kL) =
Vi 0,2n], det(AB ! +kly) = T-o

Dans cette identité, le parametre k prend (2n + 1) valeurs et 'expression det(AB~! + kI,,) prend au plus deux valeurs :
cette expression prend donc 1'une des valeurs au moins (n + 1) fois.
Or l'application
[A+— det(AL, + AB™")]

est une application polynomiale de degré n : c’est le polyndome caractéristique de la matrice —AB~'.

Si une application polynomiale prend (n + 1) fois la méme valeur, il n’y a que deux possibilités : ou bien elle est
constante, ou bien son degré est au moins égal a (n + 1). Quoi qu’il en soit, son degré ne peut pas étre égal a n. Notre
hypotheése est donc absurde, on a démontré que det B = 0.

Solution 83 rms132-759

# Pour se lancer dans la démonstration qui suit, il faut commencer par traduire I'énoncé : deux matrices semblables ont toujours
méme image par @.

On note, comme de coutume, E;; (pour 1 < i,j < n) les matrices de la base canonique de 91,, (IR).

@ Soit D = Diag(1,2,...,n). Pouri # j, lamatrice D +E; j est une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux
sont deux a deux distincts. Cette matrice est donc diagonalisable et semblable & la matrice diagonale D (mémes valeurs
propres avec les mémes multiplicités).

Par hypothese, ¢ (D + E; ;) = @(D) et par linéarité de o,

Vi#j, o(Ei;) =0.
@ Pour tout 1 < i< n, les matrices Eq ;7 et E; ; sont semblables : la matrice de permutation

0 1
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vérifie Pf’lEi,iPhi = Ey 1 et par conséquent, @(Ei ;) = @(Eq,1).

# Autre point de vue : la matrice Eq ¢ représente I'application linéaire

[(Xh-'wxn) — (XhO»---)OH
dans la base canonique (e1, ..., eyn) et la matrice E; ; représente cette méme application linéaire dans la base
(ei,€2,...,€i-1,€1,€i11y...,€n).

En posant A = ¢(E;,1), ona donc
n n n
p(A) = Z Z aij@(Ei;) = Z aiid =AtrA
i=1j=1 i=1
pour toute matrice A € M, (R).

Solution 84 rms132-1111

Comme u admet n = dim E valeurs propres distinctes, cet endomorphisme est diagonalisable :

n
E= @ Ker(u— Ay I)
k=1

et ses sous-espaces propres sont des droites :
Vi<k<n, dimKer(u—AI) =1.

Si v? = v, alors u et v commutent (ce sont deux polyndmes en v) et par conséquent, tout sous-espace propre de u
est aussi stable par v. Comme les sous-espaces propres de u sont des droites, leurs vecteurs directeurs respectifs (qui
sont par construction des vecteurs propres de u) sont donc des vecteurs propres de v.

Autrement dit, quelle que soit la base
&= (£1)°'-)En)

constituée de vecteurs propres | pour u | considérée,

Matg(u) = Diag(A1,...,An) =D et Matgz(v) =Diag(r,...,1un) = A.
Mais u = v?, donc D = A? et par conséquent
Vi<k<n, pi=>A.

@ On distingue alors les cas suivants.

» Sil'un des Ay au moins est strictement négatif, le probleme posé n’a pas de solution. (On travaille sur un espace
vectoriel réel, donc les ;. doivent étre réels).

» Si tous les Ay sont strictement positifs, alors

V]gkgﬂ, Hk:i\/)\k-

Il y a donc 2™ choix possibles pour la famille (k)1 <k<n et donc 2™ endomorphismes v tels que v? = .

» Sil'un des Ay est nul (A; = 0 par exemple), alors les (n — 1) autres sont strictement positifs (puisqu’ils sont deux a
deux distincts) et il y a cette fois seulement 2"~ choix possibles pour la famille (1)1 <k<n (puisqu’on a nécessairement
1 = 0) et donc seulement 2™~ ! endomorphismes v tels que v = u.

Solution 85 rms132-1122

1. Lamatrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable : ses valeurs propres sont réelles et ses sous-espaces
propres sont deux a deux orthogonaux.

# Je n'ai pas envie de calculer le polyndme caractéristique de A, méme si ¢a ne pose aucune difficulté particuliére, je vais me
débrouiller autrement.)
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# Pour gagner un peu de place, je vais systématiquement assimiler les matrices colonnes et les vecteurs de R3.

» La deuxiéme colonne de la matrice A nous indique que 1 est une valeur propre de A. De plus, le rang de

00 2
A-Iz=[0 0 0
200

est égal a 2, donc Ker(A —I3) =R - (0,1,0).
» La trace de A est égale a 3 et comme A est diagonalisable, il existe deux réels 1 £ « tels que Sp(A) ={1 —; 1; 1+ o).
Le déterminant de A est égal a —3 (calcul rapide) et aussi a 1 — «?, donc o = 2 et

Sp(A) = {—1; 13).

» Comme
2 0 2 -2 0 2
A+I3=10 2 0 et A—3l3=(0 -2 0|,
2 0 2 2 0o -2

onaKer(A+1I3) =R-(1,0,—1) etKer(A —3I3) =R - (1,0,1).
» En posant

1 01
P=(0 1 0],
1 0 1

on a donc “
PAP = A < Diag(—1, 1, 3)

d’apres la formule de changement de base (les colonnes de P forment une base de vecteurs propres de A, respectivement
associés aux valeurs propres —1, 1 et 3).

# On constate que les trois droites propres sont, comme annoncé, deux a deux orthogonales.
On aurait pu choisir une base orthonormée de vecteurs propres (ce qui nous aurait donné une matrice de passage P orthogonale),
mais ici, ce n'est pas franchement utile et j’ai privilégié la simplicité de la matrice.

2.  Enposant

VteR, X(t)= [yt

il s’agit ici de résoudre 'équation différentielle linéaire et homogene du premier ordre (sous forme résoluble)
VteR, X'(t) = AX(t).

Nous allons résoudre ce systeme en utilisant les éléments propres de A.

#o Ce systeme différentiel est mal choisi : il s’agit en fait de résoudre d’une part I'équation différentielle y’ =y et d’autre part le
systeme

x'=2x+ z
2= x+ 2z

qui est associé a une matrice de S»(IR) : on n’est donc pas vraiment en dimension 3...

@ Premiere méthode.
En posant

on constate que, pour tout t € R,

X'(t) = AX(t) & P .X'(t) =P .AX(t)
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I s’agit donc en fait de résoudre le systeme différentiel (découplé) suivant.

u'(t) = —u(t)
v(t) =v(t)
w'(t) = 3w(t)
La solution générale est de la forme

u(t) =Kj €7t, v(t) = Kzet,

w(t) = K3 e3t
donc X = (x,y, z) est une solution du systeme étudié si, et seulement si, il existe trois constantes d'intégration Ky, K et
K3 telles que

Kie '+ Kse3t
vteR, X()=PY()= Kyet .

—Kj e t4 K3 e3t
& Le systeme différentiel étant maintenant résolu, on doit considérer que I’exercice est terminé.

Cela dit, le cours nous dit que la solution X peut s’exprimer en fonction de la position initiale X(0) a 'aide de I'exponentielle
de matrice :

VteR, X(t)=exp(tA).X(0)
avec
x(0) —z(0)
Ky 2
K> Y(0) =P~ 'X(0) y(0)
K3 x(0) +y(0)
2
On en déduit (apres avoir calculé P~) que
3t —t 3t —t
e —5 e 0 ¢ . e <(0)
X(t) = 0 et 0 y(0)
e3t _ et et L et
5 0 5 z(0)

exp(tA)
et comme la colonne X(0) est quelconque, on peut en déduire exp(tA) par identification.
Mais ce calcul est plutot fastidieux.

. Deuxiéme méthode

On a trouvé une base orthogonale de vecteurs propres pour A :

1 0 1
W=|0], W=|[1], us=|o].
1 0 1

D’apres le cours, la projection orthogonale Py sur la droite R - Uy est donnée par

Py = uk.u['
u[.uk
On en déduit trés facilement que
1 1 0 -1 0 0 0 1 1 0 1
P1:§~ 0 0 0,P2:01O,P3=§-OOO.
-1 0 1 0 0 0 1 0 1
Les valeurs propres associées aux vecteurs propres U;, U, et Uz étant —1, T et 3 respectivement, on en déduit que

vVneN, At =(=1)"-P;+1"-P, +3™-P3
et donc que

VteR, exp(tA)=e ' P;te'-Py+e3t.P;.
On en déduit enfin que la solution générale du systéme étudié est

X(t) = exp(tA).X(0) = ™" - P1X(0) + e - P2X(0) + €' - P3X(0).

# Cette méthode pour calculer exp(tA) est préférable a la précédente (cet avis n’engage que moi).
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Solution 86 rms132-1125

On utilise les notations habituelles pour les vecteurs de la base canonique :

1 0 0
E;=10 , E2= 1 , E3= 0
0 0 1

@ Analyse

» Si une telle matrice A existe, alors A* = (A%)? = 03, donc A est nilpotente et son indice de nilpotence est strictement
supérieur a 2. Comme l'indice de nilpotence d’une matrice de M3 (RR) est inférieur a 3, on en déduit que l'indice de
nilpotence de A est égal a 3 et donc que A3 = 0;.

En particulier, la matrice A n’est pas inversible, dim Ker A > 1 et

R-E; =ImA? Cc KerA

puisque A3 = A x A? =0;.
» On vient de remarquer que le vecteur Eq appartient 8 InA? C ImA. Par ailleurs, KerA C KerA? = [z = 0] et
dimKer A < 2.

SidimKer A = 2, alors rg A = 1 (Théoréme du rang) et d’apres les inclusions précédentes,

ImA=R-E; C[z=0] =KerA.
Dans ces conditions, A2 = A x A = 03, ce qui contredit I’hypothese de 1’énoncé. Donc dim Ker A = 1 et par conséquent
KerA =ImA? =R - E;.

La premiere colonne de A, égale a AE;, est donc la colonne nulle.

» La deuxiéme colonne de AZ, égale a AZE, = A(AE;) = 0, nous dit que AE; (la deuxiéme colonne de A) appartient
au noyau de A. Elle est donc proportionnelle a E; : il existe o € R tel que

AEZ = (XE]

et comme E; ¢ Ker A =R - Ey, le scalaire « ne peut pas étre nul.
» Enfin, la troisiéme colonne de A? vérifie :
1
E; = A%E; = —AE,
104

et par conséquent
1
A(AE; -~ ;) =0.
o
Connaissant le noyau de A, on en déduit qu’il existe donc un réel {3 tel que

AEs— 1E, = BE;.
048

11 existe donc deux réels @ € R* et 3 € IR tels que

0 ¢ B

A=(0 0 TV«

0O 0 0

@ Synthese
11 est clair que

0« B\> /0 0 1
0 0 V] =10 0 0
0 0 O 0 0 0

quels que soient les réels x € R* et p € R.
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Solution 87 rms132-1127

1. Onasupposé que A+ A3 = 0. Si la matrice A était inversible, on pourrait en déduire que I3 + A% = 03 et donc que
det(A?) = det(—I3) = (—1)* =—1.

Or det(A?) = (det A)? et comme det A € R, il est impossible que (det A)?> = —1. Donc la matrice A n’est pas inversible.
2. Le polyndme X + X3 = X(X2 + 1) est un polyndme annulateur de f et les facteurs X et X + 1 sont premiers entre
eux (ils sont irréductibles et ne sont pas associés). Le Théoreme de décomposition des noyaux donne directement

R3 = Ker f @ Ker(f* +1).

3. On a démontré que la matrice A n’était pas inversible. Comme f (représenté par A) est un endomorphisme d'un
espace de dimension finie, la non-inversibilité de f prouve la non-injectivité de f (Théoréme du rang). Autrement dit,
Ker f # {Og}.
4. Comme Ker f # {Og}, il existe un vecteur non nul ¢; dans Ker f.

Comme f # wg, le sous-espace Ker(f? +I) nest pas réduit a {Og} et il existe donc un vecteur non nul ¢, dans
Ker(f? +1).

Le sous-espace Ker(f2 +1) est stable par f (c’est le noyau d’un polyndme en f), donc le vecteur €3 = f(e,) appartient
aussi a Ker(f? +1).

Si (€2, €3) était liée, alors il existerait A € R tel que

fle2) =e3 =A- ¢
donc ¢; serait un vecteur propre de f associé a A\. Mais comme ¢, € Ker( f2 4+ 1), on aurait aussi
—ey =f(e2) =N - &2

et donc A = —1, ce qui est impossible. On a donc une famille libre de deux vecteurs dans le sous-espace Ker(f? +I).
Comme les deux sous-espaces Kerf et Ker(f? + I) sont supplémentaires dans R>, que dimKerf > 1 et que
dimKer(f2 +1) > 2, on a donc
Kerf=R-e; et Ker(f>+1) = Vect(es,e3),

ce qui prouve que (&1, €2, £3) est une base de R? et dans cette base la matrice de f est bien égale a B : les matrices A et B
sont donc semblables.

Solution 88 rms132-1128

1.a. Comme u est un endomorphisme d’un espace de dimension finie égale a 2n, on déduit du théoréme du rang que

dimKeru =2n —rgu =n. (21)

Par ailleurs, comme u? = 0, on a aussi
Imu C Keru. (22)

On a établi une inclusion et 1’égalité des dimensions (finies!), donc les deux sous-espaces sont égaux :

Imu = Keru. (23)
1.b. Comme la dimension de Imu est égale a n, il existe une base (eq,...,en) de Imu et, par définition de I'image, il
existe une famille (en41,..., e2n) de vecteurs tels que
vV1<k<n, ex = ulenix).
Vérifions la famille Z = (eq,...,en,€nt1,...,€2n) est bien une base de R>" : pour des raisons de dimension, il

suffit de prouver que % est une famille libre. Si les scalaires Ay (1 < k < 2n) sont tels que

2n
D> Ae-e=0, (24)
k=1

alors
n 2n
Z7\k “u(enyk) + Z Ax -ex =0.
k=1

k=n+1
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Par linéarité de u et comme u? = 0,
2n n
0= Z Ak -ulex) = ZAnJrk'ek-
k=n+1 k=1

Par construction, la famille (es, ..., en) est libre, donc les scalaires An 11, ..., Azn sont tous nuls. Il ne reste de (24) que

i)hekzo.
k=1

A nouveau, la famille (e; ,...yen) est libre, donc les scalaires Aq, ..., A, sont tous nuls : on a prouvé que & était une
famille et (donc) une base de R?™.
@ Comme u? =0,
VI<k<n, ulex) =u*(ensk) =0.

D’autre part, par définition de la famille %,
Vn+1<k<2n, u(enix) =ex.

Donc la matrice de u relative a cette base 4 est bien la matrice voulue.
2.a. D’apres le Théoreme du rang,

dimKeru = dim R>" —rgu=3n—2n=n. (25)
Comme u3 = wou? =0, il est clair que
Imu? C Keru (26)
et en particulier
rgu? < dimKeru =n. (27)
Comme Ker u est un espace de dimension n (25) contenu dans Ker u?, il existe une base (e1,..., e, ) de Keru et on peut

compléter cette base pour obtenir une base de Keru? :
2
Vect(€1,...,€ny Ently..-,&r) = Keru~. (28)
—_———
base de Ker u

On en déduit que
Keru @ Vect(eni1,..., &) = Keru?. (29)

La famille (u(en1),...,u(er)) est libre : en effet, si

Z Ak -u(ex) =0,

k=n+1

alors

Dans ces conditions, la combinaison linéaire

k=n+1
appartient a la fois a Keru et a Vect(en41,...,¢;), alors que ces deux sous-espaces vectoriels sont en somme directe.
Par conséquent, cette combinaison linéaire est nulle et comme la famille (en41,..., &) est libre, on en déduit que les
scalaires An 41, ..., Ar sont tous nuls.
Comme u? = 0, la famille (u(£n+1 Yyurn ,u(sr)) est une famille libre de (r — n) vecteurs dans Keru. Comme

dim Keru = n par (25), on en déduit que (r —n) < n, c’est-a-dire
dimKeru? =r < 2n. (30)

D’apres le Théoreme du rang,
rgu? = dimR*™ —dimKeru? >3n—2n=n (31)

et d’apres (27) et (25), on a donc
rgu? =n = dim Keru. (32)
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Avec l'inclusion (26) et 1’égalité des dimensions, on a prouvé que
Imu? = Keru.
2.b. Considérons une base (ey,..., e, ) de Imu?. Il existe donc une famille (€541, ..., e3n) telle que
V1<k<n, ex=u’(eanik)

et on pose
Vi<k<n, enyk= u(eZn+k)'

On vient de définir une famille

33:(e],...,en,en+1,...,ezn,€2n+1,...,€3n)

= (u2(62n+1 )) v )uz(eSn))u(eZn+1 )» .. ')u(e3n)) €2ntly.e) e?)n)-

1 suffit bien entendu de vérifier que cette famille est libre pour démontrer que c’est une base de R3™. Considérons donc
une relation de liaison :

3n
0= Z Ay ey = Z A - u(eanix) + Z Ak - u(eanik) + Z A2n4k - €2n4k
k=1 k=1 k=1 k=1

et appliquons u? : comme u? = 0, il reste seulement

Z Ak - u?(ex) Z?\zn+k ek

k=2n+1
et comme la sous-famille (es, ..., en) est libre par construction, on en déduit que A1 = -+ = Azn = 0. Il reste alors

2n

0=> A ex= Z M- u?(eanii) + Z Anix - uleanx)

k=1 k=1 k=1

et on applique u. Comme u® =0,

0= Z Atk - u?(€2n4k) Z Atk - k.

k=1
On obtient, comme précédemment, ainsi que A1 = - -+ = Az, = 0. Il reste donc seulement
n
S h
k=1
d’ot1 on déduit enfin que A = --- = A, =0.
. Comme u(er) =u(eany1) =0,..., u(en) =u3(e3n) = 0 et comme, par construction méme,

Vi<k<n, ulenq) =ex et ulernix) =enix,
la matrice de u dans cette base a exactement la forme voulue.

Solution 89 rms132-1129

1. La premieére colonne de A nous montre que 1 € Sp(A). Le rang de la matrice

00 0
N=A-L=[0 1 -1
0 1 —I

est égal a 1, donc le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 1 est le plan d’équation [y —z = 0].

La trace de A est égale a 3 et c’est aussi la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité. Comme 1 est
une valeur propre de multiplicité au moins 2 (= dimension du sous-espace propre), on en déduit que 1 est en fait valeur
propre triple.

La multiplicité de la valeur propre 1 étant strictement supérieure a la dimension du sous-espace propre associé a 1,
on en déduit que A n’est pas diagonalisable.
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2. Soit f, I'endomorphisme de R3 représenté par la matrice A dans la base canonique %,. S'il existe une base % =
(e1,€2,¢3) telle que
Mats(f) =T,

alors le vecteur €3 est choisi hors de Ker(f —I), le vecteur ¢, est 'image de €3 par f —I et le vecteur ¢ est choisi de telle
sorte que (€1, €2) soit une base de Ker(f —1I).

Choisissons €3 = (0,1,0). Il faut alors e, = f(e3)—e3 = (0,1, 1) et on peut choisir ¢; = (1,0, 0) (qui vérifie I'équation
du plan Ker(f —I) sans étre proportionnel a ¢;).

11 est clair que la matrice

1 00
P =Maty, (e1,€2,e3) =0 1 1
01 0

est inversible, ce qui prouve que # = (&1, €2, £3) est bien une base de R3.
Enfin, par construction des vecteurs ¢y, on a bien

f(e1) = €1, f(e2) = &2, f(e3) =e2+e3
ce qui prouve que NMatgz(f) =T.
Les matrices A et T sont donc bien semblables.

3. D’apres ce qui précede, T =P~ 'AP, donc A = PTP ! et

VneN, A"™Zprnp-1,

On vérifie facilement (récurrence, bindme...) que

10 0
vYyneN, T"=10 1 n|=nT—n-1)Is.
0 0 1

Par conséquent,
1 0 0
vVneN, A“(;)nA—(n—l)Igz 0 n+1 —m
0 mn T—nm

# On a utilisé deux fois (x) le fait que I'application [M — PMP~'] est un morphisme d’algebres.

4. On a déja défini la matrice N. Il est clair que N est nilpotente d’indice 2 (c’est-a-dire N # 03 et N? = 03). Comme
toute matrice commute a I3, on peut appliquer la formule du bindme et en déduire que

n
- _ LLATNY Y\ yk
At =(I3+N)" =13+ (1)1\1 +> <k>N =I3+nN.
k=2
# Ce n'est vraiment pas trés différent des calculs qui précedent...

Solution 90 rms132-1131

1. Par définition, le noyau de f, contient les vecteurs e; — e3 et e;. Comme la famille (eq, ey, e3) est libre, les vecteurs

e9=1-e1+0-e3+(=1)-e3 et e2=0-e7+1-e2+0-¢e3

sont linéairement indépendants, donc dim Ker f, > 2.
Par ailleurs, le vecteur
e3="fqler)=a-e1+1-e2—a-e3=a-e¢7+1-¢;

n’est pas nul (en tant que combinaison linéaire d"une famille libre dont les coefficients ne sont pas tous nuls) et appartient
al'image de fq. Donc le rang de f, est au moins égal a 1.
D’apres le Théoreme du rang,

Kerf, = Vect(eq,e2) et Imf,=C-(a-e1+¢2).



Réduction des endomorphismes 125

2. La matrice de f, dans la base (e1, ez, e3) est égale a

a 0 a
A=1 0 1
—a 0 —a
La matrice de f, dans la base (e1, €2, e1) est égale a
0 0 a
Al=10 0 1
0 0 0

D’apres la formule du changement de base, ces deux matrices sont semblables.
3. T estclair que (A’)? = 03. Comme A et A’ sont semblables, A% = 05.

# On pouvait aussi remarquer que Im fq C Ker o pour conclure encore plus vite.

La matrice A est donc nilpotente. Comme elle n’est pas nulle, elle est donc nilpotente d’indice 2 : son polynéome
minimal est égal a X? et son polyndme caractéristique a X>.
4. Puisque A est nilpotente, son spectre est égal a {0}. Cette matrice n’est donc pas inversible.

Si elle était diagonalisable, alors elle serait semblable a la matrice nulle et donc en fait égale a la matrice nulle. La
matrice A n’est donc pas diagonalisable.

Solution 91 rms132-1132
1. Il estclair que VP est linéaire de R, [X] dans R[X]. De plus,

VP e R,[X], degP’ < degP
donc
VP e RnX], deg(P)< max{degP,degP’} < degP<n

donc P (P) € Ry [X] pour tout P € R, [X] : 'application 1 est bien un endomorphisme de R, [X].
2. Ilestclair que (1) =1et que
Vi<k<n, P(Xk)=x<4kxE

donc

Cette matrice est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous différents de 0, donc elle est inversible.
3. Ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, donc Sp{ = {1}.
Pour n > 2, la matrice est distincte de I,,, donc elle n’est pas diagonalisable.

#v La seule matrice semblable d la matrice identité 1, est la matrice 1,, elle-méme.

De ce fait, la seule matrice diagonalisable dont le spectre soit réduit a {A} est la matrice AL, matrice de I"homothétie de rapport
A

En revanche, pour n = 1, elle est diagonale (soupir).

Solution 92 rms132-1133
1. L’hypothese faite sur A peut se traduire matriciellement par
(1 DHA=( 1).

—
u

Par conséquent, si AX =, alors
uy = U(AX) = (UA)X = UX

c’est-a-dire : y1 +y2 = x1 + x2.
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2. D’apres la question précédente,

avecyy; +y2 =1—1=0,donc

A(j]) —yi-(1 ).

Cela prouve que le vecteur (non nul!) (1,—1) est un vecteur propre de f associé a la valeur propre y;. D’apres les
coefficients de A, la valeur propre y; est aussi égalea (a —b).
3. SiV = (x1,x;) est un vecteur propre de A, alors

AV =A-V,

donc x1 +x2 = A - (x1 +x2). 51 V n'est pas colinéaire a (1,—1), alors x1 + x, # 0 et par conséquent A = 1.

# Latracede Aestégaled a+d =a+ (1 —b) = (a—Db) + 1:c’est bien la somme des deux valeurs propres qu’on a trouvées.

Solution 93 rms132-1134
1. PourtoutA € R,

2—A 2 -3
det(A—AI3)=2—A 5—A =2 (Ci  Cy +Cy+C3)
2—A 3 —A
1 2 -3 1 2 -3
=2=AN1[1 5=A =2|=2=N)0 3= 1 ( LZHLz—h)
Lg(—]_gfL]
1 3 —A 0 1 3—A
=(2-A?*4-N)

Donc le polyndéme caractéristique de A est (X — 2)%(X —4) : le spectre de A est égal a {2;4}. Les matrices

1 2 =3 -1 2 -3
A-2I3=|-1 3 =2 et A—4Lz=(-1 1 =2
-1 3 =2 -1 3 —4

sont toutes les deux de rang 1, donc la matrice A n’est pas diagonalisable.
Ces matrices nous indiquent que

1 —1
Ker(A—-2I3)=R- (1) etque Ker(A—4I3)=R- ( 1 ) .
1 1

2. Comme (X — 2) et (X — 4) sont scindés et n’ont pas de racine commune, ils sont premiers entre eux, donc (X — 2)?2
et (X —4) sont premiers entre eux et, d’apres le théoreme de décomposition des noyaux,

R? = Ker(A — 413) & Ker(A — 213)2. (%)

2 =1 =1
(A=2I3)*=[|-2 1 1
-2 1 1

nous indique que Ker(A — 2I3)? est le plan d’équation [2x —y — z = 0]. Comme le vecteur (0, 1, —1) appartient a ce plan
sans étre colinéaire au vecteur (1,1,1) (qui dirige Ker(A — 213)), on dispose d’une base de Ker(A — 213)2.

@ On constate que
0 5
(A=2I3)[ 1 ]=1(5].
—1 5

La matrice

La matrice
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est donc inversible : c’est la matrice de passage de la base canonique a une base adaptée a la décomposition (x), constituée
d’un vecteur propre €7 associé a 4; d’un vecteur propre ¢, associé a 2 et d’un vecteur ¢3 tel que

(A —2I3)(e3) = €2, C'est-a-dire Aez3=0-e7+1-e23+2-¢3.

D’apreés la formule de changement de base,

4 0 0
P1AP=(0 2 1
0 0 2
@ S5i B est une matrice telle que
2 0 0
P'BP=(0 V2 « |,
0 0 V2

alors

4.0 0
P 'B’P=(P 'BP)’ = (0 2 2V2«
00

et il suffit de choisir a = 5 pour obtenir
P 'BZP =P 'AP
et donc B2 = A.

# Pour ceux qui attachent de I'importance a ces détails,

et le calcul explicite de B est particulierement pénible.

# On a une excellente raison de chercher P~'BP sous forme triangulaire.

En effet, si B> = A, alors A.B = B3> = B.A, donc chaque sous-espace propre de A est stable par B et comme ces
sous-espaces sont des droites, les vecteurs ey et €3 qui les dirigent sont en fait des vecteurs propres de B. Ainsi, P~'BP est de la
forme
0 =x
(SIS
0

*

oo

Mais de plus chaque sous-espace caractéristique Ker(A —AI3)™ de A est stable par B (cette notion n’est pas au programme),
donc P~"BP est diagonale par blocs :

x 0 0
0 * =x
0 * =«

Cela nous indique sous quelle forme chercher P~'BP et nous assure qu'il n'y a pas beaucoup d’autres solutions que celle qu’on vient
d’exhiber.

3. Si B était diagonalisable, alors B> = A serait aussi diagonalisable : aucune des solutions de 1’équation n’est donc
diagonalisable.
Solution 94 rms132-1135

1.a. Supposons que A soit inversible.
Soit A € K. D’apres la propriété de morphisme du déterminant,

det(Al, —BA) = det(AA~! —B).detA
— detA.det(AA~" — B) = det(AL, — AB).

Cette égalité étant vérifiée pour tout A € K (avec K = R ou C, donc ensemble infini), on en déduit que le polynéome
caractéristique de AB est égal au polynome caractéristique de BA.
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1.b. Onsait que le groupe linéaire GL,, (IK) est dense dans 91, (K) (toute matrice A est limite d’une suite (Ag)xen de
matrices inversibles) et, pour tout A € K, les applications

[A — det(Al, — AB)] et [A — det(Al, — BA)]

sont continues (ce sont des applications polynomiales en fonction des coefficients de A).

Comme ces deux applications sont égales sur GL,, (K), elles sont aussi égales sur I'adhérence de GL,, (K), c’est-a-
dire sur M, (K).

Autrement dit, quelles que soient les matrices A et B dans 91, (IK), les matrices AB et BA ont méme polyndme
caractéristique.
2.a. En choisissant une base # (quelconque!) de E, et en notant A et B, les matrices qui représentent f et g dans la
base #, on déduit de la question précédente que f o g et g o f ont méme polyndme caractéristique, donc mémes valeurs
propres avec les mémes multiplicités.

Comme A est, par définition, une valeur propre de f o g, on en déduit que A est aussi une valeur propre de g o f.

a Soit x € E,. Alors (f o g)(x) = Ax (par définition de E»). On en déduit que

g[(fog)(x)] =Ag(x),
c’est-a-dire

(gof)[g(x)] =A-g(x)
ou encore que g(x) appartient a Ker(go f —AI) = Fa.

De la méme fagon, on démontre que
Vy € Ker(gof—Al), fy) € Ker(fog—AI).
2.b. Six € E, etg(x) =0g, alors
Ax= (fO g)(X) = f(OE) = O.

Comme A # 0 par hypothese, on en déduit que x = Og. Autrement dit, en restriction a E;, 'endomorphisme g est injectif
et par conséquent
D’apres l'inclusion précédente, dim Ej < dim Fy.

On démontre de la méme maniere que dimF, < dim E, et donc que les deux sous-espaces propres E, et Fp ont
méme dimension.

# Si A est inversible, alors AB = A(BA)A ™ et cette égalité toute simple montre que AB et BA sont semblables. Dans ce cas, il
est clair que les polyndmes caractéristiques sont égaux et que les sous-espaces propres sont deux i deux isomorphes !

Solution 95 rms132-1137
1. Pourtoutx € R,

XIg — A —‘?)A
—YA xI3
xI3 —vA —BA
03 xIz3 + BA

XIg—YA —ﬁA
xIs —vA  xI3

det(xIg — B) = (C1«—Ci+Craveca+ B =)

(Ly —~ L —1Ly)

et par conséquent, comme 3 # O ety # 0,

det(xIs — B) = det(xI3 — yA) det(xI; + BA) = (—By)*xa (%)XA (%")

puisque le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est le produit des déterminants des blocs diagonaux.
@ Comme le rang de A est égal a 1, son noyau est de dimension 2 (Théoreme du rang). Et comme A est diagonalisable,
son polyndme caractéristique est de la forme
XA =X*(X—a)

avec a € R*. Le polyndme caractéristique de B est donc égal a
XX —ay)(X +ap).

Comme a # 0 et que 3 + v # 0, la matrice B admet donc trois valeurs propres distinctes : 0 (de multiplicité 4), ay
(simple) et —af3 (simple).
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# D’apres le cours, une matrice est diagonalisable si, et seulement si, son polyndme caractéristique est scindé (c’est le cas pour
B) et si la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du sous-espace propre qui lui est associé.
Par ailleurs, on sait que la dimension d"un sous-espace propre est comprise entre 1 et la multiplicité de la valeur propre.
Par conséquent, la matrice B est diagonalisable si, et seulement si, la dimension du sous-espace propre Ker B = Ker(B — 0l¢)
est égale i 4.

2.  Onsuppose que AX = 0. D’apres les régles du calcul matriciel par blocs,
X aAX
THRCHR
0\ (BAX) _
()-8

Par hypothese, dim Ker A = 2, donc il existe deux colonnes linéairement indépendantes X; et X; telles que kerA =
Vect(Xj,X2). On déduit des calculs précédents que les colonnes

(@) (&) () (%)

appartiennent au noyau de B. Comme X; et X; sont linéairement indépendantes, on en déduit facilement que ces quatre
colonnes sont linéairement indépendantes et donc que dim Ker B > 4.

3. Comme la dimension d"un sous-espace propre est majorée par la multiplicité de la valeur propre, on en déduit que
dim Ker B = 4 et que B est diagonalisable.

@ Pour les mémes raisons,

Solution 96 rms132-1139

1. Les deux premieres colonnes de A ne sont pas proportionnelles, donc rg A > 2. Les colonnes C;, ..., Cy, sont
proportionnelles, donc rg A = 2.

D’apres le Théoreme du rang, la somme du rang et de la dimension du noyau est égale au nombre de colonnes,
donc dimKer A =n — 2.
2. La matrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable (Théoreme spectral).
3. Pour une matrice diagonalisable, la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du sous-espace
propre qui lui est associé. Par conséquent, la multiplicité de la valeur propre O est égale a (n — 2).

# En général, la multiplicité d"une valeur propre est supérieure ou égale a la dimension du sous-espace propre qui lui est associé.

4. Comme le polyndme caractéristique de A est un polynéme de degré n dont les racines sont les valeurs propres de
A, que ce polyndme admet O pour racine de multiplicité (n — 2) et que ce polyndme est scindé dans R([X] (puisque A est
diagonalisable), on a

Xa = X" (X = ) (X~ B).

Or la trace de A est la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité, donc
T=trA=n—1)x0+1-a+0-p

donc o« + 3 = 1: on peut donc noter A et (1 — A), les deux valeurs propres non nulles de A.
# Pour l'instant, on ne sait pas si A # 1/2, donc rien ne prouve que ces deux valeurs propres soient distinctes.
5. Comme A est diagonalisable, son polyndme minimal est scindé a racines simples et ses racines sont les valeurs

propres de A. Donc
A = X(X=A)(X=T+A) ou pa =X(X—=14)

(selon que A # 1/2 ou A = 1/3). Par définition, le polyndme minimal est un polynéme annulateur.
Dans les deux cas, le polynome
XX=A)(X=T14+A4)

est un multiple du polynéme minimal et donc un polynéme annulateur.

# En calculant les coefficients diagonaux de A, on trouve que

tr(A%) = (ikz) +ikz _ n(2n+1)gn+1)_3.
k=1 k=2
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Comme A est diagonalisable, on sait aussi que
tr(A2) =(n—2)- 02+ A2+ (1=A)2 =202 —2A + 1.

Donc les valeurs propres A et (1 — ) sont les deux racines de I'équation

n2n+1)n+1)-3

2X2 —2X+1=
+ 3

On en déduit d'une part que

n(n+%)(n+]))

X(X—)\)(X—1+?\)=X-<X2—X+1— :

et d’autre part que N # /> (puisque le terme constant, égal au produit des racines, est toujours négatif).
Pour ceux que ce genre de précisions vaines amusent, les valeurs propres A et 1 — A sont

. (] j:\/2n(2n+31)(n—i—1) _3).

!
2

Solution 97 rms132-1140

1. La matrice M admet X* — 4X? = X?(X — 2)(X + 2) pour polyndme annulateur. Or les valeurs propres de M se
trouvent parmi les racines de tous les polynomes annulateurs de A, donc

Sp(M) c {0, +2).

2. Ondistingue deux cas.

& Silamatrice M est inversible, alors M? = 413, donc elle admet le polynéme (X—2)(X+2) pour polyndme annulateur.
Comme ce polyndme est scindé et que ses racines sont simples, on en déduit que la matrice M est diagonalisable.

a Si la matrice M n’est pas inversible, alors 0 est une valeur propre de M. Par conséquent, elle admet trois valeurs
propres distinctes : 0, —2 et 2 et comme elle appartient a 9t3(IR), elle est diagonalisable.

# En dimension n > 4, on ne pourrait pas conclure puisque les deux matrices suivantes vérifient les hypotheses de I’exercice :

2 0 00 2 0 00
0 =2 0 0 0 =2 00
0 0 00 0 0 01
0 0 00 0 0 00
alors que seule la premiere est diagonalisable.
Solution 98 rms132-1141

1. Si MX = AX, alors M*X = A*X pour tout k € N (par récurrence a partir de k = 1) et, par combinaison linéaire,
P(M)X = P(A).X pour tout polyndéme P € K[X].

Si P est un polynéme annulateur, alors P(A).X = 0 et si A est une valeur propre, alors on peut choisir X # 0 (qui est
alors un vecteur propre de M associé a A) et en déduire que P(A) = 0.
2. Si M est symétrique, alors 1’équation devient M2 + M — I,, = 0,,. Dans ce cas, la matrice M admet P, = X2 + X — 1
pour polyndme annulateur. Comme A =5 # 0, ce polynéme est scindé a racines simples et comme la matrice M admet
un polynéme annulateur scindé a racines simples, elle est diagonalisable.

# Comme M est une matrice a coefficients complexes, il est hors de question d’appliquer le Théoréme spectral pour conclure.

@ Comme 0 n’est pas une racine du polyndme annulateur X? + X — 1, ce n’est pas non plus une valeur propre de M,
donc la matrice M est inversible et son déterminant n’est pas nul.

@ Comme M est diagonalisable, sa trace est la somme de ses valeurs propres comptées avec multiplicité. D'apres le
polyndéme annulateur, il y a au plus deux valeurs propres, de multiplicités respectives m € N et (n —m) € N. Donc

—14+5
—z 2 2T 2

. —1-v5 —n (2n—m)}V5
> _ .

ttM=m- —m)
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Si la trace de M était nulle, alors on aurait

\/52 GQ)

2n—m

ce qui est faux. Donc tr M # 0.
3. D’apresl'équation, M = I,, — M?. En transposant I'équation,

[, =M+ (M2 =M+ (I, — M?)?
c’est-a-dire
On = (In — MZ)Z —(In—M) = (In — M) [(In —M)(In + M)z - In] = (In —MIM(I, —M — Mz)-

La matrice M admet donc P4 = (1 — X)X(X? + X — 1) pour polyndme annulateur. Ce polyndme est scindé a racines

simples :
“1+V5 —1-+5
2 2

I, o

donc la matrice M est diagonalisable.
4. D’apresl’équation,
MT = (I, — M)(In + M).
On sait que M est inversible si, et seulement si, MT est inversible.
Comme —1 n’est pas une valeur propre de M (ce n’est pas une racine de P4), on en déduit que (I, M) est inversible.

Par conséquent, MT est inversible si, et seulement si, (I, — M) est inversible.
Autrement dit : M est inversible si, et seulement si, 1 ¢ Sp(M).

# L'alternative est donc la suivante : ou bien

—1++/5
Sp(M) c {f}
ou bien
1+
{0,1} € Sp(M) © {o, 1, Tﬁ}
Solution 99 rms132-1143

1. T estclair que A°C = C = CB® et, par hypothese, A'C = CB'.
S'il existe un entier k > 1 tel que A*C = CB¥, alors

ARt = AARC "R A.CB* = AC.B¥ = CB.B* = C.B**',

On a ainsi démontré par récurrence que A*C = CB* pour tout k € N.
Par combinaison linéaire, on en déduit que P(A).C = C.P(B) pour tout polynéme P.
2. Quelles que soient les matrices My, ..., M, dans 2, (C),

det(M; ---M,) = [ [ detMx € C.
k=1

Un produit de complexes est nul si, et seulement si, I'un des facteurs est nul et le produit de matrices My --- M, est
inversible si, et seulement si, son déterminant n’est pas nul. Par conséquent, le produit M; - - - M, est inversible si, et
seulement si, det My # 0 pour tout k, c’est-a-dire si toutes les matrices My sont inversibles.

@ Supposons que le spectre de A et le spectre de B soient des parties disjointes de C et notons P, le polynéme carac-
téristique de B. En tant qu’élément de C[X], ce polynéme P est scindé :

T

P=TTXx—mm

k=1
Comme P(B) = 0,, (Théoréme de Cayley-Hamilton), on déduit de ce qui précede que
P(A).C = C.P(B) = 0n

alors que la matrice
PIA) = (A =)™ x o x (A= )™
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est inversible en tant que produit de matrices inversibles (les valeurs propres px de B ne sont pas des valeurs propres
de A!). On en déduit que C = 0y, ce qui est impossible par hypothese.

On a démontré par 1’absurde que les matrices A et B admettaient une valeur propre commune.
3. Considérons une valeur propre A € C commune aux matrices A et B. Par définition, ni la matrice (A — Al ), nila
matrice (B — Al ) ne sont inversibles.

D’apres le Théoreme du rang, la dimension de Ker(A — Al ) est au moins égale a 1 et la dimension de Im(B — Al )
est au plus égale a (n — 1). Par conséquent, il existe une matrice C # 0, telle que

Im(B—Al,) CKerC et ImC C Ker(A—AlLy).

# Si(er,..., &) est une famille libre de cardinal v < n, on peut la compléter en une base (ex)1<k<n de E.
Si (Wi, ..., uq) est une famille libre de cardinal q > 1, alors il existe un endomorphisme ¢ de E tel que

VI<k<r, o@(e) =0 et Vr<k<n, oex)=1u.

Il est clair que Vect(eq,...,&.) C Ker @ et queIm @ = C - uy C Vect(uy,...,uq); en particulier, ¢ n’est pas I'endomorphisme
nul.

On en déduit que C.(B — Al,) = 0, = (A —AlL,).C et donc, aprés développement et simplification, que CB = AC.

Solution 100 rms132-1145
1. Par définition,
Al 1.A°B
1 _

W )

et il est clair que
A° 0.B
0 _ —
M Izn<0n AO>

On vérifie par récurrence que
k k—1
VkeN, Mk—(A kA B).

On Ak
# Sans I'hypothese AB = BA, la démonstration par récurrence ne serait pas possible !

On en déduit par combinaison linéaire que
_ (P(A) P/(A).B
VPeCIXl, PM)= ( o, PA) )

2. D’apres la question précédente, P est un polyndme annulateur de M si, et seulement si, P(A) = P’(A).B = 0,,.
@ Si M est diagonalisable, alors elle admet un polynéme annulateur P qui est scindé a racines simples.

Si P et P/ admettaient un facteur irréductible commun, ce serait un facteur de la forme (X — «) (irréductible dans
CI[X]!) et dans ce cas, « serait une racine (au moins) double de P : ¢’est impossible. Par conséquent, P et P/ sont premiers
entre eux.

On déduit alors de la relation de Bézout que la matrice P/(A) est inversible et donc que B = 0y,.

@ Réciproquement, si A est diagonalisable et si B = 0;,, alors A admet un polyndme annulateur P scindé a racines

simples et

donc P est aussi un polynéme annulateur de M, ce qui prouve que M est diagonalisable.

# Variante : si Q7 'AQ = A, alors
Q 0\ ' (Q On)_ (A On
0n Q O0nh Q) \0n A
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Solution 101 rms132-1150

Comme les matrices A et AT commutent,
BP = (AT)P.AP =0,,.

Or la matrice B est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable (Théoréme spectral). Etant diagonalisable et n’admet-
tant que O pour valeur propre, la matrice B est donc nulle.
Pour toute matrice colonne X € Mt 1 (R), on a donc

0=X".B.X = (AX)T.(AX) = || AX||%.
Par conséquent, AX = 0 pour toute matrice colonne X et donc A = 0.

Solution 102 rms132-1176

1. Version longue (en récitant le cours)
Pour une matrice A € M, (IR), il n'y a que trois possibilités :
— ou bien son polynéme caractéristique est scindé a racines simples (soit A > 0);
— ou bien il admet une racine double (soit A = 0);
— ou bien il est irréductible (soit A < 0).
Autrement dit :
— ou bien cette matrice admet deux valeurs propres distinctes et, dans ce cas, elle est diagonalisable;
— ou bien elle n"a qu'une seule valeur propre :

xa = (X—2A)?2

et dans ce cas,
— ou bien cette matrice est une homothétie : A = Al, (ce n’est pas le cas ici);
— ou bien cette matrice est trigonalisable mais pas diagonalisable;

— ou bien elle n’est méme pas trigonalisable.

Ici, le polyndme caractéristique de A est égal a

X2 —(trA)X+detA =X>—2X+1=(X—-1)2

et par conséquent A est trigonalisable mais pas diagonalisable.
@ Version courte
La trace de A est égale a 2. Comme la trace est aussi la somme des deux valeurs propres, cela suggére d’étudier le

cas A = 1. Or la matrice
-2 —4
A-l= ( 12 )

n’est pas inversible, donc 1 est bien valeur propre de A.

D’apreés la trace, 1 est donc la seule valeur propre de A, ce qui prouve que A est trigonalisable (le polynéme carac-
téristique est scindé et admet 1 comme racine double), mais pas diagonalisable (sinon, A serait semblable a I, et donc
en fait égale a I).

2. D’apresl'expression de A — I,

(_21) cKer(A—1,) et (A—1y) <_O]> = (_21)
(3 o) (D)

Il est clair que (&1, €2) est une base de R? et comme

On est ainsi conduit a poser

Aer=¢1 et Aey=¢1+ €2,

on déduit de la formule de changement de base que

-1 (1 1y
P AP_(O 1 =1l.

Im(A — 1) C Ker(A —15).

# On sait que (A —12)? = 0, et donc que
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Quel que soit le vecteur €, choisi, on aura forcément
(A — 12)(52) S Ker(A — Iz) =R ¢

et donc
JaxeR, A& =¢er+a-¢€.

Six=0,alors e; € Ker(A —1,) =R - €1, donc ¢, serait proportionnel a €7 : ce serait un mauvais choix!
En conséquence, quel que soit €, non proportionnel a €1, la famille (1, €;) est une base et, d’apres la formule du changement
de base, la matrice A est alors semblable a
1 «
65

Inutile de s’inquiéter, on est siir de trouver une matrice de passage convenable!

3. Enposant X(t) = <:E3> , le systeme différentiel a résoudre peut s’écrire

VteR, X'(t)=AX({).

En posant alors

cette équation équivaut a I'équation

Y'(t) = P7'.X/(t) = PTAP.PTTX(t) = WLY(t)

uw —u=v
v —v=0

On en déduit dans un premier temps qu’il existe une constante K telle que

c’est-a-dire au systéme suivant.

v(t) = K,.et.

La premiére équation devient alors
u'(t) —ut) =Ks.et

et il existe une constante K; telle que
u(t) = Ky.et + Ko .tet.

(On rappelle qu'il existe une recette simple pour trouver une solution particuliere de 1'équation complete : il suffit de
I'appliquer.)

En conclusion : (x,y) est une solution du systeme différentiel étudié si, et seulement si, il existe deux constantes K;
et K; telles que

x(t)) _ _ _ (2 1) (Kiet+Kate') _ [(2Ky —K2).e' 4 2Ky tet
vVtelR, <g(t)> =X(t) =PY(t) = (_] 0 > ( K;et B —Ki.et — Ky .tet

2K; =K K
_ ot 1 2 t. 2
et (M) e ().

@ Variante
On déduit de la formule du binéme que

T n

vVneN, U“_<O 1

) =nU+ (1 *H)Iz.

Par conséquent,
VnelN, A"=nA+(1-n)L =L +nA-1).

On en déduit que
“+o00o {n
VteR, exp(tA)= Z — At =e' . I +tet - (A1)
n!
n=0
et donc que

VteR, X(t)=exp(tA).X(0)=e"X(0)+ te'.(A —12).X(0).
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Solution 103 rms132-1177

1. Le systéme (S) peut aussi s’écrire sous la forme d’une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre a
coefficients constants sous forme résoluble :

0 1T -1
VteR, X'(t)=AX(t) avec A= (—1 0 1 ) .
1 -1 0

Comme I = IR est un intervalle, la Théorie de Cauchy-Lipschitz nous assure que, pour la condition initiale particuliére
(t = O)X(O) = (1»0)0)))

le systeme (S) admet une, et une seule, solution.
2. En tant que fonctions polynomiales des fonctions x, y et z (qui sont de classe ¢! sur I), les fonctions f = x +y + z
etg= x? + yz + 72 sont de classe € et, d’apres (S),

VteR, f'(t)=x"(t)+y'(t)+z't)=0
g'(t) = 2(x(t)x'(t) + y(t)y'(t) + z(t)z' (1)) =0

donc les fonctions f et g sont constantes sur l'intervalle 1.
D’apres la condition initiale, f(0) = g(0) = 1.
La trajectoire

F={(x(thy(t),z(t), t e R}
est donc contenue dans l'intersection du plan affine d’équation [x+y+z = 1] et de la sphere d’équation [x* +y?+z% = 1]:
elle est donc contenue dans un cercle.
REMARQUE.— Il est trop tot pour établir que 1'inclusion réciproque est vraie.

# Variantes
- Si AX = AX, alors A" X = A" X pour tout entier n € N et par conséquent,

1l est clair que le second membre tend vers eM - X. Comme I'application
M — MX]

est continue (application linéaire définie sur un espace vectoriel de dimension finie), on déduit du théoreme de composition des
limites que
lim (MaX) = ((fim Ma).X

N—+o0 N—+o00

et donc, par unicité de la limite, que
VteR, exp(tA) X=e - X.

Ce qui vaut pour les colonnes vaut aussi pour les lignes : comme
11 1)-A=(0 0 0)=0-(1 1 1),
alors
VteR, ft)=(1 1 1)-Xt)=(1 1 1)-exp(tA) -X(0)=¢€*-(1 T 1)-X(0)=1(0)=1.
@ On peut aussi remarquer que g(t) = X(t) T.X(t).
» On en déduit que

VteR, g¢'(t)=[X(0)] X(t)+XOT.X (1) = [AX(H)] X(t) + X1 T.AX(t) = X(6) T.(=A).X(t) + X(6) T.AX(t)

=0

puisque la matrice A est anti-symétrique.
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» Mais on peut procéder d'une autre maniere! Comme X(t) = exp(tA).X(0), alors

ce qui prouve que 'expression g(t) = X(t) T.X(t) est bien indépendante de t.
3. La matrice A étant anti-symétrique, elle n’est pas diagonalisable dans 913 (IR) mais elle I'est dans M3 (C) (un peu

de culture mathématique ne peut pas nuire).
Comme je n’ai pas envie de calculer dans C, je vais calculer le polynéme minimal de A pour en déduire I’expression

générale des puissances de A.
-2 1 1
AZ=|1 =2 1 etque A3 =-3A.
1

1 =2

» On vérifie sans peine que

On en déduit (de proche en proche, par titonnements) que

VpeN, AP =(-3)PA etque VpeN’, A% =(-3P 'A%

& Le polynome X3 + 3X = X(X? + 3) est un polyndme annulateur de A, c’est méme son polyndme minimal et son polyndme
caractéristique — mais c’est inutile de le savoir, ¢a ne simplifierait pas nos calculs.

On en déduit que
+oo 3)P- ltzp o0 pt2p+1
VteR, exptA—13+<2 ) (Z ) >~A
p=1 p=0
+oo _ ©  1\p 2p

:13+1.< ( 2 1 > ( ( ”2(\/3:” ) A2
V3 o\ P+ = @)

_ [13—1A2} N sm\[t cosf
3 V3

En tenant compte de la condition initiale,
X(t)—l _51 -1—\/E [cosx/?;t 1 _12 +sinv3t 1 _01 }
3\ 3 ve \ vz \
pour tout t € R.

Comme les deux vecteurs qui apparaissent dans le crochet sont unitaires et orthogonaux, on reconnait bien le
paramétrage d’un cercle de rayon \/2/3 et de centre 1 - (5,—1,-1).
On vérifie sans peine que ce cercle est contenu dans le plan [x +y +z = 1].

Solution 104 rms132-1198

1. Lepolyndme X3 — 2X + 1 admet 1 pour racine évidente. On en déduit que
—2XHT=X=1DXP+X-1)=X-1)(X—a)(X—P)

ot {o, B} ={(—1 £ v5)/2}.

Le polyndme X3 — 2X — 4 admet 2 pour racine évidente. On en déduit que
X —2X—4=(X=2)(X* +2X+2)

et X2 4+ 2X + 2 est irréductible dans R[X].
2. Considérons une base # = (e1, ¢2) de R? et 'endomorphisme u de R? représenté par la matrice D dans cette base
B.
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Comme D est diagonale, les vecteurs de % sont des vecteurs propres de u, associés aux valeurs propres —1 et 4. Les
sous-espaces propres de u sont donc des droites vectorielles.
@ 5i un endomorphisme v commute a u, alors tout sous-espace propre de u est aussi stable par v. Par conséquent, les
droites R - €1 et R - €, sont stables par v, ce qui signifie que les vecteurs ¢; et ¢, sont aussi des vecteurs propres pour v.
Ainsi, si v commute a u, alors Matz(v) est diagonale.
@ Réciproquement, sila matrice Matz(v) est diagonale, alors elle commute & D (deux matrices diagonales commutent
toujours) et par conséquent les endomorphismes u et v commutent.
En conclusion, les matrices qui commutent a D sont exactement les matrices diagonales.

#v Plus généralement, si D € 9, (IK) est une matrice diagonale admettant n valeurs propres deux a deux distinctes, les matrices
qui commutent a D sont les matrices diagonales.(Méme démonstration !)

3. SiM € M, (R) vérifie M3 —2M = D, alors M et D commutent (puisque toute matrice M commute a tout polyndme
en M) et d’apres la question précédente, M est une matrice diagonale :

a O
(s )
a®—2a 0 (=10
0 b2—-2b) \ 0 4)°

D’apres la premieére question, il y a trois possibilités pour a : 1, a et 3 et une seule pour b : 2. Les solutions sont donc

(02 (52 (2)

4. Lamatrice A est triangulaire, donc ses coefficients diagonaux : —1 et 4 sont ses valeurs propres. En tant que matrice
de M, (R) ayant deux valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable et semblable a la matrice D : il existe donc une
matrice inversible P telle que P~'AP = D.

La conjugaison étant un morphisme d’algebres,

L'équation M3 — 2M = D devient alors

M?—2M=A & P 'M?’P—-2P '"MP =P 'AP
& (P'MP)®> —2(P"'MP) =D.

10
P=(22 1)

convient (ses colonnes sont des vecteurs propres de A associés respectivement a —1 et a 4). Par conséquent, les solutions
de M3 — 2M = A sont les matrices

1 0 1 ox 0 1 B 0 1
T I TR ()

Solution 105 rms132-1201

On est donc ramené a I'équation précédente.
@[] est clair que la matrice

1. Lerangde (1) (pourn =1)etde G D(pourn:2)estégalél.

A partir de n = 3, les deux premiéres colonnes de M ne sont pas proportionnelles, donc son rang est au moins égal
a 2. Les autres colonnes de M sont égales a C; ou a C, donc le rang de M est en fait égal a 2.
@ L'image de M est engendrée par les colonnes de M. On en déduit que

Im M = Vect(Cq, C).

2. L’image d'un endomorphisme f est (toujours!) un sous-espace stable par f, donc 'endomorphisme g est bien dé-
fini. D’apres le cours, si f est diagonalisable, alors 'endomorphisme induit par restriction de f a un sous-espace stable
quelconque est également diagonalisable.

#v Une histoire de polyndme annulateur — mais si, mais si, mais si, VOUS VOUS €1l SOUVENEZ...

a Si on ne se contente pas d’une telle réponse, on peut calculer

MC;=2-C;=0-C2+2-C; et MC;=n—-2)-C2+2-Cy,



Réduction des endomorphismes 138

donc la matrice de g relative a la base (C,, Cy) est
0 n—2
B — (2 ; ) .

Le polynéme caractéristique de B est égal a
X2 —2X+2(2—mn),

donc B admet deux valeurs propres distinctes :

1++v2n—3.

Pour chaque valeur propre A de g, le sous-espace propre est une droite vectorielle (DEUX valeurs propres distinctes pour
un endomorphisme du PLAN Im f) et cette droite vectorielle est dirigée par le vecteur

m—2)-Ca+A-Cy.

# Pour trouver le noyau de B — Al € M, (RR), il suffit de trouver une proportion entre les deux colonnes de cette matrice.

Solution 106 rms132-1202

1. En écrivant

o a a?

A+113: T Ve 1],
¢ Vo Va2 Va

on constate que cette matrice n’est pas inversible puisque C3 = aC,. Cela prouve que —/, est une valeur propre de A
et que le vecteur (0, a, —1) est un vecteur propre associé a cette valeur propre.
2. Ilestclair que detA =2 et que tr A = 0. En considérant A comme une matrice a coefficients complexes, il existe deux
complexes « et 3 tels que

—ap 5

_—]+oc+[3=0 et ——
a a

Les deux nombres « et 3 sont donc les racines du trindme
5 1
X+ —X—2a.
a

Les valeurs propres de A sont donc

—1 1
— et —(1xV1+8a3).
= e 2a( + 8a3)

# Comme a > 0, la premiére valeur propre est négative et la deuxiéme est positive. Comme les deux dernieres sont distinctes, si
A admet une valeur propre double, alors il faut que

-1 :L(l —V1+8a3)
a 2a

et donc que a = 1.
Pour a =1, le sous-espace propre associé a —1 est le plan d’équation

x+y+z=0]

et la droite propre associée a la valeur propre 2 est évidemment la droite R, - (1,1,1) — "évidemment”, car les sous-espaces propres
d’une matrice symétrique réelle sont deux a deux orthogonaux.
Dans la suite, on supposera donc a # 1 pour que la matrice A ait trois valeurs propres distinctes.

3. Comme A admet trois valeurs propres deux a deux distinctes, les sous-espaces propres sont des droites vectorielles.
On peut donc déduire du calcul précédent que

1 0
Ker(A + a13) ~R- o

Soit A € {a, B}, 'une des deux autres valeurs propres de A.
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# Comme les deux valeurs propres « et 3 sont en quelque sorte conjuguées 'une de I'autre, on peut effectuer les deux calculs
simultanément, en se bornant a savoir que la valeur propre A vérifie la propriété

)\2+%—2a:0

c’est-a-dire
ar? +A—2a? =0. (%)

On sait, par la discussion précédente, que le rang de A — Al est égal a 2. Si le déterminant de la matrice

-A a
T —A

est nul, alors A2 = a et on déduit de I’équation (x) que a = 1, cas que nous avons déja traité. Par conséquent, le rang de
la matrice B

A a a

o= (75 9)
est égal a 2. Cette matrice est constituée des deux premieres lignes de la matrice (A — Al3), donc
(A—-A3)X=0 = BX=0,

c’est-a-dire Ker(A —Al3) C Ker B. Or ces deux matrices ont méme rang et méme nombre de colonnes, donc leurs noyaux
ont méme dimension (Théoréme du rang), donc ces deux matrices ont méme noyau.

# La troisieme ligne de A — N3 ne fait que compliquer les calculs sans apporter d’information supplémentaire!

Or

A a a? 0 a—A? a2+
<1 A 1>N<1 A > (L= Li+AL)
donc le sous-espace propre de A associé a A est la droite dirigée par la colonne
a+Aa?
a4+ A
A —a

# [l s’agit seulement de résoudre un systeme triangulaire!

En conclusion, pour a > 0 et a # 1, la matrice

0 a+aa’? a+pa?
P=|a a+a a*+p

-1 o?—a Pp?—a

est inversible et

Vo 0 0
PTAP=| 0 a 0
0 0 B
o+ P ="q.etap =—2a.
Solution 107 rms132-1203

1. Soit A € Sp(A). Alors il existe une colonne X # 0 telle que AX = AX et donc telle que
j-AX=j-(AX), soit (j-A)X=(A)-X

et comme X # 0, cela prouve que jA € Sp(jA).

#v Plus généralement, quel que soit le polynome P et la valeur propre A € Sp(A), le scalaire P(A) est une valeur propre de la
matrice P(A).

Comme A et jA sont semblables, elles ont méme spectre et par conséquent jA € Sp(A).
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2. Comme A est une matrice a coefficients complexes, son spectre n’est pas vide. Il existe donc au moins une valeur
propre A € C pour A.

D’apres la premiére question, jA € Sp(A) et, par conséquent, jA € Sp(A) (en vertu du vieux principe : Tant que je
gagne, je joue).

Si A # 0, alors A, jA et j2A sont trois valeurs propres deux a deux distinctes de A. Comme A € I, (C), c'est
impossible.

Par conséquent, A = 0 et donc Sp(A) = {0}.
3. Comme A est une matrice (2,2) a coefficients complexes, son polyndme caractéristique est un polynéme unitaire
de degré 2 et, d’apres la question précédente, ce polyndme admet 0 pour seule racine. Donc xo = X? et, d’apres le
Théoreme de Cayley-Hamilton, A2 = 0,.
4. Dans M3(C), on peut poser

1.0 0 i 0 0
A=[0 j 0], dou jA=|0 j2 0
0 0 j2 0 0 1

Les deux matrices A et jA sont diagonales et ont les mémes coefficients diagonaux avec les mémes multiplicité, donc
elles sont semblables — et A # 03.

# Pour permuter circulairement les valeurs propres, il suffit de permuter les vecteurs de la base. Une matrice P telle que P~TAP =
jA est donc par exemple

0 0 1
P=1|1 0 O
01 0
Solution 108 rms132-1204

w CasA=0
Puisque E est un espace de dimension finie, le réel 0 est une valeur propre de uov si, et seulement si, det(uov) = 0.
Or
det(vou) =detv.detu =det(uov) =0

donc 0 est aussi une valeur propre de v o u.
# Variante sans déterminant.

Si 0 n'est pas une valeur propre de v o u, alors v o u est injectif, donc w est injectif, donc (Théoréme du rang, puisque u est un
endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie) u est inversible. De ce fait, I'endomorphisme

v=(vou)ou™'

est injectif comme composé d’endomorphismes injectifs et w o v est alors injectif (pour la méme raison).

@ CasA#0
Soit x € E, un vecteur propre deuwovassociéaA #0:

u(v(x)) =A-x # 0

(puisque A # 0 par hypothese et x # Og en tant que vecteur propre). Par conséquent, v(x) # Og et en composant par v
I'égalité précédente, on obtient
vu(v(x))] =v(A-x)
c'est-a-dire
(vou)(v(x)) =A-v(x).

Comme v(x) # Og, on en déduit que v(x) est un vecteur propre de v o u associé a A.

Solution 109 rms132-1206

1. Pour tout 0 < k < n, le degré du polyndme Py est égal a k, donc la famille (Py)ockgn est une base de R, [X]
(échelonnée en degré).
2. Pourtoutentiern > 1,

X—m)"T1T h—-DXX—m)"2 X—m)"2

P, = o - o = o [X=n)+ (n—=1)X]

X=((X=1)=(mn—1)"""

= T =Ph(X—1).
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On suppose que PI) =P (X—K) pour un entier 1 < k < n (c’est vrai pour k = 1 comme on vient de le constater).
Alors

PR = (PL) 2 (Pui(X = X)) = Pl (X —K)
=Pm_x)-1((X=k)—1) (calcul précédent)
=Pr_ee) (X = (k+ 1)),

ce qui prouve que notre hypothese de récurrence est vraie pour 1 < k < n.
3.a. Pour tout polyndéme Q € Ry [X],

degQ'(X+1)=degQ’' <degQ <n

et comme @, est évidemment linéaire, I'application @, est bien un endomorphisme de R, [X].
3.b. Ilestclair que @, (Py) =Py et que ®,,(P1) =X—1=P; —Po.
D’apres la question précédente, pour 2 < k < n,

(I)n(Pk) =Py — P{c(X + 1) = Py — Px_1.

3.c. La matrice de @, relative a la base (Px)ogk<n est donc

1T -1 0 - 0
0

0
: o1 =1
0 -+ - 0 1

Cette matrice est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Par conséquent, ®,, admet 1
comme seule valeur propre et il est clair sur la matrice que le sous-espace propre associé a 1 est la droite R - Py des
polyndmes constants.

# On peut aussi constater que I"équation @, (P) = P se traduit par —P’(X 4+ 1) = 0 et donc P’ = 0.

4. Comme 0 n’est pas valeur propre, ®,, est inversible : c’est un automorphisme de R, [X].
a [l est clair que @ T(Py) = Py. D’autre part, comme

v1i<k<n, On(Px)=Px—Px_

et que, pour tout 1 <k < n,

k k k
Pi=Po+ Y (P Piy) = @nlPo) + 3 0nP) =@ (37,
i=1 i=1 i=0
alors
k
vi<k<n, O (P)=) P
i=0
# Cette expression est correcte également pour k = 0.
Solution 110 rms132-1208

1.

# Un endomorphisme est trigonalisable si, et seulement si, son polyndme minimal (resp. son polyndme caractéristique) est scindé.
En particulier, si E est un espace vectoriel sur le corps C, tout endomorphisme de E est trigonalisable.

Puisque I'endomorphisme f est trigonalisable, il admet donc au moins une valeur propre A € C.

Le sous-espace propre Ker(f — AI) est stable par g (puisque f et g commutent). L'endomorphisme gj, induit par
restriction de g a ce sous-espace stable, est donc bien défini.

Comme dim Ker(f —AI) > 1, le degré du polyndme caractéristique de gy est supérieur a 1. On sait que le polynéme
caractéristique de gy est un diviseur du polynéme caractéristique de g et comme le polynéme caractéristique de g est
scindé, le polyndme caractéristique de gy est scindé lui aussi.
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Donc g, admet au moins une valeur propre p € K et il existe un vecteur non nul xo € Ker(f —AI) tel que
g(xo0) = galxo) = 1 xo.

Ce vecteur x¢ est donc un vecteur propre commun a f (associé a A) et a g (associé a p).
2.a. Par définition, Imp = G, donc

VxeG, fi(x)=p(f(x)) €G et fa(x)=p(g(x)) €G.

Le sous-espace G est donc stable par f; et par g;.
2.b. Considérons une base % de E adaptée a la décomposition E =F @ G.

# Une base % de E est adaptée a une décomposition E = F @ G lorsqu’elle est obtenue en concaténant une base Ay de F avec
une base ABg de G.

Comme le sous-espace F est stable par f et par g et que, d’autre part, p est la projection sur G parallelement a F,

mat@(f)z(/}f Ej) mat@(g)z(/‘og Ez) mat@(p)z@ ‘I))

Par conséquent,

0 0 0 o0
Maty(fr) = (O Cf) et  Matz(gr) = (O C )
g

0 0 0 0
Matz(f10g1) = (O c,C ) et Matz(gr ofy) = (0 C Cf) .
[¢] [¢]

Mais on a supposé que f et g commutaient, donc

. Ang AfBg+Bng _ AgAf Ang+Bng _
mat@(fo g) - ( 0 Cng - 0 Cng - mﬂt@(g Of)

et on en déduit que f; o g7 = g7 o fy.
3. Puisque le sous-espace G est stable par f; et par g, les endomorphismes f, € L(G) et g, € L(G) induits par
restriction sont bien définis.

# On rappelle que les propositions suivantes sont équivalentes.
— Un endomorphisme  est trigonalisable;
— L’endomorphisme w admet un polynéme annulateur non nul et scindé;
— Le polyndme caractéristique de w est scindé;
— Le polyndme minimal de u est scindé.

Soit X, le polyndme caractéristique de f. En calculant dans la base %,
vtekK, xr(t) = det(tI — A¢) det(tl — Cy).

En calculant dans la base %,
Vtelk, X, (t) = det(tI — Cy)

donc ¢, est un diviseur de x¢. Comme ¥ est scindé et que dim G > 1, on en déduit que x¢, est un polyndme non
constant et scindé.

# On a supposé que F était un sous-espace strict de E. Par conséquent, dim F < dim E et donc dim G > 1.

D’apres le Théoreme de Cayley-Hamilton, le polyndme ¥, est un polynéme annulateur de f,. On en déduit que f;

est trigonalisable.
@ Idem pour g, évidemment.
4. Sin =1, les matrices de f et g sont triangulaires supérieures (et méme diagonales!) dans toute base de E.

HR : supposons que, pour un entier n > 1, quel que soit 'espace vectoriel E de dimension n, quels que soient les
endomorphismes f et g de E, si f et g sont trigonalisables et commutent, alors il existe une base de E dans laquelle les
matrices de f et g sont toutes les deux triangulaires supérieures.

Considérons maintenant un espace vectoriel E de dimension (n + 1) et deux endomorphismes trigonalisables f et g
telsquefog=gof.

D’apres la premiére question, il existe un vecteur xo qui est un vecteur propre a la fois pour f et pour g. Le sous-
espace F = K - x¢ est donc stable pour f et pour g.
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D’apres le Théoreme de la base incomplete, il existe un sous-espace G tel que E = F @ G et, dans une base BB =
PBr © HBc de E adaptée a cette décomposition,

Matg(f) = (C(L)f EZ) et Matyz(g) = (%9 ég> .
g

On a démontré précédemment que les endomorphismes f, et g, induits par restriction a G, sous-espace de dimension
n, étaient trigonalisables et commutaient (puisque f; et gy commutaient).
Par hypothese de récurrence, il existe une base ¢ de G dans laquelles les matrices de f et g, sont triangulaires
supérieures :
Matag, (f2) = Cr, Maty, (f2) =T, Matg, (g2) = Cg, Maty, (g2) =Ty

On en déduit que les matrices de f et g relatives a la base ¢ = %r @ € sont triangulaires supérieures :

*

Dﬁatqy(f):((g Tf) Sﬁatcg(g):<%9 12)

On a ainsi prouvé que I’hypothese de récurrence était héréditaire et la démonstration par récurrence est achevée.

# En notant Py, € GL,,(K), la matrice de passage de B¢ a €, la matrice

10
Pat1 = <O P > € GLn+] (IK)
n
est la matrice de passage de 98 4 € et, en remarquant que

P71

1 0
n+1 1\ o p;1 )

quelques produits matriciels par blocs nous permettent d’expliciter les matrices de f et g relatives a la base € en fonction des matrices
de f et g relatives d la base 4.

# Variante géométrique
Un endomorphisme f de E, espace vectoriel de dimension n > 1, est trigonalisable si, et seulement si, il existe une famille
strictement croissante de sous-espaces vectoriels

Oe}=BoCE1GCE2C#F - CEn 1 GCER=E

qui sont tous stables par f.

En particulier, la dimension de Ey est égale a k (quel que soit 0 < k < dim E).

Pour établir I'hérédité de notre hypothese de récurrence, on considére 1 = K - xo (stable par f et g) ainsi qu’une famille
strictement croissante de sous-espaces vectoriels

0} &G GGG G Gn1&Gr=G

qui sont tous stables par f, et par g,. On vérifie alors que les sous-espaces Ex1 = Ey & Gy sont tous stables par f et g (ce qui n’est
pas totalement évident et mérite qu’on pose quelques calculs) et que

O} =Eo GE1 GE2C# - CEn 1 CEyn CEnyg =E.

Solution 111 rms133-182

1. Commengcons en traitant le cas ot les deux matrices sont diagonales :

A = Diag(a1,...,an), B = Diag(f1,...,Bn).

On rappelle qu’on peut exprimer les matrices E; j de la base canonique de 9., (KK) au moyen des colonnes E; de la base
canonique de My, 1 (K) :

VI<ij<n, Eyj=E.E,
ce qui donne

AEij = (AE).E] = (Ei).E] = oy
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et d’autre part
EijB=Ei.(E .B) =Ei(B".Ej)" =Ei.(BjE;)" = Bj.Ei.E] =Bj.Ei;

Quels que soient 1 < i,j < n,
A(Eij) = AEij + EijB = oEij + Ei 5By = (i + Bj)Ei 5

Dans ces conditions, la base canonique est constituée de vecteurs propres.
@ Par hypothése, il existe deux matrices diagonales D1 et D, et deux matrices inversibles P et Q telles que

P'TAP=D; et Q 'BQ=D..
On en déduit que A = PD1P~ ' et B =QD,Q ', d’ou
YMe M, (K), AM)=P(D;(P"'MQ)+(P"'MQ)D2)Q .

En posant
VISLj<m, My =PE,;Q7,

on déduit des calculs préliminaires que
A(My ;) =P((o + Bj)Ei;) Q" = (o + B5)M

La famille (M j)1<i,j<n est une base de M, (K) (image de la base canonique par I’automorphisme [X — PXQ™'])
et tous ses vecteurs sont des vecteurs propres, donc 'endomorphisme A est diagonalisable et

Sp(A) = {0(14— Bj, 1<1,j < n}.

# La démonstration n’est pas spécialement plus simple si on suppose que les matrices A et B commutent.
On sait, dans ce cas, que les deux matrices admettent une base commune de vecteurs propres et qu’il existe donc une matrice
inversible P telle que les deux matrices P~ AP et P~ BP soient diagonales.
On a donc AP = D P et P~'B = P~ "D, : les colonnes Cy, ..., Cr, de P sont des vecteurs propres de A et les lignes Ly, ...,
L,, de P~ sont des co-vecteurs propres de B. En posant

V1< 1,) Mi)j = C]'Li,

on a donc
AMi‘j = (Xj CjI_i = O(j Miy]‘ et Mi‘jB = Bichi = Ble

d’oit A(M; ;) = (a5 + Bi)My ;. Il reste a vérifier que la famille (M4 ;)1<i,j<n est libre.
2. On démontre par récurrence que, pour tout entier m € N*,

m
VM e M (K), A™(M) =Y (’D AKMB™ K,
k=0

L’égalité est claire pour m = 1. Si elle est vraie pour un entier m > 1, alors

A™T (M) = A.A™(M) + A™(M).B
_Z( >Ak+1MBm k+Z( )AkMB (m+1)—
Am+1M+Z|:< ])+( ):|AkMB (m+1)— +MBm+1

1
—“A™HIM 4 Z <m]j )AkMB(m+1]k (triangle de Pascal)
k=1

+1
_TTLZ <m+])AkMB (m+1)—
k=0 k

#v Par définition de 'indice de nilpotence,

Vk<da, A¥#0, e Vk>da, AF=0,..

w Par hypothese, A* = 0,, pour toutk > da et B¢ = 0,, pour tout £ > dg. De ce fait,sim > da+dg—1Tetsi0O <k < m,
alors



Réduction des endomorphismes 145

— oubien k > da et dans ce cas,
AMB™ % =0, MB™ ¥ =0,

— oubienk < da etdanscecas, { = (m—k) > (da +dg —1) —da = dg — 1, donc { > dg (inégalité stricte entre
deux entiers!) et
AKMB™ % = A*M0,, = 0,,.

On en déduit que A™(M) = (n+1) - 0y, = 0.
On a ainsi démontré que A était nilpotente et que son indice de nilpotence était inférieur a da + dg — 1.

#v Si les matrices A et B sont distinctes de la matrice nulle, alors il existe une matrice M telle que AMB # Oy,.
En effet, il existe deux indices 1 < 1,j < n tels que a;; # 0 et deux indices 1 < k, & < n tels que by ¢ # 0. Dans ces
conditions, le produit a; ;by ¢ est non nul (produit dans le corps IK) et par conséquent

AE;j «B = (AE;).(EL.B) = (aijEi).("bi,cEe) = ai,jbi¢Ei¢ # On.

@ Considérons maintenant I'exposant m = da + dg — 2. Pour 0 < k < m, on distingue maintenant trois cas.
— Sik > da, alors AKMB™—k = 0,,.
— Sik < da — 1, alors k < da — 2 (inégalité entre entiers), donc{ = m —k > (da +dg —2) — (da —2) = dp et
AKMB™k =0,,.
— Sik=da —1,alors { = m —k = dg — 1 et dans ce cas, A* # 0,, et B™ ¥ £ 0, ; comme on l'a vu plus haut, il
existe alors une matrice M € M, (K) telle que AXMB™ ¢ £ 0,,.
Cela prouve qu'’il existe une matrice M € M, (KK) telle que A™(M) # 0, (somme de m matrices nulles et d"une matrice
non nulle) et donc que A™ n’est pas I'endomorphisme nul.
L’indice de nilpotence de A est donc égal a (da + dg —1).

Solution 112 rms133-1000

1. Si A estnilpotente, alors A n’est pas inversible et 0 est donc une valeur propre de A.
D’autre part, A admet un polyndme annulateur de la forme X? (avec d € N*), donc toute valeur propre de A est
une racine de X4, donc 0 est bien la seule valeur propre de A.

@ Réciproquement, supposons que le spectre de A soit réduit a {0}. Le polyndme caractéristique de A est un polynéme
a coefficients complexes dont le degré est égal an > 1, donc il est scindé (Théoréme de d’Alembert-Gauss) et les racines
du polyndme caractéristique sont exactement les valeurs propres. Donc le polynéme caractéristique de A est égal a X™
et A est nilpotente (Théoreme de Cayley-Hamilton).

# On pouvait se passer du Théoreme de Cayley-Hamilton en raisonnant sur le polyndme minimal de A.

2.a. Toutd’abord, tr(C) = tr(AB) — tr(BA) = 0 (propriété fondamentale de la trace).
Plus généralement, I’hypothese [A, C] = 0, signifie que les matrices A et C commutent. Par conséquent, A et C*
commutent pour tout entier k € N et donc

VkeN, C*1 =(C*.(AB—BA) = C*AB — C¥BA = AC*B — C*BA.
La propriété fondamentale de la trace nous assure alors que
VkeN, tr(C*) = tr(A - C*B) — tr(C*B - A) = 0.

2.b. Pour toute matrice trigonalisable (et donc en particulier pour toute matrice a coefficients complexes), on peut
exprimer la trace en fonction des valeurs propres et de leurs multiplicités respectives :

tr(C) = Z mMAA
A€Sp(C)

et plus généralement
VkeN,  #(CH= ) mak
AESp(C)

@ Considérons un polynome P € C[X] dont le terme constant est nul :

d
P:a1X+azX2+---+adXd:Zaka.
k=1
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Alors

> omPA) = > m;\Zak?\k Z ( > m)\)\k):O. (%)

AESp(C) AESp(C) k=1 AESP(C)

a Considérons maintenant I’ensemble X = Sp(C) U{0} et les polyndmes interpolateurs (Py)xecx associés aux abscisses
de X (Théorie de l'interpolation de Lagrange).

SiAp € Sp(C) est une valeur propre non nulle de C, alors Ay € X et Ag # 0, donc Py, (0) = 0 (ce qui nous autorise a
appliquer la propriété (x) qui vient d’étre établie) et Py, (A) = 0 pour tout A € Sp(C) distinct de Ap. On déduit alors de
(*) que

ma, = m)\OP)\O )\o Z my\P)\O =0.
A€Sp(C)
C’est absurde!

# Par définition, la multiplicité d"une valeur propre est au moins égale a 1.
Par conséquent, la matrice C n’a pas d’autre valeur propre possible que 0.

@ Comme C est une matrice a coefficients complexes, elle admet au moins une valeur propre.
Donc le spectre de C est bien réduit a {0} et la matrice C est donc nilpotente.

# Le résultat est valable aussi pour une matrice a coefficients réels, il suffit de la considérer comme une matrice a coefficients
complexes et de raisonner sur le spectre complexe de cette matrice.

2.c. Pourp=1,onal[B,A] = —C (par définition de C).
Supposons que [B, AP] = —pAP~!C pour un entier p > 1. On en déduit que

[B,AP"'] = BAP.A — A.APB = (BAP? — APB).A + (APB.A — AP.AB) = [B,AP].A — AP.[A, B]

= —pAP'C.A—AP.C (par hypothese de récurrence)
= —pAP.C—AP.C=—(p+1)AP.C (car A et C commutent)
et on a démontré par récurrence que
Vp e N, [B,AP] = —pAP~!.C.
Solution 113 rms133-1277

1. Considérons les matrices A et B dont les premiéres colonnes sont respectivement égales a

1 0

0 1

0 —1
U=1o eta V=1 o |,

0 0

toutes les autres colonnes de ces matrices étant nulles. Autrement dit :
A=UU" e B=VU'.
Il est donc clair queImA =R -UetImB =R - Vet que
X eKerA=KerB < U'.X=0.

Par conséquent, on a bien AB = 0,, (puisque Im B C Ker A) mais pas BA = 0,, (puisque Im A ¢ Ker B).
2. Comme AB = 0y, on peut démontrer par récurrence que

P
Vp>1, (A+B)P =) BPFAK
k=0
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#y Sil'expression développée est correcte pour (A + B)P, alors

(A +B)P*! :<ZBp KAK) - (A+B) ZBP kA“WZBP KAKB

p+1

=Y B kAk+BP“+ZBP “AKTT (AB)
k=1 (k=0) k=1 —0,
p+1

_ Z B(p_H)_kAk.
k=0

Pourtout1 <k <p,onak—1&Net(p—1—k) € Netdonc
tr(BP*AF) = tr(A*BP %) = tr(A*T.AB.BP ' F) = tr(0,) = 0.

On déduit alors de la linéarité de la trace que

Vp=1, tr(A+B)P] =trAP +rBP.
k=p k=0

3. Comme on l’a mentionné, la propriété AB = 0, équivaut au fait que Im B C Ker A. D’apres le Théoreme du rang,
rgB<n—-rgA

c’est-a-dire
rgA+rgB<n

Solution 114 rms133-1285

1. La matrice

1

1

A— 0—0
1 0—0

est diagonalisable en tant que matrice symétrique réelle (Théoréme spectral).

# La seconde question est la seule intéressante! Nous allons en présenter deux solutions. Un court rappel pour comprendre la
premieére : si un endomorphisme w est diagonalisable, alors

E= @ Ker(u—ATIg).

AESp(u)

Siu n'est pas inversible, alors N = 0 € Sp(u) et si w n'est pas identiquement nul, alors il admet au moins une valeur propre non
nulle.
Si Ao est une valeur propre non nulle de \w et xo, un vecteur propre de w associé a Ao, alors

1 1
X = o “u(xg) = (E xo) € Imu.

Par conséquent,

E=Kerud® ( @ Ker(u—)\IE)>.

A€Sp(1)\{0}

Clmu

Comme w est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie, le Théoréme du rang nous assure que

Imu= @ Ker(u—AIg)
A€Sp(u)\{0}

et donc que E = Keru @ Imu.
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Une derniere précision : cette derniere propriété n’est pas réservée aux endomorphismes diagonalisables! On peut démontrer
qu'’elle équivaut au fait que Keru = Ker u? ou, si on préfere, au fait que le sous-espace propre associé i 0 soit égal au sous-espace
caractéristique associé a O ou encore au fait que la multiplicité de O comme racine du polynome caractéristique soit inférieure a 1.

Et maintenant, reprenons !

2. Premiére version : on considere 'endomorphisme u € L(IR™) canoniquement associé a la matrice A. Il est clair que
lerang de uestégala 2:
Imu = Vect(u(eq),u(ez)) = Vect(e; + -+ en, €1)

etque,sin > 3,
Keru = Ker(u—0-1Ig) = Vect(es —ez,...,en —e2).

(Pour n = 2, le noyau de u est réduit au vecteur nul. On y reviendra a la question suivante!)
Comme u est diagonalisable, alors
E=KerugImu

et comme le plan P = Imu est stable par u, on peut définir I'endomorphisme v € L(P) induit par restriction de u au
plan P. Les valeurs propres non nulles de u sont alors les valeurs propres de v et les vecteurs propres de u associés a des
valeurs propres non nulles sont les vecteurs propres de v.

Le plan P admet une base naturelle : #p = (u(e1 )y u(ez)) et comme

n

u(uler)) =uler) + Y ulex) =uler) + (n—Nules)
k=2

u(u(ez)) = ufer),

1 1
AP:(n—] O)'

On en déduit que les valeurs propres non nulles de A (c’est-a-dire les valeurs propres de Ap) sont les racines du poly-
nome

la matrice de v relative a cette base %p est

X2 —=X—(n—=1)
c’est-a-dire
1+v4n—3
—

Cette expression moche n’est pas un probleme! En effet, les vecteurs propres associés a ces valeurs propres (qui sont
des vecteurs propres aussi bien pour u que pour v, tout est 1a!) sont représentés dans la base %p par les vecteurs non

nuls du noyau de
T—-2 1
Ap?\h:(n_] _7\>.

11 suffit de regarder la premiere ligne de cette matrice (dont le rang est égal a 1 puisque A est une valeur propre de Ap...)
pour en déduire que les vecteurs propres de Ap associés a la valeur propre A sont proportionnels a

()

Ker(lu—AIg) =R - [u(e1)+(7\—1) ~u(ez)] :IR[Ne] —i—Zek}.
k=2

et on en déduit que

Deuxiéme version : Comme la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre 0 (alias le noyau) est
égale a (n — 2), la somme des dimensions des autres sous-espaces propres est égale & 2 et il y a donc au plus deux
valeurs propres non nulles (peut-étre une valeur propre double?). Comme A est diagonalisable, son polynéme minimal
est scindé a racines simples et par conséquent son degré est au plus égal a 3. (De plus, comme 0 € Sp(A), le terme
constant du polyndéme minimal est nul.)

On prend le temps de poser le calcul :

n 1—1 n—1 n—n
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si bien que la famille (I,,, A, A?) est libre et que
A3 =A%+ (n—1)A,
ce qui prouve que le polyndéme minimal de A est égal a
X3 —X2—(n-1X.
On en déduit sans difficulté les trois valeurs propres de A et les sous-espaces propres comme plus haut.
# La dimension des sous-espaces propres nous permet d’en déduire que le polyndme caractéristique de A est égal a

XM (X =X—(n—1)).

3. Comme le rang de A est égal a 2, il n'y a que deux cas possibles :
— sin > 3, alors la matrice A n’est pas inversible et det A =0;
— sin = 2, alors

1 1

detA = '1 0

-

Solution 115 rms134-1387

# Comme il est question de matrices a coefficients complexes, il faut tout de suite penser a trigonaliser la matrice M|

a Cas des matrices inversibles — D’apres (5),
p(l)=1.
On déduit de (4) que, pour toute matrice inversible P € GL,(C),

e(P)o(P~1) = o(I) =1.

L'image de GL,(C) est donc contenue dans C* et
VP eGLy(T), P ')=—.

& Cas des matrices semblables — Si deux matrices A et B sont semblables, alors il existe une matrice inversible P
telle que
B=P 'AP.

D’apres (4) et ce qui précede,

@ La matrice o
P= (1 o)
prouve que les deux matrices A, et By sont semblables et donc que
VAeC, @(Bx)=A=detB,. (33)
@ Cas des matrices diagonalisables — Si la matrice M € 9, (C) est diagonalisable, alors elle est semblable &
Diag(A, 1) = A\By,
ol A et i sont deux nombres complexes (non nécessairement distincts). On déduit alors de (4), (5) et (33) que
©(M) = @(A\B,) = @(Ax)@(B) = Ap = det M. (34)

a- Trigonalisation — Toute matrice M € 9, (C) est trigonalisable, c’est-a-dire qu’elle est semblable a une matrice de

la forme
Ao 1 «
(O H) =A\B,T avec T= (O 1).

#v Si la matrice A n’est pas alors les deux valeurs propres A et p sont égales (cours) et on peut démontrer qu’il est possible de
choisir o« = 1 (exercice classique).
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Toujours d’apres (4), (5) et (33),

©(M) = @(A\)@(Bu)o(T) = Aue(T) = detM x o(T).

Il reste donc a calculer ¢(T) avec un peu d’astuce...

@ On remarque que
2 a 2 a\ (1 4a
0 14 0o 2) \o 1)°

Une matrice de 9, (C) ayant deux valeurs propres distinctes est diagonalisable. On déduit de (4) et (34) (avec a = %/4)
que

2 a

(p(T)—‘O 0, 2 a

0o 27!

X

et finalement que
vYM e M, (C), ©(M) = det M.

Solution 116 rms134-1389

1. Avecles opérations C,; «+ C, —2C; et C3 « C3 —3C;y, on trouve que

1 0 0
1 -2 =2
A~ly 1 2
3 4 -8

et, d’apres le cours, ces deux matrices ont méme rang.
Le rang d’une matrice est toujours inférieur au nombre de colonnes, donc rg A < 3.
Il est clair que, pour la seconde matrice, les colonnes C; et C3 ne sont pas proportionnelles. Donc rg A > 2.
D’autre part, la colonne C; n’est pas une combinaison linéaire de C, et C3, doncrg A > 3.
Donc le rang de A est égal a 3 et les colonnes de A forment une famille libre.
@ ['image d'une matrice est engendrée par les colonnes de la matrice. Comme les trois colonnes forment une famille
libre, elles constituent en fait une base de I'image de A.

#y On travaille ici dans un espace de dimension 4 et I'image de A est donc un hyperplan.
2. D’apresle cours, sila famille (uy,u,, u3) est une famille libre, alors le vecteur v appartient au sous-espace Vect(uy,u,,u3)

si, et seulement si, la famille (w7, u;, us,v) est liée.
Par conséquent, le vecteur

X
v=|"Y
z
t
appartient a Im A si, et seulement si,
12 3 x
10 1 y| _
T 11 z =0
321 t

En développant par la derniére colonne, on obtient ainsi une équation cartésienne de 'image de A.
VelmA & 2x—8z+2t=0.

@ Comme 2 x 1—8x3+2x4#0,levecteur B n"appartient pas a 'image de A.

# Si on ne dispose pas d’'une équation cartésienne pour représenter I'hyperplan Im A, on peut calculer le rang de la matrice
obtenue en concaténant A et B.

N = O N

1 301
1 1 2
1 13
3 1 4
On peut vérifier assez rapidement que le rang de cette matrice est égal a 4, ce qui prouve que la colonne B n’est pas une combinaison
linéaire des colonnes qui engendrent I'image de A.



Réduction des endomorphismes 151

Solution 117 rms134-1395

# On généralise ici un résultat du cours : si x est un élément nilpotent d’indice n dans un anneau A, alors 15 — x est inversible
et
(Ta—%)""=Ta+x+---+x"N

1. Comme B € M, (C) est nilpotente, on sait que 'indice de nilpotence de B est inférieur an :
B™ = 0n.

Comme les matrices A et B commutent, on sait que

n—1
(A— B) Z AkB(ni]jik — AT’L _Bn — AT’L
k=0

n—1
(A+B) Y A¥-B)M k=AM —(—B)" = A"
k=0

et comme A™ est inversible (puisque A est inversible), on en déduit que les deux matrices A &+ B sont inversibles avec
n—1
(A _ B)*] — (An)fl Z AkB(nfl)fk,
k=0
n—1
(A+B) T =(A") " Y AK(-B)MK,
k=0

# La formule de la somme géométrique
Xn+] 7yn+1 — (X 7y) * (Z Xkynik)
k=0

est vraie dans n’importe quel anneau (A, +, %), commutatif ou non, pourvu que les deux éléments x et y considérés ici commutent
entre eux.

2. Il estclair que la matrice
est inversible et que la matrice

est nilpotente. Il est tout aussi clair que la matrice

0 0
ave= (3 o)

n’est pas inversible.

& 1 suffit de trouver un contre-exemple, le plus simple est le meilleur.
On commence donc par choisir la matrice nilpotente la plus simple qui soit.
Pour que la somme A + B ne soit pas inversible, il suffit que la seconde colonne de cette matrice soit nulle, ce qui impose la
seconde colonne de A.
Pour que A soit inversible, il suffit alors de choisir une premiere colonne non proportionnelle a la seconde colonne qu’on vient
de choisir.
Et le tour est joué!
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Solution 118 rms134-1396
Soity € Imf. Il existe donc x € E tel que y = f(x) et donc

Ainsi Im f C Ker f et, d’aprés le Théoréme du rang,
dimE =4 = dimImf + dim Ker f > 2dim Im f,

doncrgg < 2.

# Variante avec calculs élémentaires

Nous allons démontrer que I'hypotheése f o f = w implique que la dimension de Ker f est au moins égale a 2.
w SidimKer f =0, alors f est injective et f o f est injective : c’est impossible.
@ SidimKer f =1, alors il existe un vecteur a # Og tel que Kerf =R - a. Si f o f(x) = Og, alors

VxeE, f(x)eKerf=R-a.

Si a ¢ Imf, alors la relation précédente devient f(x) = O, donc Ker(f o f) C Kerf et, comme l'inclusion réciproque est
évidente, on en déduit que Ker(f o f) = Ker f, donc dim Ker(f o f) = 1: ¢’est impossible.
Si au contraire a € Imf, alors il existe o € E tel que a = f(o) et la propriété sur x nous donne un scalaire A tel que

f(x) = Aa = f(Axo)

c’est-a-dire
X—Axg e Kerf=R-a

et donc x € Vect(a, o). On a cette fois démontré que
Ker(f o f) C Vect(a, «p)

et donc que dim Ker(f o f) < 2 : c’est impossible.
@ En définitive, la dimension de Ker f est au moins égale a 2 et donc (Théoreme du rang!) le rang de f est au plus égal i 2.

Solution 119 rms134-1398

Réduction du probléme.
Comme uk est linéaire et que uk(x) # Og, il est clair que x # O.
L’ensemble

Le={teN:u'(x)#0e}

est une partie non vide de N (elle contient k = 0 puisque x # O !). Cette partie est majorée par l'indice de nilpotence d
de u: comme u? est 'endomorphisme nul, le vecteur u?(x) est nul et

Vizd, u'(x)=u"%ul(x)) =u"%0e) =0

donc { ¢ I, pour tout £ > d.

# Ce raisonnement n’est donc possible que pour € > d.
En effet, comme I'endomorphisme w est nilpotent, il n’est pas inversible et I'endomorphisme u™ est défini si, et seulement si,
Uentier m est un entier naturel.

D’apres I’Axiome de bon ordre, 'ensemble I, admet un plus grand élément {, tel que
ubo(x) #0g et ubot(x) = 0.

@ Sion démontre que la famille
Fo = (% ux), ..., uk(x),...,ul*(x))

est libre, alors la famille .# sera libre en tant que sous-famille de la famille libre .%.

11 suffit donc de démontrer que la famille .%; est libre.

@ Démonstration dans le cas particulier k = {,
Pour les raisons qu’on vient d’exposer, on suppose ici que u*(x) # O et que uk 1 (x) = 0¢.
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# On peut raisonner “de proche en proche” (ce qui est une peu rigoureuse facon de raisonner par récurrence) ou, plus rapidement,
par I'absurde en invoquant a nouveau I’ Axiome de bon ordre.

Si la famille .Z est liée, alors il existe une famille de scalaires
(OCo,O(],...,(Xk) 7§ (0,0,...,0)

telle que
K
Z og - ub(x) = Og.
=0

Comme
0<U<k : o £0)

est une partie non vide de N, elle admet un plus petit élément ko (Axiome de bon ordre). Ainsi,

K
Or =) au'(x)
=0

k
= Z o ub(x) + Z ot (x)

0<t<ko \:’0'/ t=ko
= o, uko(x) + Z oot (x).
:6'/ ko<€<k

Comme ko < k, alors k — ko € N, donc 'endomorphisme u*~*¢ est bien défini et, par linéarité,
Op = u %0 (0g)

= oy, ul R (uko (%)) + Z oeutteke(x)
Ko <t<k

=ouf(x)+ ) O
ko<t<k

car { +k —ko =k+ (£ —ko) = k+ 1 pour tout entier £ > ko.
# Cest ici qu’il est important d’avoir supposé que

kT (x) = 0.

On obtient ainsi oy, u*(x) = Og alors que le scalaire o, n’est pas nul (par définition de l'indice ko) et que le vecteur
uk(x) n’est pas nul (par hypothese de I'énoncé) : c’est absurde!
@ On a ainsi démontré que la famille
(% u(x)y...,uk(x))

était libre, quel que soit I'entier k € L.

Solution 120 rms134-1399

#v ]l s’agit ici de généraliser un résultat du cours : si u est un endomorphisme nilpotent d'un espace de dimension n, alors I'indice
de nilpotence de w est inférieur a n et u™ est l'endomorphisme nul.

1. Comme u et v sont deux endomorphismes nilpotents d’un espace vectoriel de dimension n, leur indice de nilpo-
tence est strictement inférieur a n et

a ]l est clair que Im(vou) C Imv et donc que
rg(vou) <rgv.
@ Comme u et v commutent, le sous-espace F = Imv est stable par u et

rg(vou) =rg(uov).
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Comme v n’est pas I'endomorphisme nul, alors dimF =rgv > 1.
a Considérons I'endomorphisme ur de F induit par restriction de u au sous-espace stable F. Pour tout x € F,

donc
vVxeF (up)™(x) =u™(x)=0Ok.

Ainsi, ur est un endomorphisme nilpotent de F et en particulier
rgur <dimF = rgv.

Par définition de I'image d’une application linéaire, un vecteur y appartient a Im ur si, et seulement si, il existe un
vecteur x € F tel que y = ur(x) = u(x) c’est-a-dire, par définition du sous-espace F, s'il existe un vecteur x, € E tel que

y=u(x) =u(v(xo)) = (wov)(xo) = (vou)(xo)
(On rappelle que u et v commutent.) Autrement dit :
Imur =Im(uov) =Im(vou)

et en particulier
rgur =rg(uov) =rg(vou).
On a ainsi démontré que
rg(uov) < rgv.

# Par symétrie, on a également démontré que

rg(uov) =rg(vou) < rgu.

2. Considérons des endomorphismes nilpotents .y, ..., u, de R™ qui commutent deux a deux et la famille d’entiers
naturels (dy )1 <kgn définie par
Vi<k<n, dx=rglujo---ouy).

@ Pour tout entier 1 < k < n, 'endomorphisme 17 ou, o --- o uy est nilpotent :
(LL] OLL20~'~OLLk)n ZU?OUEO---OUE:CU

car les endomorphismes 1, commutent deux a deux et leurs indices de nilpotence respectifs sont tous majorés par n (=
la dimension de 'espace vectoriel sur lequel ils agissent).
@ [l est clair que dy =rgu; < n et, d’apres ce qui précede, pour tout 1 < k < n, deux cas se présentent :
— ou bien I'endomorphisme vi = o --- o uy est nul et, dans ce cas,

U O0---0U; =U] O---0OUKO---0Up

est 'endomorphisme nul;
— ou bien vy est un endomorphisme nilpotent non nul qui commute avec uy 1 et, dans ce cas, di4+1 < dx.
Si I'endomorphisme ug o u, o --- o u, n’était pas 'endomorphisme nul, alors on aurait une famille strictement
décroissante de n entiers naturels strictement compris entre 0 et n.:

O<dn<dn1<---<di<n

ce qui est évidemment impossible.
La composée uj ouy o - - - ouy est donc 'endomorphisme nul.
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Solution 121 rms134-1400

1. Considérons des vecteurs x1, ..., X, tels que
n
in:OE et V1<i<n, x €Imp;.
i=1

Par hypothese, p; € L(E) et p; o p; = pi, donc p; est un projecteur. Comme x; € Imp;, on en déduit que
Vi<i<n, xi=pilxi)
et donc que
VI<i#j<n, pjxi)=(pjopi)xi) = Ok.

Par linéarité de p;,
n

Og = pj(0e) =p; (in> = ij(xi) =X
i=1

i=1
pour tout 1 <j < n.
On a ainsi démontré que les sous-espaces vectoriels Im p; étaient en somme directe.

2. Onadonc N
@Pimp; cE
j=1

et donc

ngpi <dimE =n.

n
j=1

Par hypotheése, aucun des endomorphismes p; n’est 'endomorphisme nul, donc
vi<j<n, rgpj=1.
On en déduit que

D (rgpj—N<(n—m)=0
J=1 >0
et donc que
v1<j<n, rgp;=1
Solution 122 rms134-1402

a Par hypothese, AB € M3(R) et BA € M, (IR). De plus, il existe une matrice inversible P € GL3(IR) telle que

P~'(AB)P = Diag(0,9,9).
Autrement dit : (P~'A)(BP) = Diag(0, 9,9). Comme
BA = (BP)(P'A),

quitte a remplacer A par P~'A et B par BP, on peut donc supposer que le produit AB est égal a Diag(0,9,9) (et pas
seulement semblable a cette matrice diagonale).
@ Par hypothese, il est clair que le rang de AB est égal a 2.
Le rang d’une matrice est toujours inférieur au nombre de ses lignes, ainsi qu’au nombre de ses colonnes. Par
conséquent, les rangs de A, B et BA sont tous inférieurs a 2.
@ Comme Im(AB) C Im A, le rang de AB est inférieur au rang de A. On a donc:

2=rg(AB) <rgA <2

et donc rg A = 2. Comme A € 93 ,(IR), les deux colonnes de A sont linéairement indépendantes et le noyau de la
matrice A est donc réduit au vecteur nul.
Il existe donc une matrice ligne Ly € 9y 2(IR) et une matrice inversible Ay € GL;(IR) telles que

A:(}@.
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@ Le rang de B est inférieur a 2 et le nombre de colonnes de B est égal a 3, donc la famille des colonnes de B est liée et
le noyau de B n’est donc pas réduit au vecteur nul.
Si BX =0, alors

0 00
0=ABX=[0 2 0|X
0 0 9
et par conséquent
1
XeR |0
0

Comme le noyau de B n’est pas réduit au vecteur nul, on a donc démontré que

1
BX=0 < XeR |0
0

et que le rang de B est égal a 2.
Il existe donc une matrice By € GL,(RR) telle que

B = (02,1 Bo) .

: Finalement, on a
0 0 0
09 0 :AB:(OO }\0%0)
00 9 2,1 0Bo
et

BA =0;3,1Lo + BoAo.

Autrement dit,
AoBo =915, LoBo =012, BA =BoA,.

Comme By est inversible, on en déduit que Ly =01 > et que Ap = 9851.
On a ainsi démontré que
BA =91,

et en particulier que rg(BA) = 2.

Solution 123 rms134-1405

1. Comme u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, le Théoréme du rang nous indique que

dim E = dimKeru + dim Imu. (35)

Par ailleurs, si le vecteur y appartient a Ker u N Imw, alors il existe un vecteur x tel que y = u(x) et u?(x) = u(y) = Ok.
Or, par hypothese,
0 =u’(x) +u(x) = u(u?(x)) +ulx) =u(0e) +y =y.

Donc Ker u et Im u sont en somme directe et, d’apres la relation (35) sur les dimensions,

E=Keru® Imu.

@ Par hypothese, le polynome X3 +X = X(X? 4 1) est un polyndme annulateur de u. Comme X et X? + 1 sont premiers
entre eux, le théoreme de décomposition des noyaux nous donne

E = Keru @ Ker(u? 4 1). (36)

On déduit de cette décomposition que
dim E = Keru + dim Ker(u? + 1)

et de (35) que dim Ker(u? +1) = dim Imu.
Par ailleurs, pour tout vecteur y € Imu, il existe x € E tel que y = u(x) et donc

(u? + Dy) = w3 (x) +u(x) = 0

donc Imu C Ker(u? +1).
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Ayant démontré une inclusion et 'égalité des dimensions, on peut conclure a 1’égalité des sous-espaces vectoriels :

Imu = Ker(u? +1).

# En appliquant le Théoreme de décomposition des noyaux, on a obtenu
E = Keru ® Imu = Keru & Ker(u? +1).

11 faut alors résister a la tentation d’identifier Im w et Ker(u? + 1) : un sous-espace peut avoir une infinité de supplémentaires !
(Seul le supplémentaire orthogonal, quand il existe, est unique.)

2. Siuestinjectif, alors Keru = {Og} et par conséquent E = Ker(u? +1). On a donc
u? =—1I

et en particulier
(detu)? = —1

(puisque la dimension de E est impaire), ce qui est absurde (puisque detu € R).
@ On déduit de (35) que rgu < 3 et donc rgu < 2.

Comme u n’est pas 'endomorphisme nul (par hypothese), le sous-espace Ker(u? + I) n’est pas réduit au vecteur
nul (d’apres (36)) et il existe donc un vecteur xo # Og dans ce sous-espace.

La famille (xo) est donc libre et, d’apres le Théoréeme d’augmentation des familles libres, la famille (xo,u(xo)) est
liée si, et seulement si, le vecteur u(xo) appartient au sous-espace engendré par x,; autrement dit, s'il existe un scalaire
x € R tel que

u(xo) = - xg.

En appliquant u, on en déduit que

2 2

2(x0) = &? - xo etdonc que o -xp=—%g

u

puisque xo € Ker(u? +I). Comme x¢ # O, on en déduit que o? = —1, ce qui est impossible (puisque « est réel).

Par conséquent, la famille (xo,1(xo)) est libre. Comme xo € Ker(u? +1) et que Ker(u? +1) est un sous-espace stable
par u, on a justifié que cet espace contenait une famille libre de deux vecteurs.

# Quel que soit le polynome P, les sous-espaces vectoriels Ker P(u) et Im P(u) sont stables par .

Ainsi,
dimImu = dimKer(u? +1) > 2.

Finalement, on a démontré que
rgu =2 et que dimKeru =1

d’apres (35).

# On peut aboutir au résultat en étudiant le polyndme caractéristique de .
On connait un polyndme annulateur de w : X(X? + 1). Le polyndme minimal de w est un polyndme unitaire, non constant,
qui divise tous les polyndmes annulateurs. Comme w n’est pas 'endomorphisme nul, on en déduit que le polyndme minimal de u
estégal a (X2 + 1) oua X(X? +1).
Le polynome caractéristique est un polynome de degré 3 (la dimension de E) et posseéde les mémes facteurs irréductibles que le
polynéme minimal (ce dernier point est au programme lorsque le polyndme minimal est scindé mais pas dans le cas général).
Par conséquent, le polyndme caractéristique est de la forme

X2+ 1™ ou X™(XZ+1)m2

oit les entiers m, my et m; sont au moins égaux a 1. Comme le degré est égal a 3, la seule possibilité est X(X? + 1).
Comme 0 est une racine simple du polynéme caractéristique, la dimension du noyau est égale a 1 et le rang est donc égal 4 2
(35).

3. Comme dimKeru = 1, on peut choisir un vecteur e; qui dirige Keru.

On choisit ensuite un vecteur e, non nul, dans Ker(u?+1). On a justifié plus haut que le couple (ez, e3) = (e2,1(e2))
était alors une famille libre de deux vecteurs de Ker(u? + I). Comme ce sous-espace est un plan, on a donc trouvé une
base!

On dispose ainsi

— d’un vecteur directeur de Ker u
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— et d’une base de Ker(u? +1I).
Comme ces deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires dans E, on en déduit que la famille % = (e, ez, e3) est
bien une base de E.

Par choix de e7, onau(ey) = O.

Par choix de e3, on a u(e;) = ez et comme e, € Ker(u? +1),ona
&l

u(eg,) =u ez) = —e).

Donc la matrice de u relative a cette base est bien

0 0 O
0 0 -1
01 0

# Pour bien comprendre la question posée, il faut d’abord lire la matrice A comme il convient ! Cette matrice est diagonale par
blocs :
A= Diag(Ao, A] )

A = <(]) _O]> S sz(]R)

Cela doit alors faire penser a une décomposition de E en somme directe de deux sous-espaces vectoriels (une droite et un plan) stables
par w et donc a une base de € adaptée a la décomposition (36).

avec Ao = (0) € M1 (R) et

Solution 124 rms134-1409

1. Lamatrice A est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Elle admet donc 0 pour seule
valeur propre et, si elle était diagonalisable, alors elle serait semblable a Diag(0, 0,0), donc on aurait A = 03.

La matrice A n’est donc pas diagonalisable.
2.  On vérifie sans peine que

0 0 1
A?=(0 0 0 et que A3 =03.
000

Par conséquent, B® = A3 = 03 et B admet X® pour polyndme annulateur.

Comme B € M3(R), son polyndme minimal est un diviseur unitaire de X® dont le degré est compris entre 1 et 3 (au
sens large). Il y a donc trois possibilités :

— si le polyndme minimal de B est X, alors B = 03 et A = B = 03 : impossible!

— si le polyndme minimal de B est X?, alors BZ = 03 et A2 = B = 03 : impossible!

— si le polyndme minimal de B est X3, alors B3 = 03 et

A? =B*=B>B =03

ce qui est impossible aussi.
Bref, rien ne va. Par conséquent, notre hypothese initiale est fausse et il n’existe pas de matrice B € M3 (R) telle que
A =B2.
3. Notons f, 'endomorphisme de R? représenté par la matrice A dans la base canonique %, = (e1, €2,€3). On a donc

fler) =0, f(ez2) =er, f(e3)=e2.
Analyse — S'il existe une base % = (1, €2, €3) dans laquelle la matrice de f est C, alors il faut que
fle1) = €2, fle2) =0, fle3)=¢1.

Synthése — La famille (e1,€2,€3) = (ez,e1,e3) est une base (permutation des vecteurs de la base canonique) et la
matrice de f dans cette base est bien égale a C.
Les matrices A et C sont donc semblables.
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Solution 125 rms134-1422

La matrice M admet un polynéme annulateur scindé a racines simples dans C :

Xt —1= H (XieiZkﬂ/n)

0<k<n

donc elle est diagonalisable dans 9, (C) et son polynéme caractéristique est un polyndéme de degré 2, lui aussi scindé
dans C[X], dont les racines (= les valeurs propres complexes de M) sont des racines de X™ — 1, c’est-a-dire des racines
n-iemes de l'unité.
Comme la matrice M est a coefficients entiers, son polyndme caractéristique est lui aussi a coefficients entiers et
donc réels. Trois cas se présentent donc :
— ou bien le polynome caractéristique admet une racine réelle double (1 ou —1) et, comme M est diagonalisable,
M = +I,, donc M2 =1, et a fortiori M'2 = I,;
— ou bien le polyndme caractéristique admet deux racines distinctes (1 et —1) et, comme M est diagonalisable, M
est semblable & la matrice de symétrie
1 0
b %)
donc M2 = I, et, une fois encore, M'2 =1 ;
— ou bien le polynéme caractéristique admet deux racines complexes conjuguées

C — ei2k7t/n C _ eflikﬁ/n

et

si bien que

XI(X—C)(X—Z):XZ—ZCOSZkTﬂX-I-]
. 7

#v Pour bien comprendre la discussion suivante, il faut se rappeler que I"ensemble Uy, des racines m-iemes de ['unité est contenu
dans 'ensemble U,, des racines n-iemes de 'unité si, et seulement si, m divise n.

et la matrice M est alors semblable a la matrice diagonale (C O) .

Dans ce dernier cas, comme le polynéme caractéristique est a coefficients entiers, il faut que les entiers n € N* et
0 < k < n vérifient la condition

2
Zcosﬂ S/
n

c’est-a-dire 7
cos Tﬂ e{0,+1/4,+1}.

Si ce cosinus est égal a 0, alors 257 = 7/, et les racines du polyndme caractéristique sont +i € Uy C Uy.

Si ce cosinus est égal a +12, alors 2K = 7/3 ou 273 et les racines du polyndme caractéristiques sont e=™/3 (qui
appartiennent & U et donc a Uy,) ou e*2™/3 (racines cubiques de 1'unité, qui appartiennent aussi a Uy ).

Enfin, si ce cosinus est égal a &1, alors ZkT" = 0 ou 7 et, dans ce cas, les racines sont réelles : £1 et appartiennent a
Uss.

Dans tous les cas, la matrice M est semblable a la matrice diagonale Diag((, 0) et la matrice M2 3

(C]Z O )
—12]=0h
0 ¢

(puisque C et C sont nécessairement des racines douziemes de I'unité.
Seule la matrice I, est semblable a I, donc M2 = I,.
Solution 126 rms134-1423

1. La propriété a établir est évidente pour P =1 et pour P = X.
Si elle est vraie pour P = X¥, alors

ki1 pkp HR (AR KAK) (A A
B _BB_<on Ak J\o, A

Ak+1 (k + ])Ak+1
= 0, Ak+1 .
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La propriété est donc démontrée (par récurrence) pour P = X¥, quel que soit k € N.
Pour tout polynéme

d
P= Z aka,
k=0
on a
d
= Z akxk
k=0

et le résultat est ainsi établi par linéarité :

VPEeRIX, P(B)= (Pé’:) A]f(//(\/)“) .

2. Supposons que B soit diagonalisable. Alors le polyndéme minimal P de B est scindé, & racines (réelles!) simples.
D’apres la formule précédente, il faut donc que P et XP’ soient des polyndmes annulateurs de A. Les valeurs propres
de A doivent donc étre des racines de P, mais aussi des racines de XP'.
Comme P n’a que des racines simples, aucune racine de P n’est racine de P’. Par conséquent, il faut que toutes les
racines de P soient aussi racines de X et P n’admet donc qu'une seule racine : 0 et il s’agit d"une racine simple.
Donc le polynéme minimal de B est égal X et B = 0.
@ Réciproquement, si A = 0y, alors B = 0,5, est évidemment diagonalisable!
a En conclusion, la matrice B est diagonalisable si, et seulement si, la matrice A est nulle.

Solution 127 rms134-1431

1. En tant que matrice a coefficients complexes, la matrice M est trigonalisable. Si elle admet deux valeurs propres
distinctes, alors elle est méme diagonalisable. D’apres le cours, la matrice A = exp(M) serait alors diagonalisable.

Mais la matrice A n'admet qu'une seule valeur propre (elle est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous
égaux). Par conséquent, si la matrice A était diagonalisable, elle serait en fait diagonale — et ce n’est clairement pas le
cas!

La matrice M admet donc une seule valeur propre A € C.

D’apres le cours, e* est une valeur propre de exp(M) = A, donc e* = —1. Par conséquent, il existe un entier impair
k € Z tel que

Sp(M) = {ikn}.

2. Comme M € M, (C) n’admet qu'une seule valeur propre A € C, son polyndme caractéristique est égal a (X — A)?
et, pour les raisons expliquées plus haut, son polynéme minimal est lui aussi égal a (X —A)?.

# Le polyndme minimal est un diviseur unitaire non constant du polyndme caractéristique. Il n'y a donc que deux possibilités :
(X —A) et (X—A)2. Comme M # Ay, le polynome minimal est égal i (X — A)?.

En posant N = M — Al;, on a une matrice nilpotente d'indice 2 :
N#£0;  N?=0,

telle que M = Al + N. Comme N et [, commutent, on déduit de la formule du binéme que

k
VkeN, MF=)" (i)xk—“Nf

=0
= AT + kAN (car N2 = 0,)

Par conséquent,

+oo Mk +<>o 7\k7

A A
exp(M) = Zk'z+z N =e"I; +e"N.

k=0

Comme exp(M) = A, on en déduit que e* = —1 (ce qui confirme le résultat démontré précédemment) et que

0 e 0 -1
N= (o 0 ) = (o 0 ) '
On a bien démontré que la matrice M était triangulaire :

A —1
M=7\12+N=<0 )\>.
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3. Comme on vient de le voir, la matrice M € 9, (C) vérifie exp(M) = A si, et seulement si, il existe un complexe A
tel que

0 —1
ed=—1 et M=>\12+<0 0).

Le nombre complexe A vérifie e* = —1 si, et seulement si, il existe un entier p € Z tel que A = (2p + 1)int. Donc la matrice
M € M, (C) vérifie exp(M) = A si, et seulement si, il existe un entier p € Z tel que

_((2p+1)inm -1
M‘( 0 (2p—|—1)'17c>'

Solution 128 rms134-1436-1566

# L'hypothese sur les normes signifie que I'application linéaire f est continue et que |f| < 1. On en déduit par récurrence que
YueE YneN, [[f(w) < |l
et donc que |f™] < 1.

1. Comme x € Im(f —1), il existe bieny € E tel que x = f(y) —v.
Comme de plus x € Ker(f —1I), alors f(x) = x, donc

VkeN, x=fx) = (fly) —y) = " (y) — .

On en déduit que

n—1

VneN, nox=3 (Y)Y =My -y

k=0

et donc que
1
YneN, x=—-(f*(y)—y)

2. On en déduit en particulier que

el + Iyl _ 21yl

Vne N x| <
n n

Cette propriété étant vraie pour tout entier n > 1, on en déduit par passage a la limite que x = O¢.
@ Nous venons de montrer que les deux sous-espaces vectoriels

Ker(f—1I) et Im(f—1)

sont en somme directe. Comme E est un espace vectoriel de dimension finie et que f est un endomorphisme de E, on
déduit du théoréeme du rang que
dim E = dim Ker(f — I) 4+ dim Im(f —I)

et donc que
E =Ker(f —I) & Im(f —I).

3. Soitx € E. D’apres la premiére question, il existe deux vecteurs
x1 € Ker(f —1) et x2 € Im(f —1)

tels que x = x7 +x,. Ona donc f(x1) = x; etil existe un vecteur y, € E tel que x, = f(y,) —yz. On vérifie par récurrence
que
VkeN, ffx)=x;+x2) =x1 4+ (yy) — *(yz).

Par conséquent,

N 1
Vpe N7, VP(X) =X1 + m : (fp+1(yz) —‘gz).

On en déduit que, pour tout p € N¥,

1
o =l = o7 77 )~

1
p+1
< p+1(Hf (y2)|| + l[y2ll)
2
< —=1ll,-

\p+1
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Par conséquent,
lim vp(x) =%
pP—+o0

ol x1 est le projeté de x sur Ker(f —I) parallelement a Im(f —I).

# Ce qui précede est vraie pour n’importe quel espace vectoriel normé de dimension finie, que la norme soit associée i un produit
scalaire ou pas...

Complément
@ On a utilisé (deux fois!) plus haut que, pour tout vecteur x, € Im(f — I), il existait un vecteur y» € E tel que
x2 = f(y2) — yz. Bien entendu, un tel vecteur y, n’est pas unique!

fly2) —y2 =f(yz) —y2 < ys—y2 € Ker(f-1)
Comme E est un espace euclidien,
L
E =Ker(f —1) & [Ker(f —I)]*
et la projection orthogonale 7, sur [Ker(f — I)]* est bien définie.
Siy, € E vérifie f(y,) —y, = x2, alors on pose y; = m>(y2) et on a donc
Y2 =Yz + [y2 —y)l
\W—/
eKer(f—I)
ce qui prouve que f(y3) —y} = x,. Il existe donc un vecteur y} € [Ker(f —I)]* tel que x; = f(y}) — y5.
# Apres avoir analysé la situation, nous passons a la synthése.
@ Considérons l'application linéaire
¢ : [Ker(f—I)]* = Im(f—1)
définie par
vy e Ker(f—DI%,  o(y) = fly) —y.

D’apres 'analyse qui précede, cette application linéaire est surjective. De plus, cette application est injective :
yeKerp & ye [Ker(f—I)]* NKer(f —I) = {O¢}.

L'application ¢ est donc un isomorphisme de [Ker(f — I)]* sur Im(f — I).
@ Comme [Ker(f — I)]* est un espace vectoriel de dimension finie, sa sphére unité S est compacte (elle est fermée et
bornée) et 'application linéaire ¢ est continue. L'application numérique ||@|| est donc bornée et atteint ses bornes sur S.
Comme l'application linéaire ¢ est injective et que le vecteur nul n’appartient pas a S, I'application ¢ ne s’annule
pas sur S et I'application ||| ne prend que des valeurs strictement positives sur S.
Il existe donc deux réels strictement positifs « et 3 et deux vecteurs unitaires y., et ym de [Ker(f —1I)] + tels que

vyes, 0<a=|elyml] < [e@)] < [leum)] =B.
# Les valeurs o et 3 sont respectivement le minimum et le maximum atteint par 'application
lell : Ker(f—DI* =R
sur la sphere unité de [Ker(f — I)*.
On en déduit (par linéarité de ¢ et homogénéité de la norme) que
Yy € Ker(f=DI%,  alyll < [lety)]| < Bllyl

et donc (puisque @ est un isomorphisme) que
1 1 1
vxelm(f-1, ikl <o (o] < 2l

a Notons 7, la projection sur Ker(f — I) parallelement a Im(f — I). On sait que I -7 est la projection sur Im(f — I)
parallelement a Ker(f —1I) et, comme E est un espace vectoriel de dimension finie, on sait que ces deux endomorphismes
de E sont des applications linéaires continues.
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On a démontré dans l'exercice que la suite d’applications linéaires (vn)nen convergeait simplement sur E vers la
projection .
@ On a démontré plus haut que

1 -
V() = 7lx) + =g (P =D (07" o ([-m)(x)
pour tout x € E. On a donc
Vp =T+ ﬁ : (fp+] —I) [¢ (pi] o (I—Tlf)
et par conséquent, pour toutp € N,
1 _
vy — 7l < m : |fp+] | [ ]| -
1 _
SoET (P 1) lo~ T -l
P+l o

Cela prouve que

lim |v, —n| =0
p—+o0

ou, autrement dit, que la suite d’applications linéaires (v, )Jnen converge uniformément sur la sphere unité de E vers la
projection .

Solution 129 rms134-1553
1. Lepolyndéme

Po=3X3—X?—X—1

est un polynéme annulateur de u et 0 n’est pas une racine de Py. Donc 0 n’est pas une valeur propre de u et comme E
est un espace de dimension finie, u est un automorphisme de E.

# Variante : puisque Py est un polyndme annulateur de u,
uoBuw—u—I=0Bu?—u—-Iou=I

donc I'endomorphisme  est inversible, d’inverse
3u—u—1.

NB : Cette variante ne suppose pas que E soit un espace vectoriel de dimension finie!

2. Ledegré du polynéme minimal de u est inférieur a deg Py = 3, donc
K[u] = Vect(I, u, u?)

et en particulier
VneN, u"e Vect(l,u,u?).

# Iy a unicité de la décomposition de u™ si, et seulement si, la famille (1,1, u?) est libre, c’est-a-dire si le polyndme minimal de
u est le polyndme unitaire associé a Po.

3. Ilestclair que 1 est une racine de Py. On trouve alors
Po = (X—1)(3X2 +2X+1).

Le discriminant réduit de 3X? + 2X + 1 est égal a —2, donc ce polyndme est irréductible dans R[X] et Py est scindé a
racines simples dans C[X], mais n’est pas scindé dans R[X].
On distingue donc trois cas :
— siu =1, alors u est diagonalisable;
— siu # Ietsi K = R, alors le polyndme minimal p de u est un diviseur de Py (a coefficients réels) et n’est pas
égala (X—1),donc
3 1, 1 1 5 2 1
p=XE = X2 X 2 = (x=1)(x +§x+§)
et u n’est pas diagonalisable (car 1 n’est pas scindé dans R[X]);
— si K = C, alors le polyndéme annulateur Py est scindé & racines simples (une racine réelle et deux racines com-
plexes conjuguées) et u est donc diagonalisable.
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Solution 130 rms135-1403

SiM € M, (K) commutent avec toutes les matrices de rang 1, alors M commute en particulier avec les matrices E; ; de
la base canonique de M, (K).
@ On doit se rappeler que

M = Z Z[M}k,e “Exe = Z Z[M]k,e Ex.E{.

k=10=1 k=1¢=1
On en déduit que

n n n
MEi; =) ) Mo BB ECE =) Mhs - Euy
k=11t=1 k=1
Le produit ME; ; est donc la matrice dont toutes les colonnes sont nulles, sauf la j-éme colonne qui est égale a la i-eme
colonne de M.

De méme,
n

n n
EijM =) > Mhoe-ECEECE] =) [M]je- B
k=1 =1 =1
Le produit E; ;M est donc la matrice dont toutes les lignes sont nulles, sauf la i-eme ligne qui est égale a la j-eme ligne
de M.
@ Puisque ME;; = E;;M, alors les coefficients situés a l'intersection de la j-éme colonne et de la i-eme ligne sont
égaux :
Mli i = [M]j ;.

Les autres coefficients de la j-eme colonne de ME; ; sont nuls (puisque ceux de E; ;M sont nuls) :

Vk#i, Ml =0
et, de méme, les autres coefficients de la i-eme ligne de E; ;M sont nuls (puisque ceux de ME; j sont nuls) :

Ve#], [M]j,l =0.

w ]l existe donc un scalaire A tel que [M]; ; = A pour tout 1 < i < n et on a démontré que, nécessairement, la matrice
M est égale a AlL,.
Réciproquement, quel que soit A € K, la matrice Al,, commute a toutes les matrices de I, (IK) (et pas seulement
aux matrices de rang 1).
@ Variante géométrique.
Considérons un endomorphisme f de E qui commute a tous les endomorphismes de rang 1.
Pour tout vecteur x # Og, on note 7y, une projection sur la droite K - x.

#v [l y a autant de projections sur la droite I - x qu’il y a de sous-espaces vectoriels G de E tels que E = K - x & G. Comme E est
un espace de dimension finie, le Théoréeme de la base incomplete nous assure qu’il existe au moins une projection sur K - x.

Le rang d’une projection est la dimension du sous-espace fixe, donc rg 7ty = 1. Par hypothése sur f,
(fom)(x) = (mx o f)(x).

Or my (x) = x (puisque x appartient a I'image du projecteur my) et (7, o f)(x) € Imm, (par définition de 1'image). Par
conséquent,
f(x) e K-x
et, comme le vecteur x n’est pas nul, on en déduit que x est un vecteur propre de f.
On a donc démontré que tout vecteur non nul de E est un vecteur propre de f.

#> La suite est un exercice archi-classique.

@ Six ety sont des vecteurs propres de f associés a des valeurs propres distinctes A et y, alors le couple (x,y) est une

famille libre et
fix+y)=~f(x)+fly) =A-x+pn-y.
Comme (x,y) est libre, la somme x +y n’est pas nulle, donc c’est aussi un vecteur propre de f : il existe un scalaire o tel
que
fix+y) =o- (x+y).
On en déduit que
A=) x+(p—oa)-y=0¢
et donc que A = « = p (famille libre!), ce qui est contradictoire.
On a ainsi démontré que tous les vecteurs non nuls de E sont des vecteurs propres de f associés a une méme valeur

propre. Autrement dit, f est une homothétie.
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Solution 131 rms135-1404

Considérons les colonnes X, Y € My, 1 (R) définies par

XTZ(COS1 cos2 --- cosm) et YT:(sirH sin2 --- sinn).

Comme a;j = sinicosj + cosisinj, la j-colonne de A est égale a sinj - X+ cosj - Y et toutes les colonnes de A sont donc
des combinaisons linéaires de X et Y. Par conséquent, le rang de A est inférieur a 2.

. Le déterminant de la matrice
A, — sin2 sin3
27 \sin3 sin4

est égal a sin2sin4 — sin3sin3 = (cosZ—cos€) (1 -cos6)

supérieur a 2.

= cs2=1 o£ 0, donc le rang de A est égal a 2 et le rang de A est

# Le rang d’une matrice est supérieur ou égal a v si, et seulement si, il existe au moins un mineur d’ordre v non nul.
Le déterminant de la matrice A, est un mineur principal d’ordre 2, non nul, de A.

 On a ainsi démontré que rg A = 2 pour tout entier n > 2; que detA = 2= pour n = 2 et det A = 0 pour tout
n>3.

Solution 132 rms135-1405

Pour y voir plus clair :

R?> — R? — R?
g f
. D’une part, Im(f o g) C Imf, donc 2 < rg f et d’autre part, rg f < dimR? =2, doncrgf = 2.

# Le rang d’une application linéaire de E dans F est majoré a la fois par la dimension de E et par la dimension de F.
De méme, le rang d’une matrice est majoré a la fois par le nombre de ligne et par le nombre de colonnes de la matrice.

@ D’une part, Im g C R?, donc rg g < 2 et d’autre part, 2 =rg(fo g) < rgg, doncrgg = 2.

# Considérons plus généralement deux applications linéaires @ : E — Fet : F— G.

Sile rang dep o @ est égal a r, alors il existe une famille (ey )1 <x<r de vecteurs de E telle que ((1]) o@)ler)y..., (bo) (er))
soit une base de Im(\ o ). Comme cette famille est libre, on en déduit que les deux familles (ex)1<k<r et (‘P(ek)>1gk<r sont
libres elle aussi. Par conséquent, l'image de @ contient une famille libre de cardinal r et le rang de ¢ est au moins égal a .

Plus précisément, le rang de ¢ est égal a v si, et seulement si, la restriction de \p a Im @ est injective.

Solution 133 rms135-1407

1. Cf. Cours.
Deux possibilités :
— Considérer le polyndme minimal, en déduire le polynéme caractéristique et conclure avec le Théoreme de
Cayley-Hamilton.
— Considérer les sous-espaces vectoriels Ker u* et vérifier que dim Ker u* < dim Ker u**! tant que Ker u* # E.
2. Cf. Cours.
11 existe un vecteur x, tel que u™ ' (xo) # Og. La famille

% = (xo,ulxo),...,u"" (x0))

est alors une base de E et la matrice de u relative a % est la matrice A.
3. SiX?=A, alors X" = A" = 0,,, donc X" = 0,, (d’aprés la premiére question).
@ Discutons sur la parité de I’entier n.
— Sin=2p,alorsp <net
AP =X = X" = 0.

L’indice de nilpotence de A serait donc inférieur a p, ce qui contredit le fait que cet indice de nilpotence soit égal
an.
— Sin=2p+1lavecn > 3,alorsp > 1 etdoncp + 1 < n. On en déduit que
APFD = X2PH2 = XM = XM X = O,,.

Ainsi l'indice de nilpotence de A serait inférieur a p+1 et donc strictement inférieur a n : nouvelle contradiction.
@ Quel que soit n > 2, I'équation X2 = A n’a donc aucune solution.
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Solution 134 rms135-1409

1. Onreconnait une matrice bien connue et on en déduit que les matrices
1 1 2 0
P = (1 1 > et D= ( 0 0>

A+ A=P (X2 +X)P=P AP =D.

2.b. D’apres la question précédente, D est un polyndme en A, donc D et A commutent.
@ Restons élémentaires et posons

A= (a b> , cequidonne DA = <2a Zb) et AD = (Za O) .

vérifient P~'AP = D.
2.a. Sans surprise,

c d 0 0 2c 0

On en déduit que D et A commutent si, et seulement si, b = ¢ = 0 (les réels a et d étant quelconques), c’est-a-dire si, et
seulement si, A est diagonale.

# On a travaillé matriciellement pour que le raisonnement soit aussi bref que possible. Mais il faut étre conscient qu’il s’agit ici
d’un cas particulier simple d’un résultat plus général : si M est une matrice diagonale avec n coefficients diagonaux deux a deux
distincts, alors les matrices qui commutent a M sont les matrices diagonales.

Cette propriété peut se démontrer par un calcul matriciel direct (assez fastidieux) ou vectoriellement en introduisant un endo-
morphisme diagonalisable dont les sous-espaces propres sont des droites vectorielles (plus élégant).

3. Sachant que A = Diag(a, d), I’équation A? + A = D se traduit par a? + a = 2, c’est-a-dire a = 1 ou a = —2, et par
d? +d =0, cest-a-dire d = 0 ou d = —1. I y a donc quatre solutions pour A :

a= (b 9) am (b 8) a=(3 9 2= (3 )

qui donnent quatre solutions pour X = PAP~!. Sachant que

2 O
1 1

on en déduit que les quatre solutions pour X sont :

10\, 1 1T 0\, 2 0\ 1 -2 0\, -1
P(O 0>P = 3A, P(o _1)P =A-1, P(O O)P =-A, Pl )P=5A-L ®

# L'énoncé nous poussait a diagonaliser la matrice A, mais on peut s’en passer, il suffit de connaitre un polynome annulateur de
A pour expliciter les solutions de I'équation.

@ Variante avec le polyndme minimal

Comme A € M, (RR) n'est pas une homothétie, son polynéme minimal est de degré 2, donc la dimension de la
sous-algebre R[A] des polyndmes en A est égale a 2 et par conséquent R[A] = Rq[A]. Comme A? = 2A, le polyndme
minimal de A est donc égal a X2 —2X =X(X—-2).

De méme, quelle que soit la matrice M € 9, (RR), la sous-algebre R[M] est égale a R1[M] (puisque le degré du
polynéme minimal de M est inférieur a 2) et si MZ +M = A, alors A € R;[M]. Comme R;[M] est une sous-algebre,
elle contient donc la sous-algebre IR [A] engendrée par A et, par égalité des dimensions, on a donc : R [M] = R¢[A]. En
particulier, M € R [A] et il existe deux réels x et {3 tels que M = ol + PA.

On en déduit que

M? = «?A? + 2aBA + B2 = 2 + B)A + 21

puisque A% = 2A. I’équation X? + X = A devient alors
a2+ 28+ NMA+BPR+NI=A=1-A40-1

Comme A n’est pas une homothétie, le couple (A, I) est une famille libre et I'équation X? 4+ X = A est alors équivalente
au systéme

{ aa+2p+1) =1
B(B+1) =0
ce qui nous donne f = 0 et x(20c 4+ 1) = 1 d'une partet p = —1 et ®(2x — 1) = 1 d’autre part. On a ainsi retrouvé les

quatre solutions présentées plus haut (x).
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Solution 135 rms135-1411

Si p est un projecteur, alors on sait que

E=Kerp®Imp avec Imp = Ker(I—p) = Ker(p —I).

# Quels que soient 'application linéaire f et le scalaire non nul A, le noyau de A - f est égal au noyau de f et 'image de A - f est
égale a I'image de f. (On doit savoir poser sans hésitation les calculs qui justifient ces deux égalités.)

En particulier,
dim E = dimKerp + dimKer(p —I) = [dimE —rgp| + [dim E —rg(p — id)]

d’apres le Théoréme du rang et donc : dim E = rg f 4 rg(f —1I).
w Réciproquement, les sous-espaces Ker f et Ker(f — I) sont en somme directe, donc

Kerf @ Ker(f —1I) C E.

#v Les différents sous-espaces propres d'un endomorphisme sont toujours en somme directe (méme s’ils ne sont pas tout a fait
propres : cela vaut aussi, de facon évidente, pour Ker(f — A1) = {0g}).
Plus généralement, si deux polynomes P et Q sont premiers entre eux, alors 'intersection des sous-espaces Ker P(f) et Ker Q(f)
est réduite au vecteur nul. (Penser au Théoréme de Bézout, évidemment!)

En raisonnant comme plus haut (avec le Théoreme du rang), I'hypothese rg f + rg(f —I) = dim E se traduit par
dim(Kerf @ Ker(f — I)) =dimE etdoncpar Kerf® Ker(f—1)=E.

On distingue donc deux cas :

— six € Kerf, alors f(x) = Og et donc (f o f)(x) = O = f(x) par linéarité de f;

— six € Ker(f —1I), alors f(x) = x et donc (f o f)(x) = x = f(x).
Dans les deux cas, on a obtenu (f o f)(x) = f(x). Comme les deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires dans E,
on peut en déduire que (f o f)(x) = f(x) pour tout x € E.

# Attention, danger! L'espace € n’est pas I'union des deux noyaux et pourtant il suffit de vérifier la propriété sur ces deux
noyaux pour pouvoir affirmer que la propriété est vraie sur E.

@ On sait bien qu’une application linéaire est caractérisée par I'image d’une base : quelle que soit la base 8 = (e1,...,ep) de
E, quels que soient les vecteurs uy, ..., u, de F, il existe une, et une seule, application linéaire f telle que f(ex) = wy pour tout
1<k<p.

@ On doit savoir de méme qu’une application linéaire est caractérisée par ses restrictions i deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires dans E ou, plus généralement, par ses restrictions aux sous-espaces vectoriels d une décomposition de € en somme directe :
quelle que soit la décomposition en somme directe

E=E @ - ®E,,

quelles que soient les applications linéaires i : Ex — F, il existe une, et une seule, application linéaire f € L(E, F) telle que
Vi<k<r VxeE, f(x)=-"fx).

C'est la propriété d'unicité énoncée par ce théoreme qui nous permet ici de conclure (et on a pris soin de rappeler que Ker f et
Ker(f — 1) étaient supplémentaires dans £ avant de conclure, ce qui est une maniere de citer ce théoréeme de caractérisation).

Solution 136 rms135-1412

1. Comme x € Imu, il existe un vecteur xo € E tel que x = u(xo) et d’apres la relation de liaison

w?(x) = ud(x0) = —u(xo) = —x.

2.a. Lesous-espace Imu est stable par u, donc il existe bien un endomorphisme de Im u induit par restriction de w.

#v ]I faut bien comprendre qu’il n’y a pas d’autre raison a avancer que la stabilité du sous-espace.

2.b. Par définition, v : Imu — Imu et v(x) = u(x) pour tout x € Imu. D’apres la premiére question, (v o v)(x) =

u?(x) = —x pour tout x € Imu. Autrement dit, vov = — Iy, ce qui prouve que v est un automorphisme de Im u et que

vl =—v.



Réduction des endomorphismes 168

3. Par définition, si l'entier rg u est impair, alors la dimension du sous-espace Im u est impaire et le polynéme carac-
téristique de v € L(Imu) est un polyndme a coefficients réels dont le degré est impair.
Un tel polynéme admet nécessairement une racine, donc v posséde au moins une valeur propre A € R.

# L'existence d'une racine provient du Théoréme des valeurs intermédiaires.

On a remarqué que X? + 1 était un polyndme annulateur de v et on sait que toute valeur propre de v est nécessaire
une racine de tout polyndme annulateur de v.

OrAceRetX?+1na pas de racine réelle, c’est donc absurde.

Le rang de v est donc pair.

@ Variante avec des matrices complexes

Par hypothese, X(X? + 1) = X(X + 1)(X — i) est un polynéme annulateur scindé a racines simples (dans C[X]!)
pour la matrice A canoniquement associée & I'endomorphisme u. Il existe donc une matrice de passage P € GL,(C) (a
coefficients complexes) et une matrice diagonale a coefficients complexes

D = Diag(0,...,0,1,...,1,—i,...,—1) € M (C)

telles que P~'AP = D.

En particulier, A et D ont méme polyndme caractéristique (ce sont deux matrices semblables) et comme A € M, (R),
les coefficients de son polynéme caractéristique sont des nombres réels.

On en déduit que les multiplicités de +i, racines complexes conjuguées du polyndme xa € R[X], sont égales et cela
prouve qu’il y a autant de coefficients diagonaux de D égaux a +i que de coefficients diagonaux de D égaux a —i.

Le nombre de coefficients diagonaux non nuls est donc pair et il s’agit du rang de D, c’est-a-dire du rang de A (deux
matrices semblables ont méme rang).

Solution 137 rms135-1413

1l.a. Comme les endomorphismesu et v commutent, le sous-espace Imu est stable par v. Par conséquent, il existe bien
un endomorphisme w de Im u tel que

Vx € lIlmu, w(x) = v(x).

1.b. Comme v est nilpotent, le polynéme X™ est un polynéme annulateur de v et donc aussi un polynéme annulateur
dew.

# SiP=ap+ a1 X+ -+ agX? est un polynome annulateur de v, alors

d
VxeE, PW(kx) = Z axvk(x) = 0
k=0

et en particulier
a d
Vx eImu, PWw)(x)= Z aew®(x) = Z ave(x) = O,
k=0 k=0

donc P est aussi un polyndme annulateur de w.
Entrev et w, seul le quantificateur change!
En particulier, w n’est pas injectif.
# Une composée d’applications injectives est injective. Par contraposition, si une puissance de w est identiquement nulle, w ne

peut étre injective.

D’apres le Théoreme du rang (appliqué a w € L(Imu)), I'endomorphisme w n’est pas surjectif et donc rgw <
dim(Imu) =rgu.
Or, par définition de w,
vy €E, yelmw & Ixelmu, y=v(x)
— Ixo €k, y=v(ulx))
&— yeIm(vou)
c’est-a-dire Imw = Im(v o u). Finalement,
rg(vou) =rgw < rgu.

2. Notons uy, 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a la matrice Ay et posons

v =1 ainsi que VI<k<m, Vi1 =VkolUgii.
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Comme les uy sont nilpotents et commutent deux a deux, les endomorphismes v, commutent deux a deux (par récur-
rence finie) et sont donc nilpotents :

V1<k<n, Vg1 =Vp oUy, ] = WE 0 WE = WE.
D’apres la question précédente,
V1i<k<n, 1gviyr <rgvg soit rgviks1 < (rgvi) — 1

(puisqu’il s’agit d'inégalité entre nombres entiers).
Une nouvelle récurrence finie permet d’en déduire que

vi<k<n, rgve<n—k
et en particulier que rg v, < 0, c’est-a-dire
Vp=U10U20:---0Up = WE.

Solution 138 rms135-1414

1. Lamatrice A est triangulaire, donc elle est inversible si, et seulement si, ses coefficients diagonaux sont tous diffé-
rents de 0.
La matrice A est donc inversible si, et seulement si, a # 0.

# Si la matrice A représente I'endomorphisme f dans une base 8 = (e1, ez, e3), alors ey (resp. ey) est un vecteur propre de f
1

associé a la valeur propre 1 (vesp. 2). Par conséquent, si A est inversible, alors f1(e;) =eretf '(er) = 3 €.

@ Sia+#0,linverse de A est de la forme

1 0 «
0 2 B
0 0 Va
et le produit
1T 0 « 1T 0 oa+1
AlO 14 B =01 28
0 0 T/ 0 0 1
nous donne «x = —T et 3 =0.

2. Comme A est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, donc Sp(A) = {1, 2, a}.

On a remarqué plus que les colonnes (1 0 0) et (0 1 0) " sont des vecteurs propres de A associés aux valeurs
propres 1 et 2.

#v Une matrice est diagonalisable si, et seulement si, pour chaque valeur propre A, la dimension du sous-espace propre est égale a
la multiplicité de la valeur propre (en tant que racine du polyndme caractéristique).
Par ailleurs, on sait que, pour toute valeur propre simple, la dimension du sous-espace propre est nécessairement égale a 1. 11
suffit donc de poser les calculs pour les éventuelles valeurs propres de multiplicité supérieure a 2.

— Sia ¢ {1,2}, alors A est diagonalisable (comme toutes les matrices de 93 (IK) qui ont trois valeurs propres
distinctes) et comme

1—a 0 a a
A—al3z = 0 2—a 0], la colonne 0 # 0
0 0 0 a—1

est un vecteur propre associé a la valeur propre a.
— Sia =1, alors 1 est une valeur propre double et le rang de la matrice

0 0 1
A-Iz=(0 1 0
0 00

est égal a 2, donc la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est strictement inférieure a la
multiplicité de cette valeur propre et A n’est pas diagonalisable.
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— Si a = 2, alors 2 est une valeur propre et le rang de la matrice

-1 0 2
A-2Ib=(0 0 0
0 00

est égal a 1, donc la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre 2 est égale a la multiplicité
de cette valeur propre. L'autre valeur propre, égale a 1, est une valeur propre simple. Donc la matrice A est
diagonalisable.
En conclusion, la matrice A est diagonalisable si, et seulement si, a # 1. Plus précisément, on a démontré que, pour
tout a # 1, la matrice

1 a 0 2 0 0
P=|0 0 1] ¢eGL;R) donne P'TAP=1{0 a O
0 a—1 0 0 0 1
Solution 139 rms135-1415

1. La matrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable.
2. Six =0, alors la premiere et la troisiéme colonnes de A sont proportionnelles, donc A n’est pas inversible.

Six # 0, alors les colonnes Cy et C3 ne sont pas proportionnelles, donc le couple (Cq, C3) est une famille libre. De
plus, la colonne C; n’est pas engendrée par (Cq, C3) (considérer la derniére ligne), donc la famille (Cy, C3, C;) est libre.

# A propos de I'augmentation d’une famille libre :

si(e1,...,er) est une famille libre, alors la famille augmentée (e, ..., ey, ery1) est libre si, et seulement si,
err1 & Vect(er,...,e).
Attention! Si la famille (e, ..., ey, er11) est liée, 'un des vecteurs peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres mais, en

général, rien ne prouve que le dernier vecteur de la liste soit une combinaison linéaire des v premiers vecteurs!

#v De maniere analogue (diminution d’une famille génératrice) :
si F = Vect(ey,..., ey, e-11), alors la sous-famille F = Vect(eq, ..., e;) si, et seulement si,

er+1 € Vect(er,...,er).

Meéme remarque! Si la famille (eq,. .., er, ery1) est liée, en retirant un vecteur convenable de cette famille, on obtient une famille
diminuée qui engendre le méme sous-espace vectoriel mais, en général, rien ne prouve qu’on puisse se passer du dernier vecteur de
la famille. Ici aussi, il faut connattre une relation de linison entre les ey pour savoir de quel vecteur on peut se passer.

En conclusion, la matrice A est inversible si, et seulement si, x # 0.

# On peut aussi calculer det A = —x pour conclure.

@ La forme de la matrice A incite, pour une fois, a calculer la comatrice pour obtenir I'inverse de A :

1 0 -1 ;1 0 1
Com(A)=| 0 0 «x dou A '=-[0 0 —x
-1 x -1 *\1 —x 1
Solution 140 rms135-1416

1. Par hypothése, X? est un polynéme annulateur unitaire de f. De plus, f # wg, donc X n’est pas un polyndme
annulateur de f.

Le polynéme minimal de f est un polyndme unitaire annulateur de f qui divise tous les polynémes annulateurs de
f. Donc c’est un diviseur de X? et ce n’est pas X. Le polynome minimal de f est donc X?.

a D’apres le Théoreme de Cayley-Hamilton, le polynéme caractéristique est divisible par le polynéme minimale et
comme dim E = 3, le degré du polynéme caractéristique est égal a 3. Le polyndme caractéristique de f est donc de la
forme X%(X —A).

Les racines du polynéme caractéristique sont les valeurs propres de f et toute valeur propre de f est aussi racine du
polynéme minimal, donc A = 0. Ainsi, le polyndme caractéristique de f est égal a X>.

a Comme f o f = wg, on sait que Imf C Ker f et donc rgf < dimKerf. Par ailleurs, rgf > 1 (puisque f # wg) et
rg f + dim Ker f = dim E = 3 (Théoréme du rang), doncrg f = 1.
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2.  Onsait que
{0¢} ¢ Ker f ¢ Ker f? = R? avec dim Ker f = 2.

Ainsi, Ker f est un hyperplan de R?, espace de dimension finie, et il existe au moins un vecteur e3 tel que

R>=Kerf@&R-e;. ()

# Comme on sait, en fait, n'importe quel vecteur e3 € R> \ Ker f dirige une droite supplémentaire de I'hyperplan Ker f dans
R3.

Comme e3 ¢ Ker f, alors le vecteur e; = f(e3) n’est pas nul. Mais f(e;) = f2(e3) = Og, donc e; est un vecteur non
nul du plan Ker f. Il existe donc un vecteur e; tel que

Ker f = Vect(eq, e2).
D’apres (%), la famille (e, e2, e3) est une base de R3 et comme

0 0 1
f(er) =f(e2) =0 et f(e3) =es, ona Wuf(e],ez,53)(f) =N ol N=[|0 0 O

0 0 0
3. D’apres ce qui précede, les deux matrices M et M, sont semblables a la matrice N, donc elles sont semblables entre
elles (relation d’équivalence).
4. Considérons deux matrices semblables A et B dans 901,, (K).

Si B =P~ 'AP, alors BX = P~ APX pour toute matrice colonne X € 90, 1(KK). L'application
[Y = P'Y]

est un automorphisme de E = 91, 1 (K) (dont la réciproque est [Y — PY]) et

VYecImA, IX €M,y 1(K), P'Y=P (AX) = (P 'AP)(P"'X) =B(...) € ImB
VY eImB, 3X €My 1(K), PY=P(BX)=(PBP ")(PX)=A(...)€ImA.
Ces calculs montrent que 'application [Y — P~'Y] induit (par restriction) un isomorphisme de Im A sur Im B. En parti-

culier, rg A =rgB.
5. Les matrices

M; = : et M, =
0

o o
o o
o O

sont deux matrices non nulles telles que M? = 04, mais elles n’ont pas méme rang (rg M; = 2, rg M, = 1), donc elles ne
sont pas semblables.

Solution 141 rms135-1417

1. On constate que AU = 2U, donc U est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 2.
2. Le calcul précédent doit inciter a effectuer 'opération C3 «+— C, — C3 afin d’obtenir le polynéme caractéristique sous
forme factorisée. On finit par trouver :

xa = (X —=2)((X—1)% + 2a).

3. Sia > 0, le polyndme caractéristique de A n’est pas scindé sur IR, donc la matrice A n’est pas diagonalisable (ni
méme trigonalisable).
@ Sia <0, le polynéme caractéristique de A admet trois racines réelles :

2, 1+v—2a

Si ces trois racines sont deux a deux distinctes, alors la matrice A est diagonalisable mais si 'une des racines est double,
le cas est douteux.
Comme 1 —v/—2a < 1,iln'y a que deux cas douteux: 1 + v—2a =1—+v—2aet1++—2a =2.
@ Sia =0, le polyndme caractéristique de A admet une racine double : xo = (X — 2)(X — 1)? et, dans ce cas, le rang

de la matrice
0O 0 0

A-Iz=(—-1 0 -1
-1 0 1
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est égal a 2, donc le sous-espace propre associé a 1 est une droite vectorielle (Théoréeme du rang). La matrice A n’est
donc pas diagonalisable dans ce cas.

a S5ia = —1/, le polyndme caractéristique de A admet une racine double : xA = X(X — 2)? et, dans ce cas, le rang de
la matrice
1 -2 -1 -1
A-2l3==-|-2 -2 =2
Z\2 0 o

est égal a 2 et la matrice A n’est pas diagonalisable (pour les mémes raisons que dans le cas a = 0).
@ En conclusion, la matrice A est diagonalisable si, et seulement si, a € ]—oo0, —1/2[U]—1/2,0l.

Solution 142 rms135-1418

On va simplifier les calculs en remarquant que

A B a b c d
M_<—BT AT) avec A_<—b a) et B_<—d c)'

L'hypothese det A = a? + b? # 0 signifie que le bloc A est inversible. Les quatre matrices A, B, AT et BT commutent
deux a deux car elles appartiennent toutes a la sous-algebre IKK[U] engendrée par la matrice

u= (%))

A=al,+bU, AT =al,—bU, B=cl,+dU, B' =cl,—duU.

En effet,

En remarquant que U? = —I,, on peut considérer que A" et BT sont en quelque sorte les conjuguées de A et B. On ne
sera donc pas surpris de constater que

ATA=AAT =(a®>+b%)I; etque B'.B=B.B' =(c*+d?)l,.
On en déduit immédiatement que

1
~1 T Ty-1
A :a2—|—b2.A et que (A1) =

1. D’apreés les régles du produit par blocs,

1
aZ +b2

T T _
M.MT_( AA" +B.B AB + BA

~BTAT+ATBT ATA+ BTB) = (% 417 4 c* + &)L,

& On en déduit que
(detM)? = detM.detM " =det(M.MT) = (a? + b% + ¢ + d?)*

et donc que det M = £(a? + b% + c2 + d?)2.
11 est clair que det M est une fonction polynomiale de a, b, ¢ et d, donc le signe en facteur est indépendant de a, b,
c et d. Il est tout aussi clair que, sib =c =d =0, alors det M = +a* pour tout a € C, donc

V(a,b,c,d) € C*,  detM = (a? + b2 +¢? + d?)>.
2.a. D’apres la question précédente, si a? + b? + ¢ + d? # 0, alors M € M4 (C) est inversible et donc rg M = 4.

# Comme a, b, c et d sont complexes, la condition a® +b* + ¢ + d? = 0 ne signifie pas que les quatre scalaires sont nuls!

2.b. Cette fois, det M = 0 et nous allons caractériser les vecteurs du noyau de M pour calculer le rang de la matrice.

La colonne X = (iﬁ;) € My,1(C) appartient au noyau de M si, et seulement si,

0 ~MX — A B X3 _ AX; + BX;
0 —BT AT X2 —BTX1 —I-ATXZ ’
Comme le bloc A est inversible, le bloc AT est aussi inversible et
AX; + BXy; =0 X; = —A7BX,
—BTX; + ATX, =0 X = (A1) 'BTX;
X; = —-A"TB(AT)"'BTX,

A {Xz — (AT)'BTX,
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D’apres les calculs menés en préambule,

ATBAT) B = AT apR =S
(A) T (2422 T T @gpp2 T
puisque c? 4+ d? = —(a? + b?)! La colonne X appartient donc au noyau de M si, et seulement si, X; = (AT)"'BTXy, 1a

colonne X; € M, 1 (C) étant quelconque.
Par conséquent, dim Ker M = dim 9%, 1 (C) = 2 et, d’apres le Théoreme du rang, rg M =4 — dim Ker M = 2.
3. D’apres la premiére question, quel que soit A € C,

det(M —AL) = ((a—A)2 +b% +c2 +d?)”.

# On passe en effet de M.a (M — Aly) en remplagant a par (a —A)!

@ Sib? + c? + d? =0, alors le polyndme caractéristique de M admet a comme seule racine (de multiplicité 4). Dans
ces conditions,
— oubienb =c =d=0et M = aly est diagonale;
— oubien (b,c,d) # (0,0,0) et M # als, donc M n’est pas diagonalisable.

#y On doit savoir que la seule matrice semblable a aly est la matrice aly elle-méme!
Et on doit se souvenir que les coefficients b, c et d sont complexes : de ce fait, la condition b* + c? + d*> = 0 n'implique
aucunement queb =c =d =0.

@ Sib? 4 c? + d? # 0, alors I'équation z? = b? + ¢% + d? admet deux solutions complexes distinctes +w et Sp(M) =
{a + w}.
Comme on I’a démontré plus haut, pour chacune des deux valeurs propres, la dimension du sous-espace propre
Ker(M — Al,) est égale a 2.

# A nouveau, on doit prendre conscience que la matrice (M — Aly) se déduit de la matrice M en remplacant a par (a — A).
Lorsque A est une valeur propre de M, alors (M — Aly) n'est pas inversible et on est ainsi ramené au 2.b.

La somme des dimensions des sous-espaces propres (2 + 2) est égale a la dimension de ’espace vectoriel sur lequel
la matrice M opere (dim C* = 4), donc la matrice M est diagonalisable.

Solution 143 rms135-1443

1. Pourtoutentier 1 <j < n,

n

n i n
e)- i 1 . 1 . (li)]'t1 €i N i—j €i
f(tj)t]'.f(ej)tj;ai’jei_ztj.ti;ai’jt F
1= 1=

i=

donc
—(a )
Matz, () = (ay;t )1<i,j<n‘
# On est simplement revenu a la définition méme de la matrice d'une application linéaire : on calcule les images des vecteurs de
la base de départ et on décompose ces images dans la base d’arrivée.

2. Supposons que la matrice A ne soit pas nilpotente et considérons une suite (A, )pen de matrices semblables a A qui
converge vers la matrice nulle.

Comme A n’est pas nilpotente, son polyndme minimal n’est pas de la forme X4, donc il existe un polyndme irré-
ductible Q qui divise pa et qui est premier a X :

q
Q=) BiX*
k=0

avec o # 0.

#y Deux polynomes irréductibles sont ou bien associés, ou bien premiers entre eux!
Un polyndme est premier a X si, et seulement si, son terme constant n’est pas nul.

Comme Q est un diviseur non constant du polyndme minimal de A, la matrice Q(A) n’est pas inversible et
det Q(A) = 0. Comme toutes les matrices A, sont semblables a A, alors det Q(A,,) = 0 pour toutp € NN et, par continuité,
det Q(0n) =0.



Réduction des endomorphismes 174

# Comme My, (R) est une algebre associative unitaire de dimension finie, toute application polynomiale Q : M, (R) — M, (R)
est continue et I'application det : M, (R) — R est continue (c’est une fonction polynomiale des coefficients).

D’apres I'expression développée de Q, on a Q(0n) = Boln et comme By # 0, alors Q(0,) est inversible, ce qui
contredit la propriété précédente.
@ Réciproquement, supposons que A soit nilpotente. Alors A est semblable a une matrice triangulaire supérieure
stricte

)

0 b1’2. bin 0 b1,2t71‘ b]’ntlfn

et donc a la matrice

bn1 n bn_1 )nt71

0 0 0

pour tout réel t > 0 (d’apres la premiere question).
Toutes les puissances de t sont strictement négatives, donc cette matrice tend vers la matrice nulle lorsque t tend
vers +-00. On a ainsi démontré qu’il existait une suite de matrices semblables & A qui convergeait vers la matrice nulle.

Solution 144 rms135-1577
1. On vérifie facilement que le polynéme caractéristique de A est (X + 1)(X —2)(X — 3).

& [l faut manifestement développer par la troisieme colonne!

Une matrice de 213 (IR) admettant trois valeurs propres distinctes est diagonalisable :
R* = Ker(A + I3) & Ker(A — 213) & Ker(A — 313)

et les trois sous-espaces propres sont des droites vectorielles. Par conséquent, il suffit de trouver un vecteur non nul
dans chacun de ces trois droites pour en déduire une base de R? constituée de vecteurs propres.

# Sion connait une décomposition en somme directe E = V1 ®- - -@ V., alors il suffit de connaitre une base de chaque sous-espace
Vi pour en déduire par concaténation une base de E.

On écrit les trois matrices

-1 -2 0 —4 =2 0 -5 -2 0
A+lz=|2 4 0 A-2I3=12 1 0 A-3lz=2 0 0
1 0 4 1 0 1 1 0 ©

et on en déduit facilement que

Ker(A+13)=R-(4,—-2,-1), Ker(A—-2I3)=R-(1,-2,-1), Ker(A—3I3)=R-(0,0,1).

La matrice
4 1 0
P=|-2 -2 0
-1 -1 1

est donc inversible et P~' AP = Diag(—1,2,3).
2. Comme la matrice P est inversible et constante (indépendante de t), le produit U = P~1X est de classe € si, et
seulement si, la fonction X = PU est de classe €' avec

VteR, u’(t) =P 1X/(1).

# Comme la matrice P~ est constante, les composantes de la colonne U(t) sont en fait des combinaisons linéaires des compo-
santes de la colonne X(t) (et réciproquement). On applique donc la regle pour calculer la dérivée d'une combinaison linéaire de
fonctions dérivables.

De plus, pour tout t € R,

X'(t) = AX(t) & P 'X'(t) = P TAX(t) (multiplication & gauche par P~")
— U'(t)=P'AP-P'X(t) (astuce taupinale)
e U/(t) = D.UY).
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@ Comme la matrice D est diagonale, le systeme (A7) revient a résoudre trois équations différentielles indépendantes :
u'(t) = —u(t), v/ (t) = 2v(1), w’(t) = 3w(t).
Donc U est solution de (A7) si, et seulement si, il existe trois constantes Ky, K, et K3 telles que
VteR, U(t) = (Kye™t, Kae?', Kze")
et finalement une fonction F € ¢ (R, R?) est solution de (S1) si, et seulement si, il existe (K7, K2, K3) € R3 tel que

4 1 0 Kie™t
VteR, Fit)=PU(t)=|—-2 -2 O Kye?t
-1 -1 1 Kze3t

#v e ne suis pas convaincu de la nécessité d’effectuer ce produit matriciel, car je ne vois pas en quoi l'expression développée

Kie '+ Kye?t
F(t) = —2Kje t —2Kyet
—Kqje t — KzQZt + K263t

est plus claire ou plus utile que I'expression factorisée ci-dessus.
J'irais méme jusqu’a préférer une expression completement factorisée (en notant A = (Kq,Kz,K3)) :

et 0 0 K4
Ft)=P[ 0 et 0 K2 | =P-exp(tD) - A
0 0 e 3t K3

afin de faire apparaitre exp(tA) :
F(t) =P-exp[t(P'AP)| -A =P [P -exp(tA) - P| - A = exp(tA) - PA.
On comprend ici que PA = F(0).
# Si on choisit une autre base de vecteurs propres (et pourquoi pas?), on obtiendra une expression analogue de X(t), mais les
constantes d’intégration K; seront différentes :
F(t) = exp(tA) - P1 Ay = exp(tA) - P2A,.

Cela dit, si on impose une condition initiale (to, Xo) € R x R3, on doit trouver la méme solution, quelle que soit la base de vecteurs
propres choisie! En effet, la condition initiale F(to) = Xo se traduit par

P - Ay =P - Ay = exp(—toA)Xo.
Ce n'est donc pas P, ni A\ qui compte, mais uniquement le produit PA.
3.a. Comme plus haut, on résout (S;) en se ramenant au systeme découplé
VteR, u’”(t) = DU(t) (A2)
qui revient a résoudre trois équations différentielles indépendantes :
u”’(t) +u(t) =0, v (1) — 2v(t) = 0, w” (1) —3w(t) =0.

Par conséquent, une fonction U € €?(1,IR3) est solution de (A;) si, et seulement si, il existe six constantes d’intégration
Aj, Ay, Az, By, B, et B; telles que

Ajcost+ Bysint
Vtel, ut) = [ Az exp(ﬁt) + B> exp(—\@t)
Az exp(\/?;t) + B3 exp(f\/§t)

et, comme précédemment, une fonction F € €?(1,R?) est solution de (S;) si, et seulement si, il existe six constantes
d’intégration A, Az, Az, By, B2 et B3 telles que

4 1 0 Ajcost+Bysint
VEER,  FO=PU® = (-2 -2 0] |Asexp(vZt) + Brexp(~v2t)
—1 =1 1) \Azexp(v/3t) + B3 exp(—/3t)
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3.b. Considérons une norme ||-|| sur R? et la norme subordonnée || sur I'espace M3 (IR).

#v Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, donc la norme choisie importe peu.
En particulier, la norme choisie est équivalente a la norme produit pour laquelle une fonction a valeurs dans R> est bornée si,
et seulement si, ses trois composantes sont bornées.

Le systeme différentiel (S;) est un systeme différentiel linéaire et homogene du second ordre, donc I'ensemble S,
de ses solutions est un sous-espace vectoriel de (IR, R3).
L’ensemble E est I'intersection du sous-espace S, avec I'ensemble 42 (IR, R?) des applications bornées de classe €2,
qui est un sous-espace "bien connu" de 'espace vectoriel €2 (R, R3).
Donc E est un espace vectoriel en tant qu’intersection de deux sous-espaces vectoriels de |’espace vectoriel (IR, R3).
s Par définition, U(t) = P~"X(t) et donc X(t) = PU(t). Comme la norme subordonnée est sous-multiplicative,

VteR, [U@)||<IPX@)| et [[X@)|<IPH[U®)-

Comme |P~'| et |P| sont des facteurs indépendants de t, on en déduit que la fonction X est bornée si, et seulement si, la
fonction U est bornée.
Comme e*! tend vers +oco au voisinage de +oo lorsque o > 0 (resp. au voisinage de —co lorsque o < 0), la fonction
U est bornée sur IR si, et seulement si, les constantes A,, A3, B, et B3 sont nulles.
Ainsi, une fonction F € €2 (R, R3?) est une solution de (S>) qui reste bornée sur R si, et seulement si, il existe deux
réels A et By tels que
Ajcost+ Bysint
vVteR, F(t)=P 0
0

En particulier, la dimension du sous-espace E des solutions bornées sur IR est égale a 2.

Solution 145 rms135-506
1.

# Rappelons pour commencer que si

B = (bx,e)1<k,ecn et M = (my e) 1<k, e<ny

alors

n o n
=2 D breme

k=10=1
@ Notons (Ex ¢)1<x,e<n, la base canonique de 91, (K) et (Ek 2)1<k,t<n, sa base duale. Pour toute matrice M € M, (KK),

M=y

k=11¢

Ex o (M)Ex ¢

7

|v|:

Il
=

et pour toute forme linéaire ¢ sur M1, (K),

|\/|:

W=y

=1¢

% Eke Ek z(M)

~

1

En posant
T
A = (@(Ek,e))]gk’egn € mn(]K)»
on en déduit que
YMeMy(K), ¢M)=tr(A.M).

#y Dans le cas oit IK = R, on peut invoquer le Théoreme de Riesz (représentation d'une forme linéaire sur un espace euclidien au
moyen du produit scalaire).

2. Soit H, un hyperplan de 91,, (K). Il existe donc une forme linéaire non identiquement nulle ¢ telle que H = Ker ¢
et, d’apres la question précédente, il existe une matrice A € i, (IK) non nulle telle que

VM e M, (K), MeH & tr(AM) =0.
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# Remarquons que, pour tout 1 < r < m, il existe une matrice ], de rang r et de trace nulle :

0—0 1 0—0
\ 01 0—0
0 |
Vi<r<n, Jr = 1 etpourr=mn, Jn= \0
0 0 0 1
| 10 0
0 0

@ On raisonne par ’absurde en supposant que I’hyperplan H ne contient aucune matrice inversible :
VM e GL, (K), tr(AM) # 0.

Comme la matrice A n’est pas la matrice nulle, son rang r vérifie 1 < r < n et la matrice A est équivalente a une matrice
J+ de rang r et de trace nulle. Il existe donc deux matrices inversibles Q et P telles que

Q 'AP =1],.

On en déduit que
0=tr(J;) =tr(Q 'AP) = tr((AP)Q ') = tr(A.(PQ ")) #£0

et la contradiction est manifeste.

Solution 146 rms135-507

Comme p; nest pas I'endomorphisme identiquement nul, son rang est au moins égal a 1, donc la dimension du sous-

espace Im p; est au moins égale a 1.
@ Pour démontrer que ces sous-espaces vectoriels sont en somme directe, on considere une famille de vecteurs

(xi)1<i<n tels que

n
inzoE et que vVi<i<n x€lImp;.
i=1

On en déduit que
V1<)

N

n n

n, 0 =p;(0e) =ps(Y_xi) = Y pylxi)
i=1

i=1 i=

Par hypothese, les endomorphismes p; sont des projecteurs :
v1<ig<n, PioPi = Oii-Pi=Pi-

Par conséquent, comme x; € Imp; par définition,

vi<is<nm, xi = pi(xi)
et donc . N
O = Zpi(Pi(Xi)) = Zf’j,i P (%) =pj(x5) =x%;5.
i=1 i=1

Comme tous les vecteurs x; sont nuls, les sous-espaces vectoriels Im p; sont bien en somme directe.

a En particulier,
n n
dim(@ Impi) = Z dimImp; > n
i=1

i=1

puisque la dimension de chaque sous-espace Im p; est au moins égale a 1.
Par ailleurs, la dimension d’un sous-espace de E est toujours inférieure a celle de E, donc

dim (@ Impi> <dimE =n.
i=1
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Ainsi,

dim (@ Impi) =n=dim€E.
i=1

# Si Fest un sous-espace de £, espace vectoriel de dimension finie, et que dim F = dim E, alors F = E.

On en déduit d"une part 1’égalité des deux espaces vectoriels (inclusion et égalité des dimensions) :

n
E= @Impi
i=1

et d’autre part que
v1<ig<n, dimImp; = 1.

# Sila somme de n entiers supérieurs a 1 est égale a n, alors chaque terme est égal a 1 :

Oiﬂ—idi:Z“ —di).
i=1 i=1 <O

Solution 147 rms135-964

1.  Quels que soient le réel a et le vecteur x € R3,il est clair que la fonction f = [t — e%x] est de classe €' sur R et que
VteR, f'(t) = ae®'x.

@ Soit A € R, une valeur propre de la matrice A. Il existe donc un vecteur propre x, € R de A associé a A et, par
définition, ce vecteur n’est pas nul.
La fonction fp = [t — e x, ] est de classe €' sur R et

VteR, f1(t) = Aettxy = e Axp = A - fia(t).
a Réciproquement, si fj est une solution de (H), alors en particulier
Aoxa =AM = 15(0) = Afa(0) = A - (eM0 - xy) = Axy,

et comme le vecteur x, est supposé non nul, on en déduit qu’il s’agit d"un vecteur propre de A associé a la valeur propre
A
2.a. Comme

0 1 1
fapec(t)=a|2] +be' [-1] +cet|0],
1 0 1

il est clair que F est le sous-espace de €*°(RR,R) engendré par les trois fonctions f1 o0, fo,1,0 et fo,0,1. C’est donc un
espace vectoriel et sa dimension est inférieure a 3.
On peut rapidement vérifier que le rang de la matrice

o 1 1
P=12 -1 0
1T 0 1

est égal a 3, donc cette matrice est inversible, ce qui prouve que les trois vecteurs 1 ,0(0), fo,1,0(0) et o 0,1(0) sont
linéairement indépendants et donc que la famille (1 ¢,0, fo,1,0,f0,0,1) est une base de F et dim F = 3.

# Si trois fonctions f, g et h de R dans R3 forment une famille liée, alors il existe un triplet de scalaires (a,b,c) # (0,0,0) tel
que
VteR, af(t)+bg(t)+ch(t)=0

et en particulier af(0) +bg(0) +ch(0) = 0, ce qui prouve que les trois vecteurs £(0), g(0) et h(0) forment une famille liée (puisque
les trois scalaires a, b, ¢ ne sont pas tous nuls).



Réduction des endomorphismes 179

1 1
fape(t)=be' [ =1 —ce™t[0].
0 1

La relation f’(t) = Mf(t) est vérifiée pour toute fonction f € F si, et seulement si, elle est vérifiée pour les trois fonctions
1,0,0, To,1,0, To,0,1 (qui constituent une sorte de base canonique de F). On cherche donc une matrice M telle que

(-6 ) () <))
( o) 0
[

0 1 1
MP 0 -1
0 0 1
T 1 =1
P 2 1 =22
-1 -1 2
0 1 3
M= ([0 -1 P =
0 0
est la seule matrice qui convienne.

2 4
-2 -1 2
11 =2
@ En remarquant que 1'équation (f) peut aussi s’écrire

00 0
MP=P|0o 1 0|,
00 —T

M = P Diag(0,1,—1)P~".

2.b. Quels quesoienta, b, cett,

c’est-a-dire

On obtient rapidement

et on en déduit que la matrice
—1

0
—1

on obtient

Par conséquent, la matrice M est diagonalisable et Sp(M) = {0, —1,1}.

#o Le cours sur les systemes différentiels a coefficients constants montre que les solutions de I'équation x'(t) = Mx(t) sont les
fonctions f € €' (1,1R3) de la forme
VteR, f(t)=-exp(tM).f(0).

b+c a a 1 0 0 a
fap,c(0)=|[2a—b|=P|Db et fapc(t)=P| bet | =P |0 e 0 b
a+tc c ce ¢ 0 0 et c

ce qui nous donne

Ici,

1 0 0
fapct)=P |0 € 0 | P ' fop,c(0)
0 0 et

et comme cette propriété est vraie pour tout (a,b,c) € R3, on en déduit que

1 0 0
VteR, exp(tM)=P (O et 0 ) P~! = Pexp[Diag(0, t,—t)| P~
0 0 et

= exp[tP Diag(0,1,—1)P™']

(puisque exp(Q'AQ) = Q" exp(A)Q, quelles que soient la matrice A et la matrice inversible Q).
NB : L'application exp n’est pas injective sur M, (R).
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Solution 148 rms135-1151

Le cours sur les systemes différentiels a coefficients constants nous montre que les solutions du systeme homogene
x'(t) = Ax(t) sont les applications x € €' (R, R™) telles que

VteR, x(t)=exp(tA)(x(0)).

a Comme la matrice A est diagonalisable, I'espace R™ est la somme (directe, forcément directe) des sous-espaces
propres de A :

R"= (P Ker(A—al,).
xESp(A)

En notant (o )1<k<r, les valeurs propres (deux a deux distinctes) de A, il existe une, et une seule, famille de vecteurs
(U—k)lgkgr telle que

:Zuk et Vi<k<r, uxe€Ker(A—ogly).

On en déduit que

VteR, x(t Z exp(tA)(wy) Z et®e . 1)
k=1

# ]I faut bien distinguer I'application exp = [M — exp(M)] de M, (R) dans M, (R), qui est développable en série entiere, et
I'application exp(M) = [x — exp(M)x], qui est linéaire de R™ dans R™ puisque exp(M) € M, (R).

# Avec Mu = o - u, on a M*u = o - u pour tout k € N et donc

N MK Nk
VN e N, <Z kl)(u) = (Z k!) ‘u

k=0 k=0

Par définition de exp(M),
. — MK
i, e 53 <o
k=0

et par définition de ||,

N N

Mk MK
YNEN, | exp(M)u) - (Z k,) (u)H < [lexpov - 3~ M| .

k=0 k=0

On en déduit que
. N OCk ‘ “+o00 (Xk
ngﬂoo exp(M)(u) — (];) k‘> uH =0 Clest-a-dire exp(M)(u) = (1;) k!) u=-¢e%* u.

@ Supposons que les valeurs propres de A soient indexées de maniere décroissante :
X1 >0 >0 > Ky

De plus, la trace de A est égale a la somme des valeurs propres (comptées avec multiplicité). Comme cette trace est
strictement positive, la matrice A admet au moins une valeur propre strictement positive, donc oty > 0.
On déduit de la décomposition () que

u = 7toc1x E e (ot —x1)

et donc que

.
VteR,  0< | <e ™ x(t)]|+ > e jjuy].

Comme x(t) tend vers le vecteur nul et que (xx — &) < 0 pour tout k > 2, on en déduit que le second membre tend
vers 0 lorsque t tend vers +oo. Par conséquent, |Ju;|| = 0 et u; est le vecteur nul.
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# On pourrait continuer sur cette lancée et en déduire (par récurrence finie) que uy = 0 pour tout entier 1 < k < r tel que
(0693 > 0.

@ On en déduit que
VteR, x(t)e€ Vect(uz,...,u,)C EBKer(A — o In).
k=2

Par définition, la dimension d"un sous-espace propre est toujours au moins égale a 1, donc
dim @ Ker(A — axln) = Z dim Ker(A — o I,) < dim E.
k=2 k=2
D’apres le Théoreme de la base incomplete, il existe un hyperplan H de E tel que

.
@Ker(}\ —oxln) CH
k=2

et donc tel que x(t) € H pour tout t € R.
Tout hyperplan est le noyau d'une forme linéaire non nulle, donc il existe une forme linéaire {, non identiquement
nulle, telle que H = Ker { et donc telle que
VteR, L(x(t)) =0.

Solution 149 rms136-669
Soit n € N*, la dimension de F.

Soit f € F. La famille (f,f2,...,f",f**1) est une famille de F (stable par produit) et c’est une famille liée (puisque
son cardinal est strictement supérieur a dim F). Par conséquent, il existe des scalaires (a1, az, ..., an4+1) non tous nuls
tels que

n+1

Z akfk = 01:_,
k=1

c’est-a-dire
n+1

Vx €R, Zak[f(x)}kzo.
k=1

Cela signifie que, pour tout x € R, la valeur de f(x) est une racine du polynéme

n+1

Z (lka.
k=1

Les coefficients ay ne sont pas tous nuls, donc ce polynéme n’a qu'un nombre fini de racines. Et comme les coefficients
ax ne dépendent pas de x, la fonction f ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs.

Mais la fonction f est continue sur l'intervalle R et, d’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires, 1’ensemble des
valeurs prises par f est un intervalle.

Un intervalle de R qui ne contient qu'un nombre fini de réels est réduit a un singleton, donc la fonction f est
constante.

#v En particulier, dimF = 1.

Solution 150 rms136-671

Si les matrices A et B commutent, alors tA et tB commutent quel que soit le réel t et par conséquent

vVtel, exp(tA).exp(tB) = exp[t(A + B)] = exp(tB).exp(tA).

# C’est un résultat du cours.

@ Quelle que soit la matrice M € IM1,, (C),

2

t
exp(tM) o It tMA = M? + o(t?).



Réduction des endomorphismes 182

# D’apres le cours, Uapplication ep = [t — exp(tM)] est de classe € sur R et
VteR,  em(t)=Mem(t), en(t)=M?em(t)

et on déduit le développement limité précédent de la formule de Taylor-Young :

2

emlt) = eml0) +t- ey (0) + % 0 (0) + o(t2).

Variante — On peut se contenter de revenir a la définition de I'exponentielle de matrice en considérant une norme sous-
multiplicative sur 9, (C) :

VteR MLt Bl o 15 sl < 5 M
cem opton h o § || 58 e < 5
et en particulier pour [t| < 1,
| explem) —1 St M2H<|t|3||M||3+ZOOW<||M||3ex (I 1t
P n ] X v ((+3)! S5 P

ce qu’on simplifie en
2
exp(tM) = In + tM + = - M? =, o(t).

On en déduit d"une part que

2
exp[t(A+B)] = I, +t(A+B)+ Ly (A +B)? +o(t?)
t—0 2

et d’autre part que
tz
exp(tA).exp(tB) =t t(A+B)+ 5 (A2 +B% + AB + BA) + o(t?)
—
Par unicité du développement limité, on en déduit que

AB = BA.



