Lycée Pierre CORNEILLE MP/MPI
ANNEE SCOLAIRE 2025/2026

Composition de Mathématiques
Le 26 novembre 2025 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I"épreuve, un candidat repeére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa
copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I’appréciation de la copie.

Les calculatrices et les objets connectés sont interdits.

On note E, I'espace vectoriel des applications continues du segment [0, 1] dans C, muni
de la norme définie par
Vfek |f||=sup |f(t)|.

0<t<1

On note L(E), 'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans lui-méme.
L'image de la fonction f € E par une application T € L(E) pourra étre notée T(f) ou plus
brievement Tf. L'espace L(E) est muni de la norme définie par

VT eL(E), [Tl =sup T

(N

L’objet de ce probleme est d’étudier une application linéaire, 'opérateur d’Abel, qui sera
défini dans la quatrieme partie. Les trois premieres parties introduisent les outils néces-
saires a cette étude.

Partie A. La seconde fonction d’Euler

La deuxieme fonction eulérienne est la fonction T' : 10, +oo[ — R définie par
400
Vx>0, M(x) = J e 't dt. (1)
0
On admettra que cette fonction est indéfiniment dérivable sur l'intervalle 10, +ool et que
+o00
VkeN Vx>0 TWMx) = J (Int)<e tt* ' dt. 2)
0

On admettra également que

Vx>0, Mx+1) =xI'(x) 3)
et que
VneN, Mm+1)=nl 4)
1. Démontrer qu’il existe un réel ¢ € |1,2[ tel que I'"(c) = 0.
2. En déduire que la fonction I est strictement croissante sur 'intervalle [2, 4-oc0l.

3. Démontrer que
Ve >0, ¢ = o(Tx).
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Partie B. Etude asymptotique d'une fonction analytique
Approximation discréte d’'une intégrale

Soit @ : (0,400l — R, une application continue et intégrable sur l'intervalle [0, +ool.
On suppose de plus qu’il existe un réel ty > O tel que I'application ¢ soit décroissante sur
[tO) +OO[

4. Démontrer que I'application ¢ est positive sur I'intervalle [ty, +-ocol.
v On pourra raisonner par I'absurde.

5. Soit h, un nombre réel strictement positif.

5.a. Démontrer que
nh

0 < he(nh) < j o(t) dt
(n—1)h

pour tout entier n suffisamment grand.
5.b. Démontrer que la série ) he(nh) converge.
6. Démontrer que

limhio @e(mh) = JJFOO ¢@(t) dt.
0

v On pourra introduire un "grand” nombre réel a et remarquer que

+o0 Na +o00
Z he(nh) = Z he(nh) + Z he(nh)
n=0 n=0 n=ng+]I
ol N est la partie entiere de Y.
Un calcul d’équivalent
Pour tout nombre réel « > 1, on définit la fonction g, : [0, +oo[ — R en posant
Vt>0, gu(t) =t Te ™,

On pose également

+o00
S«(x) = Z n*1xm,
n=0

7.  Vérifier que les conditions posées sur la fonction ¢ au début de la Partie B sont
satisfaites par la fonction g,. En déduire que

+oo
g??(—ﬂnx) ZO go(—minx) = '(a).

8.a. Démontrer que le rayon de convergence de la série entiere Y n* 'x™ est égal a 1.
8.b. Démontrer que

(o)
x;\; - (1 — X) o’

S«(x)

Que peut-on en déduire sur la fonction S, ?
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Partie C. La premiére fonction eulérienne
Définition et premiéres propriétés
La premiere fonction eulérienne est la fonction B : ]0, 4+-o00[ x ]0, +oo[ — R définie par

1

Vo, B >0, B(x, ) :J (1 —t)F " dt. (5)

0

(On précise pour les non-hellénistes que B est un 3 majuscule.)
On notera

Vo, >0, V0<t<T, Wep(t)=t"(1-t)F"

9. Démontrer que la fonction 1, g est intégrable sur l'intervalle 0, 1], quels que soient
les nombres réels strictement positifs x et 3.

10. Soient « et B, deux réels strictement positifs. Etablir successivement les relations

suivantes.
10. a.

B((Xa B) = B(B) (X)
10. b.

+o00 tocfl
B((X, B) = JO W dt
v On pourra utiliser le changement de variable uw = t/(1 + t).
10. c. x
B(O(—I— 1) l?)) = x + BB(OC) B)

Une relation entre B et T’

On se propose d’établir la relation suivante :
Me)l'(B)
Ma+p)

11. Alaide de la relation [10.c.], démontrer qu'il suffit d’établir la relation (6) lorsque les
deux réels o et 3 sont strictement supérieurs a 2.
12. Soient x et 3, deux réels strictement supérieurs a 2. Pour tout entier n € N*, on pose

wionp) =13 (57 (-5)" g

Vo, 3 >O> B(“)B) = (6)

12.a. Démontrer qu’il existe un réel A, > 0 tel que

V0<x,y < ]) lll)oc,ﬁ(x)_q)oc,ﬁ(y)‘ <A0€,f5|x_y|'

12.b. Démontrer que

A
Vn > 1, }%(“)B)_B((x)ﬁ)lg 2"3-
n
12.c. Onreprend ici les notations de [8.].
Etablir que
400
YO<x<1,  Sa(x)Sp(x) =) un(o, BInFIX, t)

n=0
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En déduire que

A
2

Déduire enfin du comportement des fonctions S, au voisinage de 1 que

F(e)T(B) = B(a, BT (x4 B).

La formule des compléments

VO<x<1,  [Sa(x)Sp(x) = B, B)Sarp(x)] < T2, 5 (x). 9)

13. Démontrer que la fonction [ — B(«x, 1 — «)] est continue sur 'intervalle ouvert |0, 1.

14. Soient p et q, deux entiers tels que 0 < p < q.
14.a. Vérifier que

2p+1 2p+1y\ foo g2
B(T 1) )

14.b. Pour tout entier 0 < k < , on pose zx = exp (i%5:17). Démontrer que

x» Y 1 1
0 p+1 o .
T+X4  2q kZ_OZk <X—zk X+zk)

14.c. Soient a € Retb € R*. On pose alors ¢ = a + ib. Vérifier que

1 t—
5 tn[(t — a)* + b’] +1iArctan d

est I’expression d"une primitive de

1
t—c’
En utilisant judicieusement la relation établie en [14.b.], prouver que

r+0o th q—1

. T 2p+1
dt=—i—)» z"".
Jo 1+t 2q Z .
k=0
En conclure que
r+oo th B T ‘]
Jo 1+t9 7 29 sin —(Zp;;””.

15. Déduire de [13.] et [14.] la formule des compléments :

VO<a<l, Blagl—a)=T()(1—o)=—"

sin o
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Partie D. L’opérateur d’Abel
| Dans cette derniére partie, on suppose que « est un nombre réel tel que 0 < « < 1 et on pose
B=T1T—c

Continuité de I'opérateur
16. Soient f € E et x € |0, 1]. Démontrer que la fonction

f(t)
t—
(x —t)~
est intégrable sur l'intervalle ouvert |0, x[.
17. Pour toute fonction f € E, on définit une fonction A,f : [0,1] — R en posant

dt.

Auf(0) =0 et VOo<x <1, Aif(x) = JX (Xf(ti)(x
0 _

17.a. Soit f € E. Démontrer que

dt.

1
Vxe0,1,  ALf(x) :x]“J : 1”"?)“
N

17.b. Démontrer que, pour tout f € E, la fonction A,f est continue sur le segment [0, 1].
17.c. Démontrer que 'application A, = [f — A,f] est un endomorphisme continu de E
et que

1
Al = ——.

Spectre de l'opérateur
On étudie ici la suite (A%),cn définie par la condition initiale A% = I et par la relation
de récurrence suivante :
VneN, AN = A 0 AL (10)
Onrappelleque  =1— «.
18.a. Soit f € E. Démontrer que

x™P[T(B

Vne N, Vxel0,1], |ASf(x |\ (+n[3

18.b. En déduire que, pour tout entier n > 1, 'endomorphisme A} est continu et que

r(p)I"

> 1, A € =
vn AT < 7w

19. Soity € R;. Démontrer que

R 1)) L

n—-oo N1+np)

v On pourra utiliser le résultat établi en [3.].
Que peut-on en déduire sur le spectre de A, ?
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20. Soient f € EetA € C*, un nombre complexe non nul. On pose
+o0
Vxelo, 1],  g(x)=) A"AM(x).
n=0

20.a. Démontrer que la série de fonctions ) A™A}f converge uniformément sur le seg-
ment [0, 1]. Que peut-on en déduire sur la fonction g?
20.b. Démontrer que

(le —AAL)(g) = f.

20.c. En déduire que, pour tout nombre complexe A # 0, 'opérateur Ig —AA, est une
bijection de E sur E et que

400
VfeE, (Ie —AAL) ' = ) A"AZ.
n=0

Formule d’inversion d'Abel

Pour tout réel © > 0, on note ey, la fonction mondme [t — te] € E avec la convention
habituelle : t° = 1 pour tout t € [0,1].
On rappelle a nouveau que 0 < « < 1 et on pose

B“:AﬁOA(X

onfp=1—«

21.a. Calculer A eq pour tout6 € R,.
21.b. En déduire que

VneN,  (AgoAglen = . ML
sintac Mn+ 1

Le résultat précédent suggere d'introduire I'opérateur P défini par

Vfek, Vxel0o,1], Pf(x) :J f(t) dt.
0
22. Démontrer que
us
A Aoc -
(Ap oAb sin 7t

pour toute fonction polynomiale 1\ € E.
23.a. Démontrer que P est un endomorphisme continu de E et que

IIPIIF= 1.

23.b. Démontrer que
Tt

Aﬁ o} A(x = —
SN 7T

24. En déduire que 'opérateur A, est injectif.
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Extraits du rapport du jury

Certaines copies ont présenté des dé-
monstrations remarquables des questions
6. et 14.

Des candidats ont essayé de glaner
quelques points en abordant, au détriment
des parties précédentes, quelques ques-
tions de la partie D. Malheureusement, ils
n’en ont pas toujours été recompensés...

Un assez grand nombre d’étudiants ne
lit pas attentivement I'énoncé; comment
peut-on, par exemple, expliquer le calcul
de T'(2) alors que la valeur figure dans
I’énoncé? ou l'étude de la continuité et de
la dérivabilité de la fonction I'?

L’étude de l'intégrabilité d'une fonc-
tion sur un intervalle reste malgré les re-
commandations données les années pré-
cédentes un traquenard pour un grand
nombre de candidats.

La notion de série n’est pas maitri-
sée. Dans de trés nombreuses copies, on
confond série, somme de la série et suite
des sommes partielles... On se gardera de
démontrer que la série de terme général
h®(nh) est convergente en commencant la
preuve de cette assertion par le symbole

+o00
> hd(nh),
n=0

on n’a le droit d’écrire ce symbole qu’apres
avoir établi la convergence de la série!

Des techniques élémentaires ne sont
pas acquises : par exemple tres souvent la
résolution dans C de 1’équation

2Z2941=0

(ou g est un entier naturel non nul) n’est
pas effectuée.

De méme, la décomposition en élé-
ments simples de

X2
X244+ 1

n’est pas réalisée.

Le jury conseille aux futurs candidats :
— de connaitre la définition des mots

usuels tels que fonctions uniformément
continues, fonctions lipschitziennes, fonc-
tions polynomiales...

— de maitriser et de vérifier soigneuse-
ment les hypothéses des théoremes uti-
lisés comme par exemple le théoréme
de changement de variable dans les in-
tégrales, le théoreme d’intégration par
parties, le théoréeme de continuité sous
le signe |;

— de justifier les assertions présentées :
par exemple, on évitera les assertions du
type "la fonction t — t*7'(1 — t)P~" est
dérivable sur l'intervalle [0, 1]" en omet-
tant les conditions sur o et 3 pour qu’il
en soit ainsi.

Les candidats doivent s’attacher a pré-
senter des copies lisibles, rédigées de fa-
con claire et précise et éviter de donner
des "démonstrations" en alignant des égali-
tés sans la moindre explication. Ils doivent
respecter 1’orthographe d'usage et I'ortho-
graphe d’accord. Ils ne doivent pas oublier
que si ces divers aspects ne font pas 1'ob-
jet de points spécifiques dans le baréme,
ils peuvent entrainer des points de minora-
tion pour les copies ne présentant pas ces
qualités.
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Solution % L'opérateur d’Abel

Partie A. La seconde fonction d’Euler

1. D’apres I'énoncé, la fonction I' est de classe € sur ]0, +o0[, donc continue sur le segment [1, 2] et dérivable sur
I'intervalle ouvert]1, 2[. De plus, I'(2) = I'(1) d’apres (3). D’apres le Théoreme de Rolle, il existe un réel x € 11, 2[ tel que
I'(c)=0.

2. Lafonction [t — (ént)?e "t*~'] est continue et positive sur ]0, +oco[. De plus, elle ne s’annule qu’en t = 1, donc

+oo

x > 0, X) = nt)ce "t7 " dt >

v 0 r//() (e )2 tx]d 0
0

d’apres (2). Par conséquent, la dérivée ' est strictement croissante sur l'intervalle ]0, 400l et comme elle s’annule en un
point de |1, 2], elle est strictement positive sur l'intervalle [2, +ool.

Donc la fonction I est strictement croissante sur [2, +ool.
3. Comme x va tendre vers 400, on peut supposer que x > 2. Par croissance stricte de I', on en déduit que

N'x)>T2)=1>0.

@ Par croissance de I' [2.] et la relation (4),

oun, = [x] —Tet{x} =x—[x] €[0,1].
a La fonction [y — cY = eV "¢] est continue sur le segment [1, 2], donc elle est bornée. Il existe donc un réel M > 0
tel que
X CT‘I.X

<M. —.
I'(x) !

On sait que c™/n! tend vers 0 lorsque n tend vers +oco (croissances comparées) et n, tend vers +oo lorsque x tend vers
+o00 (puisque ny > x — 2), donc c™ /n, ! tend vers 0 lorsque x tend vers +oo (par composition de limites).
On a ainsi démontré par encadrement que c* = o[I'(x)] lorsque x tend vers +oco.

Vx> 2, 0<

Partie B. Etude asymptotique d’une fonction analytique
Approximation discréte d’une intégrale
4. S'ilexiste unréel A > to tel que @(A) < 0, alors

Vt> A, o(t)<e(A)<0

(par décroissance de @) et par conséquent,

A A

mua<L@Ma+u—mwm.

X X

Vx> A, J
0

@e(t) dt :J

. @(t) dt—!—J

A
En faisant tendre x vers +oo, le majorant tend vers —oco (puisque @(A) < 0). On en déduit que l'intégrale généralisée
+oo
J et)dt
0

est divergente, ce qui contredit I'hypothése d’intégrabilité de ¢ sur [0, +ool.
On a démontré par 1’absurde que la fonction ¢ était positive sur [0, +ool.
5.a. Comme h > 0, il existe un entier ny € N tel que (ng — 1)h > t; (axiome d’Archimede).
Pour tout entier n > ng, on a donc [(n — 1)h,nh] C [ty, +ool et @ est décroissante sur [(n — 1)h,nh]:

De plus, ¢ est positive sur ce segment [4.], donc

nh nh
0 < he(nh) = J @(nh)dt < J e(t)dt
(n—1)h

pour tout entier n > ny.
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5.b. Comme ¢ est supposée intégrable sur [0, +ool, 'intégrale généralisée de ¢ sur cet intervalle est convergente et,
d’apres la relation de Chasles, la série

nh
Z J(n—] Jh (p(t) at

est convergente.
On déduit de I’'encadrement du [5.a.] et du Théoréme de comparaison pour les séries de terme général positif que la
série ) h@(nh) est convergente.

Pour appliquer le Théoreme de comparaison des séries, il suffit que la comparaison (quelle que soit sa nature) soit vraie a
partir d’un certain rang : la valeur de 'entier no n’importe donc pas.

® En revanche, le Théoréme de comparaison (sous toutes ses formes) énonce une condition suffisante de convergence abso-
lue. Il faut donc majorer la valeur absolue du terme général ou rappeler avec insistance que ce terme général est positif (au
moins a partir d’un certain rang).

6. Nousallons appliquer le Théoréeme de convergence dominée et plus précisément son "extension au cas d"une famille
a parametre réel (fy)nej otl | est un intervalle de R".

a Par hypothese, la fonction ¢ est décroissante et positive sur un intervalle [to, +oco[. Nous considérons donc un réel
A >t et l'intervalle ] =0, A — tol.

@ Pour h € | (et donc strictement positif), on définit

VteRy,  fr(t)=¢([%n]h+h).

Comme la fonction |-] est continue par morceaux et que ¢ est continue, chaque fonction f}, est continue par morceaux
sur R, .

1l faut comprendre le sens de cette définition : si (n — 1)h < t < nh pour un certain entier n € N*, alors
t
(n—1)<ﬂ<n, donc [n]h+h=(n—1h+h=nh

et Th(t) = @(nh). On a donc subdivisé 'intervalle [0, +o0[ en sous-intervalles [nh, (n+ 1)h[ et on "approche” ¢ sur
ces sous-intervalles par la valeur de @ a l'extrémité droite de l'intervalle — c’est donc une adaptation de la méthode des

” o~

"rectangles a droite” a l'intervalle non compact [0, +ool.

@ Par définition de la partie entiere,
vte Ry, Vh>0, t<|tw/h+h<t+h
Comme ¢ est supposée continue sur IR, on déduit de cet encadrement que

VteRy,  limfa(t) = o(t).

En noir, la fonction ¢, décroissante sur l'inter-
valle [to, +ool.

En bleu, la fonction en escalier fy,.

En rouge, la fonction dominante g.

0

@ La fonction ¢ est continue sur R et tend vers une limite finie au voisinage de 400, donc elle est bornée sur R : il
existe un réel M > 0 tel que
VteRy, lo(t)] < M.

En particulier,
vtelo,Al,  [fr(O)]=]e(...)| <M. ()
@ D’autre part,sit > A, alorst > to + h et donc

)12 5 > L) > Lo 41> (2 1) +1="2,

=

Par conséquent,
not.

X1 2 [V Rt h >t 2 xS (Y] h> to.
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Or la fonction ¢ est décroissante et positive sur [to, +o0[, donc

Vt> A, 0<fu(t) E @([th)h+h) < olt). (1)
a Considérons la fonction g : R — R, définie par
VOKt<A, git)=M et Vt>A, g(t)=o(t).

Cette fonction est continue par morceaux sur R, (puisque ¢ est continue sur R ) et intégrable au voisinage de +oo
(comme @), donc intégrable sur R-..
D’apres les encadrements () et (1),

Vhe],VteRy, |fu(t)]<glt).
Cela prouve que les fonctions f}, sont intégrables sur R pour tout h € ], mais cela nous permet aussi d’appliquer le
Théoréme de convergence dominée :

+oo +00
lim J fn(t)dt = J @(t) dt.
h—0 0

: Par définition de f},,

+00 400 400
Vh>0, L fu(t)dt = ) he(nh) = (Z h(p(nh)) —he(0).
n=0

n=1

Par conséquent,

t+oo +o0
> he(nh) — J o(t) dt.

Un calcul d’équivalent

7. Comme « > 1, la fonction g, est bien continue sur l'intervalle [0, +-o0o[ (fermé en 0).
De plus, g«(t) = o(e~t/2) lorsque t tend vers +oo, donc g« est bien intégrable au voisinage de +oo et, puisqu’elle
est continue sur l'intervalle (fermé!) [0, +oo], elle est donc intégrable sur [0, +ool.
Enfin,
Vi>oa—1, gl(t) =t e Ha—1—-1) <0
donc la fonction g, est décroissante sur [ox — 1, +o0][.
@ On peut donc appliquer les résultats démontrés ci-dessus avec ¢ = g.

Lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures, h = — {n x tend vers 0 par valeurs supérieures. Donc
+o00 +o00 +o00
lim(—tnx) Y ga(-ntnx) = lim 5 hga(nh) = | ga(t)dt
x—1 n=0 h—0n=0

et cette intégrale est, par définition (rappelée dans le préambule), égale a I'(«x).

8.a. Notons R, le rayon de convergence de la série entiere ) n*~'x™.
Pour [x| < 1, la suite de terme général n*=Tx" tend vers 0, donc elle est bornée. De ce fait, R > 1.
Pour [x| > 1, la suite de terme général n*=1x" tend vers l'infini, donc elle n’est pas bornée. On en déduit que R < 1.
Par double inégalité, on a démontré que R = 1.

8.b. D’apres[5.b.], la série ) he(nh) converge pour tout h > 0. D’apres [7.], pour 0 < x < 1,onah =—{nx > Oet

i oo +oo
Y hga(nh) = (—tnx) Y (—nnx)™ e M) = (Conx* 3 na Ty,
n=0 n=0 n=0

On a donc démontré au [7.] que
(—Inx)*Sy(x) —— T(«x).

x—1-
On sait bien que
. Anx
lim =1
x—1 X —1
donc (—€nx)* ~ (1 —x)* lorsque x tend vers 1 (pour tout « € R) et par conséquent
Sul)_~ 1)

o1 (1—x)
a La fonction Sy est continue (et méme ¢*°) sur l'intervalle ouvert |—1, 1] en tant que somme d’une série entiére de
rayon de convergence 1.

Comme « > 1 et que I'(a) > 0, I'équivalent qu'on vient de trouver prouve que S, n’est pas prolongeable par
continuité en x = 1 et méme qu’elle n’est pas intégrable au voisinage de ce point.
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Partie C. La premiére fonction eulérienne
Définition et premiéres propriétés
9. Pourt €]0,1[, les réels t et 1 — t sont strictement positifs, donc P« g (t) est bien définie.
La fonction {4, est clairement continue sur 'intervalle ouvert ]0, 1[.
Lorsque t tend vers 0, g (t) ~ t*=1. Comme « > 0, I'exposant x—1 est strictement supérieur a 1, donc la fonction
de référence [t — t*~'] est intégrable au voisinage (droit) de 0. Par comparaison, g est intégrable au voisinage de 0.
Lorsque t tend vers 1, Yo, (t) ~ (1 —t)P~!. Comme B > 0, I'exposant  — 1 est strictement supérieur a 1, donc la
fonction de référence [t — (1 —t)P~1] est intégrable au voisinage (gauche) de 1. Par comparaison, {4, est intégrable
au voisinage de 1.
La fonction {3 est donc intégrable sur ]0, 1], quels que soient les réels o et 3 strictement positifs.
10.a. Comme o > O et 3 > 0, les deux fonctions P g et Pg, « sont intégrables sur |0, 1[ d"apres [9.].
Le changement de variable affine (donc légitime) u = 1 — t nous donne

1 1

T (1—t)PTdt= J (1 —w)* "uP~1" du =B(B, x).
0

B(x, B) :J

0
10.b. L’application

e = {t — t =1- 1 }
T+t 1+t
est clairement de classe €' sur ]0, +oo[. Tout aussi clairement, elle est strictement croissante sur cet intervalle, elle tend
vers 0 au voisinage de 0 et vers 1 au voisinage de +o0. Elle réalise donc une bijection de ]0, +-oo[ sur ]0, 1[ (Théoreme de
la bijection monotone).
@ Pour toutt >0,

el o] T ot T BT
(T+0)xB (1 +t) e D+B-1 (141)2 7(1+t) (1+t) T(141)2
toyoT t o\ 1
B (m) (1 _1Tt> (1 +1)2
=1q,p(O1) - ©'(1).

Comme 4, est intégrable sur ]0, 1[[9.], on déduit du Théoreme de changemetn de variable que l'intégrale généralisée

“+oo toc—1
——dt
Jo (1+t)x+p

est convergente et que

+o00 tocf1 1
J'O Wdtzjo 11)0(‘[3(11) du:B((x,B).

10.c. Comme ox+1>1>0et > 0, l'intégrale généralisée B(x + 1, 3) est convergente et

1

B(ax+1,p) = lJ t*. B(1—t)F~ T dt.

B Jo

Comme o et 3 sont strictement positifs, les deux fonctions [t — t*] et [t — (11— t)ﬁ] sont de classe €' sur l'intervalle

ouvert]0, 1] mais pas sur le segment [0, 1]. Néanmoins, le produit de ces deux fonctions tend vers 0 au voisinage de t = 0

ainsi qu’au voisinage de t = 1 et on a démontré [9.] que les fonctions o1, et Py g1 étaient intégrables sur |0, 1[.
Nous pouvons donc intégrer par parties sur ]0, 1[:

1 1 1
J % (1 —t)P T dt:J Bat1,p(t)dt = [—t"‘-U—t)ﬁ];—J —ot* 1 (1 —t)P dt

0 0 0
1
= OCJ Po,pi1(t) dt.
0

En remarquant enfin que

Vtelo 1,  Waprr(t) =t "1 —t)P T —t%(1 - )BT =P p(t) —Vos1,p(t),

on obtient
o

B(“"‘LB) = E . [B((X,B) _B(OC"_]»B)]

par linéarité de I'intégrale (d’apres [9.], les fonctions 1, g et Po1,3 sont intégrables sur ]0, 1[).
En simplifiant, on obtient bien

Blo+1,p) =ﬁ"68(a,m.
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Une relation entre B et I’
11. Siac>0etP >0,alorsx+1>0etp + 1> 0.O0n déduit alors de ce qui precede :

Blat1,p+1) = ﬁgHB(cx,B—H) (d’apres [10.c.])
o P
= WB(B +1,a) (d’apres [10.a.])
_ x B B
R BB([S, ) (d’apres [10.c.])
xp s
= (B+a)(ﬁ+“+])3(a,6) (d’apres [10.a.])
D’apres (3),
Mo+ NIB+1) oI () BT (B) _ xp Tlegl(B)
Moa+B+1)  (a+B+1D(x+p)M(ec+p) (B+o)B+oa+T1) Tla+p)
On a ainsi démontré que
_ T+ DI +1) _ (T (B)
Bla+1,p+1) = Mot B +2) & B(a, ) Matp)

quels que soient x et (3 strictement positifs.

@ Par récurrence immédiate, on en déduit que

Mo+ +n)
M(a+mn)+(p+mn))

o By = MO

11 suffit donc d’établir la relation (6) pour « et 3 strictement supérieurs a un entier n € N* pour que cette relation soit
démontrée pour tous o et 3 strictement positifs.

Dans la suite, nous pourrons donc supposer que « > 2 et 3 > 2 sans perdre en généralité.
12.a. Comme « et B sont strictement supérieurs a 2, alors la fonction V4, est maintenant de classe ¢’ sur le segment
[0, 1]. (De plus, elle est nulle ainsi que sa dérivéeent =0etent =1.)

D’apres l'inégalité des accroissements finis, toute fonction de classe "' sur un segment est lipschitzienne sur ce
segment. Il existe donc un réel A, g > 0 tel que

Vo, >0,Vne N B(ax+n,B+n)=

V0<X,y g]» |1boc,[5(x)_1boc,f5(y)’ ngc,{5|X_y|-

12.b. D’apres la relation de Chasles et I'inégalité triangulaire pour les intégrales,

n—=1 (k+1)/n
’un(ﬁ)ﬁ)*B(CX)B” = ZJ w“»ﬁ(k/n)*d’oc,[a(t) dt
k=0 k/M
n—=1  (k+1)/n
< ZJ (e, (n) —a,p ()] dt.
k=0 k/M

D’apres la propriété de Lipschitz établie a la question précédente,

n—1 (k+1)/n n—1 .1/n A 8

(o4

unloB) BB € Y | Ap(t=Mh)dt=Aup Y | uwdu="2
k=0 "k/n N k=00 n

>0

en effectuant le changement de variable (affine!) u =t — k/,.
12.c. Comme « et {3 sont strictement supérieurs a 2, les réels o« — 1 et 3 — 1 sont strictement supérieurs a 1, ce qui nous
permet d’appliquer les résultats établis a la question [8.].

@ D’apres [8.a.], comme 0 < x < 1, les deux séries ) n* 'x™ et 3 nP~Tx™ sont absolument convergentes. Par
conséquent (théoreme sur le produit de Cauchy),

+oo
Sa(x)Sp(x) = ) cux"
n=0

avec

vVneN, cn:];)ko‘ (n—k) = n~ ];)(n) (1—;) =n un (o, B).



MP/MPI 3 Composition du 26 novembre 2025 14

Le terme en k = n a disparu () car il est nul. (On aurait pu également faire disparaitre le terme en k = 0, qui est nul lui
aussi.)

@ On peut simplifier la différence des sommes de deux séries absolument convergentes (puisque 0 < x < 1) et
appliquer I'inégalité triangulaire.

|Sa(x)Sp(x) = B(o, B)Sasp(x)] = Zun o, I BTN Zn“*ﬁ "B(o, BIX"
“+o0
<) n* P ug (o, B) — Bloy, B)| XM
n=0
On déduit alors de [12.b.] que
OCB at+p—2ym _ A“»B
VO<x<1, [Sa(x)Sp(x)—B(a,B)Sasp(x) Zn = =35 Sarpi (1),

@ D’apres I'encadrement précédent,

Atx,ﬁ

VO<x <1, [Sald)Sp00) - (1—x)F — Blo, B)Sasp(x) - (1—x)* B < T2 s o 1(x) - (1—x)*+P

puisque le facteur (1 —x)**B est positif.
Comme «, 3, x + 3 et x + 3 — 1 sont tous strictement supérieurs a 1, on peut déduire de [8.b.] que

Hm S (x)Sp (x) - (1 —xX)*P =T(a)F(B) et lim B(a, B)Sarp(x) - (1 —x)**P = B(o, B)M (o + B)

x—1

mais aussi que
Sarp-1(x) - (1=%)*"P ~ Tla+p—1)(1-x) —0.

x—1 x—1
Par encadrement, on a donc
Ie)T(B) = Blo, B)T(x + B)

pour & > 2 et 3 > 2 et donc en fait [11.] pour o« > O et 3 > 0.

La formule des compléments
13. D’apres [12.c],
MNeo)'(1 — x)

1 B(a, 1 — o) =
Voi<a<l, (o, o) Fla 1 — o)

=T(e)I(1T — ).

Or la fonction T" est continue sur 10, +oo[ (rappelé dans le préambule), donc la fonction [« — B(x, 1 — )] est continue
sur 0, 1[.

On peut aussi appliquer le Théoréeme de continuité des intégrales en fonction d'un parametre :
1

B(o, T — o) :J Yie,t)dt  avec W, t) =a1-«lt) =exp[alnt+ (1 —«)n(l —t)].
0

Ce n'’est pas particulierement compliqué (méme s'il faut faire attention pour la domination : Int et {n(1—1t) sont strictement
négatifs), mais c’est une perte de temps.

2p+1
2q
Avec 0 <p < q,onap+ 1< g (inégalité entre entiers) et il est clair que 0 < ot < Zq = 1. On déduit de [10.b.] que

14.a. Posons o =

+t o 14t t°

a—

+oo yo—1 +oo o4
B(oc,]—oc):J t dt—J = dt

0

L'application [u — u?9] est une bijection de classe €' de ]0, 4+-oco[ sur lui-méme et en posant t = u?9, on obtient {nt =

2qfnu et donc

dt du
772 sk
T q

| La dérivée logarithmique mérite vraiment d’étre plus connue!
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D’apres le Théoreme de changement de variable,

+oo t(zp+1 )/(2q) dt JJrOO u2p+1 du J~+oo LLZp 4
= u.

B P g ) e
o 1+u?d 9 qo 1+u2d

Blo,T— o) = - =
(o, ) L 1+t t
14.b. Posons P = X?P et Q = 1 + X?9. Pour calculer la décomposition en éléments simples de la fraction P/q, il faut
d’abord factoriser le dénominateur Q.

@ Pour résoudre z?9 = —1 = '™ dans C, il suffit de connaitre les racines 2q-iemes de 1'unité : le polynome Q est
scindé a racines simples dans C et ces racines sont

V0 <L < 2q, W = e/ (24) | gi2kn/(2q) _ (i 20+1)7/(24)

(2¢+1)7
2q

Pour 0 < { < g, I'argument
positive) et wq4¢ = —wy.

appartient a I'intervalle ouvert ]0, 7t[ (la partie imaginaire de w; est donc strictement

| On connatt les racines, leurs multiplicités respectives et le coefficient dominant du polyndme, on peut donc le factoriser.

Par conséquent,
q

Q=X +1=]]X—-w)(X+ w).
=1

Comme p < q, alors deg P < deg Q, donc la partie entiere de la fraction est nulle et comme le dénominateur Q est scindé
a racines simples, la décomposition en éléments simples cherchée est de la forme

P ! Cy Cq+t¢
& B (et k)
Q = X—we X+ wy

avec

P(wy) w?P —w?zPt!
VOo<k<2 Cx = = k = k
b T Qi) 2qwid! 2q

puisque, par définition, wiq =-1

Il faut connaitre cette méthode pour décomposer en éléments simples une fraction dont tous les pdles sont simples !
La forme a priori de la décomposition en éléments simples nous dit que

P(z) :Z Cr N Cx
Q(z) —z—wi zowk 2 Wy

Mais comme wy est un pdle simple de la fraction, on a P(wy) # 0, Q(wy) = 0 et Q’(wy) # 0. Par conséquent,

Plz) Pl
Qz) =wn Qwi) - (z— wy)

et on conclut par unicité de I'équivalent. (L'équivalent du dénominateur découle de la formule de Taylor pour les polynomes.)

Comme wq4x = —Wy, on remarque que Cqx = —Cx pour 0 < k < g.
| Cette relation pouvait aussi se déduire de la parité de la fraction rationnelle.

Pour conclure, il reste & remarquer que wy = z, pour tout entier 0 < k < ¢!
14.c. Pour primitiver tl—c, on fait apparaitre la partie réelle et la partie imaginaire :

1 1 (t—a)+ib 1 2(t—a) . 1

t—c (t—a)—ib (t—a)2+b2 2 (t—a)2+b2 b (t—a)2+b2°

Les deux termes ont des primitives apparentes!
@ Aucune des fractions qui apparaissent dans la décomposition en éléments simples n’est intégrable au voisinage de
+o0! Il faut donc revenir & un segment avant de passer a la limite.

Pour tout x > 0,
X g2p 1 LV 1
J 7dt:—Zzip+1J< — )t
o 14 t2d 2q — oMt —zi  t+zi
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Les primitives trouvées précédemment nous donnent :

x 1 1 (x—a)2+b> | x—a a
Lt_c—t+cdt:Eﬂnw+tArctanT+1ArctanE
1 2 4+ b2
— Efn% — i Arctan ija +iArctan%
1 (x—a)2+b2 x—a . x+a
:Eﬂnm+lArctanT+lArctan b

Lorsque x tend vers +oo, cette intégrale tend vers im, quels que soient a € R et b € R’.. On a remarqué plus haut que
by =Imz, > 0 pour tout 0 < k < q, donc

—1

+00 2 q—1 . q
t-P —1 2 1 —17T 2 1
——dt = — ijL A= — Zp+.
L 1+ t2d 2q 1;) k 2q — k

@ ]l reste a remarquer que la somme des zip“ est en fait une somme géométrique.

q—1 q—1 q—1
Z Zip—b—] _ Z ei(2k+1][2p+1)71/(2q) _ ei(2p+1)7r/(2q) Z [ei(szr])T[/q}k
k=0 k=0 k=0

1— ei(Zp—H)Tc i

— oi2p+1)m/(2a)

1 — eit2p+1)mt/q sin

Zp+1m
2q
apres factorisation par I’angle moitié. On a ainsi obtenue la relation attendue.
15. On déduit de [12.] que B(x, 1 — &) =T'(x)I'(1 — o) (puisque ' + p) =T(1) =1).
On déduit de [14.] que B(x, 1 — «) = "— pour tout rationnel o € ]0, 1[ de la forme r, 4 = (2p +1)/(2q).
Pour tout entier q > 2, la distance entre deux rationnels de la forme 1, 4 consécutifs est égale & /4. Par conséquent,
la distance d'un réel « € ]0, 1{ & 'ensemble {1, 4, 0 < p < q} est inférieure a /4, ce qui prouve que I'ensemble

Q={2p221,0<p<q}

est dense dans ]0, 1[.

a D’apres [13.], la fonction [« — B(«, 1 — )] est continue sur 10, 1[.
11 est clair que la fonction [oc — Smﬁm] est également continue sur ]0, 1[.
Ces deux fonctions continues coincident sur Q, qui est une partie dense dans ]0, 1], donc ces deux fonctions sont

égales sur |0, 1[ tout entier.

Partie D. L'opérateur d’Abel
Continuité de I'opérateur
16. La fonction f est, par hypotheése, continue sur le segment [0, 1], donc elle est bornée.
Comme « < 1, la fonction
1
ty ———
[ (x—1) “}
est continue sur l'intervalle semi-ouvert [0, x[ et intégrable au voisinage de x (fonction de référence).
Par conséquent, en tant que produit d"une fonction continue et bornée par une fonction intégrable, la fonction

f(t)
t ———
(x—t)*
est intégrable sur 'intervalle ouvert ]0, x[.
17.a. Pour x = 0, le membre de gauche est nul (par construction) et le membre de droite est égal a

. f(0)
T—x _
0 L (ENE dt=20

puisque 1 — « > 0 et que l'intégrale est convergente (car « < T).
@ Pour x # 0, le changement de variable affine t = xu est 1égitime et donne (avec dt = x du)

LS N R LK I
0

1T—u)x

Axf(x) = J

o (x—=x-tx)* X
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17.b. On considere la fonction h définie par

Vxelo, 1, Vte 0,1, hixt)=

Il est clair que [x — f(xt)] est continue sur [0, 1] pour tout t € [0, 1 (par continuité de f sur [0, 1]).
La fonction f étant continue sur le segment [0, 1], elle est bornée. Et comme o < 1, la fonction (de référence)

1
- ]
est intégrable sur [0, 1[. L'encadrement

‘ f(xt) ‘ Il
(1=t = (1—t)x

Vxelo,1], Vtelo,1[,

prouve que [t — h(x,t)] est intégrable sur [0, 1] pour tout x € [0, 1] (puisque le majorant est intégrable), mais il établit
aussi la domination (ce majorant est indépendant de x € [0, 1]).
D’apres le Théoreme de continuité, la fonction

1
lx — J h(x,t) dt]
0

est continue sur [0, 1]. Et comme 1 — « > 0, le facteur [x — x! *‘"] est continu aussi sur [0, 1]. Par produit, la fonction A o f

est donc continue sur [0, 1].
17.c. Onvient de démontrer [17.b.] que A,f € E pour tout f € E.
Par linéarité de l'intégrale, il est clair que A« est linéaire. C’est donc un endomorphisme de E.
@ Par ailleurs, la domination établie en [17.b.] nous donne, d’apres I'inégalité triangulaire intégrale,

1 1
f(xt) l,aJ' dt 1o Ifll (| f]]
< — 1L v (L Ty
JO (]_t)adt‘\x g Ml =X < e

Vx e [0,1], ]A(Xf(x)’ =x'"«

Le majorant est indépendant de x € [0, 1] : on peut donc passer a la borne supérieure pour obtenir

1
VEEE  [Alf] <5 Ifll
o
Cet encadrement prouve d’une part que 'endomorphisme A est continu et d’autre part que |||A | < ]l—“
a- Les calculs qui précedent montrent que, si la fonction f est constante sur [0, 1], alors
£(0) £l

Yxe[0,1], Axf(x)=x""%——  etdonc [Auf|=|Axf(1)]=+——.
1T—« 11—«

On a ainsi démontré que

1
Vo<a<l, A= 5—-
-

Spectre de I'opérateur
18.a. Commencons avec n = 1. D’apres [17.c.],

1 1—x B
f X X
Vxelo1], |Axf(x)| < x"“J Il = 11l = - 11l

S R

t d’apres (3),
e X"PrI _ xPrp)  xP

I'(1+np) 1+ pB) B

a HR : On suppose qu’il existe un entier n > 1 tel que

X" IP(B)™

Vxe0,1], |Axf(x)] < 0 T np) (I 1]

On a démontré au [17.a.] que

1T An
Vx e [0,1], A'&“f(x):xBJ' Agfixt) dt.

o (1—1)x
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On déduit de I'hypothese de récurrence et de I'inégalité triangulaire intégrale que

1  ,npsnp n
. p (M xPEPIE)INF dt
Vx €01, AT <x L r+np) (-t
x(FBIT(R)] np —«
\annj P )7 dt.
Ornp >0etl—a>0,donc
: ) r(1+np)r(p)
npq _ o _ — = TPl (m1Rr)
Lt (=07 dt=Bmp+1,1 -] =Bmp+1,8) = 7 =753

d’apres [12.c.]. On en déduit que

X(n+1 )B[r(ﬁ)]th
N1+ n+1)p3)

Yxelo 1, [ART(x)] < ull

et la propriété est ainsi démontrée par récurrence pour tout entier n > 1.
18.b. Par [17.c.], 'endomorphisme A4 est continu. Comme une composée d’applications continues est continue, l'en-
domorphisme A}, est continu pour tout n € N*.

Plus précisément, 'encadrement du [18.a.] nous donne

("(R)

vx € [0,1], |ARF(x)| < 0 £ B +n[5

Le majorant est indépendant de x, on peut donc passer a la borne supérieure :

[F(

Vfet ALT|l <

7 Il
ce qui prouve que l'application linéaire A, est continue (déja fait!) et que

(r(g)I™

v N* Al € =———=.
neN, A< /Ty

19. D’apres (3) et [3.],

rgjnm 1 1/B\™P 1
F1+np) nprnp) ([VF(M ) n—too O(E)
done )" 1
VY>O, mng}im(g(’ﬁ).

Si on considere que la fonction T est une extension naturelle de la fonction factorielle, on ne doit pas étre surpris que
I'(1 4+ np) soit infiniment grand par rapport a toute suite géométrique.

@ Soit A # 0, une valeur propre de A . Alors A™ est une valeur propre de A} et [[|AL]l| > [A[™. Par conséquent,

Hy r[r(ﬁnn

21) < eVl
Yz 1< (5) g

mais cette inégalité est impossible d’apres [18.b.].
La seule valeur propre possible de A est donc 0.
20.a. D’apres[18.a.],
IAIT(B
B

Le majorant est indépendant de x € [0, 1] et d’apres [19.], c’est le terme général d’'une série absolument convergente.

VneN, Vxelo1], [A"ALf(x |\

L'estimation du [19.] montre que ce majorant est négligeable devant 0™, quel que soit le réel © > 0, et on sait que la série
géométrique ) O™ est absolument convergente pour tout 0 < 6 < 1.

On a ainsi démontré que la série de fonctions >_ A" Al f convergeait normalement sur [0, 1] et donc uniformément
sur [0, 1].
@ La convergence normale sur [0, 1] d"une série de fonctions implique la convergence absolue en chaque point de [0, 1].
Pour une série a valeurs réelles, la convergence absolue implique la convergence, donc la fonction g est bien définie de
[0, 1] dans R.
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@ Par hypothese, I'application f est continue (f € E) et, pour tout n € IN*, les applications A™A;f sont continues
(puisque A est un endomorphisme de E [17.c.]).
La convergence uniforme conserve la continuité, donc g est continue sur [0, 11.
Donc la fonction g appartient bien a I'espace vectoriel E.
20.b. Comme g est un vecteur de E, I'expression (Ig —AA)(g) = g — AA«g est bien définie.
La convergence normale sur [0, 1] entrainant la convergence uniforme, on a donc démontré au [20.a.] que

n

lim Hg -y AkA';fH =0.

n—+oo
k=0

D’apres [17.c.], 'application linéaire A est continue sur E. Par conséquent,

A9 = nng AA & (i AkA§f> (continuité de A y)
. k=0
- nliToo ;) AT AT (linéarité de A )
n+1
= ngrfw ]; ARAKf (changement d’indice)

:g—)\oAgf:g—f.

Dans ces calculs, les limites sont prises dans I'espace vectoriel normé (E, ||-||) (il s’agit donc de la convergence uniforme sur
[0, 1] pour des suites de fonctions continues).

On a ainsi démontré que (Ig —AAy)(g) =g—(g—f) =f.
20.c. D’apres [20.b.], chaque f € E admet au moins un antécédent g € E par (Ig —AA).

a Cet antécédent est unique car I'application linéaire (Ig —AA) est injective : en effet, s’il existait g € E tel que
g = AA«g, alors g serait un vecteur propre de A, associé a la valeur propre !/ et on a démontré [19.] que A, n’avait
aucune valeur propre non nulle.

@ Lapplication (Ie —AA«) : E — E est donc bijective et la bijection réciproque est I'application qui a f € E associe la
fonction g définie en [20.].

*x  x  %

11 est intéressant de faire un point sur les questions topologiques rencontrées ici puisqu’on travaille alternativement sur trois
espaces topologiques :

— Ulespace (R, |-|) pour la convergence simple;

— Uespace (E, ||-||) pour la convergence uniforme sur [0,1];

— l'espace (L(E), HHII) des endomorphismes continus de E.

Ainsi, il faut clairement distinguer

1. I'égalité dans R

+oo
Vxel0,1,  g(x) =) A"ALf(x)
n=0

oit le second membre est la somme d’une série numérique convergente qui définit la fonction g "point par point”, égalité
qui traduit en fait

VxeE, lim ’g(x) -y AkA‘;f(x)‘ —0 1)
n—-+oo o
2. I'éqalité dans E
+oo
(I ML) '(f) =g =) A"ARNf
n=0

oit le second membre est la somme d’une série de fonctions continues qui converge uniformément sur [0, 1], égalité qui

traduit en fait
n

o~ 3 xens] <o 2
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3. et I'égalité dans L(E)
+00
(Ie—AAg) ' =) A"Aq
n=0
oit le second membre est la somme d’une série convergente de vecteurs dans L(E). Il faut comprendre que cette égalité
traduit

n
[P ERRS o (B s
k=0

Seules les deux premieres relations ont été démontrées ([20.a.] et [20.b.]), la troisieme relation (13) n’a pour sa part méme pas

été étudiée !
a La relation (11) est une conséquence de la relation (12), puisque la convergence uniforme sur [0, 1] implique la convergence

simple sur [0, 1].

De méme, la relation (12) est une conséquence de la relation (13) : sachant que

VTeL(E),Vfek [T <IITIH,

si|||Tn — TI|| tend vers 0, alors || T, f — Tf|| tend vers O pour tout f € E.

Ces deux implications sont analogues mais pas équivalentes. En effet, la convergence d'une suite d’endomorphismes (Tn)nen
dans L(E) pour la norme |||-||| est, par définition de la norme |||-|||, la convergence uniforme sur la sphére unité de € (ou sur la boule
unité de E, comme on veut) :

T = Tlll = sup [|(Ta =T)(A)|| = sup |[(Ta —T)(F)
lIf]1=1 1<
et, dans ce cas particulier, la convergence uniforme sur la sphere unité de € implique en fait la convergence simple sur E tout entier
— et pas seulement sur la sphére unité de E.

@ On a rappelé le fait bien connu que, dans 'espace (E, |-|), la convergence absolue d'une série impliquait sa convergence.

On a démontré [20.a.] que la série de fonctions 3 N"“ALf convergeait uniformément sur [0, 1] en démontrant qu’elle conver-
geait normalement sur [0, 1]. Autrement dit, on a prouvé que la série ) A“ALT convergeait absolument dans (E, ||-||) et on en a
déduit que cette série convergeait, sa somme étant la fonction g € E.

Ici, I'espace E n’est pas un espace de dimension finie et pourtant la convergence absolue d'une série de vecteurs de E implique
la convergence de cette série : on dit que I'espace normé (E, ||-||) est complet (ou est un espace de Banach).

a L'encadrement établi en [18.b.] prouve que la série d’endomorphismes continus 3_ A™ AT converge absolument dans (L(E), [||]]).
Comme L(E) n’est pas non plus un espace de dimension finie, on n’est pas siir que cette série converge dans (L(E), [||-|])... C'est
pourtant bien le cas!

Dans un premier temps, il faut vérifier que I'endomorphisme (Ie —AA )" défini en [20.c.] appartient bien i L(E). C'est un
endomorphisme de E et il est continu sur E puisque

+oo +oo +o0
VEEE (e —AA) T = X AnAn| < Y AR < 3 INtALIIf)
n=0 n=0 n=0

ot on a invoqué I'inégalité triangulaire sur les séries absolument convergentes dans (E, ||-||). On en déduit que (Ie —AA)~" est
continu sur E et que

“+oo
[1[(Te 27| < S IATALI,
n=0

cette série étant convergente d’apres [19.].
Dans un second temps, il faut vérifier que la suite des sommes partielles converge bien (pour la norme |||-|||) vers ce vecteur de
L(E). Il s’agit alors de vérifier que

n

[ 5w <o

c’est-a-dire (en revenant a la définition de |||-|||)

lim sup |(Te ~AAa) " () — iAkA‘;fH —o.
k=0

n—-+o0
lIfl=1

Mais, dans I'espace normé (E, ||-||),

n “+o0
VfeE VneN, (Ie—AAQ) () = D ARAKF= Y AFALS
k=0 k=n-+1
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et par inégalité triangulaire (la série étant absolument convergente),

+o00
VneN, Vfek, H(IE YW Z)\kAka S IARASI -
k=n+1
On en déduit que
VneN, m It —AAq Z?\"Akm Z IIRAK]|
k=n+1

oii le majorant est le reste d'une série convergente ([18.b.] et [19.]), ce qui permet de conclure.
a A lire et a relire... Il faut d'une part comprendre qu’on raisonne toujours de la méme fagon mais que ces trois situations sont
analogues et non identiques.

Formule d’inversion d’Abel
21.a. Soit 0 € R;. D’apres [17.a.],
1

dt = x9+‘*°‘J 901 —t)"*dt =x*TT"*B(O+ 1,1 — x).
0

1
_ L X
Vxelo,1], Axeg(x)=x L e

Autrement dit,
VGER_H Axe€o :B(e+1,1*06)~€9+(],o().

21.b. D’apres la question précédente, sachant que p =1 — «,

(AB OA“)G (Tl+] 1— OC) A[g,enJr(],,x) = B(Tl+ ],[3) -Aﬁen+5
B +1,8)-Bn+pB+1,1—B)enipra_p =BMm+1,8) Bn+1+pa) e
F(n+1) ([3) Fm+p+1MNx)
TTH1+B) Mn+2) “en+1 (par [12.c.])
T
B :L(IB) Eni1 (par (4))
=T Cntl (par [15.])

sinte n+1

22. On vient de démontrer [21.b.] que

VnelN, (AgoAy)(en) = Pen.

sin 7t

I s’agit d’une relation de proportionnalité entre deux applications linéaires et (en)nen est une base du sous-espace
des applications polynomiales, donc cette relation de proportionnalité est encore vraie sur 1'espace des applications
polynomiales.

Pas de calculs ici! Il s’agit d"un exemple typique de raisonnement linéaire, qui montre l'intérét pratique des bases pour étudier
des endomorphismes.

23.a. Sif € E,alors Pf est de classe €' sur [0, 1] (Théoréme fondamental), donc Pf € E et P est clairement linéaire, donc
P est un endomorphisme de E.
@ De plus, d’apres I'inégalité triangulaire intégrale, pour tout f € E,

vx e o, 1], |Pf(x)|<J ()] dt < 1] x < [|f]-
0

Le majorant est indépendant de x, on peut donc passer a la borne supérieure et en déduire que
viek, ([P <Ifll,

ce qui prouve d’une part que I’application linéaire P est continue et d’autre part que [||P||| < 1
@ Sj f est la fonction constante égale a 1, alors f € E et ||f|| = 1. De plus,

v x e [0,1], Pf(x) = x

donc ||Pf|| =1 = ||f]|. De ce fait, [||P]]| = 1.
23.b. Onposey = 5.
D’apres [17.c.], 'application Ag o A est continue sur E et d’apres [23.a.], I'application y - P est continue sur E.
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De plus, d’apres [22.], v - P et Ag 0o A coincident sur le sous-espace vectoriel F des fonctions polynomiales sur [0, 1].
Or, d’apres le Théoreme de Weierstrass, ce sous-espace F est dense dans E (puisque la norme choisie sur E est la norme
de la convergence uniforme sur le segment [0, 1]).

Par conséquent, v - P et Ag o Ay coincident sur I'espace E tout entier :

Tt

VFEE, (ApoAg)f=—
SIN 7TX

24. D’apres le Théoreme fondamental, Pf est une primitive de f. Par conséquent, si Pf = Og, alors f = (Pf)’ = Og.
@ Comme l'opérateur P est injectif, la composée Ag o A est injective et en particulier A est injectif.

[ Le spectre de A est donc vide : il ne contient ni 0, ni aucun scalaire non nul.



