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On dit qu'une matrice A = (a; ;) € M, (R) est a diagonale propre lorsque son polyndme caractéris-

tique vérifie la relation :
n

XA = H(X— ak,k)-
k=1
Bien entendu, toute matrice diagonale est une matrice a diagonale propre.
1. Démontrer qu'une matrice a diagonale propre est trigonalisable.
2. Donner un exemple simple de matrice a diagonale propre qui ne soit pas une matrice diagonale.
3. Soient o et 3, deux nombres réels. Donner une condition nécessaire et suffisante sur « et 3 pour
que la matrice

0 0 «
M=([0 0 B
x B 0

soit une matrice a diagonale propre.

4. Soient X;, X, et X3, des variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P), qui suivent toutes la loi géométrique de parametre /3.

4.a. Calculer P(X; = X3).

4.b. Pour tout w € Q, on pose

0 0 (X1 —X2)(w)
B(w) = 0 0 (X2 = X3)(w)
(X1 = X2)(w) (X2 —X3)(w) 0

Démontrer que "La matrice B est a diagonale propre" est un événement et calculer la probabilité de cet
événement.

5. Soit A = (ai,j) € My (R).

5.a. Exprimer tr(AT.A) en fonction des coefficients aij.

5.b. Onsuppose que A est une matrice symétrique réelle et on note

MSA< <A
ses valeurs propres. Démontrer que

n
tr(AT.A) =) AL
k=1

5.c. Déterminer les matrices symétriques réelles a diagonale propre.
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Solution % Matrices a diagonale propre

1. Par définition, le polyndme caractéristique d’une matrice A a diagonale propre est scindé et,
d’aprés le Théoréme de Cayley-Hamilton, c’est un polyndme annulateur de A. Par conséquent, la ma-
trice A est trigonalisable.

2. SiA =(a;;) est triangulaire (supérieure ou inférieure), alors on sait que

n

XA = H(X —aii)

k=1

et la matrice A est donc & diagonale propre.

3. Sila matrice M est a diagonale propre, alors 0 est son unique valeur propre, son polyndéme carac-
téristique est égal a X3 et donc X3 est un polyndme annulateur de A (encore le Théoréeme de Cayley-
Hamilton).

o ap 0

A?=|ap P2 0
0 0 o4 p?

0 0 oo + B2)
A= 0 0 Bla? + B2)
x(o? +B2) Bl +B2) 0

La matrice M est donc une matrice a diagonale propre si, et seulement si,
oo + B?) = Blo + p*) =0,
Comme « et 3 sont réels, cela équivaut au fait que
x=p3=0.

(Ou bien o? + B? = 0 et dans ce cas, « = B = 0; ou bien &? + B2 > O et dansce cas, x = = 0
[avec une contradiction en prime].)

La matrice M est donc une matrice a diagonale propre si, et seulement si, x = 3 = 0.
4.a. On décompose [X; = X;] au moyen du systeéme complet d’événements associé a la variable
aléatoire X :

Xi=Xa= | | Xi =Xaln X =K

Comme X; et X, sont des variables aléatoires sur (Q,.4), on sait que
VkeN*" [Xi=kleAd et [Xy=kleA

Comme une tribu est stable par intersection finie ou dénombrable, on en déduit que [X; = X;] € A.
Par o-additivité de P, on en déduit que

+oo +oo
PXi1=X2)=) PXi=kXa=k =) [P(X; =K
k=1 k=1

puisque les variables aléatoires X; et X, sont indépendantes et de méme loi.

Finalement,
+o00o
1 /4\k=1 1 1 1
P(X; = Xz) = 7-(7) A —
(X1 =X2) ];9 9 9 1—4% 5
4.b. D’apres [3.], la matrice B(w) est a diagonale propre si, et seulement si, X;(w) = Xz(w) et
X2(w) = X3(w). D’apres la question précédente, [X; = X;] est bien un événement et, par analogie,

[X; = X3] est aussi un événement.
Comme une tribu est stable par intersection finie, on en déduit que

Xi=XadnXa=X3le A
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et par conséquent, "La matrice B est a diagonale propre” est bien un événement.
a En s’inspirant de la question précédente,

5.a. Onadémontré en cours que

r(ATA) =) ) af.

i=1j=1

5.b. D’apres le Théoréme spectral, la matrice symétrique réelle A est diagonalisable et semblable a
la matrice
D = Diag(A1,A2,...,An).

Par conséquent, la matrice A> = A T.A est semblable a la matrice
D? = Diag(Af,A3,...,A2).

Comme deux matrices semblables ont méme trace, on en déduit que
n
tr(AT.A) = tr(A%) =tr(D?) = ) A{.
k=1

5.c. D’apreés les deux questions précédentes, si A est une matrice symétrique réelle a diagonale

propre, alors
n n
2 _ 2 _ 2
D M=) atk=) ) ai;
k=1

k=1 i=1j=1

Par conséquent,

Zaij =0

i#

et comme les a; ; sont réels, on en déduit que
Vi 75 j, aij = 0.

Autrement dit, la matrice A est diagonale.

La réciproque est évidente.

Par conséquent, une matrice symétrique réelle est une matrice a diagonale propre si, et seulement
si, c’est une matrice diagonale.



