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1. Soient I et Q, deux intervallesde Retg : Q x I — IR, une application telle que, pour tout x € Q,
la fonction
[t = glx,t)]

soit intégrable sur I. On pose alors
VxeQ, Fx)= J g(x,t) dt.
I

Citer les hypotheses du théoreme de continuité qui permet de conclure que la fonction F est continue
sur Q.
2. Pour tout x € R, on pose
oo Arctan(xt)
F(x) = —
0 1T+t
Démontrer que F est continue sur IR.
3. Pour tout x € R4, on pose
+oo
F(x) = J xe <t dt.
0

3.a. Calculer F(x) pour tout x € R. La fonction F est-elle continue sur R, ?
3.b. Que peut-on en conclure sur I’hypothése de domination?
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Solution % Continuité d’une intégrale en fonction d’'un paramétre

2. Notons I = [0, +oo[ et O = R et posons

Arctan(xt)
V(X,t)EQXI, f(X)t):H—i‘tz

Pour tout t € I, la fonction [x — f(x, t)] est évidemment continue sur Q.
Pour tout x € Q, la fonction [t — f(x, t)] est évidemment continue sur I et

s

V(X,t)EQXI, |f(X,t)| gm,

ce qui prouve que [t — f(x, t)] est intégrable sur I, puisque la fonction

to ——
{ 1+ tz}
est intégrable sur I (fonction de référence : dérivée d’Arctan).

Enfin, la domination découle de (%), puisque le majorant est intégrable sur I et indépendant de
x € Q.

Par conséquent, la fonction F est continue sur IR.
3.a. Ilestclair que F(0) = 0. Pour tout x > 0,

F(x) = lim [—e )

A—+o00 0

=1.

La fonction F est donc continue sur IR* , mais pas sur R (puisqu’elle n’est pas continue en x = 0).
3.b. Sil’hypothese de domination était vérifiée sur tout l'intervalle [0, +oo[, alors la fonction F serait
continue sur [0, +oco[, ce qui n'est pas le cas. L'hypothése de domination n’est donc pas vérifiée sur
[0, +ool.

@ Sil’hypothese de domination était vérifiée seulement sur l'intervalle ouvert |0, +oc0[, alors il exis-
terait une fonction g telle que

VteRy, Vx>0, [xe < g(t)

et par conséquent
Vte Ry, suplxe ¥ <g(t).

x>0

Or la fonction [x — xe™*'] est positive sur R, et atteint son maximum en x = 1/, donc

1
g(t) > suplxe Xt = —.
- x>0 e-t
Comme la fonction [t — 1/] n’est pas intégrable sur ]0, +oco[, le majorant g ne peut étre intégrable sur
10, 400l et I'hypothése de domination n’est pas satisfaite sur ]0, +-ool.
@ Soient0 < A < B.
Vt>0,VA<x<B, 0<xe *<Be At

Ce majorant est indépendant de x et intégrable sur I en tant que fonction de t. L’hypothese de do-
mination est donc vérifiée sur [A, B], ce qui prouve que F est continue sur [A, B]. Comme A et B sont
quelconques, on en déduit que la fonction F est continue sur |0, +-ocol.

REMARQUE.— Evidemment, il est plus efficace de passer par le calcul explicite de F que d’appliquer le
théoréme de continuité!



