Lycée Pierre CORNEILLE MP/MPI

Probléme de Mathématiques
Référence pp1913 — Version du 27 novembre 2025

On note I = ]0, +oo[ et on définit
fr(x) = e ™ —2e2Mx
pour toutn € N* et tout x € L.
1. Soitn € N*. Démontrer que la fonction f,, est intégrable sur I et calculer

+o0
Uy = J fr(x) dx.
0

En déduire la valeur de la somme

+00 too
ZL i (x) dx.

n=1

2.a. Démontrer que la série de fonctions }_ f,, converge simplement sur I et calculer 1’expression de
sa somme S.
2.b. Démontrer que la fonction S est intégrable sur I et calculer la valeur de

+oo +00
J D fal(x)dx.
n=1

0

3. Déterminer, sans aucun calcul, la nature de la série

+oo

ZJ ’fn(x)’ dx.

0
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Solution % Intégration terme a terme

1. Onsait que la fonction [x — e~ %*] est intégrable sur I pour tout a > 0 et que

+oo 1
J e dx =1,
0 a

Pour tout entier n € N*, onan > 0 et 2n > 0, donc la fonction f,, est intégrable sur 1 en tant que
combinaison linéaire de deux fonctions intégrables sur I. Par linéarité de 1'intégrale,

—+o00 ]
J falx)dx=——2.-—=0.

Par conséquent,

2.a. Soitxel.Ona
V=1, folx)=(e )™ —2(e 2™

Comme 0 < e * < let0 < e ¥ < 1, les séries géométriques 5 (e *)? et Y (e ?*)™ sont conver-
gentes. En tant que combinaison linéaire de deux séries convergentes, la série numérique > fn(x) est
convergente. Cela prouve que la série de fonctions )_ f,, converge simplement sur 1.

@ Par linéarité de la somme

e x 2e 2
T—ex 1—e2x
e X(1+e ™) —2e %
T (T—e™)(14+ex)

e x 1

Cl+e ™ ex+ 17

vVxel, S(x)=

2.b. La fonction S est clairement continue sur I.

Elle tend vers une limite finie, égale & /2, au voisinage de 0, donc elle est intégrable au voisinage
de 0.

Lorsque x tend vers +00, ona S(x) ~ e * et, onl'a déja rappelé, la fonction [x — e~ *] est intégrable
au voisinage de 400, donc S est intégrable au voisinage de +oo.

Donc la somme S est intégrable sur 1.

De plus,
+o00 +oo —e X
J S(x)dx = —J ——dx
0 0 1+ex
. _xyA
= ALHEOO [—tn(1+ )],
={n2.

3. On a démontré que la série de fonctions }_f,, convergeait simplement sur I et que sa somme S
était continue sur I. Par conséquent, si la série

+o0
ZL |[fr(x)| dx

était convergente, alors on aurait

“+oo +00 rtoo
EnZzJ S(x)dx:ZJ' fo(x)dx =0
0 =i Jo

(Théoréme lebesguien d’intégration terme a terme), ce qui est bien stir faux.

Donc la série
+o0

ZJ |fn(x)‘ dx

0
est divergente.



