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Référence pp2131 — Version du 27 novembre 2025

On considere une suite (an )nen définie par la donnée de ap > 0 et la relation de récurrence :
1 n

ax
n+1 én—k+2'

VnelN, any1 =

On note f, la somme de la série entiere ) a,x™:

“+oo
f(x) = Z anx™.
n=0

1. Démontrer que
VnelN, 0<a, < ap.

2.  Démontrer que le rayon de convergence de la série entiere ) a,x™ est au moins égal a 1.
3.a. Calculer le rayon de convergence de la série entiere

Xn
Zn+2'

3.b. Pour quelles valeurs de x € R la somme

+oo n

x
Z n+2

n=0

est-elle définie ?
3.c.  Onnote ) wnx" le produit de Cauchy des deux séries entieres

Zanx” et an—:Z'

Donner I'expression de wy, en fonction des ax. Que dire du rayon de convergence de la série entiere
> wpxn?
3.d. Endéduire que

+00 n
Vxel-1L10, f(x) =f(x)- (Z n"+2>.

n=0

4. Exprimer f(x), pour 0 < x < 1, al'aide des fonctions usuelles.
5. Comment choisir la valeur de ap pour que f(x) soit la fonction génératrice d’une variable aléatoire
X a valeurs dans N?

Une telle variable X est-elle une variable aléatoire d’espérance finie?



Sujet pp2131 2

Solution % Seéries entiéres

1. Nous allons démontrer par récurrence que, pour toutn € N,
vo<k<n, O0<ax<ap (HR)

ce qui prouvera que
VynelN, 0<a, < ap.

a La propriété est évidente pour n = 0.
@ On suppose que (HR) est vraie pour un entier n € IN. Dans ces conditions,

1 b Ay
a =
U Z n—k+2
k=0
est strictement positif comme somme de réels strictement positifs.

D’autre part,
ax ao ao

< < =
n—-k+2 n—k+2 2

En sommant ces inégalités, on en déduit que

VO<k<n,

x(n41)- 2 <

< _— <
a + ap.

En combinant l’encadrement trouvé avec (HR), on obtient que
VOo<k<<n+1, 0<ax<a

et donc que la propriété (HR) est héréditaire.
Cette propriété est donc vraie pour tout n € N et le résultat est ainsi établi.
2. D’apres la question précédente, la suite (an)nen est bornée, donc

anx™ = 0O(x™").

Or la série géométrique ) x™ converge absolument pour tout |x| < 1, donc, par comparaison, la série
> anX™ converge absolument pour tout |x| < 1.
Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiere } a,x™ est au moins égal a 1.

3.a. Pourx > 0, on pose
n

L — X
T n42
et
Un 41 n+2
= .X
Un n+3 n—-+oo

D’apres la régle de D’ Alembert,

— six > 1,la série >_u,x™ diverge grossiérement;

— si0 <x < 1,lasérie ) u,x™ converge absolument.

Le rayon de convergence de la série entiere est donc égal a 1.
3.b. D’apres la question précédente, la somme de la série ) u,, est définie au moins pour |x| < 1 et
au plus pour x| < 1.

Pour x =1, la série diverge par comparaison avec la série harmonique (série divergente de terme
général positif).

Pour x = —1, la série converge d’apres le Critere spécial des séries alternées (car %ﬂ tend vers 0
en décroissant).

Par conséquent, la somme est définie si, et seulement si, x € [-1,1[.
3.c.  Par définition, le produit de Cauchy des séries > an,x™ et >_ b, x™ est la série entiere Y wnx™
avec

n
VnelN, w,= Z abn_x.
k=0

Par conséquent,

n
1
VnE]N, Wn:];)akm:(n+1)an+].
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@ On étudie ici le produit de Cauchy de deux séries entieres dont le rayon de convergence est au
moins égal a 1. Par conséquent, le rayon de convergence du produit de Cauchy est lui aussi supérieur
ouégalal.

REMARQUE.— D’apres le cours, le rayon de convergence de la série entiere ) (n + 1)an1x™ est égal
au rayon de convergence de la série entiére ) a,x™ et donc au moins égal a 1.
3.d. D’apres le cours, puisque le rayon de convergence du produit de Cauchy est au moins égala 1,

+o00 +o0 X
n o _

Vx| <1, anx —f(x)-(zn+2).

n=0 n=0
On a aussi remarqué que wn, = (n + 1)an1 pour tout n € N et donc que

+o00 +o00o

Vx| <1, anx“ = Z(n—i— Tan1x™
n=0 n=0

“+00
= E nax™ .
n=1

Comme le rayon de convergence de la série ) a,x™ est supérieur a 1 et donc strictement positif, sa
somme f est de classe ¥*° sur ]—1, 1[ (au moins) et

+oo d +o0o
n—1 _ n| _ g/
Vixl <1, ;nanx dXLZOanx } =f'(x).

Par conséquent,

+oo n
vVxel-1,1[, f'(x)="f(x)- <Z nx+2>.

n=0

4. D’apres la premiere question, f(x) > 0 pour tout 0 < x < 1 et d’apres la question précédente,

flx) & X0
e, fH-F

On integre terme a terme sur tout segment [0 <+ —] x contenu dans l'intervalle ouvert de convergence :

f(X) +o0 1
vVxel-1,1], enf(o)znzzom
+oo
:Z(L_L) Xn+1
— n+1 n+2
X
On obtient donc £(x) (1 )
X nil—x
oy =~ =X+ = —+1

et finalement
Vo<x<1, f(x)=ap-e-(1—x)17¥/x

5. Sila fonction f est la fonction génératrice d"une variable aléatoire X, alors elle est continue sur [0, 1]
et tend vers 1 au voisinage de x = 1. Par conséquent,

f(x) 1

. LG I
i o) "o !
et il faut donc que
1 o (=x)n(1 —x)
EETO R A

et donc que ap = f(0) = e~ .
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@ Dans ce cas, X est une variable aléatoire d’espérance finie si, et seulement si, la fonction génératrice
est dérivable en x = 1. Or
f'(x) —x—¥fn(1—x)

f(x) x2 x—1

+00

et comme f(x) tend vers 1 au voisinage de 1, on en déduit que f’(x) tend vers +oco : d’apres 1'égalité
des accroissements finis,
(1) —f(x)

lim —— =40
x—1 1—x

donc la fonction f n’est donc pas dérivable en x = 1 et X n’est pas une variable aléatoire d’espérance
finie.

REMARQUE.— On pourrait aussi passer par un développement limité pour conclure. On pose x = 1—h
(avec h proche de 0) :

(1 7X)(17x]/x = exp [111}1 ﬁnh:|

:exp[henh- (1 +h+o(h))]
:exp[h@l’lh—k o(henh)]
=1+hinh+ o(hifnh).

On retrouve ainsi d'une part que
lim (1 —x)(T=¥)/x =1

x—1
et d’autre part que

3 ) (I=x)/x _
(1—x) 1 ~ —th
x—1 h—0

et donc que le taux d’accroissement tend vers +oo.



