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Probléme de Mathématiques
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Pour tout entier n € N, on consideére la fonction f,, définie sur l'intervalle | = [1, +oo[ par

(="
VT+nx

On note @, la somme de la série de fonctions }_f;,.

fn (X) =

+oo
(p(x) = Z fn(x)
n=0

1. Démontrer que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur J.
2. Lasérie de fonctions )_ f;,, converge-t-elle normalement sur J ?
3. Démontrer que la fonction ¢ est continue sur | et qu’elle tend vers une limite { € R au voisinage
de +00. (On donnera la valeur de {.)
4. Onpose
+o0o (_1 )n
a= T

4.a. Quelestlesignedea?
4.b. Démontrer que

lorsque x tend vers +oo.
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Solution % Série de fonctions

1. Pour tout x € J, il est clair que la suite de terme général

1
V1 +nx

tend vers 0 en décroissant. D’apres le Critere spécial des séries alternées, la série > f,, (x) converge
donc.

On a démontré que la série de fonctions )_f,, convergeait simplement sur 'intervalle J.
2. Chaque fonction |f,| est clairement décroissante sur ], donc

1
[fnlloe = sup [fn ()] = |fa (D] = =

1 1
vn+1 n;zooTﬂ/z
donc la série ) ||fn||,, est divergente et par conséquent la série de fonctions ) f,, ne converge pas
normalement sur J.

3. Puisqu’on a prouvé la convergence simple a I'aide du Critere spécial des séries alternées, on sait
que

+o0
vneN,vxel, | Y fibo| < |faiito)]
k=n-+1

et comme la fonction [f;, 1| est décroissante, on en déduit que

1
Vn+2

+o0
VneN, Vxe], ‘ Z fk(X)‘<
k=n-+1

On a trouvé un majorant de la valeur absolue du reste qui est indépendant de x € ] et qui tend vers 0
lorsque n tend vers 400, donc la série de fonctions ) f;, converge uniformément sur J.
a Comme toutes les fonctions f;, sont continues sur J, on en déduit que la somme @ est continue sur

J

@ Toutes les fonctions f,, tendent vers une limite finie {, au voisinage de 400 avec
lo=1 et VYn=1, {,=0.

Comme la série de fonctions ) _f,, converge uniformément sur un voisinage de +oo, on déduit du
Théoreme de la double limite que ¢ tend vers une limite finie au voisinage de +oo et que

+oo
Jim o)=Y b

4.a. On peut a nouveau appliquer le Critere spécial des séries alternées. Ce théoreme nous dit en
particulier que la somme de la série (= le reste d’ordre 0) est du signe du premier terme, donc

a<0.

4.b. Onremarque que { = fo(x) pour tout x € | et par conséquent

+o00
a 1 1
X)—l—— = —1 ”“{——7]
L 1;( "Nrm =
Version élémentaire : on fait apparaitre la quantité conjuguée pour simplifier les racines carrées.

Pour tout x € J et toutn € IN*,

1 1 1
VX VTinx  ya/T £ nx(vix + V1 )
1

<
N Jn3/243/2
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dong, par inégalité triangulaire, pour tout x € J,

- 1 1 B3h) 1
n+1
T;(_1) i {\/ﬁ_\/lJrnx} ST 32

ce qui prouve bien que

Version savante : on pose

Vuz>0, u) =
9(u) T+u
Cette fonction est de classe ¢! sur [0, +oo[ et
Yu>0 "(u) = T
25 W Eaarwir

En particulier, ||g’||, = '/2 et d’apres I'Inégalité des accroissements finis, la fonction g est 1/>-lipschitzienne
sur [0, +ool.
On remarque alors que

1 1 1
\/nx B V1 +nx - /nx .

(9(0) — g(Vnx))

et on retrouve ainsi que

1 1 1 1 1
— < e
vix o J1+nx o vnx 2 nx

VxeJ, ¥VneN*,

On peut alors conclure comme plus haut.



