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Soient (an)nen et (bn)nen, deux suites de termes généraux strictement positifs, telles que
an,“’bn

lorsque n tend vers +o00. On suppose que le rayon de convergence de la série entiere ) a,z" est infini
et on note f, la somme de cette série entiere :

+oo
VteR, f(t)= Z ant™.
n=0

1. Quel est ’ensemble de définition de la fonction g, somme de la série entiere Y bnz"?
2. Justifier 'existence d"une suite (yn )nen de limite nulle telle que

VvnelN, a,=>b.(1+vn).

3. Soitm e N.
3.a. Justifier I'existence de
Om = sup |ynl.

n>m

3.b. Démontrer que

L M
glt) | T bmatmt RN

pour tout t > 0.
4. Démontrer que f(t) ~ g(t) lorsque t tend vers +oo.
5. Application. On pose

n+1¢n

i 1
n(t) :g(‘ o) o

5.a. Quel est I'ensemble de définition de h?
5.b. Déterminer un équivalent de h(t) pour t — +oo.
6. Application. On considere 'équation différentielle suivante.

ty”(t) + (1 —t)y’(t) =1 (E)

6.a. Démontrer que 1’équation (E) admet une, et une seule, solution z développable en série entiere
ent=0ettellequez(0) =0etz'(0) =1.

6.b. Donner une expression simple de z/(t) pour t > 0.

6.c. Calculer un équivalent de z(t) pour t — +o0.
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Solution % Equivalent de la somme d’une série entiére

1. Comme le rayon de convergence de ) anz™ est infini, alors la série numérique ) a,t™ converge
absolument pour tout t € R. Or b, t™ ~ ant™, donc la série numérique )_ b, t™ converge absolument
pour tout t € R et par conséquent la fonction g est définie sur IR.

2. Comme b, > 0 pour tout n € N, on pose

VyneN, vyp,=—-—1

11 est clair que
VTIG]N, an:bn(]+Yn)

et comme a, ~ by, alors le quotient a,, /b, tend vers 1, donc la suite (yn)nen tend vers 0.
3.a. Comme la suite (yn)nen tend vers 0, elle est bornée et par conséquent &, est bien défini pour
tout m € IN (axiome de la borne supérieure).
3.b. Soientm e Nett>0.

@ Comme tous les b, sont strictement positifs et que la série ) b, t™ est absolument convergente,
alors

“+o0 “+o00
VPEN, 0<bytP <) but"< ) but™ =g(t).
n=p n=0
En particulier, pourp =m +1,
o glt) <
0< Z|Yn|bntn < m Z|Yn|bntn- (1)
n=0 m+1 n=0

@ Par définition de 0,
Vnzm, 0<lynlbnt™ < dmbnt™.

Cela montre en particulier que
Wnlbnt™ = O(bnt™),

donc la série ) |yn|bnt™ converge absolument. On peut donc sommer 1’encadrement précédent :

+o00 too
0< ) lyalbnt™ <8m Y bnt™ <Smglt). 2)
n=m-+1 n=m+1

@ En sommant les encadrements (1) et (2) et en divisant par g(t) > 0, on obtient

1 +o00 1 m
w Zh/n\bnt“ SOm + W Zh/n“:)nt“. @3)
n=0 n=0

a Par définition de la suite (yn )nen et par inégalité triangulaire,
f(t) —g(t ©
’f(t)_ ‘ _ - _ 1 Zvnbnt“’
g(t) g(t) glt)| &,

1 +o0o
< —= ) _lynlbnt™
g(t)nZ:O e

puisque t > 0 et b,, > 0 pour tout n € IN. On déduit alors de (3) que

ARSI e
L B

4. Fixons ¢ > 0.
@ Comme la suite (Yn)nen tend vers 0, il existe un rang m € N tel que

Vn>m, lynl<e

et donc tel que &, < e.
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@ ['entier m étant fixé, il est clair que
1 m

§ n
m+1 ‘Yn'bnt
bm+1t n—0

tend vers 0 lorsque t tend vers +oco (en tant que O(1/t)). Il existe donc A > 0 tel que
1 m

Zh’n|bntn <&

Vt>A, —mm—
) bm+1tm+1 —

a [’encadrement du [3.b.] montre alors que

Vt>A, ’f(t)—l‘ < 2¢,
g(t)
autrement dit que
v
g(t)
tend vers 0 au voisinage de +oo, ce qui signifie que
f(t) ~g(t)

lorsque t tend vers +oco.
5.a. Onsait que la suite de terme général

(1 + %H)nﬂ

Z n 2z . PR
converge vers e. Comme la série )_ i+ converge absolument pour tout t € R, on en déduit que la série

n+14n

S+

converge absolument pour tout t € R. La fonction h est donc définie sur R.
5.b. Parl4.],

+oo

ho)~ Y eth e
nl
n=0
lorsque t tend vers +oo.
6.a. Sil’équation (E) admet une solution z développable en série entiére au voisinage de 0, alors il

existe r > 0 et une suite (an )nen tels que
“+oo
vtel-rrl, z(t)= Z ant™.
n=0

La condition initiale (z(0),z’(0)) = (0,1) impose alors ap =0 et a; = 1.
Les fonctions développables en série entiére sont indéfiniment dérivables terme a terme sur 1'in-
tervalle ouvert de convergence, donc

—+00
viel-ntl, Z/({t)=) (n+Dant"

n=0

tz'(t) = Z na,t"

n=1
+oo

tz”(t) = Z nm+1ap 1t"

n=1
et donc, pour tout —r < t<r,

+oo
ar + Z [(M+1)anst —nap]tt =1.

n=1
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Cette égalité entre deux fonctions développables en série entiére ayant lieu sur l'intervalle ouvert |—r, r[
avec T > 0, on peut en déduire que

n

a1:1 et VTL}T, an+1:man

par unicité du développement en série entiere.
La condition ap = 0 démontre alors qu’il existe au plus une solution de (E) développable en série
entiere au voisinage de 0 et qui vérifie la condition initiale imposée.

REMARQUE.— La condition a; = 1 ne résulte donc pas du choix de la condition initiale, mais de
I'hypothese que la solution étudiée est développable en série entiere.

@ Réciproquement, on devine facilement (au brouillon) et on vérifie encore plus facilement par ré-
currence (au propre) que le terme général de la suite (an )n>1 définie par la donnée de a; = 1 etdela
relation de récurrence

n
Vn>1, an+1:man
s’exprime par
1
Vynzl, a,=—.
nn!

Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiere ) a,t™ est infini (par comparaison
avec la série exponentielle) et les calculs précédents montre que la somme de cette série entiere, définie

par

+oo

tn
VEER, z(t)=) —

n=1

est I'unique solution développable en série entiere de (E) telle que
z(0)=0 et z'(0)=1.

6.b. Lasomme d’une série entiére est dérivable terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence.
Cet intervalle étant ici égal a R, on en déduit que

+o0 tn,]

VteR, z'(t)=

et donc que

1 oqn et —1
* ! e —] _— = .
VteR*, Z/(t) t( +n§_0n!> n

REMARQUE.— On pouvait aussi calculer z’(t) en remarquant que (E) est une équation différentielle li-
néaire du premier ordre en z’. Mais il est alors périlleux de justifier le choix de la constante d’intégration,
puisqu’on résout ’équation pour t € |0, +ool et que la condition imposée est donnée pour t = 0...
6.c. Ilestclair que

1

S

On déduit de [4.] que

REMARQUE.— On peut se passer de la théorie des séries entieres pour déterminer cet équivalent.
D’apres la question précédente et le théoreme fondamental,

tew 1
Vt>1, z(t)=z(1)+ du
1 u
teu,
:z(1)—€nt+J — du.
1 u
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On integre alors deux fois par parties :

t

et et teu
zt)=—— = -2 —=du+0O({nt).
1) =% -5 —2| 53 duoftny
Mais
e et
donc

et par suite

lorsque t tend vers +oo.



