Lycée Pierre CORNEILLE MP/MPI

Probléme de Mathématiques
Référence pp1224 — Version du 6 décembre 2025

On considere les fonctions f et g définies par
V(x,t) e R?, f(x,t) = e*sint
et par

/2
VxeR, g(x):J f(x,t) dt.
0
Onnotera I =[0, 5] etIp =0, 5 |.
1. Justifier par une figure (sans aucun calcul) 'encadrement suivant.
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2. Démontrer que g est une fonction croissante et convexe sur R. Préciser les limites de g en —oo et
~+o00.

3. Tracer l'allure du graphe de g.

4. Démontrer que g est de classe ¢ sur R et est une solution de I'équation différentielle suivante.

VxeR, xy”(x)+y'(x)—xy(x)=1 (%)
5.a. Soit 0 < t < 7/2. Expliciter le développement en série entiere de la fonction
[x — f(x,t)].
5.b. Démontrer que g est développable en série entiere sur R. On exprimera les coefficients de son

développement en fonction des intégrales de Wallis :

/2
W = J sin™ t dt
0

(qu’on ne cherchera pas a calculer).

6. Déterminer les solutions de I'équation différentielle (x) qui sont développables en série entiére. En
déduire une relation entre W,, et W, 5.



Sujet pp1224 2

Solution % Exemple de fonction développable en série entiére
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2. Pour tout x € IR, la fonction [t — f(x,t)] est continue sur le segment I, donc intégrable sur I : la
fonction g est donc bien définie sur R.
@ Soient x < y. On sait que sint > 0 pour tout t € I, donc

vtel, f(xt) <flyt)

(par croissance de exp) et donc g(x) < g(y). La fonction g est donc croissante sur R.
En particulier, la fonction g admet une limite (finie ou non) au voisinage de —oo et au voisinage
de +o0.
@ La fonction [u — f(u, t)] est convexe, car elle est de classe ¢ et sa dérivée seconde

o
ou?

(u,t) = e*sintgin? t

est positive. Par conséquent, pour tout (x,y) € R? et tout A € [0, 1],
Vtel, f((1—=Ax+2Ayt) < (1—ANf(x,t)+Af(y,t).
L'intégrale conserve les inégalités : en intégrant cette inégalité pour t € I, on en déduit que

g((1=N)x +Ay) < (1—A)g(x) +Ag(y).

La fonction g est donc convexe sur R.
@ On sait que e* > 1 4 u pour tout u € R (convexité de exp), donc

Vix,t) e RxI, e**"'>14xsint.

En intégrant pour t € I, on en déduit que

71
VxeR, g(x)=> z—i—x
et, par comparaison, la fonction g tend vers +oo au voisinage de +oo.
@ Comme g est croissante et positive, elle admet une limite positive finie au voisinage de —oo. Par
composition de limites, cette limite est aussi la limite de la suite (g(—m))nen.
Considérons les fonctions ¢, définies par :

VneN,Vtel, @n(t)="f(-n,t)=e msnt,

=> Les fonctions ¢, sont continues sur le segment I, donc intégrables sur I et aussi intégrables sur Io.

= Il est clair que la suite de fonctions (@n)nen converge simplement sur Iy (mais pas sur I!) vers la
fonction nulle.

= Enfin, pour toutn € N et tout t € I,

‘(Pn(t)’ <L

Le majorant est indépendant de n € N et intégrable sur l'intervalle borné I : la condition de domina-
tion est donc vérifiée.
D’apres le théoreme de convergence dominée, la suite de terme général

/2
g(—n) = JO on(t) dt
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converge vers 0.
Par conséquent, la fonction g tend vers 0 au voisinage de —oo.
3. Ce qui précede donne une idée assez précise du graphe de g, mais il faut encore étudier le com-
portement de g au voisinage de +oo : existe-t-il une branche parabolique ? une asymptote oblique?
@ On sait que

N

+ooun u
Tuz et=) ey

(tous les termes sont positifs). Par suite,

22
x“sin” t
Vixt)e Ry xI, f(x,t) > —
et comme l'intégrale conserve les inégalités, on en déduit que
2 /2 2
X , X
Vx>0, g(x)}—J smztdt:T.
0

La graphe de g présente donc une branche parabolique d’axe (Oy) au voisinage de +oc.
@ [’allure générale du graphe de g est donc celle du graphe de exp.

4. Nous allons appliquer le théoréme de dérivation sous le signe |.
= Pour tout t € I, la fonction [x — f(x,t)] est de classe €~ sur R.
= Pour tout x € IR, les fonctions

2

[t — f(x,1)], [t — %(x,t)] , {t — %(x,t)}

sont continues sur le segment I, donc intégrables sur 1.

= Enfin, pour tout A > 0, pour tout x € [-A, Al ettout t € I,
0%f
0x?

of
‘f(X,t” < eAa _(Xat)‘ < eAa

= (x,0)] < et

et la fonction constante [t — e”] est intégrable sur le segment 1.

Par conséquent, la fonction g est bien de classe €? sur [—A, A] et ses dérivées sont obtenues en
dérivant sous le signe |.

Comme A > 0 est arbitrairement choisi, on en déduit que g est de classe ¢ sur R et que

"]

/2 )
Vxe€R, g’(x):J e¥sintgintdt
0

/2 )
et g’(x)= J e*sntgin? ¢ dt.
0
@ On en déduit que, pour tout x € IR,
/2

Xg”(x) + g/(X) - Xg(X) = J’ (Sll’lt _ XCOSZ t)eXSint dt
0

: /2
= [—exs‘“t Ccos t} o/ =1.
5.a. D’aprés le développement en série entiere de exp,

+o0
Vit eRxI, esint=7%"

n=0

x"sin™t
nl
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5.b. Fixons x € R. Pour tout n € N, on définit la fonction u,, par

x"sin™t
Vtel, u,(t)= —

Il est clair que
x|™

VneN,Vtel, |un(t)]<—
n!

: 2 n z Z 2z .
et on sait que la série ) 2 est absolument convergente. Par conséquent, la série } u, est une série
de fonctions continues qui converge normalement sur le segment I. D’apres le théoreme d’intégration
terme a terme,

/2 +00

/2
g(x) = J f(x,t) dt = D un(t)dt

o
—
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8

n=0
/2

un (t) dt
0
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6. Supposons que Y soit une solution développable en série entiere de () : il existe r > 0 et (an)nen
tels que

“+o0
Vxel-nrl, ykx) = Z anx™.
n=0

La somme d’une série entiere est indéfiniment dérivable terme a terme sur l'intervalle ouvert de
convergence. Comme r > 0, on en déduit que

“+o0
Vx€l-rrl, xy(x)= Z an_1x™,
n=1

+oo

y'(x) = Y (4 Daneix®,

n=0
+oo

xy”(x) = Z nn+Nanx™

n=1
et donc que

xy”(x) +y'(x) —xy(x)
+oo
=1l=a+ Z (M + 1) 2anst — anq]x™

n=1

pour tout x € |-, r[.
Si deux séries entieres ont méme somme sur un voisinage de l'origine, alors leurs coefficients sont
les mémes. Comme r > 0, on en déduit que

an_
a;=1 e VYn>1, an+]:(n11])2.
@ Réciproquement, si
an—1
Vyn>1, a
alors, pour tout x # 0,
an_HXn—H - x2
an_ X1 (n+1)2 notoo

et, d’apres la regle de D’ Alembert, les deux séries numériques

E aanZn et 2 onii X2‘n+1
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sont absolument convergentes. On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére

E anx™

est infini et les calculs précédents montrent que, si a; = 1, la somme de cette série entiére est solution
de (%) sur R.

@ En conclusion, une fonction y est une solution développable en série entiére de (+) si, et seulement
si, il existe ap € R tel que, pour tout x € R,

+o00 +oo
4m(nl)? 1 m

_ 2n+1
y(x)—nzo [(Zn—H)!]ZX +aoé X

4n(nl)?
@ Comme la fonction g est une solution développable en série entiére de (x), ses coefficients doivent
vérifier la relation de récurrence trouvée ci-dessus. Donc

Wn+1 - 1 WTL*]
M+ m+1)2Mnm-1)!

vyn>1,

c’est-a-dire

Yyn>1l, W,1=—W, 1.



