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On consideére I’endomorphisme u de R® canoniquement associé a la matrice

0o 2 2
A=|1 -5 —4
-1 7 6

et les trois vecteurs €1, € et ¢3 de R? définis par

matcan(eheb 53) =P=|-1 1 —1

1. Démontrer que (&1, €2, £3) est une base de R3.
2.a. Décrire le noyau de u.
2.b. Résoudre I’équation
u(x,y,z) = _(X»y»z)

d’inconnue (x,y,z) € R3.

2.c. Exprimer u(e3) en fonctionde €1, € et €3.

2.d. Calculer u™(ey), u™(e2) et u™(e3) pour tout entier n > 1. (On rappelle que u™ =uo---ouottu
apparait n fois.)

3. Calculer P~TAP.

4. On considere les trois suites réelles (xn )nen, (Un)nen et (zn)nen qui vérifient la relation de récur-
rence

Xn4+1 = zyn + ZZn
VneN, Yntl = Xn — SYn — 424
Znyl = —Xn + 7yn + 6z

et la condition initiale :
xo=1, yo=-2, zo=3.

En reliant le vecteur (xo, Yo, z0) a €1, €2 et €3, calculer 'expression de X, Yn et zn.
5. On considere trois fonctions x, y et z de classe ¢”' de R dans R. On suppose que ces fonctions sont
bornées au voisinage de +oo et qu’elles vérifient le systéme suivant.

x'(t) = 2y(t) + 2z(t)
VteR, y'(t) = x(t) — 5y(t) — 4z(t)
z'(t) = —x(t) + 7y(t) + 6z(t)

~
—

5.a. Expliciter une matrice ligne L = (« f ) telle que LA = 2L.
5.b. Démontrer qu’il existe une constante K € IR telle que

VteR, ox(t)+ By(t) +vyz(t) = Ke?'.

5.c.  Endéduire que y(0) = —z(0).
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Solution % Réduction d’'une matrice

1. La famille (&1, €2, ¢3) est représentée par la matrice P dans la base canonique de R?, donc : c’est
une base de R3 si, et seulement si, la matrice P est inversible.
En effectuant les deux opérations de pivot :

Cy  Cy+Cy, C3(—C3*2C1,

puis une permutation des colonnes, on obtient

o 1 1 1 1 0
P={|-1 0 1]=10 1 -1
1 0 0 0 0 -1

Comme les opérations de pivot conservent le rang et que la derniére matrice est clairement inversible,
on en déduit que P est inversible et (par conséquent) que (1, €2, £3) est une base de R3.

2.a. On traduit I'équation u(x,y,z) = (0,0,0) par le systtme AX = 0. La résolution de ce systeme
montre que le noyau de u est la droite de R dirigée par le vecteur e;.

2.b. L'équation u(x,y,z) = —(x,y,z) se traduit par le systéme matriciel (A + I3)X = 0. L'ensemble
des solutions est la droite de R? dirigée par ¢.

2.c.  On vérifie sans peine que u(e3) =2 - €3.

2.d. D’apres les questions précédentes,

uler) =—¢1, ulez) =0, u(ez)=2-¢3.
On en déduit par récurrence que
ut(er)=(—1"-&1, u(e2) =0, u(e3)=2"-¢;3

pour tout entier n > 1.
3. D’apres la formule du changement de base, la matrice P~ AP représente 'endomorphisme u dans
la base (€1, €2, €3). D’apres la question précédente,

-1 0 0
P'TAP=( 0 0 0
0o 0 2
REMARQUE.— Il est inutile de calculer P!
4. Ilestclair que
Xn+1 Xn
vVneN, YUnttl | =A | UYn
Zn+1 Zn
et par récurrence,
Xn X0
vneN, Yyn | =A™ [ Yo
Zn Z0

Comme (e1, €2, £3) est une base, il existe un, et un seul, triplet (a, b, c) € R3 tel que
(x0,Yo,zo) =a-e1 +b-ex+c-e3.

On peut poser ce systéme et le résoudre (ce qui revient a inverser la matrice P) ou se contenter de faire
preuve d'un peu flair pour obtenir :
(X0, Yo,20) = €1 + €3.

Par linéarité de u™, on en déduit que

(XnyYnyzn) = 1" (x0, Yo, 20)
=u"(er) +u(e3)
=(=1)"-e1+2™ €3
= (2“, (=1)n*! =2 (=n" +2n+1).
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5.a. Les solutions de I’équation matricielle sont de la forme
L=p-(0 1 1)

(résolution sans difficulté).
5.b. Posons g(t) = ax(t) + By(t) + vz(t). Cest une fonction de classe 4’ (comme combinaison
linéaire de fonctions de classe ¢'') et

g9'(t) = ax’(t) + By (1) +vz'(1)
X

"(t) x(t) x(t)
=L|y'(t)| =LA |y(t) | =2L | y(t) | =2g(t).
z/(t) z(t) z(t)

En tant que solution de l'équation y’ = 2y, la fonction g a une expression de la forme Ke?* : cqfd.

5.c.  Choisissons 3 = 1 dans l'expression de L (5.a.). Comme x, y et z sont bornées au voisinage de
+00, il en va de méme pour la fonction g. D’apres 5.b., il faut que Ke?! reste bornée lorsque t tend vers
+o00 et la seule possibilité pour cela est que K = 0. Par suite,

VteRy, g(t)=y(t)+z(t)=0

et en particulier (pour t = 0) : y(0) = —z(0).



