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MP/MPI

On pose E = IR™ ol1 'entier n est supérieur a 2. L'endomorphisme identiquement nul de E est noté we.

1. (Question de cours) Soient u et v, deux endomorphismes de E. Démontrer
alors Ker u et Imu sont stables par v.

2. On considere un endomorphisme u € L(E) tel que u? = we.

2.a. Démontrer que Imu C Keru.

2.b. En déduire une inégalité reliant n et rgu.

3. Dans cette question, n = 2 et on suppose que u # we.

3.a. Démontrer qu’il existe une droite vectorielle D telle que

Keru =Imu=D.
3.b. Soitv € L(E), tel que v = we et que
vou=1uov.
En comparant Im u et Im v, démontrer que
UOV = WE.

2

3.c. Soitw € L(E) tel que w* = we et que

wou=uow.

Démontrer que
WOV =VOW = WE.

4. Onrevient au cas général : E = R™ et on considere m endomorphismes u4,
: 2
Vi<i<m, uj=we

et que
ViI<i<j<m, ujou;=ujouy.

On pose F1 =Imuy et
Vzglém, Fi:Im(u1ouzo~~oui).

que:siuov=vou,

..., Wy de E tels que

4.a. Démontrer que, pour tout 1 < i < m, le sous-espace F; est stable par ;1.

4.b. En déduire que

. . n
vV1i<ig<m, dlmFigf.

4.c. Que peut-on en déduire lorsque 2™ >n?
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Solution % Familles d’endomorphismes nilpotents

1. Soit x € Keru. Alors u(x) =0 et
u(v(x)) = (wov)(x) = (vou)(x) =v(u(x)) =v(0) =0

d’apres I'hypothese de commutativité et la linéarité de v. Cela signifie que le vecteur v(x) appartient
au noyau de u. On a démontré que le noyau de u était stable par v.
Soity € Imu. Alors il existe x € E tel quey = u(x) et

v(y) = (vou)(x) = (wov)(x) =u(v(x)) € Imu.

On a démontré que I'image de u était stable par v.
2.a. Soity € Imu. Il existe x € E tel quey = u(x) et

u(y) = (wou)(x) = we(x) =0

doncy € Keru. On a démontré que Imu C Keru.
2.b. Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, on déduit du théoreme du rang que

rgu+dimKeru = dimE = n.
Or Imu C Keru, donc rgu < dim Ker u et par conséquent
2rgu < n.

3.a. Comme u # we, alors rgu > 1. D’apres la question précédente, rgu < 2/2 = 1. Donc le rang de
uestégalal.

Autrement dit, le sous-espace vectoriel D = Imu est une droite vectorielle.

D’apres le théoreme du rang,

dimKeru =dimE—-rgu=2—-1=1

et d’apres la question précédente, Imu C Ker u. On déduit de cette inclusion et de 1’égalité des dimen-
sions que les deux sous-espaces sont égaux :

Imu = Keru.

3.b. On distingue trois cas.

Premier cas : v = wg. Par linéarité de u, la composée u o v est 'endomorphisme nul.

Deuxieme cas : v # wg et dans ce cas, v vérifie les mémes hypotheses que u. L'étude de u menée
au [3.a.] montre qu'il existe une droite vectorielle D’ telle que Imv = Kerv =D".

Cas2.a: D = D’. Dans ce cas, pour tout x € E, on a

v(x) eImv=D'=D =Keru
donc (uov)(x) =u(v(x)) = O0g etdonc:uov = wg.
Cas 2.b : D # D’. Dans ce cas, D N D’ est un sous-espace strict de la droite vectorielle D, donc
D N D’ ={0g}. Pour tout x € E, on sait que
D =Imu>3u(v(x)) =v(u(x)) €eImv=D".
Le seul vecteur de D N D’ étant le vecteur nul, on a démontré que
Vx ek, (uov)(x)=0¢

et donc que uov = we.

En conclusion, dans tous les cas possibles, la composée u o v est I'endomorphisme nul.
3.c. Comme la propriété a établir est évidente dans le cas ot w = wg et dans le cas o1 v = wg, on
suppose dans ce qui suit que ni v, ni w n’est 'endomorphisme nul.

L’étude de u au [3.a.] montre alors que Imv et Imw sont deux droites vectorielles et comme

Uov=uow = W,
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on en déduit que ces deux droites vectorielles sont contenues dans la droite vectorielle D = Keru. On
en déduit (inclusion des sous-espaces et égalité des dimensions) que

Imv=Imw=D
et comme on sait aussi que Imv = Kerv et Imw = Kerw, on en déduit que
Imv=Kerw etque Imw =Kerv.

Par conséquent, wov =vow = we.
4.a. Comme les uy commutent deux a deux, on sait que les endomorphismes w1 etvi =ujo---ouy
commutent, donc le sous-espace F;, en tant qu’image de I'endomorphisme v;, est stable par w41 (cf
question de cours).
4.b. Comme F; est stable par u;1, on peut définir I'endomorphisme wi 1 € L(F;) induit par restric-
tion de w1 a Fy.

Pour toutx € F; C E,

wiZH (x) = ui2+1 (x) = we(x) = 0.

On peut alors déduire de [2.b.] que

1
IgWit1 < 7 dim F;.

a Siy € Imw;i,q, alors il existe x € Fy tel que
Y =wip1(x) =uipi1(x)
et comme x € F;, il existe xo € E tel que
x=(ujo---oui)(xo).
Comme les endomorphismes 1, commutent deux a deux,
Yy=uir10o(wo--oui)(xo) = (uyo---ouiouitr)(xo)

ce qui prouve quey € Fi4 1.
Réciproquement, siy € Fi;1, alors il existe x € E tel que

y=(uro--oujouipr)(x)
:ui+1(u] 0"'0ui(Xo))
(S
=wis1 (w0 oui(xo)) € Imwi.

On a ainsi démontré que
. . 1.
Vi<i<m, rgwip =dimFig < 7 dim F;.
w Par [2.b.] appliqué a u; € L(E), on sait que

dimF, = rgug < n/2.

La relation de récurrence précédente permet d’en déduire que
. . n
vVi<i<m, d1mFi<T.

4.c. Si2™ >mn,alorsdimF,, <1, ce qui prouve que dim F,, = 0 (la dimension d"un espace vectoriel
est un entier) et donc que
Im(uw o oumy) =Fn ={0e}.

Autrement dit,
Uy 00U = WE.



