Réduction des endomorphismes : énoncés

Exercices CCP

Déterminer les éléments propres 'endormorphisme ¢ de R[X] défini par :
VP eR[X], ®(P)=(3X +8)P + (X? - 3X)P' — (X* + X*)P"

® est-il surjectif 7

10 0
2)| Calculer I’exponentielle de la matrice A= [0 0 -1
01 0
[ ] 00001
00010
3)[La matrice A=]0 0 1 0 0] est-elle diagonalisable sur R? Déterminer x4, 74 et exp(A).
01 0 0O
1.0 0 0 O
[ ] 5 1 A A A
4) SoitA<1 2>.DiagonaliserB A A A
A A A

Soit A € M, (R) telle que A* = I,,. Calculer e4.

6)[Soit A € M,,(K) diagonalisable. Montrer que B = (}A {2) est diagonalisable.

[ ] IS

7)[La matrice J = | j 42 1 | est-elle diagonalisable (ot j est la racine cubique de I'unité) ?
.2 .
g1y

Soit A € Map41(R). On suppose que det A = 1 et que toutes les valeurs propres complexes de A sont de module 1.
Montrer que 1 est valeur propre de A.

z 1 1
9)[ Trouver les (x,vy,2) € C? tels que la matrice A= |1 y 1| admette 1, 2 et 3 pour valeurs propres.
11
1 =z a 1 1 1
10)| Trouver (x,vy,z2,a,b,c) € RS tels que la matrice A = [1 y b | admette |1|,| 0 |,| —1] comme vecteurs
1 2z ¢ 1 —1 0

res.

111)| On considere le graphe probabiliste suivant :



2/3

Une puce se déplace de sommet en sommet avec les contraintes suivantes :
e A l'instant initial 0, la puce est en 1, 2 ou 3 avec probabilités respectives a, bet ¢ (a > 0,b>0,c¢>0et a+b+c=1).

e la puce se déplace ensuite a chaque instant aléatoirement dans {1,2,3} en suivant les arétes du graphe, le poids
d’une aréte étant égal a la probabilité que la puce emprunte cette aréte.

a) Donner un modele probabiliste précis de cette situation, en notant X, la variable aléatoire qui prend la valeur ¢ si la
puce est en ¢ a 'instant n.

b) Pour tout n € N, calculer la loi de X,,. Que se passe-t-il quand n tend vers 'infini ?
Soit A € M, (R) telle que A*> — A — I,, = 0. Montrer que det(A) > 0.

113)| Soit A une matrice triangulaire supérieure par blocs, c’est-a-dire une matrice de la forme

A1 ALQ . Al,k
0 A,
A =
Ap—1k
0 0 Ay
avec A; matrice carrée pour tout 7 € {1,...,k}.

Que peut-on dire des polyndmes caractéristique et minimal de A7 Reprendre la question avec A diagonale par bloc.

Soient A, B € M,,(R). Montrer que si (AB)™ = 0, alors (BA)™ = 0.

Résoudre dans M3 (R) I'équation X? + X = A avec A = (1 1)



Exercices Mines-Centrale
Soit E = Rg,[X] et a € R. On définit ¢ par :
VP € E, ¢(P)=(X*—-d*)P' —2nXP

Montrer que ¢ € L(F) et calculer ses valeurs et vecteurs propres.

Soit M € M,, (K), de polynome caractéristique scindé []}_; (X — \;). Pour P € K[X], quel est le polynéme caracté-
ristique de P(M)?

ao ay An—1
. . . . Gp_1 G .
18)[ Diagonaliser la matrice circulante : M(ag,a1,...,an-1) = n-1 H0 € M, (C). On utilisera la
a1
aq e Qp—1 aq

matrice J = M(0,1,0,...,0).

119)| Montrer que toute matrice nilpotente de M3 (K) est semblable & une (et & une seule) des matrices :
0 00 010 010
Ai=10 0 0 Ay=10 0 O As3=10 0 1
0 0 O 0 0 O 0 0 O

Soit F un C-espace vectoriel de dimension finie. On suppose que f et g sont deux endomorphismes de E tels que
fog =0 et on souhaite montrer que f et g sont simultanément trigonalisables, i.e. qu’il existe une base de E dans laquelle
les matrices de f et de g sont toutes les deux triangulaires supérieures.

a) Montrer le résultat quand f est inversible.

b) On suppose maintenant que f n’est pas inversible. Montrer que le noyau de f est stable par g. En déduire que f et g
possede un vecteur propre commun. Conclure.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE). Soit F € L (L(F)) défini par :
Yu € L(E), F(u)=uo f

Montrer que F' est diagonalisable si et seulement si f ’est. Que se passe-t-il avec G : u+— fou?

3 1 -1 3 2 1
22)| Les matrices Ay = [2 4 —2| et By = 1 4 1| sont-elles semblables ? Méme question avec
1 1 1 -1 -2 1
LA o SRS
Ay=14 42 1] etBy=|0 0 1], puisavec A3 = et By =
2 . 00 0 0010 0010
0 0 0O 0 00O

a) Soit P = X"+ a, 1 X" '+ +ag € C[X], de racines A1, ..., \,. On pose :

VEEN, Sp=> Ak
i=1

en fonction des ay, et en déduire les relations :

. P
Montrer que P’ = E e exprimer le polynéme e
- A

i=1 AU

Vke{l,...,n}, kan—r + an-p4151 + @n-r4252 + -+ apn_1Sp-1+ S, =0



b) Montrer que deux matrices A et B de M,, (C) vérifient Vj € {1,...,n}, Tr(A7) = Tr(BY) si et seulement si elles ont
méme polynoéme caractéristique.

¢) Trouver les matrices A de M,, (C) vérifiant Vj € {1,...,n}, Tr(A%) =n.
24)| Montrer que toute matrice de M,, (C) est somme de deux matrices diagonalisables.

Déterminer les A € M,,(K) telles que det(A + X) = det A + det X pour tout X € M, (K).

a+b 0 a
26)| Calculer la puissance n-ieme de la matrice : A = 0 b 0
a 0 a+b

Quelles sont les matrices M de M3 (K) vérifiant M* = M??
Quels sont les matrices A de M3 (C) telles que A? et A3 sont semblables ?

Montrer que si A € M,,(K) est nilpotente d’indice n, alors A est semblable & J = (0;41,5)

1<i,j<n’

Soit A e M,, (C) et M = (2?4 1{1) Pour A € C, on note E(\) = Ker(A — Al,) et F(A) = Ker(M — Ag,).

a) Montrer que F(—2) = {0} et que, pour tout A # —2, FI(A\) a méme dimension que E (%)

b) Donner une CNS portant sur A pour que M soit diagonalisable.

Soit A € M, (C).

a) Déterminer le polynéme caractéristique de la comatrice de A en fonction de celui de A.
b) On pose A= (Com A)T. Montrer que tout vecteur propre de A est vecteur propre de A.
¢) On suppose A non inversible.
(i) Montrer que 0 est valeur propre simple de A si et seulement si A est de trace non nulle.

(ii) Si 0 est valeur propre simple de A, A est-elle diagonalisable 7

iii) Peut-on remplacer dans i) la condition « 0 est valeur propre simple » par la condition « rgA=n—1»7

32)| Soient A, B € M,, (R). Montrer que AB et BA ont méme polynéme caractéristique. On commencera par le cas A

inversible.
(21
ou A= (1 2).

a) Soit G un groupe tel que g? = 1 pour tout g € G. Montrer que G est abélien.

33)| Diagonaliser la matrice B =

s N Sl N S
oo
SNESESES
S s e N S

b) On suppose que K est un corps commutatif tel que 1+ 1 # 0. Soit n € N* et G un sous-groupe de GL,(K) tel que
A% = I, pour tout A € G. Montrer qu’il existe P dans GL,(K) tel que P~'AP soit diagonale pour toute matrice A de
G. En déduire que Card(G) < 2™.

¢) Montrer que pour n,m € N* distincts, les groupes GL,,(K) et GL,,(K) ne sont pas isomorphes.

Le corps de base est R. Soit J = (5i+1»j)1<ij<n et A=1,+J.



a) Quelle est la forme générale des matrices qui commutent avec J ?

b) Par analogie avec un certain développement limité, trouver toutes les matrices B telles que B? = A.

Soit E un K-espace vectoriel , u € L(E) et P,Q € K[X]. Montrer que Ker P(u) NKer Q(u) = Ker (P A Q) (u).

37)| Soit ¢ : My (C) — C telle que VA, B € M3 (C), ¢(AB) = ¢(A)p(B) et VA € C, ¢ <<())\ (1)>) = \. Montrer que

@ = det.

] 1 -1 0

38)| Soient A € M32(R) et B € My 3(R) telles que AB = | 1 2 1]|. Que peut-on dire des valeurs et vecteurs
-1 1 0

propres de BA?

39)| Soient A et B dans M,,(C). On suppose qu’il existe X dans M,,(C) de rang r telle que AX = X B. Montrer que le
pged de x4 et xp est de degré > r.

40)| Soit E un C-ev de dimension finie, u € L(F) et P € C[X] tel que P’'(u) € GL,(C). Montrer que u est diagonalisable
si et seulement si P(u) est diagonalisable.

a) Soit n € N*. Montrer que V(4,t) € M, (R) x R, det(A? +tI,,) > 0.

b) Montrer que si n est impair, —I,, n’est pas somme de deux carrés dans M,,(R).

On se place dans E = R[X] et on note D l'opérateur de dérivation. On suppose qu'il existe g € L(E) tel que g*> = D.
Montrer que pour tout n, R,[X] est stable par g. En déduire qu’un tel g n’existe pas.

4 2

43)| (Mines 2016) Résoudre M? = (1 y

) dans My (Z/5Z). Résoudre ensuite M? = <§ 3), toujours dans Mo (Z/57Z).

(Mines 2016) Résoudre 443 + 242+ A = 0 dans M,,(Z). On commencera par montrer que si A est solution, A* tend
vers la matrice nulle quand k tend vers l'infini.

45)| (Mines 2016) Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(F) admettant 0 pour valeur propre simple.
Montrer que E = Im (f) & Ker (f).

[46)] (Mines 2017) Soient A, B € M,,(C) et ¢ : M € M,(C) — AM — MB € M,(C).
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme si et seulement si A et B n’ont pas de valeurs propres communes.

b) Donner les expressions des valeurs propres de ¢ en fonction de celles de A et de B.

Déterminer les entiers n tels qu’il existe M € M, (R) de polynéme minimal égal & X3+ 2X + 2. Reprendre la question
en remplagant R par Q.

48)| Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et u € L(E) de polyndéme minimal 7. On note S 'ensemble des
sous-espaces vectoriels stables par u et Z I’ensemble des idéaux de K[X] contenant 7.

a) On suppose qu'il existe z € E tel que (x,u(z),...,u" 1(z)) est une base de E.

Montrer que Papplication I — {P(u)(x), P € I} est une bijection de Z sur §. En déduire que S est fini.



b) On suppose que K est infini. On admet que pour une famille de sous-espaces vectoriels (F;)1<i<p, On a :

p
UFi:E:>3i€{17""p}’ F,=E.
i=1

Montrer que si S est fini, il existe x € E tel que (z,u(x),...,u""!(z)) est une base de E.
¢) Question subsidiaire : démontrer le résultat admis.

[M9)| Pour n € N*, on note M, = (m}';)1<ij<n définie par m}'; = 1si (i,j) = (1,n) oud > j, et m?; = 0 sinon.

a) Calculer yyy,, .
b) Montrer que M,, posséde une unique valeur propre A, € [1,+oo[.

¢) Donner un équivalent de \,, quand n tend vers l'infini.
50)| Soient A, B € M,,(C). Montrer que x4 = xp si et seulement si Vm € N, Tr(A™) = Tr(B™).

51)[a) Montrer que si A, B € M,,(K) sont semblables et si A est inversible, Com(A) et Com(B) sont également semblables.

b) Montrer que si K est un corps infini, le résultat reste vrai pour A quelconque.
n

c¢) On suppose que K est infini et que A € M, (K) avec x4 = H(X — ;) scindé. Donner une expression du polynéme
i=1

caractéristique de Com(A).

52)| Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie et soit u© un endomorphisme de E. On note, pour chaque x
de E, 7, , le générateur normalisé de l'idéal : I, = {P € C[X] / (P(u)) (z) = 0}. On note 7, le polynéme minimal de w.
Nous allons montrer de deux facons qu'il existe x € I tel que m, = 7y 4.

Premiére méthode : récurrence sur la dimension de F

a) Montrer qu’il existe un hyperplan H stable par u. Soit v la restriction de u & H.

b) En supposant le résultat démontré pour (H,v), on fixe z € H tel que m, = m, 4. Soit y € E'\ H. Montrer qu'il
existe deux complexes distincts A et p tels que : 7y g4 Ay = Tu,z4+uy- Montrer qu’alors ce polynéme est égal a m,,. Conclure.

Seconde méthode : utilisation des sous-espaces caractéristiques

k
Comme C est algébriquement clos, nous pouvons écrire m, = H(X — i)™ avec k> 1et my,...,mg > 1, les A; étant les
i=1
valeurs propres distinctes de u. On a alors F = @ F; avec Vi, F; = Ker((u — A\ Id)™).
1<i<k
a) Montrer que pour tout ¢ € [1, k], il existe ; € F; tel que my 4, = (X — \;)™.

b) Montrer que le vecteur © = x1 + - - - + ), est solution du probléme posé.

Soient K un corps commutatif, n,p € N*, A € M,, ,(K) et B € M, ,(K). On suppose que AB est inversible et
diagonalisable. On fixe une base (e;)1<;<n de vecteurs propres de AB.

a) Calculer les rangs de A et B et démontrer que Ker A @ Im B = K™. Que peut-on dire de la restriction de ’application
X +— AX alespace ImB?

b) Montrer que BA est diagonalisable.



&3]

4)| (Centrale Python) Pour ¢t € R, on définit M (t) =

HHH
o~

1

0

t

a) Justifier que M (¢) est diagonalisable sur R. On note a(t) < 8(t) < (t) ses trois valeurs propres.
b) Ecrire une fonction qui, appliquée & t et  x, renvoie la valeur de y M) ().

c) Tracer les graphes des fonctions «, 3 et . Faire une conjecture sur la monotonie et les limites de ces fonctions.

d) Prouver ces conjectures.

55)| (Mines 22) On définit u € L(C*°(R,R)) par :
Vi e C®(R,R), Vz € R, u(f)(x) = f(pz+1—p)

ou p €]0, 1] est fixé.
a) Montrer que Sp(u) C]—1,1]. On pourra utiliser les suites (x,,), >0 vérifiant la relation de récurrence z,,+1 = px, +1—p.
b) Montrer que 0 ¢ Sp(u).

¢) Déterminer les éléments propres de wu.

56)| Soit f € L(E) ou E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif K.

a) Pour z € E, montrer que I, = {P € K[X], P(f)(z) = 0} est un idéal non réduit & {0}. On note m¢, son polynéme
générateur normalisé. Montrer que 7y, divise le polynéme minimal 7y de f.

Montrer qu’il existe un plus petit sous-espace vectoriel de F contenant x et stable par f et que ce sous-espace, noté E, a
pour dimension le degré d, de 7y ..

b) Montrer que si z,y € E sont tels que mp, A7y, =1, alors my ypy = T mpy €t By & By = By

c¢) Montrer qu’il existe z € E tel que mf, = 7y.

Exercices X-ENS

57)| (PLC) Soit A € GL,,(Z) & valeurs propres (complexes) de module au plus 1. Montrer que les valeurs propres de A
sont des racines de 'unité.

58)| Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et f € L(E).
a) Montrer que si f2 = f ou f3 = f, alors f est diagonalisable.
b) Si f* = f, f est-il diagonalisable ?

¢) On suppose que n = 3. Trouver une partie finie S de M3(R) de cardinal minimal telle que pour tout endomorphisme
f tel que f4 = f, on peut trouver A € S telle A soit la matrice de f dans une certaine base de E.

59)| (P) Soit K un corps infini, £ un espace vectoriel de dimension finie n sur K et f € L(F). Montrer que l’ensemble des
sous-espaces de FE stables par f est fini si et seulement si le polynéme minimal de f est égal a son polynéme caractéristique.

E

(X) Soit F un K-espace vectoriel et u € L(E). On suppose qu'il existe un polynéme non nul P tel que P(u) = 0. Si
K[X], existe-t-il nécessairement R € K[X] non nul tel R(Q(u)) =07

O
m

(X) Soient n € N*, A et B dans M,,(C) et Ay,..., \,+1 des complexes deux a deux distincts. On suppose que chaque
A B est nilpotente. Montrer que A et B sont nilpotentes.

at



62)[ (X) Soit A € M,,(C) telle que Tr(A™) tend vers 0 quand m tend vers I'infini. Montrer que toutes les valeurs propres
de A sont de module strictement inférieur a 1.

63)| (X 2018) Soient M et N deux matrices nilpotentes de Mo(C) telles que NM + MN = I,. Montrer qu’il existe
P € GLy(C) telles que P"'MP = (8 (1)) et PTINP = ((1) 8).
(X) Résoudre A% = —I,, dans M, (R).

0 A

(X) Soit A € M, (C) et M = <I 0

si A est diagonalisable et inversible.

) € Moy, (C). Calculer xps et montrer que M est diagonalisable si et seulement

(X) Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, m € N* et f € £(FE). Montrer que si f™ est diagonalisable,
fm+1 Pest également.

67)| Soit M € SLy(Z) telle qu'il existe n € N* tel que M™ = I. Montrer que l'ordre de M dans SLs(Z) est au plus 6.
Montrer que si M est d’ordre 4, elle est conjuguée soit a Ry = <(1) _01), soit a Ry = <_01 é) dans SLs(Z).

(X 2012) a) Soit K un corps commutatif. Trouver une CNS sur A € M,,(K) pour que A posséde un hyperplan stable.
A quelle condition cet hyperplan est-il unique ?

b) Quelles sont les matrices de M3(R) qui posseédent exactement trois plans stables ?

(PLCR 2016) a) Soient A et B dans M, (R) telles que AB — BA = A. Montrer que A est nilpotente.

b) Méme question en remplacant R par Z/pZ, avec p nombre premier strictement supérieur a n.

(X 2019) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £(E). Montrer que la suite (dim(Ker(u")))
concave.

k>0 est

Soit M € M,,(C) telle que xas € R[X]. Existe-t-il N € M,,(R) semblable & M ?

'72)| Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(F) avec f inversible, g nilpotent et f o g = go f. Montrer
quil existe h € L(E) tel que h? = f + g.



Réduction des endomorphismes : corrigés

Exercices CCP

Soit A une valeur propre et P un vecteur propre associé. Si aX? est le terme dominant de P, le coefficient du terme de
degré d +1 de ®(P) — AP est (3+d — d(d — 1)) a. Comme a est non nul, on a 3+ d — d(d — 1) = 0, soit 3 + 2d — d? = 0.
On en déduit que d = 3 (puisque d > 0). On peut donc écrire : P = aX? + bX? + c¢X + d, ce qui conduit au systéme :

(8=XNd=0
(5-Xc+3d=0
—Ab+4c=0
—(A+T7a+3b=0

Le déterminant de ce systéme triangulaire vaut (A — 8)(A — 5)A(A+ 7), donc il aura une solution non nulle si et seulement
si A€ {-7,0,5,8}. ® a donc 4 valeurs propres, associées & des espaces propres de dimension 1. On calcule facilement une
base de chacun des espaces propres :

E_7 = Vect(X?), Ey = Vect(X?3 + gXQ), Es = Vect(X3 +4X? +5X) et Eg = Vect(X® + 5X? + 10X + 10).

Remarque : comme les vecteurs propres sont de degré 3, on peut aussi étudier la restriction de ® & R3[X], qui est stable
par ®. On se rameéne ainsi a ’étude d’un endomorphisme en dimension 4 et on n’est pas surpris de ne trouver que 4 valeurs
propres associées a des espaces propres de dimension 1. On aurait pu d’ailleurs étudier la matrice A de la restriction de ®
dans la base (1, X, X2, X3) :

O O W w
O =~ Ot O
w o oo

o O O

-7

dont les valeurs propres sont évidentes.

Comme la restriction de ® 4 R3[X] est un endomorphisme non injectif (0 est valeur propre), elle n’est donc pas surjective.
Il existe ainsi un polynéme P, de degré au plus 3 qui ne posséde pas d’antécédent par ® dans R3[X] (Il suffit de choisir
Py € R3[X]\ ®(R3[X])). Ce polynéme Py ne peut pas avoir d’antécédent de degré d > 3, puisque si P est de degré d > 3,
®(P) est de degré d + 1 (le coefficient de X?*! ne s’annule pas). ® n’est donc pas surjective.

A est diagonale par bloc : A = (é g) avec B = <(1) 01>. On a donc :

Vk €N, AF = ((1) £k> ot exp(A) = (ex%(l) expo( B)) .

On a ensuite B2 = —1I, donc B?* = (—1)*I, et B%**! = (—1)* B pour tout k¥ € N. On en déduit :

_ = (-* (D _ : _ [cos(l) —sin(1)
eXp(B) = (Z (Zk)' I2 + Z m B = COS(l) IQ + sm(l) B = (Sln(l) COS(l) )

k=0 k=0

et donc
e 0 0

exp(A) =10 cos(l) —sin(1)
0 sin(l) cos(1)

On a A? = I donc X2 — 1 est un polynéme annulateur de A, donc A est diagonalisable sur R, puisque ce polynéme
est non nul, scindé sur R et & racines simples. Comme X — 1 et X + 1 n’annulent pas A, 714 = X2 — 1. On en déduit



que les valeurs propres de A sont 1 et —1. Comme la trace de A vaut 1, A est triple et —1 est double. On a donc
xa = (X —1)3(X +1)2. On trouve ensuite facilement des bases des deux espaces propres : avec X = (a,b, ¢, d, ¢e), on a

e=x 1 0 0
d=1b 0 1 0
AX =X<= dc=cp < X € Vect 01,101,111
b=d 0 1 0
=e 1 0 0
e=—=x 0

AX = - X < <{c=—c ) < X € Vect

oo o
o

On en déduit que

>
|l
|
o X
—__
|
—_
o

100 0 0 100 1 0
010 0 0 010 0 1
A=P|0 01 0 0| P?! aveeP=|0 0 1 0 O
000 —1 0 010 0 -1
000 0 -1 100 -1 0
On a ensuite :
e 00 0 0
0e 0O 0 0
exp(A)=P |0 0 e 0 0 | P!
00 0 e 0
000 0 et

On peut aller beaucoup plus vite, en remarquant que si A est la matrice d’un endomorphisme f dans la base (eq, ea, €3, €4),
alors la matrice de f dans la base (eq, e5, ea, €4, €3) est diagonale par bloc :

10 000
B 0 0 001 00 01
A=Q |0 B 0| Q! avec@Q=]|0 0 0 0 1 etB—<1 o)'
0 0 1 000 10
01 0 00
On a donc
exp(B) 0 0
exp(A) = Q 0 exp(B) 0| Q.

0 0 e

< 1 < 1 chl shl
2 _ _ _ : .
Comme B* = Iy, exp(B) = ( g (2k;)!> I, + ( g o 1)!> B= <sh1 ch 1) . On obtient donc :

k=0 k=0
chl shl 0 0 0 chl 0 0 0 sh1
shl chl O 0 0 0 <chl 0 shl O
exp(A)=Q | 0 0 chl shl 0lQt=] 0 0 e 0 0
0 0 shl chl 0 0 shl 0 chl 0
0 0 0 0 e shl 0 0 O «chl

On peut commencer par diagonaliser A :

iup_ (10
par= (3 9)

10



11 P 0 O
avech(l 1).Enposantc;): 0 P 0], on a ensuite :

0 0 P

101 0 10

0 3 03 0 3

1 |1 01 0 10

Q7 BQ = 0 3 03 0 3

101 010

0 3 03 0 3

On peut ensuite réorganiser les lignes et colonnes en effectuant un changement de base : si cette derniére matrice est celle
d’un endomorphisme f dans la base (e, s, €3, €4, €5, €5), On a :

1 1.1 0 0 O
1 1.1 0 0 O
1 1.1 0 0 O
Mat(f,(61,63,65,62,64,66)): 00 0 3 3 3
0 0 0 3 3 3
000 3 3 3
1 0 0 0 0O
00 01 00
o oo 100 0
AmSl,enposantR— OOOOIO,Ona
0 01 0 00
0 000 01

ers@n = )

1 1 1
avecC = |1 1 1].Ilrestea diagonaliser C' (qui est de rang 2 : 0 est valeur propre double est la derniére valeur propre
1 1 1
est 3) :
0 0 0 1 1 1
StcS=[0 0 0] aveeS=[-1 0 1
0 0 3 0 -1 1

S 0
On pose alors T' = (0 S) et on a :

000000 1 1 1 1 1 1
000000 1 -1 -1 1 1 1

. ~{oo 3000 -1 0 1 -1 0 1
(@RT)"B@ET)= 14 ¢ o o0 o of @c@BT= 1 ¢ 1 1 ¢ 1
000000 0 -1 1 0 -1 1
000009 0 1 -1 0 1 1

Remarque : il est évidemment possible de diagonaliser B sans utiliser sa forme particuliére : on remarque que B est
de rang 2, donc 0 est valeur propre d’ordre au moins 4 (son espace propre est de dimension 4), puis 9 est valeur propre
évidente associée au vecteur propre eg = (1,1,1,1,1,1) (la somme de chaque ligne de B vaut 9). La derniére valeur propre
est donc 3, puisque Tr(B) = 12. Nous avons donc trois valeur propre : 0 (d’ordre 4), 3 (d’ordre 1) et 9 (d’ordre 1). On peut
ensuite chercher directement des bases des espaces propres. On peut choisir e5 = (1,—1,1,—1,1, —1) pour avoir Bes = 3es
et il reste & choisir une base (e, €2, €3, €4) du noyau; on résout pour cela un systéme :

20 +y+2z24+t+2u+v=0 — 20 4+y=—-2z2—t—-2u—v
r+2y+z4+2t+u+2v=0 -3z =32+ 3u
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et on peut choisir e; = (—1,0,1,0,0,0), ec = (0,—1,0,1,0,0), e3 = (—1,0,0,0,1,0) et e, = (0,—1,0,0,0,1). Nous avons
donc :

000000 1 0 -1 0 1 1
00000 0 0 -1 0 -1 -1 1
pn |00 0000 0o 0o o 1 1
PUBP=10 0000 ofl®P=0 1 0 0o -1 1
00003 0 o0 0 1 0 1 1
000009 0o 0 0 1 -1 1

Comme A* =1I,,, on a A¥ = A" ol r est le reste dans la division euclidienne de k par r. Nous avons donc :
=1 =1 =1 , (X1 5
A) = — | I, —— | A —— | A — | A°.
exp(4) kzzo @) ;) @) 4" ;;) ahyon) T ;) @k 1 3)!

Pour 0 < i < 3, notons S; = Z;:;'E m Nous avons :

So+S1+S2+S53=¢e

So +iS; — Sy —iS3 = et
So—S1+ 8, — 83 =e !
So — Sy — So +iS3 =e "

Si on le veut vraiment, on peut résoudre ce systéeme de Cramer :

Sy = cosl+chl
2
S, = sinl+shl
2
S, = —cosl+chl
2
5y = —sinl +shl
2
A0 ..o 0
. 1 0 X . . P 0
6)| Soit P € GL,,(K) telle que P~'AP = = A. En notant @ la matrice inversible o p) nous
: . .0
0 ... 0 M\
avons : 14 ) A
1 (P'AP PP\ I,
QBQ= (PllnP p-tAap) = \1, A)"
Si on note f un endomorphisme et B = (e, ea,. .., ea,) une base telle que cette matrice soit la matrice de f dans la base
B, alors B est semblable & la matrice C' de f dans la base (e1, €41, €2,€n12,--.,€n,€2,), qui est diagonale par blocs :
Dy 0 ... 0
C = 0 Dy avec D; = Al )
. . 1 N
: . 0
0O ... 0 D,

Il suffit donc de montrer que les matrices D; sont diagonalisable pour que B le soit, ce qui est une formalité car D; possede
les deux valeurs distinctes A; + 1 et A\; — 1 (a = A; + 1 est une valeur propre évidente, car les sommes des deux lignes de
D; sont égales & «, et on obtient la seconde valeur propre 8 grace a o+ = Tr(D;) = 2);).
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L,

I A)’ penser directement a introduire la matrice de passage R =
n

Astuce : on peut aussi, a partir de la matrice (

I, -1 , . .
i "] et vérifier que la matrice
I, I,

1 (A T _ A+ 0

1 n 1 _ n

R (In A) = ( 0 A- In>
est diagonale.

J est de rang 1 (la colonne C; est non nulle, Cy = jC; et C3 = j2C;) donc 0 est valeur propre d’ordre au moins 2
(Pespace associé & 0 est le noyau, qui est de dimension 2). Comme la trace de J est nulle, la troisiéme valeur propre est
aussi nulle. Ainsi, x; = X3 et J n’est pas diagonalisable (sinon, elle serait semblable, donc égale & la matrice nulle).

1 et —1 sont les seules valeurs propres réelles possibles de A. Comme x4 est un polyndéme réel, nous pouvons donc
écrire :

k
xa=(X-1*X+ 17 TIX = 2)(X = X)
i=1
oua,B €N, keN, Ap,...,A\r complexes non réels de module 1. On a ensuite :

1 =det(A) = (—1)"
2n+1=deg(xa) = a+ B+ 2k
On en déduit que 8 est pair et que a est impair : a est donc non nul et 1 est valeur propre de A.
@ Notation : pour a,b,c € C, notons :
o1(a,b,c)=a+b+c
os(a,b,c) = ab+ bc+ ca
os(a,b,c) = abe

(z,vy, z) est solution du probléme si et seulement 1, 2 et 3 sont les racines du polynéme caractéristique de A. Nous avons
donc :

X -z -1 —1
(x,y, 2) est solution <= -1 X-y -1 |=X-1DX-2)(X-3)
-1 -1 X —z
= X (r+y+2)X°+(eytyzt+zz—3)X+ar+yt+z—ayz—2
= X3~ 01(1,2,3)X? + 02(1,2,3) X — 03(1,2,3)
o1(x,y,2) =01(1,2,3) =6
— oo(z,y,2) —3=02(1,2,3) =11
Ul(xayaz) - 0'3(%‘,(7;,2) -2= _03(1a273) =—6
Ul(xayaz) =6

= oo(z,y,2) =14

03(%% Z) =10

<= (x,y,2) sont les racines de P = X? — 6X? + 14X — 10

13



on ne peut guére étre plus précis car P n’a pas de racine évidente (s'il avait une racine rationnelle p/q avec p A ¢ = 1,
on aurait p|10 et ¢|1, donc les seules racines possibles sont —10, —5, —2, —1, 1, 2, 5 et 10, et aucune de ces valeurs
n’est racine de P. On peut montrer que P posséde une unique racine réelle simple (environ égale & 1,23) et deux racines
complexes conjuguées.

1 1 1
10)[ En posant P = [1 0 —1], on peut calculer D = P~YAP et trouver & quelle condition D est diagonale. Un
1 -1 0

calcul laborieux nous donne :
3+z+y+z+a+b+c 3—a—-b—c 3—x—y—=2
D:% 9r4+y—2z4+4a+b—2¢c —a—-b+2c —-zxz—y+22
r—2y+z4+a—2b+c —a+2b—c —x+2y—=z

ce qui conduit au systéme de Cramer :
3—a—b—c=0

3—x—y—2=0
9r4+y—2z4+a+b—2c=0
—z—y+22=0

r—2y+z4+a—-2b+c=0

—a+2b—c=0
dont l'unique solutionest t=y=z2=a=b=c=1.
A0 O
Il est un peu plus simple d’écrire D= [0 u 0 0| et AP = PD, ce qui donne :
0 0 v
l1+z+4+a 1 1—a 1 1—=x 1
1+y+b)=x2(1|, [1-b])=p |0 ]et |l-y]=v]-1
14+z+c¢ 1 1—c -1 1—2z 0

On obtient ainsi un systeme de 9 équations a 9 inconnues, qui se résout facilement par pivotages :

l+x+a=A\

b=z=1 b=z=1 b=2z=1 b=z=1
1+y+b=2A

A=1+4+z+a A=1+4+z+a A=1+4+z+a A=1+4+z+a
l+z+c=A

p=1—a p=1—a pw=1—a pw=1—a
l—a=p

v=1—=x v=1—=x v=1—=x v=1—=x
1-6=0 = = = =

r+a=y+1 y=-c y=-c y=-c
l—c=—p

r+a=1+c r+a—c=1 r+a—c=1 r+a—c=1
l—z=v

l—a=c—1 a+c=2 a+c=2 a+c=2
l—y=—v

l—az=y—1 rT+c=2 —a+2c=1 3c=3
1—2=0

Ce qui nous donne la solutiona=b=c=z=y=2=1,A=3ect p=v=0.

11)|a) On peut modéliser le probléme par une suite (X, ),en de variables aléatoires & valeurs dans {1, 2,3}, définies sur
le méme espace probabilité , 2,vérifiant les conditions :

0 O P
P(Xo=1)=a, P(Xo=2)=bet P(Xy=3) =
(Xo =1 =0, P(Xo=2) Xo=3)=c avec P = (pi,)izijes= |1 2/3 1-p
Vin > 07 VZ,j € {17273}7 P(Xn+1 = Z|Xn :]) = Di,j 0 ]_/3 0
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b) Pour n € N, posons V,, = | P(X,, = 2)
P(X, = 3)

Soit n € N. Comme (X,, = i)1<;<3 est un systéme complet d’événement, la formule des probabilités totales donne :

Vie{1,2,3}, P(X,1 =) Zp” = 1),

ce qui donne V,, = P"Vj.

1-12
p. Nous avons

1
On va réduire la matrice P : xp(X) = (X —1) (X2 + 3 X+ g) et le discriminant du trinéme vaut

donc deux cas a étudier.

1
e lercas:p# Tk

-1 1
P a trois valeurs propres distinctes (dans C) : Ay =1, Ay = e et A3 = Tu’ ol 1 est une racine (éventuel-
lement complexe) de 1 — 12p. P est donc diagonalisable et on peut calculer une base de vecteurs propres (e, e, €3).
p p p p p
On trouve facilement e; = |3 |, ea= |3\ | = [ -Xa—p|etes= 3N | = -X3—p]|. Ainsi,on a:
1 Ao A2 A3 A3
1 0 0 D p p
P =@ (0 X O Q_l avec@ =3 —Xo—p —A3—p
0 0 A% 1 A2 A3

Le lecteur courageux pourra calculer ce produit pour donner des expressions des P(X,, = i).

Slp> )\3—)\26t|)\2| _)\2>\3:§<1.

1 1 —1—-1-12 —1+1-12
Sip< 2’ on a 3= =Xy = Tp <Az = % < 0. Ainsi, dans tous les cas, P™ converge vers
1 00
Q|0 0 0] Q! quand n tend vers l'infini.
0 0 O
N 1 . 1
e 2¢me cas : p = —. P a alors A\; = 1 pour valeur propre simple et A2 = —¢ pour valeur propre double. Le vecteur
1/12
e1 = 3 est une base de I'espace propre associé a A1, mais P n’est pas diagonalisable car ’espace propre associé
1
-1
a A est de dimension 1, engendré par e = [ —1 |. On peut ensuite calculer un vecteur es tel que Pesg = es + Ages
2
(pour obtenir une forme de Jordan), en résolvant le systéme :
1 1
n 2 . 11 1 1
x —z=——y—
3T 67
Zy=—= 2
3y 6,2 +
-7
ce qui donne (par exemple) es=| 5 | etona:
2
1 0 0 \" 1 0 0 1/12 -1 =7
P"=Q |0 —-1/6 1 Q'=Q |0 (-1/6)" n(-1/6)"' | Q lavec@Q=| 3 -1 5
0 0 -1/6 0 0 (—=1/6)" 1 2 2

15



Q.

o O O
o O O

1
et P™ converge encore vers | 0
0

Ainsi, dans tous les cas, V,, converge vers un vecteur colinéaire a e;. Or, pour tout n € N, V,, appartient a I’hyperplan
d’équation z +y + z =1 : il en est donc de méme de sa limite. On a donc :

1 p
v, —— (3
n——+o00 p—|—4 1

Le polynéme P = X3 — X — 1 est un polynéme annulateur de A. On en déduit que les valeurs propres de A sont des
3
racines de P. On fait une étude élémentaire de la fonction  — 22 —x — 1 : P est strictement croissant sur } —00, —\3[} ,
3 3 3 3 23
strictement décroissant sur [—\3[, —I—\g] et strictement croissant sur [\3[, 400 {; comme P (—{) = T\[ —1<0et
que P(x) tend vers 'infini en 400, P posséde une unique racine réelle «; cette racine est simple et strictement positive.

On en déduit que les deux autres racines de P sont complexes non réelles et conjuguées : P = (X — a)(X — 8)(X — 3)
avec € C\R. On en déduit que le polynéme caractéristique de A s’écrit x4 = (X — @)?(X — 8)4(X — 5)4, avec p,q € N
et p+ 2¢g =n. On a donc :

det(A) = o? |B|*7 > 0.

Ona:

XIn1 — A —ALQ . _Al,k
0 XTI, — Ay :
XA = = XA; XAy -+ XA
’ ' —Ap_1k
0 0 XIn — Ay

Pour P € K[X], la matrice P(A) est également triangulaire par blocs, de blocs diagonaux P(A;),..., P(Ag). Pour que
P(A) soit nul, il faut donc que tous les P(A;) le soit. Le polynéme minimal de A est donc un multiple des polynémes
minimaux des A;. Autrement-dit :

A, VA, VA, ‘7‘1’,4.

Si A est diagonale par blocs, P(A) = 0 si et seulement tous les P(A;) sont nuls et 74 est le p.p.c.m. des 74,.

Supposons que (AB)" = 0. On a (BA)"™* = B(AB)"A = 0, donc BA est nilpotente. On en déduit que ypa = X",
puis (BA)™ par le théoréme de Cayley-Hamilton.

On a facilement P~'AP = (8 g) = B avec P = (_11 }) En posant P~'XP =Y, I’équation devient :

Y?+Y =P ' (X?*+X)P=P 'AP = B.

0
Y2 4+Y = B est équivalent a (a® + a =0, b*> + b= 2), soit a € {—1,0} et b € {—2,1}. L’équation a donc 4 solutions :

(-1 0 1 /=3 <1 (-1 0\, (01
le(o —2)P 2(—1 —3> X2P<o 1>P (1 0)
(0 0 4 (-1 -1 {0 0\, 1/11
X3_P<0 2>P _(1 1) X4_P<0 1>P _2<1 1)

Si Y est une solution de cette équation, Y commute avec B, donc Y est diagonale. On peut donc écrire Y = ¢ ) et
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Exercices Mines-Centrale

On remarque que (X2 — a?)P’ — 2nX P est bien de degré au plus 2n (les termes de degrés 2n + 1 se téléscopent) et
la linéarité de ¢ est conséquence de la linéarité de la dérivation et de la bilinéarité du produit des polynomes.

Pour A € R, on résout I'équation différentielle (E) : (22 — a?)y’ = (2nxz + \)y; A sera valeur propre de ¢ si et seulement
si cette équation admet une solution polynomiale non nulle de degré au plus 2n. Comme on manipule des polyndémes, on
peut se limiter & I'intervalle I =]a, +-oc[, sur lequel 22 — a? ne s’annule pas.

e Premier cas : a # 0.
La solution de (F) sur I est :
y(x) = K(x — a)""’% (x 4+ a)”_%.
Si les deux exposants sont des entiers naturels, on aura bien une solution polynomiale de degré au plus 2n (on pourrait
montrer que cette condition est également nécessaire, mais ce ne sera pas utile). Ainsi, pour k € {0,...,2n}, la valeur

k —
A =

propres distinctes et que E est de dimension 2n + 1, on a toutes les valeurs propres. Ainsi, ¢ est diagonalisable et

n
est valeur propre de ¢ associée au vecteur propre (X —a)*(X +a)?"~*. Comme on a trouvé 2n+1 valeurs

la famille ((X —a)*(X + a)Q"_k> est une base de vecteurs propres.
0<k<2n

e si a = 0, 'espace vectoriel des solutions de 1’équation différentielle sur I =]0, +o00[ ou | — 00, 0 est engendré par la

fonction :

2 Az

y(x) = 2"e”
Si A > 0, on travaille sur | — 00, 0[ et y(z) tend vers +o0o0 quand z tend vers 0~. De méme, si A < 0, on travaille sur
10, +00[ et y(z) tend vers l'infini quand x tend vers 0T. La seule possibilité pour avoir un polynéme est de choisir

A =0, qui est donc la seule valeur propre de ¢, associée & I’espace propre Vect(X?").

Comme s est scindé, on peut trigonaliser M : il existe Q € G L, (K) tel que Q"' MQ = A est triangulaire supérieure,
de diagonale égale a (A1,...,\,). On en déduit que Q=1 P(M)Q = P(A) est triangulaire supérieure, de diagonale égale a
(P(A1),...,P(\y)). Nous avons donc :

n

XP(M) = H(X - P(/\i))-

i=1

[18)] On remarque que J° = M(1,0,...,0), J = M(0,1,0,...,0), J? = M(0,0,1,0,...,0), ..., J"~* = M(0,...,0,1). On
a donc :

n—1
M(ap,a1,...,an—1) = P(J) avec P = Z ap Xk.
k=0
11 suffit donc de diagonaliser J pour diagonaliser toutes les matrices M (ag, a1, ..., a,—1). Comme le polynéme minimal de

J est X™ —1, ce polynoéme est aussi son polynéme caractéritique (car m; divise chy, qui est de degré n). J a donc n valeurs
propres distinctes, qui sont les racines n-iemes de I'unité. Si A\ est un telle racine, I’espace propre associé est engendré par

le vecteur (1, \,A%,...,A"~1). En notant Ay, A, ..., \, les n racines n-iémes de I'unité, la matrice de Vandermonde
1 1 . 1
A1 D U W
p=| A A A%
n—1 n—1 n—
Al A2 An !
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diagonalise M (ag,ai,...,an—1) :

P(A\) 0 0
0 P(X2)
P~ 'M(ag,a1,...,a,_1)P =
0
0 0 POw)

Soit A une matrice nilpotente de M3(K) et f: X — AX I’endomorphisme de K3 canoniquement associé a A. Nous
allons faire une disjonction des cas selon I'indice de nilpotence de A.

o SleO,A:Al

e Sif#0et f2=0,0nalm(f)C Ker(f); comme la somme des dimensions de ces deux espaces est égale a 3 (formule
du rang), on a rg(f) =1 et Ker(f) est un plan. On peut donc choisir un vecteur es en dehors de ce noyau et poser
e1 = f(ez2); ey est lors un élément non nul de Ker(f) et on peut choisir e3 qui compléte e; en une base du noyau.
La famille B = (ey, es, e3) est une base de K3 vérifiant : f(e;) = 0, f(ea) = ey et f(e3) =0, donc A est semblable &
As (A est la matrice de f dans la base canonique et A sa matrice dans la base B.

e Si f2#0,0na f2=0 (I'indice de nilpotence ne peut pas dépasser la dimension de I'espace). On choisit e3 tel que
f%(e3) # 0 et on pose es = f(e3) et e; = f(e2). On montre facilement que B = (ey, €2, e3) est une base de K3 : A
est semblable & Ay = Mat(f, B).

a) Si f est inversible, f o g = 0 donne g = 0; en choisissant une base qui trigonalise f (c’est possible car le corps de
base est C : xs est scindé), on trigonalise f et ¢ simultanément.

b) Si z € Ker (f), on a f(g(z)) = g(f(x)) = g(0) = 0 donc g(x) € Ker (f) : le noyau de f est stable par g.

Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur la dimension de E. Le résultat est évident si F est de dimension
1 (toute base trigonalise f et g puisqu’une matrice de taille 1 est triangulaire). Supposons que n = dim(E) > 2 et
que le résultat ait été démontré en dimension n — 1. On fixe f,g € L(F) tels que fog = 0. Si f est inversible, le a)
permet de conclure; sinon, la restriction de g & Ker (f) est un endomorphisme du C-espace vectoriel Ker (f), qui est de
dimension non nulle : il admet donc au moins une valeur propre p; et un vecteur propre associé e;. Nous avons donc
f(er) = Aieg et g(er) = prer avec Ay = 0. Choisissons un supplémentaire F' de Vect(e1) et une base B) = (e2,...,e,) de
F. By = (e1,€9,...,e,) est alors une base de E et

A X Y’
Ma‘t(fv BO) = (Ol A/> et Mat(g730) = (%1 B/)

avec A", B’ € M,,_1(C) et X'.Y' € M;,-1(C). La condition fog = 0 donne A’B’ = 0. En notant f’ et ¢’ les
endomorphismes de F définis par A’ = Mat(f’,B}) et B’ = Mat(¢’,Bj), on a f' o g’ = 0 : 'hypotheése de récurrence
s’applique et il existe une base B’ = (es,...,e,) de F telle que A = Mat(f’,B') et B = Mat(g¢’, B’) sont triangulaire
supérieures. La famille B = (e, ea,...,e,) est alors une base de E et

Mat(f, B) = <>\01 )j) et Mat(g, Bo) = (’161 g)

sont triangulaires supérieures.

21)] Soit A € K. On a, pour u € L(E) :
F(u) = <= uo(f —Ad) =0 Im(f — A\d) C Ker (u).

Si A n’est pas valeur propre de f, Im(f — AId) = E et seul u = 0 vérifie F'(u) = Au. Sinon, \ est valeur propre de F' associé
a l'espace propre :
L(E)x ={ue L(E), Im(f — Ad) C Ker (u)}.
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Pour calculer la dimension de cet espace, travaillons matriciellement : fixons une base (eq, .. ., e,.) de Im(f—AId), complétée
en une base B de E. On a alors :

u € L(E)y <= Mat(u, B) est de la forme (0 A) avec A € My .
On en déduit que L(E)y est de dimension n(n — r), i.e. ndim(E)) ou E est 'espace propre pour f associé a A.

Les endomorphismes f et F' ont alors le méme spectre et :

F est diagonalisable <= Z dim (L(E)y) = n?

AESP(F)

= Z ndim (Ey) = n?

AESP(f)

= ) dim(E))=n
AESP(f)

<= f est diagonalisable.

On a le méme résultat avec G. On peut le démontrer de la méme facon :
Gu) = <= (f —Ad)ou=0 <<= Im(u) C Ker (() f — AId)

donc Sp(G) = Sp(f) et, pour X valeur propre de f, on montre que l’espace propre de G associé & X est aussi de dimension

ndim(E)) (en choisissant une base (e1,...,er) de Ker(() f — AId) complétée en une base B de E, les éléments de
Ker(G — MId) sont les endomorphisme dont la matrice dans la base B est de la forme (13) avec A € My ).

On peut aussi travailler sur G par “dualité”. Le plus facile est de remplacer les endomorphismes par des matrices; nous
avons démontré avec le travail sur F' le résultat :

Pour A € M,,(K), 'endomorphisme F4 de M, (K) défini par F(M) = MA est diagonalisable si et seulement A est
diagonalisable.

En posant G4 : M+ AM, nous avons G4 = ¢ o Fyr o avec p: M+ M. On en déduit donc :

G 4 est diagonalisable <= F,r est diagonalisable <= AT est diagonalisable <= A est diagonalisable.

1
22)[a) Un calcul rapide donne x4, = (X —2)?(X —4); comme rg(A—2I3) =rg | 2
1

-1
—2 | =1, ’espace propre associé
-1
0
a la valeur propre 2 est de dimension 2 et A; est diagonalisable, semblable & D = 0
4

Comme By = AlT, C1 est également diagonalisable et semblable & D : A; et By sont semblables.

b) On a A3 = 0, donc Im(Ay) C Ker(Az). Par la formule du rang, on en déduit que Ker(As) est de dimension 2 : on peut

1 1
donc choisir ez € C? tel que Aa(ez) # 0, par exemple e3 = [ 0 |. On pose alors e3 = Asez = | j |. On compléte ez en
0 52
1
une base (ey, e2) du noyau de Ker(A,) : comme I’équation de ce noyau est x + jy+j2z = 0, le vecteur e; = | 1 | convient.
1

La famille B = (e, ez, e3) est alors une base de C? et ’'endomorphisme X —— A X a pour matrice By dans la base B.
Nous avons ainsi :

1 1 1
P 'A3P =By avec P= |1 7 0
1 420
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c¢) Les matrices Az et Bz ne sont pas semblables car elles n’ont pas le méme rang (rg(As) = 2 et rg(Bs) = 3).

23)|a) Ona P = HX Ai), donc P’ = ZH (X —=Xj) :Z:le)\i.

i=1 i=1 1<j<n
i#
D’autre part, pour ¢ fixé, on peut écrire (en posant a,, = 1 pour simplifier I’écriture) :
P = anX"+an_1X"_1+~-~+ao

= (X-\) <aan1 + (@n_1 + Xian) X2+

s (g NG o AP X (o Nag e A?‘lan)X")

d’ou

' r , n—k c—
V’L, X _ :kzﬂ(ak+)\iak+1+...+an)\ k)Xk 1

i
En sommant sur ¢, on obtient donc :

n

Z kaka71 =P = Z (nak + ak+151 + -+ anSn_k) Xk
= k=1

et donc par identification :
Vke{l,...,n}, 0=(n—k)ar + ag4151 + - + anSn—&k

La valeur K = n donne 0 = 0 : on a donc n — 1 relations utiles, qui font intervenir S1,Ss, ..., S,—1 mais pas S,,. On obtient

une derniere relation en écrivant :
n

0=ZP(A¢):nao—l—a15’1+~-~+an5n

i=1

ce qui donne les n relations demandées :

Vke{0,....,n—1}, 0= (n—k)ar + ax+151 + - + anSn—s

b) Le résultat précédent montre que si on connait les coefficients aq,...,a,—1, on peut calculer les valeurs Si,...,S,
(comme a, = 1 est non nul, on a systéme triangulaire inversible d’inconnues Si, Ss, ..., Sy).

Comme les n — k sont non nuls (pour 0 < k < n — 1), on peut également voir ce systéme comme un systéme triangulaire
inversible d’inconnues ag, . .., a,_1 : cela permet de calculer ay,...,a,_1 en fonction de Sy, S5s,...,.S,.

Autrement-dit, pour deux polynémes P et (Q unitaires de degrés n tels que :
P:X"+an,1X"_1+~-~+a0 = (X—)\l)(X—)\n)

Q:Xn-ﬁ-bn,anil + - +b0 (X /,Ll) (X—,un)

on a:

P=Q <<= <Vj€{1,...,n}, ajbj> = (Vje{l,...,n}, ZAZZui)
i=1 i=1

En appliquant ceci a x4 et x5, on obtient :

xa=xB <= Vje{l,...,n}, Tr(A%)="Tr(B%).

c) Pour P= (X —1)", onaS; =n pour tout k € {1,...,n}. On en déduit que les solutions du probléme sont les matrices
A telles que x4 = (X — 1)™
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24)[ Soit A € M,,(C). Comme C est algébriquement clos, on peut trigonaliser A : il existe P € GL,(C) telle que
P'AP=D+N

ou D est diagonale et N triangulaire supérieure stricte. On peut alors écrire D = Dy + Dy avec D1, Dy diagonales de sorte
que tous les termes diagonaux de Dy (resp. de Ds) soient distincts deux & deux. On peut par exemple noter A1, Aa, ..., A\,
les termes diagonaux de D puis :

eonposea; =M1 et f1=0:0onaa+ 0 =A;

e on choisit as distinct de oy et de Ao — 31 ; on pose By = Ao — iy et on a ag + B2 = Ay avec ay, as distincts et [, B

distincts ;
e pour k € {1,...,n— 1}, si on suppose a,...,ax, 31, P2,..., Pk construits, on choisit a1 € C tel que :
1 E a1, Qe Ak = By Ak — Bi -
On pose Br41 = Akg1 — Qg1
Arrivé au rang n, les matrices Dy = diag(ay, ..., a,) et Dy = diag(B1, ..., B,) conviennent. Nous avons donc :

A=PAP '+ PAP!

et les matrices PA; P~ ' et PAy P~ sont diagonalisables, puisqu’elles ont chacune n valeurs propres distinctes.

25)| Soit A une solution. Si r est le rang de A, on peut écrire :

A=PJ,Q " avec P,Q € GL,(K) et J, — ({) 8) .

On montre alors facilement que J,. est également solution du probléme : ceci impose » = 0 ou n = 1. En effet, si 1 < r

et m > 2, on choisit C' = (8 7 0 > et on a 0 = det(J,.) + det(C) = det(J, + C) = det(l,,) = 1, qui est absurde. Quand
n—r

n > 2, la seule solution est donc la matrice nulle. Par contre, toutes les matrices A sont solutions quand n = 1.

26)| En échangeant 1'orde des vecteurs, on montre que A est semblable & la matrice diagonale par blocs :

a+b a 0
A = a a+b 0
0 0 b

a+b

La matrice B = ( a a i b> a pour valeurs propre b+ 2a (somme des lignes) et b (en calculant la trace), associées aux

vecteurs propres (1) et (_11> On a donc :

_ b+2a 0 1 (1 1
B—P< 0 b)P avecP—<1 _1>.

On obtient donc, pour tout n € N :

o p ((b+2a)n 0) et :% ((b+2a)n+bn (b+ 2a)" _bn>

0 b* (b+2a)" —b"  (b+ 2a)" + b"
puis :
(b+2a)™ +b" 0 (b+2a)" —b"
2 2
A" = 0 b 0
(b+2a)" — " 0 (b+2a)"+ 0"
2 2
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Soit M € M3(K) telle que M* = M?. Le polynéme P = x?(X? — 1) est donc annulateur de M. On peut donc écrire
(lemme des noyaux) :
K3 = Ker(M?) @ Ker(M — I3) @ Ker(M + I3).

Si Ker(M) = Ker(M?), M est diagonalisable et semblable &

A0 0
D=10 X 0], avec A\, 2, A3 € {—1,0,1}.
0 0 Mg

Sinon, Ker(M?) est soit de dimension 2, soit de dimension 3. Dans le premier cas, la restriction de M a Ker(M?) est

nilpotente d’indice 2, donc elle a pour matrice (8 (1)> dans une base bien choisie : A est semblable &
A =

1
0 , avec A € {—1,1}.
0

o O O
> O O

Dans le second cas, A est nilpotente d’indice 2, donc A est semblable &

Ay =

o O O

1
0
0

o O O

Une vérification élémentaire montre que les matrices D, A; et Ay sont solutions. Les matrices M de M3(K) vérifiant
M? = M* sont donc les matrices semblables & 1'une des matrices suivantes :

01 0 010 010 A0 0
00 0,10 0 0], [0 0O0), [0 X 0O avec A1, 2, 3€ {-1,0,1}.
0 0 -1 0 0 O 0 0 1 0 0 X3
Analyse : supposons que A est solution du probléeme.
A0 0
Premier cas : A est diagonalisable, semblable & | 0 X2 0 |. A% et A% sont semblables donc les triplets (A2, A3, \3)
0 0 X3

et (A3, A3, \3) sont égaux a une permutation o prés. Quitte & changer 'ordre des \;, il suffit d’étudier trois permutations :
e 0 =1Id; \? = X} pour tout i, donc quitte & changer Pordre des \;, nous avons :
(A1, A2, A3) € {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,1),(0,0,0)} = S;.

e 0= (1,2);0onal =23 A\ =)\ et A2 = \3. On en déduit que A} = \§ = \), d’ott \; = 0 ou A} = 1; on obtient
par symétrie Ay = 0 ou A\J = 1. Si A\; € {0,1} ou Xy € {0,1}, on est dans la méme situation qu'avec o = Id.
En notant o = ¢?™/5 nous pouvons donc supposer que A\; = o et Ay = o4, avec 1 < p,q < 4. Nous avons alors
2p = 3q [5] et 2¢ = 3p [5], ce qui équivaut & 4p = ¢ [5]. Nous avons donc deux possibilités : {\1, A2} = {@,a?} ou
{21, 22} = {a?,a%}. Quitte & échanger \; et g, nous avons :

(A1, Ao, A3) € {(a,0*,0), (2, 02,0), (a,a*, 1), (?, a3, 1)} = S,
puisque A3 € {0, 1}.

e 0 =(1,2,3); A = X3, A2 = A} et A3 = \3. Nous avons A\§ = A?7 pour tout 4. Si 'un des )\; vaut 0 ou 1, on est a
nouveau dans le cas ¢ = Id. Sinon, en posant 8 = €27/19 ona A\ = 8P, Ay = 8% et A3 = A" avec 1 < p,q,r < 18,
on a :

2p = 3q [19], 2¢ = 3r [19] et 2r = 3¢ [19],
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ce qui donne (13 est I'inverse de 3 modulo 19) :
™ =q[19], 11p =17 [19]
Quitte a réordonner les \;, nous avons donc 6 possibilités :

()\17A27)\3) S {(6,677611)7 (627635/614)7 (54766569)7 (65a6167517)7 (ﬁ87612aﬁ18)7 (6107513a615)} = 83

Nous avons donc montré que A est semblable a I'une des 14 matrices diagonales :

A 0 0
0 Ao 0 s (/\1,)\2,)\3)681 USs USg.
0 0 A3

Deuxiéme cas : A posséde une valeur propre double A; (associée & un espace propre de dimension 1) et une valeur propre

A 10
simple A3. A est alors semblable & la matrice | 0 Ay 0 | et:
0 0 X
A2 2\ 0 A3 3N 0
A2~ 0 A2 0] etA3~[0 A 0
0 0 M 0 0 X3

A% et A ont les méme valeurs propres. Si elles ont une valeur propre triple, cela impose A7 = A3 et A\$ = A\3. Comme
A1 # Ay, on a Ay = — Ay, puis A3 = A3 = =3, ce qui impose A\; = 0 et Ay = 0 : c’est absurde; on en déduit que A? et
A3 ont deux valeurs propres distinctes, A2 (resp. A}) valeur propre double pour A2 (resp. pour A%) et A2 (resp. \3) valeur
propre simple pour A? (resp. pour A%). On a donc A\? = A} et A3 = A3, ce qui impose Aj, Ay € {0,1} et A est semblable a
I’'une des matrices :

010 110
000, [o 1 0
00 1 00 0

Troisiéme cas : A posséde une valeur propre triple A\. On obtient facilement A2 = A3, et donc A € {0,1}. Comme A — \I3

A1 0 A1 0
est nilpotente non nulle, A est semblable a soita [0 A 0,soita [0 A 1
0 0 X 0 0 A
010
La seconde matrice doit étre exclue quand A =0, caravec A~ |0 0 1|, ona A2 # 0 et A% = 0. Nous obtenons donc
0 00

que A est semblable a 1'une des trois matrices :
0 10 1 10 1 10
0 0 0)J,{0 1 0])ou(O 1 1
0 0 0 0 0 1 0 0 1

Synthése : on vérifie facilement que, réciproquement, toute matrice semblable a 'une des 19 matrices décrites dans
I’analyse est solution.

Remarque : nous utilisons des résultats qui sont a la limite du programme, mais qui se montrent assez facilement en
dimension 3 :

e si f est un endomorphisme nilpotent d’un espace E de dimension 3, il existe une base dans laquelle la matrice de f
est I'une des trois matrices :

00 0 01 0 010
00 o0],{oo0o0],oo01
00 0 00 0 00 0
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e si f est un endomorphisme d'un espace E de dimension 3 et si x; = (X — \)?(X — u) avec A\ # pu, l'espace
Ker (( f—=AlL d)2) est de dimension 2 et il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est I'une des deux
matrices :

A0 O A1 O
0O XN 0OJou |0 X O
0 0 p 0 0 pu

Si A est nilpotente d’indice n, on peut choisir un vecteur e de K™ tel que A" ‘e # 0. On en déduit facilement que
B = (A" le, A"~ 2e,..., Ae,e) est une base de K™. Si P est la matrice de passage de la base canonique de K™ a B,
P1AP =J.

Remarque : il est plus facile de traiter ce probleme vectoriellement. Si f est un endomorphisme nilpotent d’indice n d’un
espace vectoriel E de dimension n, on peut choisir e € E tel que f*~(e) # 0. La famille (f"*~(e), f*2(e),..., f(e),e)
est alors une base de E dans laquelle la matrice de f est égale a J.

a) L’idée est de chercher les vecteurs propres de M sous la forme Z = (
et Z € C* .

;() avec X,Y € C™. Nous avons, pour A € C

Y=)X Y=)X
MZ =\ < =
2AX + AY = )\Y (2+NAX = 22X

Si A = —2, ce systéme a pour seule solution (X = 0,Y = 0), donc —2 n’est pas valeur propre de M.

Pour A # -2, Z € F(\) <= X € E (/\’\—jz) et Y = AX. On en déduit que X —— (X, AX) est un isomorphisme de

E (;‘—;) sur F'()) : les deux espaces ont donc méme dimension.

b) Pour u € C, nous avons :
e si u=0, X2 — puX — 2u a une racine double A\;(0) = A\2(0) = 0;
o si u=—8 X2 — uX —2u a4 pour racine double \;(—8) = \o(—8) = 4;
e sinon, X% — X — 2u a deux racines simples A1 (u) et Aa(p).

)\2

Pour tout complexe A autre que —2, on a A € {\1(p), \a(p)} avec p = 5.

N = dim (@ F(/\)>

AeC

On peut donc écrire :

dim(F(0) + dim(F@) + > dim (F(A (1)) + dim (F(ra(n)))
HEC\{0,~8}

= dim(E(0)) + dim(B(-8))+2 > dim(E(n)))
n€eC\{0,—-8}

Comme dim(E(0)) + dim(E(=8)) + X ,cc\ (0,53 dim (E(u))) < n, on a:

M est diagonalisable <= N = 2n <= dim(E(0)) = dim(E(—8)) =0 et Z dim (E(u))) =n
n€eC\{0,-8}

ce qui prouve que M est diagonalisable si et seulement A est diagonalisable avec Sp(A) N {0, -8} = 0.

31)| On rappelle la relation importante :

VA € M,(C), (ComA)' A= A(ComA) =detAl,.

a) Notons x4 = a, X" + ap 1 X" 1+ +ag (onaa, =1et ay=(—1)"det A).

Si A est inversible, nous pouvons écrire (Com A)" = (det A)A™!, puis utiliser deux résultats élémentaires :
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1
e si A est inversible, xq4-1 = — (ap + an—1X + -+ aoX");
ag

e pour tous M € M,(C), a € C* et A € C, xamr(A) = a"xpr (N ).

Ces deux égalités se démontrent facilement en revenant a la définition du polynéme caractéristique. Par exemple :

: _ Ay —mdet (oaat (L oa)) = G
YA e C*, xa-1(N\) =det(Al, — A )—det< A (/\In A)) = ot A xa(l/X)

ce qui donne le résultat annoncé, puisque ag = (—1)"det A et A"xa(1/A) = ap + an_1 A+ -+ + ag\™.

Nous obtenons donc, en posant € = (—1)" :

X(Com AT (A) = A" + ear A"t + e2azag\" T + -+ efagal TN 4+ epanal

Si A n’est pas inversible, on peut appliquer le résultat précédent a A — pl,, pour tout u € C\ Sp(A) : en notant a;(A) le
coefficient de \* de x4, nous avons pour A complexe fixé :

X (Com (A—pr, T N) = A+ ear(A— pl, )N 4 4 e%ap(A — ply)a ™ (A = plp) X + - 4 enan(A — ply)af ™ (A — ply)

pour tout 1 € C\ Sp(A). Les deux membres de ’égalité sont des polynomes en p, qui coincident en une infinité de valeurs :
ils sont donc également égaux pour pu = 0.

b) Soit X un vecteur propre de A associé & la valeur propre A. Si A est non nul, on peut écrire :
(det A)I, X = AAX = AAX) = MAX

et A
o

Si A =0, on utilise cette fois 'égalité AAX = (det A) X = 0. On a alors deux cas :

donc X est vecteur propre de A pour la valeur propre

e si A est de rang n — 1, le noyau de A est de dimension 1 : X en est donc une base et comme AX € Ker (A), il existe
wtel que AX = puX @ X est un vecteur propre de A.

e sinon, A est nulle (tous les déterminants de taille n — 1 extraits de A sont nuls) et X, vecteur non nul, est vecteur
propre de A.
¢) (i) Comme A n’est pas inversible, ag = 0, ce qui donne :
X7(A) = A"+ ca; \" !
On en déduit que A est de trace non nulle si et seulement si a; # 0 (au signe pres, la trace est le coefficient de degré n — 1
du polynoéme caractéristique), soit si et seulement si 0 est racine simple de x 4.

(ii) si O est valeur propre simple de j’ le noyau de A est de dimension 1 et A est de rang n — 1. Comme AA= 0, on a

Im (A) C Ker (Z), donc Ker (ﬁ) est de dimension au moins n — 1. Ceci prouve que 0 est valeur propre de A d’ordre au

moins n — 1 : comme la trace a de A est non nulle, « est la derniere valeur propre de A (la trace est la somme dessaleurs
propres). On en déduit que x 7 =X "~1(X — a) et que A est diagonalisable car elle a deux valeurs propres, d’ordre n — 1
et 1, dont les espaces propres sont de dimension n — 1 et 1.

(iii) La condition rgA) = n — 1 n’est pas suffisante, la matrice A = <0 1> est de rang 1 et A= <

0 -1
0 0 > est de trace

0 O
nulle (et cela donne aussi un contre-exemple pour la question (ii)).

Remarque : il est possible d’utiliser une autre approche pour étudier A ; en effet, on a :
VA, B € GL,(C), AB = (det A) A~ (det B) B~ = det(BA) (BA)~' = BA
et par densité de GL,,(C) dans M,,(C) et continuité de M — M , on peut prolonger cette propriété :

VA, B € M,(C), AB = BA.
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En particulier, pour P € GL,(C), PPl = I, = I,,, donc (ﬁ)_1 = P~1. On en déduit que si A et B sont semblables,
avec B = P71AP, alors A et B sont semblables :

BoPAP—PAP) L

Ainsi, en trigonalisant A, on peut supposer que B est triangulaire, de diagonale (A1, A2, ..., \,), et la matrice B est elle
aussi triangulaire, de diagonale (p1, pi2, ..., tin) avec p; = [[1<k<n Ak pour tout k. On en déduit les relations :
k#i
n n n
xa=[[xX-M)etxz=][x-w)=]][X- [ M
=1 =1 i=1 1<k<n
k#i
Si A1 est nul, o, ..., i, sont nul et trA = 1 = Aa...\, est non nul si et seulement si 0 est valeur propre simple de A.

Ainsi, si 0 est valeur propre simple de A, 0 est valeur propre d’ordre n — 1 de A (avec un espace propre de dimension n — 1

car rg (Z) < 1) et p; est valeur propre d’ordre 1 : A est diagonalisable.

Si A est inversible, on a BA = A'ABA, donc AB et BA sont semblables : elles ont méme polynéme caractéristique.

Si A n’est pas inversible, il existe p > 0 tel que A, = A — «I,, € GL,(R) pour tout = €]0, p[. En effet, A n’a qu’un
nombre fini de valeurs propres : on choisit p > 0 quelconque si A n’a pas de valeur propre strictement positive et
p = min (Sp(A4)N]0, +o0]) sinon.

On déduit de I’étude du premier cas :
VA eR, Vz €]0,p[, det(\l, — A, B) = det(\],, — BA,)

ce qui donne
VA € R, det(\,, — AB) = det(A\l,, — BA)

en faisant tendre z vers 07 (I'application déterminant est continue car polynémiale).
33)| A est diagonalisable (elle a deux valeurs propres distinctes 3 et 1) et on a :

PITAP = (g (1)) =D avec P = G _11> .

On en déduit :

D D D D P 0 0 O
D 0 0 D 0O P 0 O
-1 _ _ _ 1
P "BP = D 0 0 D =(C avec P = 0 0 P 0
D D D D 0 0 0 P
On peut ensuite regrouper les 0 de C' (si C' est la matrice d'un f dans la base (e, e, ..., es), on écrit la matrice de f dans
la base (e1, €3, €5, €7, €2, €4, €6, €8) :
33330000 100 0 0 O0O0O
300 3 0000 00001 O0O00O0
300 3 0000 01 00 0O0O0OTUO
1 133 3 3 000 0 1000 0 0 0100
Q=10 000111 1| P®C=19g010000 0
0 0001 001 00 0 0 0 0 10
00001001 0001 0 O0O0TO
00001 1 11 0 00O O0OO0OTO0T1
1 1 1 1
. 1 0 0 1 . .
La matrice J = 10 0 1 est diagonalisable :
1 1 1 1
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e J est de rang 2 et e; = (1,0,0,—1) et ea = (0,1, —1,0) forment une base de son noyau;

e 1 ++5et1—+/5sont des valeurs propres simples de .J, associés aux vecteurs propres es = (1 +5,2,2,1+ \/5)
ot ey = (1 —V5,2,2,1— \/5)

Nous avons donc :

0 0 0 0 1 0 145 1-45
0 0 0 0 0 1 2 2
_1 _ _
(B)TJTE=10 0 1405 o avec fi=1 5 1 2
0 0 0 1—vV5 -1 0 1+vV5 1—+5
puis
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 3(1++5) 0 0 0 0 0
ihp |0 0O 0 31—-+v5) 0 0 0 0 B
R"DR = 0 0 0 0 0 0 0 0 avech(Rl 0Q Rl).
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 14++5 0
0 0 0 0 00 0 (1-+5)
Nous avons ainsi :
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 3(1++5) 0 00 0 0
1pe |0 O 0 (1—-+5) 0 0 0 0
STBS=14 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1++5 0
0 0 0 0 00 0 (1—+/5)
1 0 1456 1—=v5 1 0 1++5 1—-+5
1 0 145 1—v5 -1 0 14++v5 1—-+5
0 1 2 2 0 1 2 2
0 1 2 2 0 -1 -2 )
avec §=PQR=1, 2 2 0 -1 2 2
0 -1 2 2 0 1 -2 )
-1 0 14+v5 1=v5 =1 0 1++5 1—-+5
V5 V5

-1 0 145 1- -1 0 14++5 1-—

a) Pour g,h € G, on a ghgh = (gh)? = 1, donc g(ghgh)h = gh, soit hg = gh : le groupe G est abélien.

b) Comme le polynome X2 — 1 est scindé a racines simples (c’est ici qu’intervient ’hypotheése 1+ 1 # 0), les matrices
A € G sont diagonalisables et commutent deux a deux (d’apres le a). Le théoréme de diagonalisation simultanée prouve
que les éléments de G sont simultanément diagonalisables. On peut démontrer ce résultat classique par récurrence dans
ce cas particulier :

(P,) : pour toute partie A de M, (K) avec A2 = I,, pour tout A € A et AB = BA pour tous A, B € A, il existe
P e GL,(K) tel que P~1AP est diagonale pour tout A € A.

e sin =1, le résultat est évident car toutes les matrices de taille 1 sont diagonales;
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e soit n > 2 et supposons le résultat démontré dans M (K) pour tout k < n. Si A est une partie de M,,(K) vérifiant
les conditions imposées, deux cas se présentent : si A ne contient que des homothéties (i.e. A C {I,,—1I,}), toute

matrice P inversible convient. Sinon, il existe Ag € A telle que Ay est semblable & (Ié’ _(} ) avec 0 < p <net
q

0 < ¢ <n. En notant Q € GL,(K) telle que Q1 A4,Q = <‘3’ —(if >, on a:

q

VA€ A Q1AQ = (%1 /(1) ) avec A; € M,(K) et Ay € M, (K)
2

(les espaces propres de Aj sont stables par A car A et Ag commutent).
On peut alors appliquer I’hypothése de récurrence aux familles A; = {A;, A € A} et Ay = {4y, A € A} (car
1<p<mnetl<gqg<mn):ilexiste deux matrices P, € GL,(K) et P, € GL,(K) telles que pour tout A € A,

P YA Py et Pyt Ay Py soient diagonales. En posant P = Q x <P;1 g ) € GL,(K), on a:
2
1,5 (P7Y 0 Ay 0 P 0\ _ (P 'AP 0 .
VAe A, PTAP = ( 0 B >0 Ay x| P) = 0 P2 A,P diagonale

et (P,) est démontrée.

Ainsi, pour chaque A € G, il existe (e1,...6,) € {—1,1}" tel que :

€1 0 0
plap— |0 # :
: i 0
0O ... 0 g,

On en déduit que G possede au plus 2" éléments, puisque 'application

€1 0 0
0 &2 : —1
v: (e1,...6n) — P X x P
SRR
0 0 e,

est injective et G est contenu dans ¢ ({—1,1}").

¢) Montrons le résultat par contraposée : supposons que ¢ est un isomorphisme de groupe de GL,,(K) sur GL,(K).
L’ensemble

&1 0 0

H = 0 & - : ,51,52,...,€m€{—1,1}
o a0
0 ... 0 €,

est alors un sous-groupe de GL,,(K) vérifiant les conditions de la question b). Par isomorphisme, on en déduit que
G = ®(H) est un sous-groupe de GL,,(K) vérifiant ces mémes conditions : nous avons donc

2™ = Card(H) = Card(G) < 2",
donc m < n; par symétrie, n < m et donc n = m.

0 1 0 0
0 0 1
35)|Nous avons J = [ © . . .
-
| ] 0 0 0
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a) Nous allons montrer que les matrices B qui commutent avec J sont les matrices de la forme :
Q) (6731 N “e Qn—1

0 (&%) 1

k=0
. . . aq
0 N e 0 (7))
En notant B = (b; j)1<i j<n une matrice qui commute avec .J, nous avons :
0 bin bio ... bip—1 b1 b2 baz ... ban
0 b21 bao ... byn_1 b1 b3 b3z ... b3n
: : : : =BJ=JB=| : : :
0 bn—l,l bn—1,2 v bn—l,n—l bn,l bn,? bn,?) < bn,n
0 bu1 bna ... bun-1 0 0 o ... 0
Ceci donne :
bp1=0
bp—11=0br2=0
bp—21=bn_12=0,3=0
b271 = b372 = ... = bn7n71 = 0
bii=byo="=byn=0ap
bio=byz=-=byp_1n=m1
bl,nfl = b2,n = 0n—-2
bl n = On—1

)

et donc B = Zz;é aiJ*. Réciproquement, toute matrice de ce type commute avec J (pour tout polynéme P et pour
toute matrice carrée A, P(A) commute avec A).

b) Nous allons commencer par trouver une solution particuliére de I’équation B? = 1,, + J. On peut penser & utiliser le
développement limité de la fonction /1 + = au voisinage de 0 :

n—1 .
k 1 sik=0
Vitaz= apz® +0(z") avec Yk, a < > ne
kz:;) * (@) F\12 CD 1 %3 x (2k—3) sik>1

En élevant au carré ce développement limité, nous obtenons :

n—1 k
1+z= Z <Z aiakZ) zF + O(z™)

k=0 \i=0
ce qui donne, par unicité du développement limité :
2 _
af =1

apgag +ajap =1
Zf:o ajag—; =0 pour tout k € {2,...,n—1}

n—1
En posant B; = E o J", nous avons alors (les autres termes de la somme sont nuls car J" = 0) :
k=0

n—1 k
Bi=>" ( aiakZ) JE=1,+J
0

k=0 \1i=
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et donc B; est une solution particuliere.

Si B est une autre solution, B et By commutent (ce sont toutes les deux des polyndémes en J) et donc :
0=DB?-DB?=(B-B))(B+ B).
Si By est le terme diagonale de B, on a :

e si By = 1, B+ Bj est inversible (la matrice est triangulaire et sa diagonale ne contient que des 2) : on a donc B = By,
car on peut simplifier par B + B ;

e sinon, By = —1 et B — B; est inversible : B = —B;.

La matrice A posséde donc deux racines carrées :

n—1

1 41x3x--x(2k—3)
By =1I,+ = —1)kt ¥ et By = —B.
! +2J+k§( S Sk x @ L P !

[36)| 11 existe U,V € K[X] tels que UP + VQ = P A Q. Si z € Ker P(u) NKer Q(u) :
(P AQ)(u)(x) = Ulu)(P(u)(x)) + V(u)(Qu)(x)) = U(u)(0) + V(u)(0) = 0,
donc Ker P(u) NKer Q(u) C Ker (P A Q)(u).

Il existe également R tel que R(P A Q) = P, donc si « € Ker (P A Q)(u), P(u)(x) = R(u)((P AQ)(u)(z)) = R(u)(0) =0,
donc z € Ker P(u). On a par symétrie x € Ker Q(u), ce qui donne 'inclusion inverse.

Si A et B sont semblables, avec A= P"'BP, on a :

On peut donc travailler sur la classe de similitude de A :

e si A est diagonalisable, A est semblable & une matrice diagonale D = (8\ 2) ; on a ensuite :

e =o=¢((3 )% (5 0)=2((5 ) e(( 5))=rw=deta

1 0 . (p O
car (0 M> est semblable a (O 1).
e si A n’est pas diagonalisable, elle a une valeur propre double (on travaille sur C) et est semblable & une matrice de

Al
laformeA—(O )\>'

Si A est non nul, on peut écrire :

a=+((3 D6 ) -G 1)

car <(1) 1{)\> et J = <(1) 1) sont semblables. On a alors J? = <1

0
soit ¢(J) € {0,1}. Comme J est inversible, ¢(J) # 0 (car o(J)p(J
u? = det(A).

%), qui est semblable & J, donc p(J?) = p(J),
1) = ¢(I2) = 1) ce qui donne p(A) = p(A) =

Si A est nul, on a A2 = 0, donc (p(A))* = p(0) = 0 (car la matrice nulle est diagonalisable), ce qui donne une
nouvelle fois p(A) = p(A) =0 = det(A).
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38)| Remarquons pour commencer que AB est de rang 2; comme Im(AB) C Im(A) et que rg(A4) < 2 (A a deux colonnes),
on en déduit que A est de rang 2 et que Im(AB) = Im(A).

Soit X un vecteur propre de BA associé a la valeur propre A. Nous avons BAX = AX, donc ABAX = AAX. Comme
X # 0 et Ker(A) = {0}, AX est non nul : ¢’est un vecteur propre pour AB associé a la valeur propre A. Nous avons donc
montré que les valeurs propres de BA sont des valeurs propres de AB. Il est donc intéressant d’étudier le spectre de AB :
on obtient facilement x 45 = X(X — 1)(X — 2) et nous allons montrer que 1 et 2 sont valeurs propres de BA. Soit donc
A € {1,2}. Il existe X, € R3 non nul tel que ABX = AX ; comme ) est non nul, X est élément de 'image de AB, donc de
I'image de A : il existe donc un unique Yy € R? (4 est injective) tel que Xy = AYy. On a alors ABAY) = MAY), et comme
A est injective, on obtient BAY, = \Y) avec Y, non nul : A\ est donc valeur propre pour BA, associée au vecteur Y).

Nous avons donc montré que 1 et 2 étaient valeurs propres de BA : comme BA € M5 (R), ce sont ses seuls valeurs propres.
Un calcul élémentaire donne par exemple X; = (1,0,—1) et Xy = (1,—1,—1) : les deux antécédents de X; et Xo par A
forment une base qui diagonalise BA.

I. 0
0 0
APJ,Q~ ' = PJ,.Q !B, donc CJ, = J,D, en posant C = P*AP et D = Q'BQ. Comme C et D sont semblables

Dy D
respectivement a A et B, x4 = xc¢ et xB = xp- Nous avons alors, en écrivant C' = (Cl C2> et D= ( ! 2) (avec

03 04 D3 D4
Cl CQ _ D, 0
0 0/ \Ds 0)°

On en déduit donc que Co =0, D3 = 0 et C; = D1, ce qui donne :

La matrice X est de rang r, donc il existe P,Q € GL,(C) telles que P71 XQ = < > = J,. Nous avons alors

des matrices de tailles adéquates) :

XA =XCc =XciXc, €t XB = XD = XC:1XDs
et xc, est un diviseur commun de x4 et de xp : le pged de xa et de xp est donc de degré au moins r, qui est le degré
de XCy -
Si u est diagonalisable et si (e;)1<i<n est une base de vecteurs propres pour u, c’est également une base de vecteurs
propres pour P(u) (si u(e;) = Aje;, P(u)(e;) = P(\;)e;) et P(u) est diagonalisable.

Supposons réciproquement que P(u) est diagonalisable. Il existe alors un polynoéme simple Q = Hle(X — 1;) tel que
k

Q(P(u)) =0. On a donc <H(P — i) | (w) =0 et les polynémes P; = P — p; étant deux a deux premiers entre eux (pas
i=1
de racine commune), on peut appliquer le lemme de décomposition des noyaux :

k
E= @ Ker(P;(u)).

Pour 4 € [1, k], on peut ensuite écrire P; = Q; ;1.:1(X—uj)mj ol (); est a racines simples, ¢ € N, 1, ..., 114 sont distincts
et m; > 2 pour tout j (les u; sont les racines multiples de P;). On a alors :

q
Ker(P;(u)) = Ker(Qi(v)) @ | @ Ker((u — p;1d)™)
j=1
Pour tout j, on peut ensuite écrire P’ = P/ = (X — ;)R avec R € C[X] (car u; est racine multiple de P;), ce qui donne :
P'(u) = (u— ;1) o R(u)

Comme P’(u) est inversible, u — p;Id et R(u) le sont également : on en déduit que Ker((v — p;1d)™) = {0}. Ainsi, nous
avons :

k k
E = @ Ker(Pi(w)) = P Ker(Qi(w)).
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Comme les @; sont deux a deux premiers entre eux et a racines simples, le polynoéme Q)1 ... Qy est scindé simple et annule
u, qui est donc diagonalisable.

a) Soient A € M, (R)ett>0.0na
det (A% +t1,,) = det (A — iVtl,) det (A +iVtL,) = xa(ivVt)xa(—ivt) = [xa(iVt)]* > 0
car x4 € R[X].
b) On suppose que n est impair et que 'on peut écrire —1I,, = A2 + B? avec A, B € M,,(R). On a alors :
vt €10,1], 0 < det (A% +t1,,) = det (—(1 — t)I,, — B*) = (=1)"det (B* + (1 — t)I,,) = —det (B* + (1 — t)I,,) <0

On en déduit que x 42 est nul sur [—1,0], ce qui est absurde car y 42 est un polynéme non nul.

Comme g commute avec D"T! (on a go D" = ¢?"+3 = D+l o g) le noyau de D" est stable par g : R, [X]
est donc stable par g. On en déduit en particulier que R;[X] est stable par g : en notant g; la restriction de g & Ry[X],
gt puisque D? est nulle sur R;[X] : g1 est donc nilpotente, donc g7 = 0 (I'indice de nilpotence ne peut pas dépasser la
dimension de I'espace), ce qui est absurde car D = g2 n’est pas nulle sur R;[X].

L’endomorphisme D n’admet donc pas de racine carrée.

. 4 2 R . . . .
La matrice A, = ( 4 1) a pour polyndme caractéristique X2 4 1, qui a deux racines distinctes 2 et 3. Elle est donc

diagonalisable; si M2 = A;, M est donc diagonalisable dans la méme base que A; (les droites propres de A; sont stables
par M). On en déduit que M a deux valeurs propres «, 3 de M qui vérifient a? = 2 et 32 = 3, ce qui est absurde car les
carrés dans Z/57Z sont 0, 1 et 4 : 'équation M? = A; n’a pas de solutions.

La matrice Ay = 2 ;l) a pour polynoéme caractéristique X? — 1, qui a deux racines distinctes 1 et 4. On obtient

facilement une base de vecteur propre et la relation :

s (10 (11
P AgP—(O 4> aveCP—(2 4).

En posant M = P~'NP, I’équation M? = Ay devient donc N? = P14, P, dont la solution est N = ( O) ou a, b sont

a
0
des éléments quelconques de Z /57 vérifiant a? = 1 = 12 et b?> = 4 = 22. Nous obtenons ainsi quatre solutions :

(1 0y, [0 3 (1 0\, (41
My =P (0 2>P<1 3>’M2P (0 3)P(20
(40, (1 4 (4 0y, [0 2
M;=P <02P—30 et My=P ', J)P=1, )

Soit A une solution du probléme. Le polynéme P = 4X3 4+ 2X?2 + X est scindé (sur C) & racines simples (ses racines
—1+iV3 .

sont 0, u = et 1). A est donc diagonalisable sur C : il existe P € GL,(C) et A1,..., A, € {0, u, i} tels que :
A O 0
A=p|" p
S
0 0 A

Comme les valeurs propres de A sont toutes de modules strictement inférieur & 1 (|u| = 1/2), on en déduit que A* tend
vers 0 quand k tend vers I'infini, ce qui impose que (A¥) stationne & la valeur 0 (A* est & valeurs entiéres) : A est donc
nilpotente. On en déduit que le polynéme minimal 114 de A divise P et X", donc II4 = X et A =0.
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Réciproquement, la matrice nulle est solution du probléeme.

On peut écrire xy = XP(X) avec k =1 et P =a+ XQ # 0. Comme P et X sont premiers entre eux, le lemme de
décomposition des noyaux donne E = Ker (f) @ Ker (P(f)). On peut ensuite écrire P = a 4+ XQ avec a = P(0) # 0, et si
x € Ker (P(f)), on a :
1 1
v =1 (XQUNE@) = f (-0 ) € ().

a

On en déduit que Ker (P(f)) C Im (f). Comme ces deux espaces ont méme dimension, ils sont égaux et Im (f) et Ker (f)
sont supplémentaires.

a) Supposons que A et B n’ont pas de valeurs propres communes et soit M € Ker(pa p). On a donc AM = MB et
on en déduit facilement que pour tout polynéme P, P(A)M = M P(B). En choisissant P = xp, nous avons P(A)M = 0,
donc M = 0 car P(A) est inversible (aucune valeur propre de A n’est racine de P). ¢4 p est donc un endomorphisme
injectif : ¢’est un isomorphisme car M,,(C) est de dimension finie.

Supposons que A soit une valeur propre commune & A et B et fixons X,Y € C™ non nuls tels que AX =AX et BTY = \Y
(X est également valeur propre de B'). Nous avons donc :

AXYT —XYTB=XXYT —X(\Y) =0

donc XY est un élément non nul de Ker(yp A,B) €t pa p n'est pas un isomorphisme.

b) Soit A € C. X est une valeur propre de 4 p si et seulement si 94 p — Alday, () n'est pas injective. Comme 4, p —
AMd g, ) = @a-a1,,B, on déduit du a) que X est valeur propre de @ p si et seulement si A — AI,, et B ont une valeur
propre commune, Soit :

Sp(pa,B) ={a—f, a € Sp(A), 5 € Sp(B)}.

47)[a) Si M € M,,(R) est solution, alors n > 3 (car mps divise xps qui est de degré n).

Réciproquement, supposons que n > 3. Le polynéme P = X3 + 2X + 2 posséde une unique racine réelle simple o (P’ est
strictement positif sur R). La matrice compagnon

0 0 -2
A=11 0 -2
01 O
, . A 0 .
vérifie T4 = x4 = P et en posant M = 0 ol ,on a bien M € M, (R) et mpy =74 V 71, _, = P.
n—3

b) Soit M € M,,(Q) telle que mps = X3 +2X +2 = P. La différence avec le cas réel est que o ¢ Q. En effet, si a s’écrivait
p avec p € Z, ¢ € N* et p A q = 1, on aurait : p? + 2pg® + 2¢> = 0; ainsi, p diviserait 2¢>, donc 2 puisque p A ¢ = 1
q

(lemme de Gauss); de méme, ¢ diviserait p3, donc 1. Ainsi, on aurait a € {—2,—1,1,2}, ce qui est absurde car ces 4
valeurs n’annulent pas P.

En notant 3 et 3 les racines non réelles de P, il existe a,b € N* tels que
X = (X = a)(X = B)*(X - B)°
puisque x s étant réel, les racines non réeles conjuguées ont méme ordre de multiplicité.

e Sia>b onayy=(X—a)P Comme P et xp sont a coefficients dans Q, (X — a)*~? est également a
coefficient dans Q, ce qui est absurde car son coefficient des degré a — b — 1 vaut (b — a)a, qui n’est pas rationnel.

e Sia<b onaxy=Q"*P*avec Q= (X — 3)(X — B). Une nouvelle fois, xas et P sont & coefficients dans Q, donc
Q" @ est & coefficients dans Q. En notant Q = X2 + uX + v, nous avons

X342X +2=(X?24+uX +0)(X =N = X3+ (u— VX2 + (v — )X — v,

donc u = \ ¢ Q. Le coefficient de Q*~¢ de degré 2(b — a) — 1 est égal & (b — a)u qui est irrationnel : c’est absurde.
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Nous avons donc démontré par absurde que a = b, ce qui prouve que n est un multiple (non nul) de 3.

Réciproquement, si n = 3a avec a € N*, la matrice

A 0 0
=" 4 e Mm@
0 0 A

admet P pour polynéme minimal.

Remarque : nous avons utilisé quelques propriétés classiques :

a) siAe My(K), Be My(K) etsi M= (13 g), alors Ty = A V7B ;

b) si P=ag+a1 X +---+a,_1 X" 1+ X" avec n > 1, la matrice compagnon associée a P :

0o ... ... 0 —ap
1 : —Qq
M=y
0 —0p—2
0 0 1 —ap—1

admet P pour polynoéme caractéristique et minimal.

Pour le a), il suffit de remarquer que pour P € K[X], on a P(M) = 0 si et seulement si P(4) = 0 et P(B) = 0.
L’idéal annulateur de M est donc U'intersection des idéaux annulateurs de A et de B : son générateur est le p.p.c.m. des
générateurs, soit myr = w4 V 1R,

Pour le b), on peut vérifier que xps = P (par exemple en développant x s par rapport & sa derniére colonne, ou en faisant
une récurrence et en développant par rapport a la premiére ligne). En regardant les premiéres colonnes des matrices A°,
Al .., A" on montre que (A, A, ..., A"71) est une famille libre : cela prouve que ™ — A est de degré au moins n.
Comme il divise xas qui est de degré n, on a my = x -

48)[a) Notons ® cette application. Si I € Z, on montre facilement que F' = ®(I) est élément de S :
e 0 €I donc 0=0(u)(z) € F,
esiy,z€ FetapeK,ilexiste P,Q € I tels que y = P(u)(z) et z = Q(u)(x), d’ou
ay + fz = (aP + Q) (u)(z) € F
car I est un idéal (aP € I car a € K[X] et P € I, puis aP + Q € I car I est stable par somme).
e siye F, il existe P € I tel que y = P(u)(x). On a alors :
u(y) = (XP)(u)(x) € F

car XPel.

Montrons que @ est injective : soient I,J € T tels que ®(I) = ®(J) = F. Pour P € I, on a P(u)(x) € F, donc il existe
Q € J tel que P(u)(z) = Q(u)(z). On en déduit : (P — Q)(u)(x) = 0. Comme (P — Q)(u) commute avec u, on a ensuite :

Vi €N, (P —Q)(u)(u'(2)) = u'(0) =0
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En particulier, (P — Q)(u) est nul sur la base (z,u(z),...,u""!(x)), donc (P — Q)(u) = 0. On en déduit que 7| P — Q.
Comme 7 € J, P — @ est également élément de J, puis P = P — Q + @ € J. Nous avons donc démontré que I C J, d’ou
I = J par symétrie.

Montrons que ® est surjective : soit F' un sous-espace stable par u. Notons I = {P € K[X], P(u)(x) € F}. I est élément
de 7 :

e 0 carO(u)(x)=0€F;

esiPQel, (P+Q)(u)(z)=Pu)(z)+Qu)(z)e F: P+Q¢cl;
er €EF

esiPeK[X]etQel, (PQ)u)(z)=Pu)(Qu)(z)) € F car F est stable par u : PQ € T;
€F

o m(u)(z) =0€ F donc 7 e I.

Par définition de I, on a ®(I) C F. Réciproquement, si y € F, il existe P € Kp,,_[X] tel que y = P(u)(x) (la famille
(x,u(z),...,u" !(z)) est une base de E). Ona P € I et y € ®(I) : on en déduit que ®(I) = F et ® est surjective.

T et S ont donc méme cardinal : comme les idéaux de K[X] contenant 7 sont les idéaux de la forme PK[X] avec P
diviseur normalisé de 7, ces deux ensembles sont finis.

b) Pour y € E, on définit F,, = Vect{u'(y), i € N} : F} est le plus petit sous-espace stable par u contenant y. Comme S
est fini, on peut choisir y1, ..., y, tels que
E = UF_UR

yeE

D’apres le résultat admis, il existe 7 tel que F2 = Fy,. Notons x = y;. Il est alors classique que
F, = Vect(z,u(x),...,u* " 1(z))

ou k est le plus petit entier tel que (z, u( ), ..., uk(x)) est lié. On a en effet Vect(z,u(z),...,u*"1(x)) C F, et sii €N,
la relation de liaison entre z, u(x), ..., x) donne un polynéme non nul P de degré k tel P(x) = 0. En divisant X* par
P, on obtient P = X*Q + R avec deg( ) < k, puis

u'(2) = u'(Q(u)(2)) + R(u)(x) = R(u)(z) € Vect(z, u(z), ..., u" " (z)).

Comme F, = E,on a k =n et (z,u(z),...,u" " 1(x)) est une base de E.

¢) Supposons par I'absurde que F; # E pour tout ¢ : on peut alors choisir
(1,...,2p) € (E\ F1) x...(E\ Fp)

et considérer 'application :
f: K — E

k
A ZW%
i=1

Comme K est infini et f & valeur dans Fy U--- U F), il existe un indice m tel que {\ € K, f(\) € F},,} est infini. On peut
alors choisir p scalaires distincts Ay, ..., A, tels que

Y1 =f(A)s- s yp = F(Ap)

soient tous éléments de F,,,. Nous pouvons voir ces égalités comme un systéme de Cramer (les \; sont deux & deux distincts :
le déterminant de Vandermond est non nul) d’inconnues 1, . .., Zp, ce qui permet d’écrire chaque z; comme combinaison
linéaire des vecteurs y1,...,¥,. On a alors une absurdité :

Tm & Fyy etz € Vect(yr, ..., yk) C Foy.
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Autre preuve : supposons le résultat faux et soit p minimal tel qu’il existe (F;)i<i<p sous-espaces stricts de E dont la
réunion est égale & E. On a en particulier s > 2 et Fy ¢ FoU---UF, et F, ¢ F; U---U F,_; (par minimalité de s). On
peut donc choisir z € Fy \ (Fo U---UF,) ety € F,\ (F1U---UF,_1). z et y sont distincts : on peut donc considérer la
droite affine D = (z,y). Pour tout ¢, D n’est pas contenue dans F; (x € F; ou y € F;). On en déduit que D N F; est de
cardinal 0 ou 1 (si a et b sont deux points distincts de Fj, la droite affine (a, b) est contenue dans F;), puis Card(D) < p :
c’est absurde car Card(D) = Card(K) = +oo (I’application A — x + A(y — ) est une bijection de K sur D).

49)| a) Nous avons My = (1), donc xar, (X) = X — 1. Pour n > 2, nous avouns :

xum, (X) =

X-1

-1

0

X -1

-1

0

-1

-1 X-1

-1

0

-1 oo -1 X -1 -1 -1

=Dp—1

en développant le déterminant par rapport a sa premiere ligne. En retranchant la seconde colonne a la premiére colonne
dans D,,_1, nous obtenons :

-X X-1 0 0
0 -1 X -1
Dpo1=|: 0 |=—XDn
X -1
0 -1 -1

Comme D; = —1, nous obtenons D,,_; = (—=X)"~2 pour tout n > 2, ce qui donne xs, (X) = (X —1)" — X2,

b) M; posséde 1 pour seule valeur propre : la propriété est vérifiée pour n =1. Quand n =2, on a yp, (X) = (X - 1)" —

X" 2. On en déduit donc, pour z > 1 :
X, () =0<=nln(z—1) — (n —2)Inz = 0.

En posant f, : x — nln(zx — 1) — (n — 2) lnz, nous avons :

o fu(z) —— —o0;
r—1t

o Jnl®) S50 oo
n+2(xz—1)

e f, est de classe C! sur |1, +oo[ et Vo > 1, fu(z) = @1
r—1)z

> 0.

f réalise donc une bijection de ]1,+oo[ sur R : il existe un unique A, > 1 tel que f,(A,) = 0. Comme xyy, (1) = —1 # 0,
nous avons démontré que M,, possédait une et une seule valeur propre A, € [1,+o0].

n
c) Pour n > 3, A\, est la racine de l'application g, : = — 5 In(z — 1) — Inz. Comme g, est croissante, on a :

Ve > 1, > A\, < gn(x) > 0.

1

> n -+

n—2 " n-—
que (A,) est croissante, & condition de commencer par montrer que X, > 2 :

D’autre part, gn(x) > gn+1(x) pour tout & > 2, car et In(z — 1) > 0. Nous allons ainsi pouvoir montrer
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In

gn+1

[ ]

/)‘vn /\n+1

Montrons que A,4+1 > A, > 2 pour tout n > 3, par récurrence sur n.
e g3(2) = —In2 < 0 donc A3 > 2;
e g1(A3) < g3(A3) =0, donc Ay > A3 > 2.
Sin>3etsi Apy1 > A > 2, on a comme ci-dessus gny2(Ant1) > gnt1(Ans1) =0, done Apyo > Ay > 2.

La suite (A,)n>3 est donc croissante. Si elle avait une limite finie A quand n tend vers Uinfini, on aurait l’absurdité
In(A — 1) — In(A) = 0 en faisant tendre n vers l'infini dans la relation g,(\,) = 0. On en déduit que \,, diverge vers 400

1
quand n tend vers U'infini. On a ensuite : (n —2)In A, =nln(A, — 1) =nln A, + nln (1 - )\), soit

1
nln (1 — /\n> = —2InA\,

Comme )\, tend vers 'infini, on en déduit I’équivalent :

2L 2, (1)

n T

Nous allons (avec précaution) pendre le In de cet équivalent : en écrivant n = 2\, In A, (1 + &,,) avec &, —+> 0, nous
n—-+0o0
avons :

Inn=m2+InA, +Inln\, +In(1+¢,) o InA,.
On revient enfin a la relation (1) pour obtenir :

\ n n
" 400 2In Ay, o0 2Inn’

50)| En notant Aq,..., A, les n racines (non nécessairement distinctes) de x4, nous avons :
n
Vm €N, Tr(A™)=> A"
i=1

On en déduit le sens direct de I’équivalence demandée.

Supposons réciproquement que Tr(A™) = Tr(B™) pour tout m € N. Notons F la réunion des spectres de A et de B. Nous
pouvons donc écrire E = {A1,..., A\, } ou les \; sont deux & deux distincts et noter, pour tout 4, p; (resp. ¢;) l'ordre de
multiplicité de A; comme racine de x4 (resp. de xp). Nous avons donc :

VEEN, Y pidf =Tr(A™) = Te(B™) = Y qiA}.
i=1 i=1

ce qui donne :
m

VEk € [0,m — 1], Z(pz —g)\f =0

i=1
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Comme les \; sont distincts deux a deux, on peut voir ces équations comme un systéme linéaire homogene d’inconnues
pi — ¢; dont le déterminant (Vandermonde) est non nul. On en déduit que p; = ¢; pour tout i, ce qui traduit que x4 et x5
ont les mémes racines associées aux mémes ordres de multiplicité ; comme les polynémes sont normalisés, ils sont égaux.

a) Soit P € GL,(K) tel que P"'AP = B. Comme A est inversible, on a Com(A) = det(A)?A~!; de méme, B est
inversible et Com(B) = det(B)'B~! = det(A)* (P~ AP)—1 = Q Com(A4) Q™ *, avec Q = P.

Les deux comatrices sont donc semblables.

b) Nous venons de démontrer :

VA € GL,(K), VP € GL,(K), Com(P 'AP) = 'PCom(A)'P~!.
Pour A quelconque et P € GL,(K), nous avons donc :

VYA € K\ Sp(A4), Com(P™'(A— \I,,)P) = "PCom(A — \I,,)! P~ L.

Les coordonnées des matrices Com(P~1(A — \I,,)P) et *PCom(A — A,,)!P~! sont des polyndmes en A, qui coincident
pour infinité de valeurs de A (le corps K est infini et le spectre de A est fini). On en déduit que ces polynoémes sont égaux
sur tout K, et en particulier en 0. Ainsi :

VA € M,(K), VP € GL,(K), Com(P~*AP) = *PCom(A)*P~!.

c) Comme x4 est scindé, A est semblable & une matrice B triangulaire supérieure, de diagonale égale & (A1,...,\,).
On montre alors trés facilement que la comatrice de B est triangulaire inférieure, de diagonale égale & (p1, ..., pn) ol
Bk = A1 ... Ak—1 k41 - - - Ay pour tout k € [1,n]. Nous avons donc :

n

XCom(A) = H X — H)\z

k=1 ik

52)| Premiére méthode

a) On suppose ici que E est de dimension au moins égale a 2 (on initialisera la récurrence avec E de dimension 1). Comme
le corps de base est C, u est trigonalisable : les n— 1 premiers vecteurs d’une base qui trigonalise u engendrent un hyperplan
stable (on peut aussi fixer une valeur propre A : comme Im(u — AId) est différent de E, il est contenu dans un hyperplan
H et cet hyperplan est stable par u).

b) Rédigeons correctement la preuve par récurrence. Si E est une droite vectorielle, tout vecteur non nul z de E vérifie
Tu,z = Ty. S0it maintenant u € L£(E) ot E est de dimension n > 2. Supposons la propriété vérifiée en dimension n — 1.
D’apres le a), il existe un hyperplan H stable par u et on peut appliquer 'hypothése de récurrence & v : il existe x € H
tel que m, = Ty o = Ty, Fixons ensuite y € £\ H. Pour z € E, m, , est un diviseur de m, (car m, € I,) . Comme m,
possede un nombre fini de diviseurs normalisés, I'application A € C —— 7, z41y D’est pas injective. Il existe donc A et u
complexes distincts tels que 7y z4xy = Ty z4puy- Notons P ce polynéme. Nous avons P(u)(z + \y) = P(u)(z + py) = 0,
donc P(u)(z) + AP(u)(y) = P(u)(z) + pP(u)(y) = 0. Comme X # p, on en déduit que P(u)(x) = P(u)(y) = 0. On a donc
P € I,, donc 7, = 7, 5 | P, ce qui donne P(u)(h) = 0 pour tout h € H. Enfin, P(u) est nul sur H et en y : il est nul sur
E=Hea&Cy.

Ceci prouve que P est un multiple de m,, puis que P = m,, car P = 7, 54, divise m,. Il existe donc un vecteur =’ € E tel
que Ty g0 = Ty

Seconde méthode

a) F; est stable par u et (u — A;Id)|p, est nilpotent d’indice m;. Il existe donc z; € F; tel que (u— A;)™ ! (2;) # 0. Ceci
traduit que my, 5, = (X — A;)™.

k k
b) Posons z = in. Onal=m,,(u)(zx) = Z Tu,z (W) (x;) done 7y, (u)(z;) = 0 pour tout 7. On en déduit que Ty, 4, | Ty z
i=1 =1 o
pour tout i, et donc :
k k k
Tu,x |7Tu = H(X - )\i)mi = \/(X - )\z)ml = \/ Tu,x; | Tu,x
i=1 i=1 i=1
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On en déduit que 7, 5 = my.

53)[ a) Comme AB est inversible, A est surjective et B est injective. On en déduit que A est de rang n (dimension de
Pespace d’arrivée) et la formule du rang donne rg(B) = n — dim(Ker B) = n.

On en déduit, toujours avec la formule du rang :
dim(Ker A) + dim(Im B) = p — n + n = dim(KP)

D’autre part, si X € Ker ANIm B, on peut écrire X = BY avec Y € KP, ce qui donne 0 = AX = ABY, d’ou Y =0 (car
AB est inversible), puis X = 0.

Les espaces Ker A et Im B sont ainsi supplémentaires.
Il est ensuite classique que la restriction de X —— AX a Im B est un isomorphisme de Im B sur Im A = K™.

b) Comme (e;)1<i<n est une base de K", I'isomorphisme précédent permet de construire une base (¢;)1<;<n de Im B telle
que Ae; = e; pour tout i. On a ensuite, pour ¢ € [1,n] :

ABA&‘Z' = ABei = /\iei = A()\zfz)

en notant \; la valeur propre associée a e;. On en déduit que BAe; — \;&; est un élément de Ker A. Comme ce vecteur est
également dans Im B, il est nul : &; est un vecteur propre pour BA, associé a \;.

Comme BA est nulle sur Ker A, on obtient une base qui diagonalise BA en complétant la base (&;)1<i<n de Im B avec
une base de Ker A.

54)|a) On peut remarquer que M (t) est symétrique réelle : elle est donc diagonalisable sur R d’apres le théoréme spectral.

On peut aussi montrer que Py(X) = x ) (X) = X® — (¢ +2)X? 4 (2t — 1) X + 1 est scindé simple, puisque P;(0) =1 > 0,

Pi(2) = -1 < 0 avec Pi(z) e +00 et Py(x) ——— —oo : M(¢) a donc trois valeurs réelles, avec a(t) < 0 < 8(t) <
T—+00 T—>—00

2 <~(t).
b) et ¢) On a directement :

import numpy as np

def M(t):
Mat = np.zeros((3,3))
for i in range(3):
for j in range(3-i):
Mat[i]1[j] = 1
Mat [-1]1[-1]=t
return Mat

def chi(t,x):
return(np.linalg.det(x*np.identity (3)-M(t)))

def valeurs_propres (M):
T=np.linalg.eigvals (M)
T.sort ()
return (T)

import matplotlib.pyplot as plt

alpha, beta, gamma, T = [1, [1, [1, []
t1, t2, N = -10, 10, 100 # intervalle d’etude et mombre de subdivisions

for i in range(N):
t = tl+i/N*(t2-t1)
a,b,c = valeurs_propres (M(t))
alpha.append(a)
beta.append (b)
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gamma . append (c)
T.append (t)

plt.plot (T, alpha, color=’red’)
plt.plot (T, beta, color=’blue’)
plt.plot(T, gamma, color=’green’)
plt.show ()

Les fonctions «, § et v semblent étre strictement croissantes, avec :
ap =_oo t+0(1)

a(t) —— 0~

t—+oo

By ——— 0F
t——o0

B(t) —— 2~

t—+o0

+
f}/(t) t—+4o00 2

Yt =400 t+0(1)

d) Fixons ¢ €]0, 1[; nous avons :
Pi(—e)=—te(2—¢e)+1+e—22+¢&°
——
>0

donc il existe t; > 3 tel que P;(—¢) < 0 pour tout ¢ > ¢1. De méme,

Pe)=te(2—e)+1 —e—2e% — &3
——
>0

donc il existe to > 3 tel que Pi(g) > 0 pour tout ¢ > t5. On montre de la méme maniere qu’il existe t3,t4,t5,t6 > 3 tels
que :

VE>ts, Pi(2—¢)>0

Vt>ts, P(24+¢) <0

Vt>ts, Pt—e) <0

Vt > ts, Pi(t+¢e) >0

Pour t > max(t1, ta, t3,t4,t5), nous avons donc P(—¢) <0< Py(e), P(2—¢) > 0> P(2+¢) et P(t—¢) <0< P(t+e).
Comme —e <e<2—e<24+e<t—e<t+e, celaprouve que —e < a(t) <e,2—e < f(t) <24cett—e<y(t) <t+e
pour ¢ suffisamment grand, i.e. que a(t) P 0, B(t) e 2 et y(t) =400 t +0(1).

—+oo —+oco

On montre de fagon symétrique que a(t) =_oo t + 0(1), 5(t) — 0 et v(t) = 2.
——o00 ——o00

Soient deux réels s et ¢ tels que s < t; pour comparer les racines de P;s et de P, il suffit de connaitre le signe de @ = P;— P;.
Un calcul élémentaire donne :

QUX) = (t - 5)X(X —2)
Ainsi, @ est strictement négatif sur |0, 2[ et strictement positif sur | — oo, 0[U]2, +oo[. On en déduit que
Py(a(t)) = Q(a(t)) >0 car aft) <0
Ps(B(1) = Q(B(t)) <0 car 0 < B(t) <2

Ps(v(t)) = Q(v(t)) >0 car 2 <~(t)
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En utilisant le tableau de signe de P; :

x —00 a(s) 0 B(s) 2 v(s) +00

Py(x) — 0 - - 0 - — 0 +

nous obtenons «a(s) < a(t), B(s) < B(t) et v(s) < v(t) : les trois fonctions sont bien strictement croissantes.

55)| a) Soient A une valeur propre de u et f un vecteur propre associé. On a donc :
Ve eR, f(pr+1—p)=Af(z).
Pour zg € R tel que f(zg) # 0, la suite définie par la récurrence x, 1 = px, + 1 — p vérifie :

VneN, f(z,) =A"f(xo).

Comme z,, = 1+ p"(z¢ — 1), x,, tend vers 1 quand n tend vers I'infini, ce qui prouve que A" tend vers : ceci impose

(1)
f(xo)
A €] — 1,1]. On peut aussi remarquer :

e side]—1,1], f(1)=0;

e si A =1, on aura f(z9) = f(1) pour tout zq tel que f(xg) # 0 et f sera constante (et réciproquement, la fonction
constante égale & 1 est bien vecteur propre associé & la valeur propre 1).

b) 0 n’est pas valeur propre de u car u(f) = 0 impose Vx € R, f(pz+1—p) =0, soit f = 0.

¢) On va maintenant utiliser que les fonctions manipulées sont de classe C*°. Soit A une valeur propre associée & un vecteur
propre f. On a alors facilement :

VE e N, u(f®) = %f@

A
Comme A est nonnulet 0 <p <1, — ¢]—1,1] pour k assez grand : on en déduit que f*) =0 & partir d’un certain rang
p

A
(sinon, f (k) serait un vecteur propre propre associée a la valeur propre —k) En notant d le degré de f, nous avons alors
p

u(f(d)) = ﬁf(d) : comme f(? est une constante non nulle, ceci impose p% = 1. Ainsi, f est associé a la valeur propre p?
et comme f(1) = f/(1) =--- = fl@=U(1) = 0, f est colinéaire & la fonction fy: z +— (z — 1)%.

Réciproquement, f; est bien vecteur propre :
Vo € R, u(fq)(x): (pr+1—p—1)9%=pl(x—1)%=pif,(2).

Les valeurs propres de f sont donc les p? pour d € N, chaque espace propres étant de dimension 1.

56)[a) On a facilement :
e [, est non vide puisqu’il contient le polynéme minimal de f;
° si P.Q € I, (P+Q)(f)(x) = P(f)(z) + Q(f)(x) =0 donc P+ Q € I;;

o si Pel, et Qe K[X], (PQ)(f)(x) = (Q(f) o P(f)(x) = QUN(P(f)(z)) = Q(f)(0) = 0 donc PQ € I,

donc I, est un idéal non réduit & {0} : il est donc engendré par un polynéme normalisé qui divise 7y (car 7y € I;).

La famille £ = (z, f(2),..., f&~1(z)) est libre (car apx + -+ - aq, 1 f%(x) = 0 donne ag + - - - + aq, 1 X%~ ! € I, d’out
a; = 0 pour tout 7). Le sous-espace F, engendré par £ est donc de dimension d,, est stable par f (car f¢(z) est élément de
E,, la relation 7, (f)(z) = 0 permettant de I’exprimer comme combinaison linéaire des éléments de £) et il est clairement
contenu dans tout sous-espace vectoriel contenant x et stable par f.

41



b) Soit z € E; N E,. En notant f, la restriction de f a E,, nous avons 7, = 7y, » qui divise 7wy, : comme 7 , est de
degré d, = dim(E,), nous en déduisons que 7, = 7, (la dimension de 7y, est inférieur ou égale & la dimension de E,).
Nous en déduisons que 7y, = 7y, . divise 7y . Symétriquement, 7y , divise 7¢,, ce qui donne 7y, = 1, soit 2 = 0 : E,
et E, sont en somme directe.

On a ensuite :

VP e K[X], P(f)(z+y)=0<+= P(f)(x)+ P(f)(y) =0+ P(f)(x) = P(f)(y) =0
—_—— —
[ c€E,—y
donc Iniy = Iz NIy, ie Tfpopy = TpaVTpy = TfaTfy. Eryy est done de dimension d, + dy : comme E,,, est inclu
dans E, ® E, et a méme dimension, on a bien £, ® £, = E,,,.

c¢) Considérons la décomposition de m¢ est facteurs irréductibles : 7y = Hle P™ avec k > 1, my,...,my € N* et

Py, ..., Py polynomes irréductibles deux a deux distincts. D’apres le lemme de décomposition des noyaux, nous avons :

k
E =Ker (m;(f)) = @Ker(Pimi(f))

=F;

Chaque espace F; est stable par f et, en notant f; la restriction de f & Fj, nous avons 7y, = P,"*. Pour x € F}, 7y, , étant
un diviseur de 7y,, il existe un entier m, tel que 7y, , = P/"*. On a alors facilement m; = max{m,, z € F;}. Il existe
ainsi pour tout ¢ € [1,k] un élément x; € F; tel que 7y ,, = P/ et d’aprés le b), nous avons par une récurrence évidente
que = 1 + - - - + x, vérifie mp, = 7).

Exercices X-ENS

Notons x4 =[], (X — X;). Nous avons pour tout k € N :

n

Xar = [[(X =N = X"+ ;X7

i=1 j=1

Comme les A; sont de module inférieurs a 1, il existe une constante M € N telle que |a; ;| < M pour tous j € [0,n— 1] et
k € N. La matrice A étant & coefficients dans Z, les coefficients de A* sont des entiers : on en déduit que y 4» appartient &
I'ensemble fini P = {X" + Z?:_ol a; X7, ag,...,an_1 € [-M, M]}. L’ensemble R = {z € C, 3P € P, P(z) =0} est alors
également fini. On peut ensuite conclure : si A est une valeur propre de A, la suite (A¥) k>0 est a valeurs dans ’ensemble
fini R, donc il existe ki, ks tels que 0 < ki < ko et ¥t = X2, Comme A # 0 (A est inversible), Ae2=k1 = () : les valeurs

propres de A sont des racines de 'unité.

58)|a) Dans les deux cas, f est annulé par un polynéme scindé (sur R) a racines simples (X (X —1) ou X(X —1)(X +1)),
donc f est diagonalisable.

b) Le polynéme X% — X n’est pas scindé sur R : en prenant par exemple un endomorphisme f dont la matrice dans une

base de E est égale a A 0
0 In—?

est mp=(14+X+X?)Xsin>3etmy=1+X+ X?sin=2; f nest pas diagonalisable (et méme pas trigonalisable)
et est annulé par le polynéme X4 — X = X (X —1)(X2+ X +1).

> ou A est la matrice <(1) :}) ; on obtient un endomorphisme dont le polynéme minimal

¢) Si un endomorphisme f d'un espace E de dimension 3 est annulé par X* — X, on peut appliquer le lemme de décom-
position des noyaux :
E =XKer (f) ®Ker (f — Id) @ Ker (f* + f + Id) .

Si f n’a pas de valeurs propres non réelles, Ker (() 2+ f + Id) = {0} et f est diagonalisable. Dans une base bien choisie,
la matrice de f aura l'une des formes ci-dessous :
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Si f a une valeur propre complexe non réelle (5 ou j2), elle admet également sa valeur conjuguée pour valeur propre; la
troisiéme valeur propre est réelle et égale a 0 ou a 1. Nous avons donc deux cas possibles :

e Ker (f) est de dimension 1, Ker (f — Id) = {0} et Ker (f2 + f + Id) est de dimension 2;

e Ker (f) = {0}, Ker (f — Id) est de dimension 1 et Ker (f? + f + Id) est de dimension 2.

Dans les deux cas, nous pouvons choisir un vecteur propre ey, puis un vecteur non nul es € Ker (() f2+ f + Id). Le vecteur
es = f(ez2) est alors un élément de Ker (f2 +f+ Id) indépendant de es : la famille (e1, e, e3) est donc une base de F
dans laquelle la matrice de f est de I'une des formes suivantes :

00 0 10 0
As=[0 0 1] oudg=[0 0 -1
01 -1 01 -1

En effet, f(e3) est de la forme aey + fes et on calcule facilement « et 8 en remarquant par exemple que le polynéme

caractéristique de la matrice <(1) g) est égal & X% + X + 1.

Les six éléments de S = {A1,..., Ag} étant deux a deux non semblables, on obtient bien un ensemble S de cardinal
minimal.

59)| Preuve par contraposée du sens direct.

Supposons que le polynéme minimal ¢ de f est différent de son polynéme caractéristique x . Le degré d de 7y est donc
strictement plus petit que n. Pour z € F, le sous-espace vectoriel :

Fy = Vect ({f*(z), k € N}) = Vect ({z, f(2), f*(z),..., f* (2)})

est stable par f (c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant x et stable par f) et est de dimension au plus d.
Nous allons construire une suite (xj)ren telle que les F, soient deux & deux distincts : ceci prouvera que f posséde une
infinité de sous-espaces stables. Nous utiliserons pour cela le résultat classique :

lemme : si F est un espace vectoriel sur un corps commutatif infini K, une réunion d’un nombre fini de sous-espaces
vectoriels de E n’est un sous-espace vectoriel que dans le cas trivial ot I'un des sous-espaces contient tous les autres.

Supposons par 'absurde que Fi, Fy, ..., F} soient des sous-espaces vectoriels de E tels que :
o '=F,UF,U---UF} est un sous-espace vectoriel ;
e pour tout ¢, F; n’est pas égal a F.

On peut alors choisir
(1,...,2k) € (F\ F1) X...(F\ F)

et considérer I'application :
f: K — F

k
A ZM’ T
i=1

Comme K est infini et f & valeur dans Fy U--- U Fy, il existe un indice m tel que {\ € K, f()\) € F,,} est infini. On peut
alors choisir k scalaires distincts A1, ..., Ax tels que

y1=f(A)s- sy = f(A)

soient tous éléments de F,,,. Nous pouvons voir ces égalités comme un systéme de Cramer (les A; sont deux a deux distincts :
le déterminant de Vandermond est non nul) d’inconnues z1, ..., zj, ce qui permet d’écrire chaque x; comme combinaison
linéaire des vecteurs yi, ..., yr. On a alors une absurdité :

Ty & Fin €t @y € Vect(y1, ..., yk) C Fin.

Nous pouvons maintenant construire les x; par récurrence.
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e On choisit zy = 0 et F,, est un sous-espace stable par f.

e Soit k > 0 et supposons construits zo, . .., zx de sorte que les sous-espaces Fy,, ..., Fy, soient deux a deux distincts.
La réunion de ces sous-espaces vectoriels ne peut étre égale & E (sinon, I'un des Fy, serait égal & E d’apres le lemme,
ce qui n’est pas le cas car d < n). On peut donc choisir zx41 tel que

k
i=0
et les sous-espaces Fy, ..., Iy, ., sont bien deux a deux distincts.

Preuve du sens indirect

Supposons que x s = m¢. Commencons par supposer que Xy est scindé sur K :

k

xs =T =2

i=1
Nous pouvons alors décomposer E en somme directe des sous-espaces caractéristiques de f :

k
E = @Ker(f — NIdg)™.

i=1

=FE;
Si F' est un sous-espace stable par f et si 'on note g ’endomorphisme de F' induit par f, nous avons également :

k
F= @Ker(g — N Idp)™

i=1

=F;
On peut donc écrire F' = Ule F; ou F; = F N FE; est un sous-espace de E; stable par f.

Réciproquement, si on fixe une famille (Fy,..., Fi) telle que pour tout i, F; est un sous-espace de E; stable par f, le
k
sous-espace F': @, _; F; est stable par f.

Pour montrer qu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-espaces stables par f, il suffit donc de montrer que la restriction de f
a un des F; ne possede qu’'un nombre fini de sous-espaces stables. Autrement-dit, nous sommes ramenés au cas particulier
ou f ne possede qu’une valeur propre A\. On peut ensuite encore se ramener au cas ou A = (0, en remplacant f par f— AId.
Nous supposerons donc maintenant que f est nilpotent de polyndéme minimal égal a son polyndéme caractéristique. On a
donc 7! % 0 et on peut choisir e,, € E tel que f" 1(e,) # 0. En posant e, 1 = f(en), en—2 = f(en_1), ..., e1 = f(e2),
la famille B = (eq,...e;,) est une base de F et :

0 1 0 0
0 :
Mat(f,B) = | : 0
: o1
0O ... ... 0 O
Nous allons montrer que les seuls sous-espaces stables par f sont les Fy, = Vect(ey,...,ex), pour k € {0,1,...,n}. Ces

espaces sont effectivement clairement stables par f, et si F' est un sous-espace stable par f, il existe k minimal tel
que F C Fj. Si k =0, F = {0} = F,. Sinon, il existe x € F tel que x € Fj \ Fr_;. La matrice M de la famille
F = (z, f(x), f2(x),..., fF=1(z)) dans la base (ey,...,ex) de Fy est alors de la forme :

a1 Qo ... ... O

Qo Q3 0

M = 0
o

(677 0 0
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avec ay # 0 : M est donc inversible et F est une base de Fy. Comme les éléments de F appartiennent a F', on a prouvé
que Fj, C F, et donc F' = Fj,. Ceci acheve la preuve du cas particulier ot xs est scindé.

Si on ne suppose plus que x; est scindé, on peut considérer un sur-corps L de K sur lequel x est scindé (L = C si K
est, comme dans le programme officiel, un sous-corps de C ... ou un corps de décomposition de x ¢ si on n’a pas peur de
manipuler les anneaux quotients). On travaille donc matriciellement : on note A € M,,(K) la matrice de f dans une base
quelconque de E et on considére A comme une matrice de M,,(L). Comme x4 = 74 (ces polynémes sont les mémes que
l’on considére A comme matrice a coefficients dans K ou dans L), il existe un nombre fini de L-sous-espaces de L™ stables
par A.

Si ' = Vectg(e1,...,ex) est un K-sous-espace de K™ stable par A, le sous-espace F = Vectr (e, ...,ex) est un L-sous-
espace de L™ stable par A. Comme F' = K™ N I, on en déduit que 'application F' — F' est injective de ’ensemble des
K-sous-espaces de K™ stables par A dans I’ensemble des L-sous-espaces de L™ stables par A : ceci prouve qu’il n’y a qu’un
nombre fini de K-sous-espaces de K™ stables par A, et donc qu’un nombre fini de sous-espaces de E stables par f.
Pour u € L(E), notons K[u] le sous-espace vectoriel de L(E) engendré par les puissances de u :

K[u] = Vect (u*, k € N) = {Q(u), Q € K[X]}.

est I'algeébre engendrée par u (c’est la plus petite sous-algébre de L(E) contenant w).

On montre facilement qu’il existe P € K[X]\ {0} tel que P(u) = 0 si et seulement si K[u] est de dimension finie :

o si P existe et si Q(u) est un élément quelconque de Klu|, on a Q(u) = R(u) o R est le reste dans la division
euclidienne de Q par P : ceci prouve que K[u] = Vect (uk , 0<k < deg(P)) est de dimension finie au plus égale au

degré de P;
e réciproquement, si K [u] est de dimension d, la famille (Id, u, ..., u?) est liée, donc il existe (ap, ..., aq) € K4* non
d d
nul tel que Z aju® =0 : le polynéme P = Zaka est non nul et P(u) = 0.
k=0 k=0

Ainsi, 8'il existe P € K[X] non nul tel que P(u) = 0, K[u] est de dimension finie; pour ¢ polyndéme quelconque, on a
K[Q(u)] C Klu| et donc K[Q(u)] est également de dimension finie : il existe R € K[X] non nul tel que R(Q(u)) = 0.

61)| Les coefficients de la matrice M(\) = (A — AB)™ sont des polynémes en A de degré au plus n qui admettent les n + 1
complexes \; pour racines distinctes : on en déduit que M(\) = 0 pour tout A € C. On a en particulier A” =0 et A est

nilpotente. D’autre part, on peut écrire :
M) =N+ (-1)"\"B"

avec N(A) matrice dont les coefficients sont des polynomes de degré au plus n — 1 : on en déduit que B™ = 0 et B est
également nilpotente.

Notons x4 = Hle(X — A;)™, ou les \; sont les valeurs propres distinctes de A. Nous avons donc :

k

> A ——— 0.
— m—r—+00
i=

Pour m € N, nous avons :

k
Vi€ [0k =1, > ng AT = Tr(A™H)

=1

ce qui peut se voir comme un systeme BX,, = Y,,, en posant
1 1 .. 1 ny A Tr(A™)
/\1 )\2 N )\k N9 /\gﬁb TI'(Aerl)
B = ) ) ) , Xom = . et Y, =
AT T AR Tr(A™+k-1)
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La matrice B est inversible (matrice de Vandermonde associée a k complexes deux a deux distincts) : on peut donc écrire
X, = B7Y,,.
Comme Y™ tend vers 0 quand m tend vers l'infini, X™ tend également vers le vecteur nul, ce qui signifie que |A\;] < 1
pour tout .
Comme M est nilpotente et non nulle (car NM + MN #0), on a M? =0 et M # 0. Ainsi, M est de rang 1 et son
noyau est de dimension 1. Soit e; une base de ce noyau. On a alors :
€1 = (NM+MN)€1 = M(Ne]_)

donc es = Nej est non nul (sinon, e; serait nul). On en déduit que (e, e2) est une base de R? (car ey est une base de
Ker(N) (N est également nilpotente d’indice 2) et e; ¢ Ker(N)). On a donc :

Me; =0

Mey = MNey =e1 — NMey = ¢
Nep = es

Ney = N2e; =0

En notant P la matrice de passage de la base canonique de R? & la base (e1, e2), nous avons donc

s (01 v (00
P MP—<O o) et P NP_(1 0)'

La matrice A est annulée par le polynéme X2 + 1, qui est scindé & racines simples sur C : A est donc diagonalisables
sur C, avec Spg(A) C {—i,i}. Comme A a au moins une valeur propre complexe et que ses valeurs propres non réelles
sont deux & deux conjuguées, on a Spp(A) = {—i,i}, —i et i étant de méme ordre de multiplicité & = n/2. On peut choisir
une base (e, ..., e) de Pespace propre (complexe) pour la valeur propre i et la famille

B = (61757 e27@a vy ekaa)
est une base de C™ qui diagonalise A. La famille
B = (Re(e1), Im(e1), Re(ez), Im(es),. .., Re(ex), Im(ex))

est alors une base de C™, car la matrice de passage de B & B’ est de la forme :

Q 0 ... 0

0 Q o 1 (1 —i

o . avecQ=2<1 +i>€GL2((C).
. . . O

0 ... 0 Q

Comme les vecteurs de B’ sont éléments de R™, B’ est également une base de R™ et on a, pour tout k :
A(Re(ex)) +iA(Im(ex)) = A(ex) = ter, = —Im(ey) + iRe(er)

et donc
A(Re(ex)) = —Im(ei) et A(Im(ex)) = Re(ey)

On en déduit que A est semblable (sur R) & la matrice :

B 0 ... 0
0 B
Ay = avec B = (_01 (1))
0
0 0 B
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Réciproquement, toute matrice A semblable & A vérifie A2 = —1,,.

65)[a) On a, en effectuant les opérations élémentaires L; <— L; + AL;4,, pour ¢ variant de 1 a n :

M, —A
() = ‘—In AL,

_‘ 0 NI,-A

I, A\, ‘ = det(\*1, — A) = xa(A?).

Les valeurs propres de M sont donc les racines carrées des valeurs propres de A. Plus précisément, en notant

k
xa=[[(X —n)m
j=1
avec k € N*, nq,...,ng € N* et uq,...,ux distincts deux a deux et en choisissant pour chaque 7 une racine carrée \; de
Mg
k k
XM = H(X2 _ )\12)111 _ H(X — X)X+ )™
j=1 j=1

Si A est une valeur propre de M, on a :
_ 2
M (Xl) _ <X1> PN AXy =2 X, — AXy = N X,
Xo Xo X, = )\XQ X = )\X2
. . . 9 . , . A X5
donc Ker(M — Al3,) a méme dimension que Ker(A — A“1,), puisque 'application Xy —

e ) est un isomorphisme de
2
Ker(A — X21,,) sur Ker(M — \3y,).

Si A est inversible, M possede 2k valeurs propres distinctes A1, —A1, ..., Ag, —Ag, d’ordres respectifs ni,ni,...,ng, ng. On
en déduit :

M est diagonalisable <= Vi€ {1,...,k}, dim (Ker(M — \;I3,)) = dim (Ker(M + \;iI2,)) = ny
— Vie{l,... k}, dim (Ker(4A— u;l,)) =n;

<= A est diagonalisable.

Si A n’est pas diagonalisable, on peut choisir 43 = 0 : 0 est valeur propre de A d’ordre n; et 0 est valeur propre de M
d’ordre 2n; ; comme Ker(M) est de dimension ny, qui est strictement inférieur & 2n;, M n’est pas diagonalisable. Nous
avons ainsi démontré que M est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et inversible.

Supposons dans un premier temps que f est un isomorphisme. Comme f™ est diagonalisable, il existe un polynéme
scindé a racines simples P = Hle(X—ui) tel que P(f™) = 0. On en déduit que le polynéme @ = P(X™) = Hle(Xm—,ui)
est un polynoéme annulateur de f. Comme les u; sont non nuls, @ est scindé a racines simples (chaque p; posséde m racines
m-iémes distinctes et les racines m-iémes de complexes distincts sont deux & deux distinctes). On en déduit que f est
diagonalisable, dont f™*! également.

Supposons maintenant que f n’est pas inversible. 0 est donc valeur propre de f et on peut écrire x5 = X kP(X) avec
k> 1 et P(0) # 0. Le lemme de décomposition des noyaux s’applique (X™ et P sont premiers entre eux), ce qui donne :

E =F, @& F; avec F} = Ker(f*) et Fy = Ker(P(f)).

Notons f et fo les restrictions de f aux deux sous-espaces stables Fj et Fy. Par hypothese, f{" et f3* sont diagonalisables :
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e comme f; est nilpotent, f{" est nilpotent et diagonalisable, donc f{* = 0 : on en déduit que f{"“ est nul, donc

diagonalisable ;

e f5 est un isomorphisme de F» et f3* est diagonalisable, donc la preuve précédente prouve que meJrl est également
diagonalisable.

Enfin, f™*! est diagonalisable, puisque ses restrictions aux deux espaces supplémentaires F; et F, le sont.

67)| Comme M"™ = I3, M est diagonalisable sur C et ses valeurs propres A1, Az sont des racines n-ieémes de I'unité. Si \; est
réelle, Ay Pest aussi et 1 = det(M) = A\ Az impose Ay = Aa = 1ou )l = Ao = —1,cequidonne M = I ou M = —I5 (M est
diagonalisable). Sinon, on peut écrire A} = € et Ay = ¢=% avec # € R\ 7Z. On a ensuite 2cosf = \; + Xy = Tr(M) € Z,

donc cosf € {—3,0,1}. On en déduit que A\; € {j, 5% —j, —j%, i, —i}.

Nous avons donc démontré que M est d’ordre 1, 2, 3, 6 ou 4.

. . b
M est d’ordre 4 quand Sp(M) = {—i,i}. La matrice A est alors de la forme A(a,b,c) = (CCL —a)’ avec a,b,c € Z et
—a? —bc = 1. Notons S ’ensemble de ces matrices.
Il est classique que A est semblable & la matrice R; et on peut facilement expliciter une matrice de passage P entiére, par

—b

exemple P = 0 ), telle que P~1AP = R;. On cherche ici & démontrer I'existence d’une matrice P € SLo(Z) telle

-1
que P~'AP = R; ou R,. Nous allons donc transformer A en R; ou Rs, en utilisant exclusivement les quatre matrices de

SLQ(Z)
11 _ 1 -1 10 _ 1 0
Pl:(o 1)’P2:P11:<0 1>’P3:<1 1) etP4=P31:<_1 1)'

Ceci n’est pas restrictif, car on peut montrer que les matrice P; et P3 engendrent le groupe SLy(Z). Pour A = A(a,b,c) € S,
nous définissons :

Pa = {P'AP\, Py APy, Py'AP;, P/'AP}
a—c¢c b+2a-—c at+c b—2a-—c a+b b a—2> b
c c—a ’ c —a—c "\c—2a—-b —a-b)  \c+2a—b b—a ’

Nous allons définir une suite (finie) de matrices (A4;)o<i<k avec :

o Ay = A= A(ao,bo,co);
o Vic [[07 k— 1ﬂ7 Ait1 = A(ait1, bit1,¢i41) € Pa,;
o |ag| > |a1| > -+ > |ag| = 0.

Sia=0,k=0;sinon, on a |be|] = 1+ a?, ce qui impose que [b| < |a| ou |c| < |a|. En effet, dans le cas contraire, on
aurait |bc| > (Ja| +1)% = 1 + 2|a] + a® > 1 + a?. On en déduit que I'une des quatre valeurs a —c, a+c, a—boua+b a
une valeur absolue strictement inférieure & celle de a. Par exemple, si |[b] < |a| et a >0,onala—b=a—-b<asib>0
et la+b =a+b<asib<0 (best toujours non nul car |be| > 1). Ainsi, on peut choisir A1 = A(ay,b1,c1) € Pa telle
que |a1| < |a| = |ag|. Par itération, on construit la suite finie (A;)o<i<k (les |a;| sont des entiers naturels qui décroissent
strictement : la construction s’arréte).

0 b

o 0). Comme brc, = —1, on a

Nous avons donc construit une matrice Ay conjuguée a A dans SLy(Z), avec Ay, = <
soit A = Ry, soit Ar = Rs.

Remarques : a) on a b;c; < 0 pour tout ¢ et soit b;11 = by, soit ¢;11 = ¢;; on en déduit que by a le méme signe que by.
Ainsi, A est conjuguée a Ry sib<0eta Ry sib>0.

B

5) € SLy(Z), on a (P*lRlP)Z1 =a2++2>0.

b) R; et Ry ne sont pas conjuguées dans SLo(Z) car pour P = (?;

68)[ a) Si A posséde un hyperplan stable, il existe une matrice inversible P telle que P~1AP = (0 \

B C) avec B €

M, _1(K) et A € K. On en déduit que A est une valeur propre de A.
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Réciproquement, supposons que A posseéde une valeur propre A. Par la formule du rang, Im (A — AI,,) est de dimension
au plus n — 1. On peut donc choisir un hyperplan H tel que Im (A — AI,,) C H et H est stable par A :

VX EH, AX = (A— L)X+ X €Im(A—\,) + H C H.

Remarque : on peut aussi dire que A est valeur propre de ‘A et démontrer que si U est un vecteur propre de !A, ’hyperplan
H={X € K", 'UX = 0} est stable par A.

Cette seconde méthode permet de traiter plus facilement la condition d’unicité : A posséde un unique hyperplan stable si
et seulement si ‘A posséde une unique droite propre, ce qui revient & dire que A posséde un unique valeur propre A € K
et que Ker (A — \I,,) est de dimension 1. Ainsi, A posséde un unique hyperplan stable si et seulement si Spy (A) = {A} et
rg(A—A,)=n-—1.

b) Supposons que A € M3(R) posséde exactement trois plans stables. La matrice B = 'A posséde alors exactement 3
droites stables, i.e. 3 droites propres. En notant ej, ey et es des vecteurs directeurs de ces droites, les vecteurs propres
associées a ces vecteurs propres sont deux a deux distinctes. En effet, si I'on avait par exemple Be; = Aej et Beg = Aes,
on aurait B(e; + aes) = A(eg + aes) pour tout o € R, ce qui donnerait une infinité de droites stables par B. Nous avons
donc démontré que B, donc également A, possédait 3 valeurs propres réelles distinctes.

Réciproquement, si A (et donc B) posséde 3 valeurs propres réelles distinctes, B posséde exactement 3 droites stables, qui
sont ses trois droites propres, et A posséde exactement 3 plans stables (qui sont les plans orthogonaux aux droites stable
par B).

a) On a facilement par récurrence :
Vk e N, A*B — BA* = kAF
En notant ® I’endomorphisme de L(E) : M — M B — BM, ceci s’écrit :
Vk € N, ®(A%) = kA"

Ainsi, si A n’était pas nilpotente, A* serait, pour tout k € N, vecteur propre de ® associé & la valeur propre k, ce qui est
absurde car ® a au plus n? valeurs propres.

b) Si on travaille sur le corps K = Z/pZ, on peut écrire :
Vk €N, A*B — BAF = kA" =k A*

ot k désigne la classe de k modulo p. Nous allons une nouvelle fois faire une preuve par ’absurde en supposant que A n’est
pas nilpotente. Chaque k est alors valeur propre de ®, qui posséde donc au moins p valeurs propres distinctes. Pour obtenir
une absurdité, il faudrait que ® soit un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension strictement moins grande que
p. L’idée consiste a restreindre @ ; notons F' le sous-espace vectoriel de M,,(Z/pZ) engendré par les puissances de A :
F = Vect(A*, k € N). Comme le polynéme caractéristique de A annule A (théoréme de Cayley-Hamilton), F est engendré
par la famille (I,,, 4,..., A" 1) et donc F est de dimension au plus n. Comme pour tout k € N, ®(A*) € F, F est stable
par @ et la restriction de ® & F posséde au moins p valeurs propres distinctes, ce qui est absurde car p > n > dim(F).

Remarque : nous utilisons le théoréeme de Cayley-Hamilton pour A € M, (Z/pZ). Voici une preuve de ce théoréme
valable dans un corps K quelconque :

Soient E un K-ev de dimension fini et f € L(E). Si « est un vecteur de F, il existe un entier k& < n tel que £ =
(@, f(x),..., fF"1(x)) est libre et (z, f(z),..., fF1(x), f¥(x)) est liée. Il existe donc aq, ...,ar_1 € K tels que :

fk(l') = apx + alf(x) + -+ ak—lfkil(x)

ce qui s’écrit P(f)(z) =0 en posant P = X* —a;_; XF71 — ... —q.

On peut d’autre part compléter £ en une base B et la matrice de f dans la base B est de la forme (61 g) ou A est la
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matrice compagnon associée au polynéme P :

0 0 0 —ap
1 0 —a1
A=1o 1
0
o ... 0 1 —ak—

On en déduit que P = x4 divise x5 = xa X xc- Ainsi, x;(f)(x) = (xc(f) o P(f)) (x) = xc(f)(0) = 0. Ceci démontrer
que x¢(f) = 0.

Cette preuve utilise la notion de polynéme minimal de f en x : si « € E, I'ensemble I, y = {P € K[X], P(f)(z) =0} est
un idéal non réduit {0} ; son générateur normalisé (c’est le polynéme P défini ci-dessus) est noté m, ¢ : c’est le polynéme
minimal de f en x. La preuve précédente montre que :

Vx € B, m, s divise x .

Comme l'idéal annulateur de f est 'intersection des I s :

I; ={P e K[X], P(f) =0} = [ L.y,

zel

le polynéme minimal de f est le p.p.c.m des 7, ¢ pour x décrivant E, ce qui prouve le théoreme de Cayley-Hamilton : 7
divise x . On peut aussi écrire :
Tf=Tey,f V ey f Voo Teyf

ol (e;)1<i<n est une base de E, ce qui permet de calculer assez facilement 7. Par exemple, on montre facilement que si
A est la matrice compagnon associé a un polynéme normalisé P, alors m4 = x4 = P. En effet, si e; est le premier vecteur
de la base canonique de K", on a m., 4 = P, ce qui prouve que P = x4 (car m., 4 divise x4 et les deux polynémes sont
normalisés et de méme degré), puis que m4 = P (car P =m¢, a| ma|xa = P).

70)

Pour k € N, notons dj, la dimension du noyau de u*. Commencons par remarquer que l’on a
{0} = Ker(u®) C Ker(u) C --- C Ker(u®) C ...
et la suite d est croissante.

La convexité de la suite se traduit pas le schéma :
R e

| e i

g fmmmmmmmmm e
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dr + diy2

ce qui s’écrit di41 > , ou encore diy1 — di, > dpyo — di+1. Ces différences de dimensions font penser a la

dimension de supplémentaires; il est donc naturel d’introduire F tel que Ker(uf*1) @ F = Ker(u**2). Considérons la
restriction v de v a F'. On montre facilement :

e Im(v) C Ker(u*+1);
e Ker(v) = Ker(u) N F C Ker(uk*1) N F = {0} ;
e Ker(uF) no(F) = {0}.
Ainsi, Ker(u*) @ v(F) C Ker(u**1) et v(F) a méme dimension que F' (v est injective). Cela donne :
diy2 — di41 = dim(F) = dim(v(F)) < dgy1 — di.

Remarque : cette preuve un peu améliorée permet de décrire les endomorphismes nilpotents, puis d’atteindre la décom-
position de Jordan d’un endomorphisme dont le polynéme caractéristique est scindé.

La réponse est négative. Quand une matrice réelle N a une valeur propre complexe a + i¢b non réelle, la valeur propre
conjuguée a — ib a les mémes propriétés que a + ib; par exemple, les espaces propres associés a a + ib et a — ib ont la
méme dimension. Pour construire un contre-exemple, il suffit donc de choisir M complexe telle que xas soit réelle, avec
deux valeurs propres conjuguées associées & des espaces propres de dimensions différentes. Par exemple

t 0 0 O

0«2 0 O
M =

00 — 1

00 0 -

Onaxy = (X —9)2(X +1i)? = (1+X?%)? € R[X] avec rg(M —il;) = 2 et rg(M +il;) = 3. Si N était une matrice réelle
semblable & M, on aurait

3=rg(M +ily) =rg(N +ily) = rg(N +ily) =rg(N — ily) =rg(M — ily) =2

ce qui est absurde.

Remarque : pour toute matrice carrée complexe A, det(A) = det(A) et donc pour toute matrice complexe A, rg(A) =
rg(A) puisque le rang d’une matrice est la taille du plus grand déterminant non nul extrait de A.

'72)| Nous allons utiliser quelques propriétés élémentaires :

(a) si f,g € L(F) avec f diagonalisable, alors f et g commutent si et seulement si les espaces propres de f sont stables
par g3

(b) si f,g€ L(FE) avec fog=go f, Ker(f) est stable par g;
(c) siPeC[X]et f,ge L(F) avec fog=go f, alors P(f) et g commutent.

On utilise la décomposition de Dunford de f : il existe d diagonalisable, n nilpotent tels que f = d+n et don =nod. Les
espaces propres de d sont les espaces caractéristiques de f, i.e. les F; = Ker ((f — \;)™) en posant 7 = Hle(X — )™,
On en déduit que ces espaces sont stables par g (propriété c) puis que g et d commutent (propriété a). Comme n = f —d,
g commute également avec n. Nous avons ensuite :

fHg=d+n+g=dId+n')avecn’ =d 'o(n+g).
En choisissant pour chaque ¢ une racine carrée u; de \;, 'endomorphisme d' défini par Vi, Vo € F;, d'(x) = p;x est

une racine carrée de d. Cet endomorphisme est diagonalisable et admet les F; pour sous-espaces propres. On en conclut
(propriété a) qu’il commute avec d, n et g, donc avec n'.
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Comme d~!, n et g, commutent deux & deux, on peut écrire :

k
3 B\ . »
VkeN, (n)fF=d koz (i>nzog’C g
i=0
donc (n')¥ = 0 dés que k est supérieur & la somme des indices de nilpotence de n et de g : n’ est nilpotent.

“+oo
On utilise ensuite une analogie avec ’expression v'1 4+ x = g

m=0

oo () e

m=0

(i{f) x™, valable pour x € [—1,1[ et on définit :

(la somme est finie car n’ est nilpotent). On peut écrire :

(W) = io (i <1§2> (ml/_22>> (Y™ = Id +n’

m=0 \:=0

En effet, on a par produit de Cauchy :

Veel- 11, 1+z=(Vita) = (Jrf <1T/n2) xm>2 - io (:) (1?2) (T;/_2@>> L

m=0 m=0 \1

et I'unicité du développement en série entiére donne :
szovi(l/g)(l/z’): 1 sim=0oum=1;
o\ ! m—1 0 sinon.

Comme h' est un polynéme en n’ et que d’ commute avec n’, b’ et d’ commutent. Nous pouvons enfin conclure :

(doh)? =(d)2oh*=do(Id+n')=f+g.
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