Lycée Pierre CORNEILLE MP/MPI

Probléme de Mathématiques
Référence pp2011 — Version du 6 décembre 2025

La base canonique de E = R* est notée
Bo = (eq y €2, €3, eq).

On étudie 'endomorphisme u de E représenté dans la base canonique %, par la matrice A suivante.

10 0 0
7 1 2 -3
A=l3 5 o 1
s 7 2 7

Un vecteur de R* sera noté (x,y, z, t).

1. Lamatrice A posséde une valeur propre évidente : laquelle ? Calculer un vecteur propre associé a
cette valeur propre.

2. Quelle est la dimension du sous-espace H = [x = 0]? Démontrer que ce sous-espace H est stable
par u.

3. Déterminer une matrice inversible

Qi =

o o =
o O = O
o = O O
— O O O

telle que Q; ' AQ1 soit de la forme

-1 0 0 0
0 bi1 b1z bis
0 ba1 bzz b3
0 b3 b3y bizs
Déterminer la matrice
bi1 b1z bigs
By =|bz1 b2z baj;
b31 bz b33
en faisant aussi peu de calculs que possible.
4. On considere la matrice

-3 2 3
N=|5 -2 4
7 =2 5

4.a. Calculer le polyndme minimal de N.

4.b. Vérifier que N est une matrice de rang 2. Calculer un vecteur directeur de Ker N et une équation
cartésienne de Im N.

4.c. Calculer une équation cartésienne de Ker N2.

4.d. Lamatrice N peut-elle étre semblable a la matrice suivante?

010
0 0 O
0 0 0

4.e. Onsuppose qu’il existe une matrice P € GL3(IR) telle que
010
PTINP={0 0 1
0 00

et on note Cq, C; et Cz, les colonnes de P.
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Que dire des colonnes NCy, NC, et NC3?
4.f.  On choisit une colonne X, qui n’appartient pas a Ker N? : donner un exemple d’une telle co-
lonne. Calculer NX, et N2X,. Vérifier que les trois colonnes Xy, NXq et N2X, sont linéairement indé-
pendantes. Conclure.
5. Expliciter une matrice inversible Qo € GL4(R) telle que Q;'AQo = T avec

-1 0
2
0
0

o O O
o N =0
N —= O O

En déduire le polyndme caractéristique et le polyndme minimal de A.
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Solution % Trigonalisation d’une matrice

1. La premiere ligne de A montre que —1 est une valeur propre de *A. Or Sp(A) = Sp(*A), donc —1
est une valeur propre de A. Il s’agit maintenant d’identifier le noyau de

0 0 0 0
70 2 -3
A-Nh=1 45 5 | 4
8 7 -2 8

Ce calcul est sans mystere, il suffit d’appliquer 1’algorithme du pivot.

Ker(A+14) =R-
-3

REMARQUE.— Avec Python, on peut appliquer I'algorithme du pivot en se réservant le choix des opé-
rations de pivot et en déléguant I’exécution de ces opérations.

import numpy as np
import sympy as sp

A = sp.Matrix([[-1,0,0,0],
(-7,-1,2,-3],
[3,5,0,4],
[8,7,-2,711)
A1 = A+sp.eye(4)
A1b = sp.Matrix(np.vstack((Al, sp.eye(4))))
A1b[:,0] += 3*Alb.col(2)
A1b[:,3] += 2%Alb.col(2)
A1b[:,2] += 2*Alb.col(0)
A1b[:,3] += Alb.col(0)
A1b[:,2] -= Alb.col(3)
A1b[:,1] -= 5%Alb.col(2)
A1b[:,3] -= 12xA1b.col(2)
A1b[:,3] -= 2*Alb.col(1)

Mais on peut aussi éviter tout effort (ce que je désapprouve fortement).

Al.nullspace()

2. Entant que noyau de la forme linéaire
[(X»U)Z» t) — x] y

’ensemble H est un hyperplan de R?, donc un sous-espace de dimension 3.

La famille (e, e3,e4) est une famille libre (en tant que sous-famille de la base canonique %)
de trois vecteurs qui appartiennent au sous-espace H. Comme dim H = 3, il s’agit d’une base de H.
D’apres les trois dernieres colonnes de la matrice A, 'image par u de chacun de ces trois vecteurs est
une combinaison linéaire de e, e3 et e4. Ainsi

V2<k<4, u(ex) € Vect(ez,e3,eq) =H

ce qui prouve que H est stable par u.

REMARQUE.— Variante matricielle : si la colonne X représente un vecteur x € H dans la base canonique
Ay, alors X est de la forme

-+ N«
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et la colonne AX, qui représente u(x) dans la base canonique est de la forme

* X X O

ce qui prouve que u(x) € H.
3. Quels que soient les valeurs choisies pour a, b et ¢, la matrice Q; est inversible car elle est trian-
gulaire et tous ses coefficients diagonaux sont différents de 0.

La matrice Q;'AQ; représente I’endomorphisme u dans une base % = (e}, e}, e}, e;) de E et Q;
est la matrice de passage de la base canonique %, a la base %.

D’apres la premiere colonne de Q;'AQ7, le premier vecteur de % est un vecteur propre de u
associé a —1, donc

Maty, (e1) =

o oo =

D’apreés les trois derniéres colonnes de Q1,
!/ / !
e, =€, e3;—=e3 et ey, =ey.

La seule possibilité est donc

1 00 0
2 10 0
Q=1_7010
30 0 1

D’apres la deuxiéme colonne de la matrice A,

ules) =0-e1—ex+5-e3+7-eq
= —ex+5-e3+7-e4
=0-ej—e)+5-e5+7 ey

donc la deuxiéme colonne de Q;'AQ; est la méme que la deuxiéme colonne de A. Idem pour les
troisiéme et quatriéme colonnes (parce que le sous-espace H est stable par u). Par conséquent,

-1 0 0o 0
1 10 -1 2 =3
QUAQi=f4y 5 o 4
0 7 =2 7
REMARQUE.— Vérification électronique :
Q1 = sp.eye(4)
V = Al.nullspace() [0]
Qi[:,0] = v/v[0,0]
Bl = Qi*x(-1)*A*xQ1[1:,1:]
4.a. On calcule
-2 —4 2
N2=|[3 6 —3| et N3>=03.
4 8§ —4

Le polyndme X3 est un polyndme annulateur unitaire de u, donc le polyndome minimal est un diviseur
unitaire non constant de X3 : les seules possibilités sont donc X, X2 et X3. Or N # 03 et N2 # 03, donc
ni X, ni X? ne sont des polyndmes annulateurs de u...

Le polyndme minimal de 1 est donc X3.
4.b. Les deux premiéres colonnes de N ne sont pas proportionnelles, donc le rang de N est au moins
égala 2.

Comme N est nilpotente, elle n’est pas injective, donc son rang est strictement inférieur a 3.

Le rang de N est donc bien égal a 2.
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@ Un calcul simple (pivot sur les colonnes!) montre que

-2
KerN=R-| 3
4

@ L'image de N est le sous-espace engendré par les colonnes de cette matrice. On sait qu’il s’agit
d’un plan et que les deux premieres colonnes ne sont pas proportionnelles, donc I'image de N est le
sous-espace engendré par les deux premieres colonnes de N.

I s’agit donc de trouver trois réels a, b et c tels que

—3a+5b+7¢c=0 e a—b—c=0.

On en déduit (résolution, par la méthode du pivot, d'un systéme homogéne de deux équations linéaires
en trois inconnues) qu'une équation cartésienne de Im N est

x+2y—z=0.

REMARQUE.— On peut aussi trouver les coefficients de I’équation cartésienne en calculant le produit
vectoriel (cross product en néo-french) des deux colonnes.

normale = N.col(0).cross(N.col(1))

4.c.  Onooit que N? est une matrice de rang 1 :

-2

La ligne donne une équation cartésienne du noyau de N2 :

—2 X
N*X=0 [3|(1 2 =1)[|y|=0
4 z
-2
= (—x—2y+z)-| 3 | =0
4

— —x—2y+z=0.

On constate ainsi que
KerN? =ImN,

ce qui n’a rien de surprenant : comme N3 = N2 x N = 03, il est clair que Im N C Ker N2 et comme
dimKerN =1 et dimKerN? =2,
on déduit du théoréme du rang que
dimImN =2 et dimImN?=1.

4.d. Lerangde N est égal a 2 alors que le rang de la matrice triangulaire est égal a 1. Comme deux
matrices semblables ont méme rang, la matrice N ne peut pas étre semblable a cette matrice triangu-
laire.

4.e. Soit v, 'endomorphisme de R représenté par la matrice N dans la base canonique de R3.
Comme P est inversible, il existe une base

€ = (e1,€2,€3)

de RR3 telle que P soit la matrice de passage de la base canonique a la base ¢ et, d’apres la formule de
changement de base, la matrice P~ NP représente I'endomorphisme v dans la base €.
D’apreés les colonnes de P~INP,

vier) =0, v(e2) =e1, vles)=e3
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donc
NCy = Matean (v(er)) =0,
NC; = Matean (V(e2)) = Matean(e1) = Cy,
NC3 = Matean (v(e3)) = Matean(e2) = C2
et ainsi

C; =N2C; et C,=NCs.
4.f. Levecteur

ne vérifie pas ’équation cartésienne de Ker N2, donc il n’appartient pas a Ker N2. On déduit de N et

N2 que
2 —4
NXo=[-2] et N2Xo=| 6
2 8

(en extrayant la deuxieéme colonne de chaque matrice).
Les colonnes X, et NX, ne sont pas proportionnelles et il est assez clair que la colonne N?X, n’est

pas une combinaison linéaire de X, et de N Xy, donc ces trois colonnes sont linéairement indépendantes.
Cela prouve que la matrice

—4 2 0
P=[6 —21
8 2 0

est inversible. Attention! on a pris les trois vecteurs dans un autre ordre et on a maintenant :
NC; = N(N?Xo) =0,
NCz = N(NXo) = Cy,
NC3 =N(Xo) = Ca.

D’apres la formule du changement de base,

P~'NP =

S O O
S o =
o = O

5. D’apres la question précédente,

P 'B1P=P '(2I34+ N)P =213+ P 'NP

210
=10 2 1].
0 0 2

En posant

1 0 0 0
0 -4 2 0
QL=1y 6 —2 1
0 8 2 0

et Qo = Q1 x Q2, c'est-a-dire
1 o 0 0
2 -4 2 0

Q=14 6 21|

-3 8 2 0

on définit bien une matrice inversible (produit de deux matrices inversibles) et

Q,'AQo=Q5'Q;'AQ1Q2
= Q£1 (11 B]) QZ
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REMARQUE.— Pour bien comprendre les calculs qui précedent, considérons deux matrices triangu-
laires par blocs (avec des blocs de mémes tailles).

(M M, (N7 N;
M= ( 0 M3> N= ( 0 N3)
On sait alors que det(M) = det(M;) det(M3) et que

. MiN;7 MiN3y + M>N3
MN_( 0 M3N3 )

On en déduit que la matrice M est inversible si, et seulement si, les blocs diagonaux M et M3 sont
inversibles et que, dans ce cas,
—1
M~ = <M1 My ) :

0o M3

Si la matrice M est diagonale par blocs (soit M, = 0) et si la matrice A est aussi diagonale par blocs
(avec des blocs de mémes tailles que ceux de M) :

(A0
(58

Mi]AM _ (MH My ) (A]M] 0 )

alors

0o M3 0 A3M;
_ M1—1A]M1 0
- 0 M3TAsM; )

@ Les matrices A et T sont semblables, leurs polynémes caractéristiques sont donc égaux. Comme T
est une matrice triangulaire, son polyndme caractéristique est connu sous forme factorisée sans aucun
calcul!

XA =x1 = (X+1)(X=2)°.

@ De méme, les matrices A et T sont semblables, leurs polyndmes minimaux sont donc égaux.
Comme la matrice T est diagonale par blocs :

Mmoo
T‘(o Tz)’

son polyndme minimal est facile a déterminer.
En effet, pour tout polynéme S € KI[X],

S(Th) 0
Sm:( 0 sm)

donc S est un polynéme annulateur de T si, et seulement si, S est un polynéme annulateur de T; et de
T,. Autrement dit : py divise S si, et seulement si, pt, et py, divisent S. Encore autrement dit : 1'idéal
annulateur de T est l'intersection de 1'idéal annulateur de T; et de I'idéal annulateur de T,. C’est-a-dire
(enfin) : pt est le pged de pr, etde pr,.
Pour nous, Ty = —Iy, donc pt, = X+1et N = T, —2I3 est nilpotente d’indice 3, donc pr, = (X—2)3
et finalement
pa =ur = (X+ 1) A(X=2)> =xa.



