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Probléme de Mathématiques
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1 0 1
A=(-1 2 1
1T -1 1

et on note f, 'endomorphisme de E = R? canoniquement associé a cette matrice.

On considere la matrice

Partie A. Forme réduite de Frobenius
On pose e; = (1,0,0) et on s’'intéresse a la famille
7 = (*(e1)

keEN"

On note

1. Vérifier que la matrice Q1 est inversible.
La famille .% est-elle libre? Quel est son rang ?

3. Démontrer que
0 0 2
Q]1AQ1—(1 0 —5).
01 4

I = {P € RIX : P(f)(e;) =0}

N

4. Démontrer que l'ensemble

est un idéal de R[X]. Vérifier qu'il est engendré par le polynéme
o = X? —4X? 45X — 2.
5. Démontrer que o est le polyndme minimal de f.

Partie B. Factorisation du polynome minimal

6. On suppose que le pged du polyndme P et de son polyndme dérivé P’ est égal a (X — a).

6.a. Démontrer que P est divisible par (X — a)?.

6.b. Démontrer que P n’est pas divisible par (X — a)3.

7. Calculer py, polynéme dérivé de pio.

8. Expliquer brievement pourquoi le pged de 1o et de p; est aussi le pged de 2o et de py.

9. Calculer la division euclidienne de 911 par (1. Le reste de cette division sera noté R;.
Calculer la division euclidienne de p; par R;.

10. Déduire de ce qui précede une factorisation de .

Partie C. Trigonalisation

11. Calculer une base du noyau de (A — I3) et une base du noyau de (A — 213).
12. Démontrer que Ker(A — I3)? est un plan vectoriel et calculer une équation cartésienne de ce plan.
13. On pose

Démontrer que la matrice Q est inversible. En déduire, avec un minimum de calculs, que

1T 10
Q;'AQ:=1[0 1 0].
00 2
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Partie D. Puissances
14. Démontrer que les sous-espaces

F=Ker[(f—1d)?] et G =Ker(f—21Id)

sont supplémentaires dans E.
15. Onnote p, la projection sur F parallelement a G et g, la projection sur G parallelement a F.
Calculer les matrices de p et q relatives a la base canonique de E = R3.

16. Vérifier que les polynomes (X —1)2 et (X—2) sont premiers entre eux en exhibant deux polynémes
Uet V tels que

(X—1) U+ (X=2)V=1.
17. Vérifier que

{ matcan(p) = A2l —A)

9:na'{can(q) =(A— 13)2-

18. On reprend la matrice Q; introduite dans la partie précédente.
18.a. Vérifier que

{ Q,'[A(213 — A)IQ2 = Diag(1,1,0)
Q5 '[(A —13)2]Q2 = Diag(0,0,1).

' On préférera une justification géométrique i une justification par le calcul.

18.b. En remarquant que Q; 'AQ; est égale a
010
Diag(1,1,0) + 2 Diag(0,0,1)+ {0 0 0],
0 00

démontrer que

010
Q' (A% +3A-213)Q.= (0 0 0].
000

18.c. En déduire enfin que
AR = A(2I3 — A) +25(A — I3)? —k(A? — 3A + 213)

pour tout entier k € IN.
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Solution % Réduction d’'une matrice

Partie A. Forme réduite de Frobenius
1. Lerang d’une matrice est invariant par les opérations de pivot donc

1 1 2
rgQi=rg|(0 -1 2. (Ls « L3+ Ly)
0 0 1

Une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont tous différents de 0 est inversible, donc
la matrice Q; est inversible.
2. L'espace R? est un espace vectoriel de dimension finie. Or le cardinal de la famille .# est infini (elle
est indexée par IN), donc cette famille est liée.
' Lerang de .7 est inférieur a dimR3 = 3.
Dans la base canonique, les vecteurs e;, f(e7) et f2(e1) sont représentés respectivement par les
colonnes suivantes :

1 1 2
Ei=(0], AR =[-1], AAE)=[-2
0 1 3

Comme la matrice Q est inversible, on en déduit que la sous-famille (f*(eq))o<k<2 est libre et donc
que son rang est égal a son cardinal. Donc rg.# > 3.

Finalement, le rang de .# est égal a 3.
3. Lescolonnes de Q; représentent les vecteurs ey, f(eq) et f?(e1) dans la base canonique. Comme Q4
est inversible, ces trois vecteurs forment une base %; de R3 (extraite de la famille .%). On déduit alors
de la Formule de changement de base que la matrice Q7' AQ; représente 'endomorphisme f dans la
base %4;.

Comme f(e1) = f(e1) et que f[f(er)] = f?(e1), on connait déja les deux premieres colonnes de

Q] ! ‘Ql !
Q 1AQ = Mat f(e fz f3
1 1 (el,f(el),fz(e1))( ( 1)» (61)) (61))

0 0 %
=11 0 «%
0 1 x

Enfin, le vecteur f3(e;) = f[f?(e;)] est représenté dans la base canonique par

5
A(A’E)) = | -3
7

Un rapide calcul nous donne alors
f3(61 ) =2e7 —5f(e7) + 4f2(e1 )

et on en déduit que

00 2
Q;'AQi=1[1 0 -5
01 4

REMARQUE.— Les fans de calcul matriciel peuvent commencer par calculer

11 0
Q'=(0 -3 =2
0 1 1

(en indiquant précisément la méthode suivie sur la copie), puis effectuer le double produit matriciel...
Comme le résultat est donné dans 'énoncé, il convient d’étre prudent et de donner toutes les indica-
tions nécessaires pour prouver qu’on a effectivement mené les calculs!
4. Lapplication

[P — P(f)(eq)]

est linéaire de R[X] dans R3 :

(AP 4+ Q)(f)(e1) = AP(f)(e1) + Q(f)(e1)
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donc son noyau I; est un sous-espace vectoriel de R[X] et en particulier, c’est un sous-groupe de
(RIX], +).
D’autre part, si P € I;, alors

vQ e RIX], (QP)(f)(e1)=I[Q(f

—
o
-
—
—
=
o
—

= Q(f)[P(f)(e1)] (déf. de o)
= Q(f)(0) (car P € Iy)
=0 (linéarité de Q(f))

donc PQ = QP € I;.
On a ainsi démontré que I; était un idéal de R[X].
REMARQUE.— Non, 'application
[P — P(f)(er)]

n’est pas un morphisme d’anneaux, car I’ensemble d’arrivée n’est pas un anneau (c’est R3). Impossible
donc de présenter I; comme le noyau d’un morphisme d’anneaus, il faut donc vérifier "pédestrement"
qu’il s’agit bien d'un idéal de R[X].
@ En tant que noyau d’une application linéaire de R[X] (= espace de dimension infinie) dans R3 (=
espace de dimension finie), le sous-espace 11 n’est pas réduit au vecteur nul.
a Comme tous les idéaux non réduits a {0} de IR[X], I'idéal I est engendré par le polyndme unitaire
de plus bas degré possible dans I;.
Comme la famille (ey, f(eq),f?(e1)) est libre, le seul polyndme P de degré inférieur a 2 dans I; est
le polynéme nul :
aX?+bX+cely & af’(e;)+bf(e;)+ce; =0

& a=b=c=0.
La troisiéme colonne de Qﬂ AQ1 nous dit que
3(e1) = 4f%(ey) — 5f(eq) + 2e;
c’est-a-dire que le polyndme unitaire
o = X3 —4X? +5X -2

appartient a I;. Comme c’est un polyndme unitaire de plus bas degré possible dans I;, le polynoéme
est bien un générateur de I; (et d’ailleurs c’est méme /'unique générateur unitaire de I).
5. Si P est un polyndme annulateur de f (par exemple, le polynéme minimal de f), alors

Vx e R3, P(f)(x) =0

et en particulier P € I; (pour x = e7). Cela prouve que le polynéme minimal de f est divisible par o
(qui engendre l'idéal I;).
@ Réciproquement, puisque
% = (e1,f(er),f*(e1))

est une base de R3, pour tout vecteur x € R3, il existe trois scalaires réels a, b et ¢ tels que
x = aej + bf(er) + cfZ(er).
Donc, quel que soit le polynéme P,
P(f)(x) = aP(f)(e1) + bf[P(f)(e1)] + cf*[P(f)(e1)]
puisque P(f) est linéaire et que la sous-algebre
R[f] C L(R?)

des polynémes en f est commutative.
En particulier, pour P = po € I1, ona P(f)(e;) = 0 et donc

wo(f)(x) =a-04+b-f(0)+c-f*(0)=0

par linéarité de f. On en déduit que po est un polyndme annulateur de f et donc que po est divisible
par le polynéme minimal de f.
@ On vient de démontrer que Lo était associé au polyndme minimal de f.
Ainsi pp, polyndme unitaire, est bien le polynéme minimal de f.
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Partie B. Factorisation du polyndme minimal

6.a. Notons d =degP.
D’apres la Formule de Taylor pour les polynémes,

P (q)
—; (X = )k
d—2 p(k+2)(a)
_ _ 2 _ k
= (X—q) L_O i X~
cRI[X]

Donc (X — a)? divise P.
6.b. Si P était divisible par (X — a)3, alors il existerait un polynome Q tel que

P=(X-a)P’Q=(X—-0a)’(X=a)Q
et par conséquent
P’ =3(X—a)’Q+ (X—a)P’Q =(X—-a)?[3Q+(X—a)Q'].

Dans ces conditions, P et P’ seraient divisibles par (X — a)? et leur pged serait aussi divisible par
(X — a)?, ce qui n’est pas le cas.
Donc P n’est pas divisible par (X — a)3.
7.
w =3X? —8X+5

8. Comme 9 est une constante non nulle, c’est un élément inversible de 'anneau R[X]. Les polynomes
Lo et Yo sont donc associés, donc

(Ho) + (1) = (uo) + (1),

ce qui explique pourquoi
o Ay = (Puo0) A\ .

9. On trouve d’abord

o = BX —4)ug —2X+2
donc

Ri =-2(X—-1)

et ensuite

—(3X=5
W1 :%R] +O.

10. D’apres 0, 0 et I'algorithme d’Euclide, le pged de o et 1y est donc associé a Ry, c’est-a-dire égal a
(X—=1).

Par 0, le polynome minimal po de f est donc divisible par (X —1)2.

Une derniere division euclidienne nous donne alors

Mo = (X = 1)*(X = 2).

Partie C. Trigonalisation
11. Lenoyaude

est clairement la droite dirigée par

[ Qi g—
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(puisque rg(A —I3) =2et C; + C, =0).

Le noyau de
-1 0 1
A-2I3=(-1 0 1
T -1 -

est tout aussi clairement la droite dirigée par

(puisque rg(A —2I3) =2 et C; + C3 =0).

12. Comme les trois colonnes de
1 -1 0
A-I3)2=[0 0 0
1 =1 0

sont proportionnelles, le rang de cette matrice (non nulle!) est égal a 1 et son noyau est par conséquent
un plan vectoriel.
Le noyau de (A — I3)? est 'ensemble des solutions du systéeme

(A—13)°X =0.
Les trois équations qui constituent ce systéme sont proportionnelles, donc
Ker(A —I3)? =[x —y =0l

13. On peut vérifier tres rapidement que le rang de Q; est bien égal a 3 (il suffit d’effectuer C, «
C2—Cy).

VARIANTE PLUS SAVANTE.— Les deux premieres colonnes de Q, ne sont pas proportionnelles et
appartiennent visiblement au plan Ker(A — I3)?. Elles forment donc une base de ce plan.
D’autre part, la troisieme colonne de Q, est un vecteur directeur de la droite Ker(A — 2I3).
D’apres le Théoréme de décomposition des noyaux, les sous-espaces Ker(A — 13)? et Ker(A — 213)
sont supplémentaires dans M3 1 (R) et en concaténant les bases qu’on vient de trouver, on obtient une
base de M3 1 (R).
Par conséquent, la matrice Q, est inversible.
a La premiere et la derniere colonne de Q, sont des vecteurs propres de A :

e )
i) 0 )+ 0

D’apres la formule de changement de base, on a donc

1T = 0
Q;'AQa=10 * 0].
0 %« 2

-6 0 )¢
)

Enfin,

donc

11
Q,'AQ, =10 1
0 0
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Partie D. Puissances

14. D’apres 0 et 0, le sous-espace F est un plan et le sous-espace G est une droite. La droite G est dirigée
par le vecteur (1,0, 1), qui ne vérifie pas 'équation cartésienne de F, donc FN G = {0}.
Par conséquent, F et G sont supplémentaires dans E :

R’ =F&G.
15. D’apres 0, pour tout vecteur x € E, il existe un scalaire A = A(x) € R tel que
q(x)=A-(1,0,1) G
et d’autre part
p(x) =x—qx) =1 —Ayi,z1 —A) €F

donc, par 0,
(x1—=A)=y1 =0

c’est-a-dire
A= X1 —VYi1.

On en déduit que
Vx = (x1,y1,21) € R?,  q(x) = (x1 —y1, 0, x1 — Y1)

et donc que
VxeR? px)=(y1, y1, =1 +y1+21).

Par conséquent,

_.
\
-

coo —oo

16. Il est clair que
(X2 =2X+1)— (X2 =2X)=1.

Par conséquent, le couple (U, V) = (1,—X) convient et d’apres le Théoreme de Bézout, les deux poly-
ndémes
X-1)% et (X-2)

sont premiers entre eux.

REMARQUE.— Pas de zele! On ne demande pas toutes les solutions de 1'équation de Bézout, on ne de-
mande pas non plus comment on trouve la solution particuliére : si on est assez lucide pour remarquer
qu’une solution évidente existe, il ne faut pas se priver d’en faire la remarque!
17. Onacalculé (A—1I5)? au 0 et on constate avec 0 que cette matrice est bien la matrice de la projection
q dans la base canonique.

En développant A(2I3 — A), on constate également que cette autre matrice est aussi la matrice de
la projection p dans la base canonique.

REMARQUE.— Par définition,
Vx€E, px)+qx)=x

et on constate bien que
ARz —A)+(A-1) =13

(indépendamment des coefficients de la matrice A, d’ailleurs).
18.a. D’apres 0, les matrices
A2I; —A) et (A—13)?

représentent respectivement la projection p (sur F parallelement a G) et la projection q = Id —p (sur G
parallelement a F).

Comme on 1'a vu plus haut ("variante savante" du 0), les colonnes de Q. sont constituées d"une
base du plan F (les deux premieres colonnes) et d'un vecteur directeur de la droite G (la derniere
colonne).
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La matrice Q; est donc la matrice de passage de la base canonique a une base adaptée a la décom-
position en somme directe
E=F®G.

Dans une telle base, les matrices des projections p et q sont respectivement
Diag(1,1,0) et Diag(0,0,T1).

On conclut en invoquant une fois de plus la Formule de changement de base.

REMARQUE.— On peut aussi calculer comme un bourrin...
18.b. La décomposition de Q, 'AQ, suggérée par 'énoncé est évidente. On déduit de 0 que

o1 0
(0 0 O) =Q,'AQ: — Q;'A(21; — A)IQ;
0 0 0

—2Q;'(A-13)%1Q,
=Q;'[A—(2A —A?%) —2(A? —2A +13)1Q;
=Q;'(-A%? +3A —215)Q;

18.c. La matrice QE] AQ; est la somme des matrices

010
M = Diag(1,1,2) et N=[0 0 0
000

Il est clair que N2 = MN = NM = 03. On peut donc déduire de la formule du bindme que

Q'A*Q = (M+N)* =M  +k-M*'N

1 k 0
=10 1 0
0 0 2k

= Diag(1,1,0) + 2* - Diag(0,0,1) + k- N

et 'expression finale de A¥ se déduit alors des relations établies au 0 et au 0

REMARQUE.— Comme la matrice A est inversible, cette expression est en fait vraie pour tout k € Z et
pas seulement pour k € N.



