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Calculs de probabilité

Applications du cours

Exercice 1 11-01

Exercice 4 11-04

Soit (Q, &, P), un espace probabilisé. Pour toute suite
(An)nen d’évenements, on pose

+o0o
B=() U Anm-
neN m=n
1. La partie B est un évenement et
+o0
P(B) = lim P( U Am).

n—oo
m=n

2. Sila série 3 P(An) converge, alors 1'événement B
est négligeable et presque slirement, a partir d’un certain
rang, aucun des événements A,, n’est réalisé :

(U N Aw) =1

neN m=n

3.a. Si0 < uy < 1pourtoutn € N etsilasérie ) un,
diverge, alors
N
lim (1—u,)=0.
N—+oc0
n=0

3.b. On suppose que (An)nen est une suite d’évene-
ments indépendants. On admet que la famille (AS )nen est
une suite d’événements indépendants.

Sila série ) P(A,) diverge, alors

vneN, P(ﬁo AS) =0
m=n

et '’événement B est presque sfir.

11-02

Soient 1y et p, deux mesures de probabilité sur un
espace mesurable (E, £).
La classe ¢ définie par

Exercice 2

¢={Ac&:mA)=wA)}

contient &, est stable par passage au complémentaire et
est stable par union dénombrable croissante : si (An)nen
est une suite croissante pour C de parties mesurables qui
appartiennent a ¢, alors

+oo
U An €.
n=0

11-03

Soit E, un ensemble fini ou dénombrable muni de la
tribu discrete £ = PB(E).

Pour toute loi de probabilité discrete (px)xee sur E, il
existe une, et une seule, mesure de probabilité discrete p
sur (E, ) telle que

Exercice 3

Vxek  u{x}) =px

On dispose de deux urnes : l'urne 1 contient deux
boules blanches et trois bleues; l'urne 2 contient trois
boules blanches et quatre bleues. On tire une boule dans
l'urne 1 et on la place dans 'urne 2. On tire alors une boule
dans l'urne 2.

1. La probabilité pour que la premiére boule tirée soit
bleue est égale a 3/s.

2. La probabilité pour que la deuxiéme boule tirée soit
bleue est égale a 23/40.

Exercice 5 11-05

Deux usines produisent des flaveurmetres bilobés. La
premiere produit deux fois plus de flaveurmetres bilobés
que l'usine 2. On estime a 20% (resp. a 5%) la proportion
de flaveurmetres bilobés défectueux produits par 'usine 1
(resp. par l'usine 2).

1. Laproportion de flaveurmétres produits par l'usine 1
est égale a 2/5.

2. La proportion de flaveurmetres non défectueux est
égale a 17/20.

3. Siun flaveurmetre tiré au hasard de la production est
défectueux, la probabilité pour que ce flaveurmetre ait été
produit par l'usine 1 est égale a 8/s.

Exercice 6 11-06

Soient A, B et C, trois événements indépendants avec
P(A) =14,P(B) =15etP(C) =1/.

1. La probabilité pour qu'aucun de ces événements ne
soit réalisé est égale a /4.

2. Laprobabilité pour qu'un seul de ces événements soit
réalisé est égale a 11/24.

Exercice 7 11-07

Quand un tricheur tire une carte dans un jeu de 52
cartes, il est stir de retourner un as.

1. La probabilité pour qu'un individu retourne un as
en tirant une carte dans un jeu de 52 cartes est égale a
(14 12p)/13, ot p est la proportion de tricheurs dans la
population.

2. Sachant qu’un individu a retourné un as, la probabi-
lité pour qu’il soit un tricheur est égale a 13p/(12p + 1).

Exercice 8 11-08

Une boite contient neuf piéces : deux piéces normales,
trois pieces truquées avec deux cotés Face et quatre pieces
truquées avec deux cotés Pile.

Si on tire une piéce au hasard et qu’on la lance (sans
I’examiner), on obtient Face avec probabilité 4/o.
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11-09

Un électeur indécis vote tantét a gauche, tantot a
droite. Pour chaque scrutin, la probabilité pour qu’il vote
comme au scrutin précédent est égale a 2/3.

1. Au premier scrutin, il effectue son choix en tirant a
Pile ou Face. Quelle est la probabilité pour qu’il vote a
gauche lors des deux premiers scrutins et a droite lors des
deux scrutins suivants ?

2. Au premier scrutin, il effectue son choix en tirant
dans une urne qui contient une boule rouge (pour voter a
gauche) et trois boules bleues (pour voter a droite). Quelle
est la probabilité pour qu’il vote a droite au deuxiéme
scrutin?

Exercice 9

11-10

Dans une usine, les machines M, M, et M3 réalisent
respectivement 20%, 30% et 50% de la production de zi-
glotrons a coulisse. Les taux de ziglotrons non conformes
produits par ces machines sont respectivement 1%, 2% et
3%.

1. Un ziglotron prélevé dans I'ensemble de la produc-
tion se révele défectueux.

1.a. Ilyaenviron 1 chance sur 4 pour qu'il ait été pro-
duit par la machine M.

1.b. Pour quelles valeurs de 1 < k < 3 la probabilité a
posteriori P(My | D) pour que le ziglotron ait été produit
par la machine My est-elle plus grande que la probabilité
a priori P(My) pour que le ziglotron ait été produit par la
machine My ?

2. Un ziglotron prélevé dans I'ensemble de la produc-
tion se révele conforme. Il y a environ 3 chances sur 10
pour qu’il ait été construit par la machine M,. Expliquer.

Exercice 10

11-11

Une particule émise par un matériau radioactif atteint
une cible donnée avec une probabilité p = 1%.

On modélise ce phénomene aléatoire par une famille
(An)n>1 d’évenements indépendants tels que

P(An) =P

Exercice 11

vyn>1,

1. On attend que n particules soient émises. Quelle est
la probabilité pour qu’au moins 1'une d’elles atteignent la
cible?

2. Pour quelle valeur de N € N la probabilité qu’au
moins I'une des N premiéres particules émises atteigne la
cible est-elle supérieure a 80%?

11-12

Des personnes se transmettent une information : ou
bien I'information est transmise fidelement (avec probabi-
lité p), ou bien elle est transformée en son contraire (avec
probabilité (1 —p)). On note py,, la probabilité pour que la
n-ieme personne recoive l'information correcte.

1.

Exercice 12

VneN, pnpi=2p—T)pa+0—p)
> T+2p—1)"

3. Lalimite de p, est indépendantede 0 <p < 1.

11-13

Soit B € A, un évenement tel que P(B) > 0. Deux
évenements A et C sont indépendants pour la mesure de
probabilité Py si, et seulement si,

Exercice 13

P(C|ANB)=P(C|B).

Exercice 14 11-14

Soient A et B, deux événements. Si
P(A|B)=P(A|B°),

alors ces deux probabilités conditionnelles sont égales a
P(A) et les évenements A et B sont indépendants.

11-15

Soient A € Q et B € Q tels que P(A) = P(B) = 3.
Alors

Exercice 15

3<P(A[B) <1

12-01
Les variables aléatoires considérées sont définies sur

un espace probabilisé (Q, A, P).

1. Pour toute variable aléatoire réelle X,

Exercice 16

Iim P(|X|>n)=0.

n—-+oo

2. On suppose que X est une variable aléatoire d’es-
pérance finie a valeurs dans I'ensemble (fini ou dénom-
brable) E C RR. Pour tout entier n € N, on pose

E.={xceEBE:n<|x<n+1} et o,= le\P(X:x).

XxEEL

Alors la série ) 0y, est convergente et comme

“+oo +oo
nP(X|>n)=n) PXeE)<) oy
k=n k=n

alors
Iim nP(X >n)=0.
n—-+4oo

12-02

Soient ¢ : R — IR, une fonction convexe de classe €'
et X, une variable aléatoire d’espérance finie. On suppose
que la variable ¢(X) est d’espérance finie.

1. Il existe unréel a tel que

Exercice 17

VxeR, o@(x)>ax—EX)]+¢(EX)).
2. Démontrer I'inégalité de Jensen :
E(0(X) > 0(E(X)).

On en déduit que E(X?) > [E(X)]? pour toute variable
aléatoire d’espérance finie.
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Exercice 18 12-03

Exercice 22 13-03

Si la variable aléatoire S, suit la loi binomiale B(n, p),

alors

Sn 1
—_ = > <
P(‘n p‘/s)\4n£2

pour tout ¢ > 0.

Exercice 19 12-04

Une variable aléatoire X dont la loi est caractérisée par
PX=-1)=PX=0)=P(X=1)=14;

et la variable aléatoire définie par Y = X? ne sont pas cor-
rélées.

Exercice 20 13-01

Soient X et Y, deux variables aléatoires définies sur
(Q,Q,P).On suppose que N = X+ Y suit la loi binomiale
négative de parametres (2,p) :

VkeN, P(N=k)=(k+1)p*q©

(avec g = 1 — p) et que, pour tout n € N, la loi condi-

tionnelle de X sachant [N = n] est la loi uniforme sur
{0,1,...,n}:
. . 1
vogign, PX=1|N=n)=——.

n+1

1. Les variables X et Y suivent la loi binomiale négative
de parametres (1,p) :

VYkeN, P(X=k)=P(Y=k) =pqg~.

2. Laloijointe du couple
(D,M) = (X—Y,min{X, Y})
est donnée par
V(hk)€ZxN, P(D=hM=k)=p?qh+2k

donc M suit la loi binomiale négative de parameétres
(1,11 + qlp) et D est une variable aléatoire centrée.

3. Lescouples (X,Y) et (D, M) sont deux familles de va-
riables aléatoires indépendantes, mais les variables X, Y,
D, M ne sont pas indépendantes.

Exercice 21 13-02

Soient X et Y, deux variables aléatoires a valeurs dans
N, définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).
1. Sl existe un réel « tel que

P(X=1n[Y=j x

.. 2 o
V(l,]) eN ) ]]) _m)

alorsx =e ' et E(X) = E(Y) = 1.
2. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Soient X et Y, deux variables aléatoires définies sur
(Q,Q,P). On suppose que X suit la loi uniforme sur
{1,...,n}:

1
vi<k<n,  PX=k) =

et que la loi conditionnelle de Y sachant [X = k] est la loi
uniforme sur {1,...,k}:

1
VISh<k<n, P(Y=h|X=k=_.

1. Déterminer la loi du couple (X, Y).
2. Endéduirelaloide.

13-04
Soient X, Y et Z, trois variables aléatoires indépen-
dantes définies sur (Q,Q,P). On suppose que X et Y ont
méme loi et que
PX=0)=PX=1)=P(X=2) =14,
P(2=0)=15 P(Z=1)=2;.
Onpose U=XetV=X+27Z (mod 3).

1. Les couples (X,Y) et (U,V) ont des lois différentes
bien que

Exercice 23

ulx, viy, wu+v)Ex+v.
2. Les variables aléatoires U et V ne sont pas corrélées et
vtel0,1], E("TY)=t(t")E(tY)

alors que U et V ne sont pas indépendantes.

13-05

Deux variables aléatoires X et Y a valeurs dans IN dé-
finies sur le méme espace probabilisé (Q, a, P) sont indé-
pendantes si, et seulement si,

VO<s,t<1, E(sXtY)=E(s*)E(tY).

00 1
j=(0 o 1
110

est diagonalisable.
2. Soit (a,b) € R?. La matrice

Exercice 24

Exercice 25 13-06

1. La matrice

av2 0 b
Mab=| 0 av2 b
b b av2

est inversible si, et seulement si, a # 0 et a? # b2.

3. Soient X et Y, deux variables aléatoires définies sur
le méme espace probabilisé (Q, A, P), indépendantes, qui
suivent la loi géométrique de parametre 0 < p < 1. La
probabilité pour que la matrice

XvV2 0 Y
M=| 0 Xv2 Y
Y Y Xv2

soit inversible est égale a 2q/(1 +q),ouq=1—7p.
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Exercice 26 13-07

Exercice 30 13-11

Soient n > 3 et J, € My (R), la matrice dont tous les
coefficients sont égaux a 1.
1. Quels que soient (a,b) € R?, la matrice

M((l,b) = (a*b)ln + b]n

est diagonalisable.

2. SiXetYsontdeuxvariables aléatoires indépendantes,

de méme loi et qui admettent un moment d’ordre 2, alors

les variables aléatoires
A=X-Y et p=X+n-1Y

ne sont pas indépendantes.

3. En particulier, si X et Y suivent la loi géométrique

de parametre p, alors la probabilité pour que la matrice

aléatoire M (X, Y) soit inversible est égale a 2q/(1 + q) ol

qg=1-—p.

13-08

Soient X et Y, deux variables aléatoires définies sur
(Q,&,P). On suppose qu’elles sont indépendantes et
qu’elles suivent la loi géométrique de parametre p et on
poseq =1—7p.

1. LaloideS =X+ Y est caractérisée par

Exercice 27

Vk>2 P(S=k)=(k—1)p?q-2.

2. Conditionnellement a [S = n], les variables aléatoires
X et Y suivent une loi uniforme et ne sont pas indépen-
dantes.

13-09

Soient X et Y, deux variables aléatoires indépen-
dantes, qui suivent les lois de Poisson de parameétres res-
pectifs A et .

1. La variable aléatoire X 4 Y suit la loi de Poisson de
parametre T = A + (.

2. La loi conditionnelle de X sachant [X +Y = n] est la
loi binomiale de parametres n et »/+.

Exercice 28

13-10

Soit (Xn)n>1, une suite de variables aléatoires défi-
nies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P), indépen-
dantes, qui suivent toutes la loi de Poisson de parametre
1.

1. LasommeS,, = Xj +---+ X, suit la loi de Poisson de
parametre n.

2. Pourtouts € N et tout n € N*, conditionnellement a
I’événement [S,, = s], la variable X,, suit la loi binomiale
de parametres s et 1/, :

PO =K = () o (1-1)

3. Pour s > 1, les événements [X; = s] et [X; = s] sont
indépendants pour P, mais incompatibles pour Ps _g),
donc les variables aléatoires X, ..., X, ne sont pas indé-
pendantes pour la mesure de probabilité Pis_ _).

Exercice 29

VO<k<s,

Soit (Xy,)n>1, une suite de variables aléatoires défi-
nies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P) et indépen-
dantes. On suppose que X, suit la loi de Poisson de para-
meétre n pour toutn > 1.

1. L’espérance et la variance de la variable aléatoire

sont respectivement égales a (n+1)/(2n) eta (n+1)/(2n3).
2. Soit ¢ > 0. Pour tout n assez grand,

HYTL - E(Yn)’ < 8/2] - HYn - 1/2| < 5}

donc

lim P(’Yn—Vz’ <e)=1.

n—-+oo

Exercice 31 13-12

Soit (X )nen, une suite de variables aléatoires indé-
pendantes, suivant toutes la loi de Bernoulli de parametre
0 <p < 1. Pour tout k € N, on pose

Y = Xy + Xgt1-

1. Calculer la loi, 'espérance et la variance de Y.

2. Les variables aléatoires Yy sont-elles corrélées? indé-
pendantes ?

3. Calculer I'espérance et la variance de la variable aléa-
toire

Th =

2=

Z Yi.
k=1

Exercice 32 13-13

1. SiP € R[X] est un diviseur de
Po=T14+X+X2+X3+ X+ X5+ X+ X7+ X3+ X7 +X1°,

alors le degré de P est pair.

2. On lance deux dés truqués : la somme des points ob-
tenus est représentée par S = Dy + D,, o1 Dy et D, sont
deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans
{1,2,3,4,5,6}. Quelles que soient les lois de Dy et Dy, la
variable S ne peut suivre la loi uniforme sur {2,...,12}.

Exercice 33 13-14

Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes
sur (Q,A,P) a valeurs dans IN. On suppose que leur
somme X + Y suit la loi de Poisson de parametre 2A.

1. SiXetY ont méme loi, alors cette loi est la loi de Pois-
son de parametre A.

2. Si X suit une loi de Poisson, alors Y suit aussi une loi
de Poisson.
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Exercice 34 13-15

Un mathématicien esthéte repeint sa chambre tous les
14 mars : il n’aime que le gris taupe, le vert anis et le bleu
lagon. En prenant possession de son appartement (n = 0),
il peint sa chambre en gris taupe et décide de changer de
couleur chaque année.

Pour tout n € N, on note A,,, B, et C,,, les évene-
ments la chambre est gris taupe (resp. vert anis, resp. bleu la-
gon) lors de I'année n et on note

an =P(An), cn =P(Cy).

1. Proposer un modele probabiliste qui permette d’ex-
primer an1, bni1 et cny en fonction de ay, by, et cy,.
2. La matrice

1 0 11
AZE 1 0 1
11 0

est diagonalisable. Elle admet 1 et —1/ pour valeurs
propres.

3. Etudier le comportement de a,, b, et c,, lorsque n
tend vers +oo.

Exercices posés en colle et aux oraux

Exercice 35 kh14-01

Exercice 40 kh14-06

Soit X, une variable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (Q, A, P) qui suit la loi géométrique ¢ (1/n) (o1
n > 2 est un entier).

1. Démontrer que P(X > n?) < T/n.
2. Démontrer que P(]X —n| > n) < 1 — /. En déduire
que

PX>2n)<1—1/.

Exercice 36 kh14-02

Soit (an)neN, une suite strictement décroissante de
réels positifs qui tend vers 0. Déterminer un réel A tel
qu’il existe une mesure de probabilité p sur 1'espace dis-
cret (N, &) ot €& = P(N) telle que

VneN, p(fn,n+1,...}) =Aan.

Exercice 37 kh14-03

On répete n fois de suite dans les mémes conditions
une expérience aléatoire qui a, a chaque fois, une proba-
bilité de réussite égale a /. Démontrer que la probabilité
de réussir au moins une fois au cours des n répétitions est
supérieure a (1 — /).

Exercice 38 kh14-04

Deux joueurs s’affrontent dans un tournoi qui
consiste en une succession de manches indépendantes.

Chaque manche peut s’achever sur

— la victoire du joueur J; avec probabilité p; > 0;

— la victoire du joueur ], avec probabilité p, > 0

— ou un résultat nul avec probabilité ¢ = 1 —py —

p2 = 0.

Dans le premier cas, le tournoi se poursuit; il s’acheve
dans les autres cas.

Justifier que le tournoi s’arréte et calculer la probabi-
lité de victoire pour chacun des deux joueurs.

Exercice 39 kh14-05

On considere 1’espace probabilisé (N, &, ) out £ =
B(N) est la tribu discrete. Démontrer que

Iim p({n}) =0.

n—+o0o

On doit joindre r personnes. La probabilité de joindre
une personne lors d’un appel téléphonique est p. On note
X, le nombre d’appels a effectuer pour joindre les r per-
sonnes.

Proposer un modele probabiliste. En déduire la fonc-
tion génératrice de X, son espérance et sa variance.

kh14-06bis

On doit joindre r personnes. La probabilité de joindre
une personne lors d"un appel téléphonique est p et chaque
heure, on essaie de joindre ces r personnes. On note T,
le nombre d’heures au terme desquelles on aura réussi a
joindre les r personnes.

Proposer un modele probabiliste. La variable aléa-
toire T est-elle d’espérance finie? Admet-elle un moment
d’ordre deux?

Exercice 41

Kh14-51

Soient (Q,.A,P), un espace probabilisé et A, B et C,
trois évenements.
1. Démontrer que

Exercice 42

|[P(ANB)—P(ANC)|<1-P(BNC).
2.  Démontrer que
P(ANC®) <P(ANB®)+P(BNCE.

Kh14-52

On consideére une variable aléatoire X définie sur un
espace probabilisé (Q, A, P) a valeurs dans N*, telle que

Exercice 43

k—1

va]N*) 27](-

P(X=Xk)=
1. Calculer la fonction génératrice de X.
2. En déduire I'espérance de X.

Kh14-53

On considere un espace probabilisé (Q, A, P) sur le-
quel est définie une suite (X, )n>1 de variables aléatoires.
On suppose que, pour tout n > 1, la variable aléatoire X,
suit la loi de Poisson £2(n).

Exercice 44
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1. Démontrer que, pour tout o« > 0,

lim P(‘i—”—]’>o¢):0.

n—-+oo

2. Soit f : R4 — R, continue et bornée. Démontrer que

lim E(f(&)) = f(1).

n—-+oo n

Exercice 45 Kh14-54

On consideére des variables aléatoires Xj, ..., X,, défi-
nies sur un espace probabilisé (Q, A, P) telles que

Vi<k<n VteR, E(e™*)<exp(t’))

ainsi que la variable aléatoire M,, définie par

YVwe, Mp(w)= max. X (w)].

1. Démontrer que

Vi<k<n VteR, E(e™™)<2exp(t’h).

2.  En déduire que

VteR, E(etMn) < 2nexp(th).

3. Démontrer que

Vs>0, PMy>s)< Znexp(—sz/z).

4. On rappelle 'inégalité de Jensen : si @ est une fonc-
tion convexe et si X et @(X) sont d’espérance finie, alors

9(E(X)) < E(p(X)).

Déduire de l'inégalité de Jensen une majoration de
E(My).

Kh14-55

Soient X et Y, deux variables aléatoires discrétes défi-
nies sur un méme espace probabilisé. On suppose que X et
Y ne prennent qu'un nombre fini de valeurs

Exercice 46

X:Q—={X1y.e0yXm} Y:Q-—>{y,...,yn}
et que

Vi<i<m VI<j<n, EXY)=EX)EY).
Démontrer que X et Y sont indépendantes.
Kh14-56

Soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomiale
AB(2n, 1/3). Déterminer la loi de la variable aléatoire

Exercice 47

Y = min(X, 2n — X)

et calculer I'espérance de Y.

rms128-722

1. Soit X, une variable aléatoire d’espérance finie a va-
leurs dans N. Démontrer que

Exercice 48

400
E(X)=) P(X>Kk).
k=0

2.  On considere une urne contenant N boules numéro-
tées de 1 a N. On effectue n tirages avec remise et on note
XN, le plus grand des numéros tirés.

2.a. Calculer E(Xy). (On ne cherchera pas a simplifier
I'expression trouvée.)

2.b. Calculer un équivalent de E(Xy) lorsque N tend
vers +oo.

rms128-723

On considére une urne contenant n boules numéro-
tées de 1 a n dans laquelle on effectue n tirages successifs
sans remise. On note Xy, le numéro de la k-iéme boule ti-
rée.

On dit qu’il y a un record lors du k-iéme tirage si

Exercice 49

Xy > max{X1 yoo .,Xk71}.

Par convention, il y a un record lors du premier tirage.
On note S,,, le nombre de records au cours des n ti-

rages.

1. Déterminer P(S,, =1) et P(S, =n).

2.  Pour tout entier 1 < k < n, on note Ty, l'indicatrice

d’un record lors du k-iéme tirage.

2.a. Déterminer la loi des variables aléatoires Ty.
2.b. En déduire I'espérance de S,.
Exercice 50 rms128-725

On considere une famille (a;;)i<ij<n de variables
aléatoires indépendates définies sur un espace probabi-
lisé (Q, A, P). On suppose que ces variables aléatoires sont
toutes d’espérance finie et on considere la variable aléa-
toire

A:Q—-M(R)

définie par

Vwe, Alw)=(ay;(w))

1<ij<n’
1. Démontrer que det A est une variable aléatoire d’es-
pérance finie et que

E(detA) = det(E(ay;))

1<i,j<n’

2.  On suppose que les variables aléatoires a;; suivent
toutes la méme loi. Calculer E[x A (x)] en fonction de x € R.

rms128-726

Soient A et B, deux variables aléatoires indépendantes
définies sur un espace probabilisé (Q, .4, P), qui suivent
toutes deux la loi géométrique ¥ (p).

Calculer la probabilité pour que toutes les solutions
de I’équation différentielle

VteR, x"(t)+ (Alw)—1)x'(t) +B(w)x(t) =0 (Ew)

Exercice 51

tendent vers 0 lorsque t tend vers +oo.
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Exercice 52 rms128-728

Exercice 56 rms130-982

On dispose de (p+1) urnes Uy, ..., U, contenant cha-
cune p boules : I'urne i contient i boules blanches et (p —1)
boules noires.

On choisit une urne aléatoirement et on effectue en-
suite n tirages successifs avec remise dans cette urne. On
note alors N, la variable aléatoire égale au nombre de
boules blanches tirées.

1. Déterminer la probabilité conditionnelle de [N, = k]
sachant qu’on a choisi l'urne 1i.
2. Calculer I'espérance de N,,.

rms128-729

Soient Xj, ..., Xy, des variables aléatoires définies sur
un espace probabilisé (Q, A, P). On suppose que ces va-
riables sont indépendantes et qu’elle suivent toutes la loi
de Rademacher centrée :

PXx=1)=PXx =-1)="1%.

Exercice 53

V1<k<n,

On pose S;, = X7 + - + X;, et on fixe un réel ¢ > 0.
1. Majorer la probabilité

(15> )

E(e'St) =ch™t.

2.  Démontrer que
VteR,

3. Démontrer que
VYt>0, chtg et’/2,

4. Démontrer que
Sn n
Vt>0, P(? > a) < exp(— —nte).

5. En déduire que

rms130-624

Soient X et Y, deux variables aléatoires réelles indé-
pendantes. On suppose qu’il existe une fonctionf : R — R
telle que Y = f(X). Que dire de Y?

Exercice 54

rms130-630

Soit (Xn)n>1, une suite de variables aléatoires défi-
nies sur un méme espace (Q, A, P), a valeurs dans N, qui
suivent toutes la méme loi. Pour tout entier n > 1, on note
R (w), le cardinal de I'ensemble aléatoire

Exercice 55

{Xi(w), 1<k <n}.
1. Démontrer que

VaeN, ERp)<a+nP(X;>a).

2.  En déduire que E(R,) = o(n) lorsque n tend vers
+o00.
3.  Onsuppose que les X;, sont des variables d’espérance
finie. Démontrer que E(R,,) = o(y/n) lorsque n tend vers
+o00.

Soient s € |1, +oo[ et X, une variable aléatoire définie
sur un espace probabilisé (0, A, P) & valeurs dans IN* telle
que

Vyn>1, PX=n)=

¢(s)ms’

Pour tout n € IN*, on note A,, I'événement "'entier n di-
vise X".

1. Vérifier que A € A et calculer P(A,) pour toutn €
N*.

2. Soient nj, ..., ny, des entiers deux a deux premiers
entre eux. Démontrer que (An,)igick est une famille
d’événements indépendants.

3. Soit (pn)n>1, la suite croissante des entiers premiers.
Démontrer que

+
3

1— 1
PR

3
l

4. Démontrer que la série Y1/, est divergente.

Exercice 57 rms130-984

1. Démontrer qu’il existe un réel 1 < a < 2 et un com-
plexe b vérifiant |b| < 1 tels que

X3 =X —-X—-1=(X—a)(X—=Db)(X—D).

2. On lance une infinité de fois une piece équilibrée et
on note py,, la probabilité pour que la séquence PPP appa-
raisse pour la premiéere fois au n-ieme lancer.

Exprimer pn+3 en fonction de py, pniy1 et pn2.
3. Calculer p,, et donner un équivalent de pr,.

Exercice 58 rms130-985

1. Soit (Xn)n>1, une suite de variables aléatoires. On
suppose que Xy suit la loi binomiale #(n, 1/x) pour tout
n > 1 et on note Gx, , la fonction génératrice de X,,.

1.a. Pour tout k € N, démontrer que la suite (P(Xn =
9)N cn converge et calculer sa limite.

1.b. Démontrer qu’il existe une variable aléatoire X a va-
leurs dans N telle que la suite des fonctions génératrices
Gx, converge simplement sur [0, 1] vers la fonction géné-
ratrice Gx.

1.c. Laconvergence est-elle uniforme?

2. Soient X et (X, )n>1, des variables aléatoires a valeurs
dans N. On note G (resp. Gy ), la fonction génératrice de la
variable X (resp. de X,).

2.a. Onsuppose que

VkeN, Lm P(Xn=k) =P(X=k).

n—-+oo

Démontrer que la suite (Gx, )n>1 des fonctions généra-
trices converge simplement sur [0, 1] vers Gx.

2.b. FEtablir la réciproque.
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rms130-1045

Une puce initialement placée a 1’origine d"un plan fait
des sauts aléatoires d'une unité dans les quatre directions
possibles. On note (Xn, Yn), ses coordonnées apres n dé-
placements. Calculer E(X,,) et E(X2).

Exercice 59

rms132-174

Soit n > 5. L'espace IR™ étant muni de sa structure
euclidienne canonique, on considere un sous-espace V de
dimension k < n — 4. La projection orthogonale sur V est
notée 1y et la matrice relative a la base canonique de R™
de cette projection est notée P.

On note A, la matrice P privée de sa diagonale et
D=P-—-A.

On considére un vecteur aléatoire X = (Xq,...,Xy)
défini sur un espace probabilisé (Q,.4,P). Les coordon-
nées Xj, ..., Xy, sont supposées indépendantes et de méme
loi : :

P(Xy =41) = 5

Exercice 60

V1I<k<n,
On étudie ici la variable aléatoire

R= d(X,V) =min|X—v]|.
vev

1. Démontrer que R(w) < y/n pour tout w € Q.
2. Démontrer que

VxeR™Y d(x,V)? = (x|x—my(x)).

3. En déduire que
RP=n—-k—-X".AX

Calculer E(R?).
4. Démontrer que tr D? > ¥°/;,.
5.  Démontrer que
2k(n —k)

E[(XT.AX)?] < ————.
n

6. Démontrer que
PR>vn—k+2)< %
rms132-648-649-651

On considere un espace probabilisé (Q, A, P).
1. Soient m < n, deux entiers strictement positifs. On
note E, 'ensemble ‘B, ([1,n]) des parties de [1,n] dont le
cardinal est égal a m et on considére une variable aléatoire
A:Q-—>E:

VFE e Pw(ll,nl),

Exercice 61

[A=FeA

dont la loi est uniforme :
VFE GePn(ll,nl), PAA=F) =PA=0G).

Déterminer la loi de la variable aléatoire

X =maxA —minA

et son espérance.

2. Premiére variante

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On
extrait m boules de 1'urne et on note M, le plus grand des
numéros tirés. Calculer I'espérance et la variance de M.
3. Deuxiéme variante

On répartit aléatoirement m boules parmi n cases nu-
mérotées de 1 a n (chaque case pouvant contenir au plus
une boule). Soit A, la différence entre le plus grand numéro
et le plus petit numéro des cases occupées. Calculer la loi
et ’espérance de A.

Exercice 62 rms132-652

Soit v > 0. On pose

1

Vk e N*, pk:J (1 —x)" dx.

0
1. Démontrer que (px)k>1 est une loi de probabilité sur
N*.
2. Soit X, une variable aléatoire discrete telle que

Vke N, P(X=k) =px.

Pour quelles valeurs de r la variable X est-elle une variable
aléatoire d’espérance finie ? Calculer E(X) dans ce cas.

rms132-654

Soient X; et X, deux variables aléatoires indépen-
dantes qui suivent respectivement les lois géométriques
G(p1) et G(p2). Calculer l'espérance de U = min{Xy, X5}
et de V = max{Xjy, X3}.

Exercice 63

rms132-655

Soient X et Y, deux variables aléatoires indépen-
dantes, de méme loi, strictement positives. On suppose
que X et 1/x sont des variables aléatoires d’espérance finie.
Démontrer que X/y est une variable aléatoire d’espérance
finie et que

Exercice 64

E(N) 2 1.

Exercice 65

rms132-656

Soit X, une variable aléatoire réelle a valeurs dans
[a, b]. Démontrer que

rms132-661-669

Soit X, une variable aléatoire réelle positive admettant
un moment d’ordre deux. On suppose aussi que X n’est
pas presque stirement nulle.

1. Démontrer que, pour tout A > 0,

Ywe _O., X(w) <A E(X) +X((i)) ]]-[X(w)>)\ E(X)]*

Exercice 66

2.  Démontrer que, pour tout 0 <A < 1,

(1-A)?-EXX)?

P(X<AE(X)) > EOC)

# L'intérét de cet exercice est de présenter une variante de
l'inégalité de Markov.
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Exercice 67 rms132-668

Exercice 71 rms132-1108

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On
procede a des tirages sans remise : apres chaque tirage, on
enléve de I'urne les boules qui ont un numéro supérieur a
celui de la boule tirée.

On note X, le nombre aléatoire de tirages nécessaires
pour vider l'urne.

1. Calculer E(X7) et E(X3).
2.  Démontrer que

n—1
Yn>2, EXy) =1+~ Y E(X).
Tlk:1

3. Calculer E(X,) et en déduire un équivalent lorsque n
tend vers +-oo0.
rms132-670

Soit (Xk)k>1, une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et de méme loi :

Exercice 68

1

Vk=>1, PXe=1)=PXg=—1)=

io
Pour tout entier n > 1, on pose S, = X7 + -+ + Xy,
1. Démontrer que
VneN* VteR,, E(e'S")<exp(nt?/2).
2.  Démontrer que

VneN, VaeR,, E(Sql> a)<2exp(—a?/2n).

Exercice 69 rms132-881

Soit X : Q — N, une variable aléatoire.
1. Démontrer que, pour toutn € N,

Y PX>k)=(Mm+1)PX>n)+ ) kP(X=k).
k=0 k=0
2.  On suppose que X est une variable aléatoire d’espé-
rance finie. Démontrer que
Iim (n+1)P(X>n)=0.

n—-+oo

Que peut-on en déduire sur la série ) P(X >mn)?

3. On suppose que X n’est pas une variable aléatoire
d’espérance finie. Démontrer que la série ) P(X > n) est
divergente.

rms132-984

1. Une urne contient n boules blanches et n boules
noires. On effectue des tirages sans remise (une boule a
la fois) jusqu’a ce que les boules restant dans 1'urne soient
toutes de la méme couleur.

Modéliser la loi du nombre X,, de boules qui restent
dans I'urne a l'issue des tirages.
2. Onconsidere deux urnes contenant chacune n boules.
On effectue des tirages sans remise (une boule a la fois), en
choisissant a chaque fois 1'une des deux urnes de manieére
équiprobable jusqu’a ce que I'on constate que 1'urne choi-
sie soit vide.

Modéliser la loi du nombre Y;, de boules qui restent
dans l'autre urne a ce moment-la. Calculer un équivalent
de I'espérance de Yy.

Exercice 70

On consideére (p+1) urnes numérotées de 0 a p. L'urne
i contient i boules blanches et (p — 1) boules noires. On
choisit une urne au hasard puis on effectue n tirages suc-
cessifs avec remise dans cette urne. On note N, le nombre
de boules blanches obtenues.
1. Quelleestlaloide N,?
2. Calculer I'espérance de N,.
3. Calculer la limite de P(N,, = j) lorsque p tend vers
+o00.

rms132-1123a

1. Soient X, une variable aléatoire a valeurs dans IN et
p € N*. On suppose que

Exercice 72

Vne N, P(X:n):% P(X=n—1).

Déterminer la loi de X.
2. Calculer I'espérance de 7.

rms132-1123b

Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes
suivant les lois de Poisson de parametres respectifs A1 et
Aa.

1. Quelleestlaloide X+Y?
2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant

Exercice 73

X+Y=nl.

Préciser I'espérance et la variance de cette loi.

rms132-1123c

Soient X, Y et Z, des variables aléatoires indépen-
dantes suivant les lois de Poisson de parametres respectifs
a, b et c. On pose

U=X+Y et V=Y4+Z.

Exercice 74

Calculer le coefficient de corrélation linéaire de U et V.

rms132-1180

Une urne contient N boules :ilya 1 < v < N boules
blanches et (N — 1) boules noires. On effectue des tirages
successifs sans remise jusqu’a ce qu’on ait tiré les r boules
blanches : on note X, le nombre aléatoire de tirages effec-
tués.

Autrement dit, on considére I’ensemble E des N-listes
constituées de r fois le chiffre 1 et de (N —r) fois le chiffre 0.
Cet ensemble est muni de la loi uniforme et, pour chaque
N-liste w € E, on pose

Exercice 75

X(w)=max{T <k <N : wx =1L

L'ensemble E est muni de la tribu discrete & = PB(E), si
bien que X est une variable aléatoire sur (E, &).

1. Quelestle cardinal de E?

2.a. Calculer la probabilité P(X = k).

2.b. Quediredelaloide X pourr=1?pourr=N?

3. Démontrer que

E(X) = %
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Exercice 76 rms132-1181

Exercice 79 rms132-1186

Une urne contient n tickets, dont p sont gagnants. Un
joueur tire p tickets.
1. On suppose que le joueur effectue des tirages avec re-
mise. Le nombre de tickets gagnants est alors modélisé par
une variable aléatoire X suivant la loi binomiale &(p, ?/n)
(nombre de succes lors de p expériences indépendantes,
avec probabilité de succes égale a v/, a chaque fois).

1.a. Calculer la probabilite P(n,p) de tirer au moins un
ticket gagnant.

1.b. Calculer la limite de P(p?,p) lorsque p tend vers
+o00.

2. On suppose que le joueur effectue des tirages sans
remise; que les tickets sont indiscernables (hormis le fait
d’étre gagnant ou perdant) et que tous les résultats pos-
sibles sont équiprobables.

2.a. Combien y a-t-il de résultats possibles?

2.b. Quelle est la proportion Q(n,p) de résultats qui
comptent au moins un ticket gagnant?

2.c. Quelle est la limite de Q(p?,p) lorsque p tend vers
+o00?

3.  On suppose encore que le joueur effectue des tirages
sans remise, mais on suppose cette fois que les tickets
soient tous numérotés (et donc tous discernables). Propo-
ser un modele probabiliste.

rms132-1182

Une urne contient trois jetons numérotés 1, 2 et 3. On
effectue des tirages avec remise successifs.

On note Y, 'entier aléatoire correspondant au numéro
du tirage ot1 on obtient pour la premiere fois un chiffre dif-
férent du premier chiffre obtenu.

On note Z, I'entier aléatoire correspondant au numéro
du tirage o1 on obtient pour la premiére fois un troisiéme
chiffre.

1. Déterminer laloide.

2. Reconnaitre la loi de Y — 1. En déduire I'espérance et
la variance de Y.

3. Déterminer la loi du vecteur (Y, Z).

4. En déduire laloi de Z.

Exercice 77

rms132-1185

On considere deux variables aléatoires X; et X, défi-
nies sur l'espace probabilisé (Q, A, P), indépendantes, sui-
vant toutes les deux la loi binomiale #(n, 1/).

Pour tout w € O, on pose

X1 (w) 1
M(w) = ( 10 Xz(w)) .

On cherche a calculer la probabilité pour que M soit dia-
gonalisable.

1. En développant de deux manieres le polynéme (1 +
X)2™, démontrer 1'identité de Vandermonde :

> (-0

Exercice 78

vVneNN,

2. Conclure.

PourO<p<letq=1—p,onpose

VkeN, pr=p*k(—p) .

1. Vérifier que (px)x>1 définit une loi de probabilité sur
IN*.

2. Soit X, une variable aléatoire telle que

VkeN*, P(X=k)=py.

Justifier I’existence et déterminer la valeur de E(X — 1) et
de E[(X— 1)(X—2)].
3. En déduire I'existence et la valeur de E(X) et de V(X).

rms132-1189

On considere une suite (X, )n>1 de variables aléa-
toires indépendantes. Pour tout entier n > 1, on suppose
que X;, suit la loi de Bernoulli #(p+) et on pose

Exercice 80

_ +---
pn:p1 n pn.
1. Démontrer que
Xy 4+ X
lim P(‘g*ﬁn‘ > 5) -0
n—-+oo n

pour tout € > 0.
2. On suppose que P tend vers p lorsque n tend vers
-+o0. Démontrer que

lim
n—-+oo

P(’X1+W+X“—p‘>s>:0

pour tout ¢ > 0.

rms132-1190

Soient X et Y, deux variables aléatoires a valeurs dans
N, définies sur un espace de probabilité (Q, 4, P), indé-
pendantes et de méme loi. On suppose que X admet un
moment d’ordre deux et que la variable aléatoire

Exercice 81

L=X+Y+1

suit la loi géométrique ¥ (p).
1. Calculer E(X) et V(X) en fonction de p.
2.a. Calculer la fonction génératrice de X.
2.b. En déduire la loi de X.

Exercice 82 rms132-1191

1. Développer
t
flt) = >——
® 2—t2

en série entiere. Préciser le rayon de convergence.
2. Donner la loi d"une variable aléatoire X dont la fonc-
tion génératrice est f.
3. Calculer I'espérance de X.

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = % - X.
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Exercice 83 rms132-1192

Exercice 87 rms133-206

On considere une variable aléatoire X a valeurs dans
[0,n] telle que

Vo<k<n, PX=k =

a n—1
C k+1\k—1)"

1. Pour1 < k < n, déterminer « tel que

n Ca n—1
k) T \k—-1)
2. Quevautleréel a?

3. Calculer I'espérance de X.
4. Calculer la variance de X.

Exercice 84 rms132-1235

Soit X, une variable aléatoire suivant la loi géomé-
trique G(p) définie sur 'espace probabilisé (Q, A, P).
1. Calculer la probabilité pour que X soit paire et la pro-
babilité pour que X soit un multiple de 3.
2. Ces événements sont-ils indépendants ?

rms133-204

Soit X, une variable aléatoire réelle définie sur un es-
pace probabilisé (Q), A, P) dont le support est fini.
1. On appelle médiane de X tout réel p tel que

Exercice 85

PX<W)>1 et PX>W >0
Démontrer I’existence d’une médiane. Y a-t-il unicité de la
médiane?

2. Pour quels réels t 'espérance E[(X — t)2] est-elle mi-
nimale?

3. Pour quels réels t 'espérance E[|X — t[] est-elle mini-
male?

rms133-205

Soient X et Y, deux variables aléatoires a valeurs dans
N, définies sur un méme espace probabilisé (Q, .4, P). On
dit que X est stochastiquement inférieure a Y lorsque

Exercice 86

vVtel,

On note alors X < Y.
1. Démontrer que X < Y si, et seulement si,

E[h(x)] < E[h(Y)]

pour toute fonction h : N — IR croissante et bornée.
2.  On suppose que X <4 Y et que X et Y sont indépen-
dantes. Démontrer que

Peut-on améliorer cette minoration en remplagant /> par
une constante a > 1/, ?

Soient X, ..., X, des variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loj, strictement positives. Calculer 'es-
pérance de la variable aléatoire

y - X1+ 4+ X
X 4+ X e+ X

en fonctiondel <m < n.

Exercice 88 rms134-1378

Soit (Xy)n>1, une suite de variables aléatoires défi-
nies sur un espace probabilisé (Q, A, P). On suppose que
ces variables sont indépendantes et suivent toutes la loi de
Bernoulli de parameétre 0 < p < 1. Calculer I'espérance et
la variance de la variable aléatoire

n
S, = ZXkJer_H.
k=1

Exercice 89 rms134-1531

La probabilité pour qu'une personne passant sous
I'échafaudage d'un peintre en batiment recoive une goutte
de peinture est p € ]0, 1[. On note X (resp. Y), le nombre de
passants ayant recu une goutte de peinture (resp. n’ayant
pas requ de goutte de peinture).

1. Onsuppose que n personnes sont passées. Donner les
lois de X et de Y. Calculer Cov(X,Y). Ces deux variables
aléatoires sont-elles indépendantes ?

2. On suppose que N personnes sont passées, ott N est
une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de para-
metre A > 0. Donner les lois de X et de Y, ainsi que l’es-
pérance et la variance de X. Ces deux variables aléatoires
sont-elles indépendantes ?

Exercice 90 rms134-1536

On considére une famille (Xy)i<kgn de variables
aléatoires définies sur un méme espace probabilisé, indé-
pendantes et suivant toutes la loi géométrique ¥ (p) avec
O<p<l.

On consideére que la variable aléatoire Xy indique I’an-
née de la premiére floraison de la tulipe k. En considérant
que, si une tulipe a fleuri une année, alors elle fleurit toutes
les années suivantes, on note X ’année a partir de laquelle
toutes les tulipes fleurissent.

1. Exprimer X en fonction des variables aléatoires Xj..

2. Calculer P(X > k) pour k € N. En déduire que X est
une variable aléatoire d’espérance finie et calculer cette es-
pérance.

Exercice 91 rms134-1539

Soient X et Y, deux variables aléatoires indépen-
dantes, suivant des lois géométriques de parametres res-
pectifs p et q. On pose Z = X/y.

1. Vérifier que Z < X. Démontrer que Z admet une es-
pérance et une variance. Préciser la valeur de E(Z).
2. Caractériser la loi de Z.
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rms134-1543

Soit (Xn)n>1, une suite de variables aléatoires défi-
nies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P), indépen-
dantes, de méme loi, a valeurs dans IN. Pour tout entier
n > 1, on pose

Exercice 92

Cn = #X1,..., Xn}.

1. Pour tout entier n > 1, 'application C;, : O — N est
une variable aléatoire d’espérance finie.
2.  Démontrer que, pour toutn € N* et tout k € N,

E(Ch) <k+n?P(X; > k).

3. On suppose dorénavant que les variables aléatoires
Xy sont d’espérance finie.
Démontrer que

PX;>k) =

k—+o0

o).

En déduire que

rms135-1492

Dans une urne contenant n boules numérotées de 1 a
n, on tire trois boules simultanément et on note X, le plus
petit numéro tiré.

Quelles sont les valeurs possibles pour X? Proposer
un modele probabiliste raisonnable et calculer P(X = 1),
P(X =2) et P(X = n) en fonction de ce modeéle.

Exercice 93

rms135-1493

Les clients Ay, A, et A3 arrivent a deux guichets a
t = 0:les clients A et A, sont servis pendant que le client
Az patiente.

On modélise cette situation par trois variables aléa-
toires X;, X, et X3 définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P). On suppose que ces trois variables aléatoires
sont indépendantes et suivent toutes la loi géométrique
Y(p) (avecO <p < 1).

1. On note Y, l'instant auquel le client A3 accede a I'un
des deux guichets. Exprimer Y en fonction de X; et de X,.
En déduire la loi de Y.

2. Onnote Z, I'instant auquel le client A3 quitte le gui-
chet. Exprimer Z en fonction de X1, X, et X3. Déterminer
laloi de Z.

3. Calculer I'espérance de Z.

Exercice 94

rms135-1494

Soient X; et X;, deux variables aléatoires définies sur
un espace probabilisé (Q,A,P) a valeurs dans R’ . On
suppose que ces deux variables aléatoires sont indépen-
dantes et suivent la méme loi. On pose

Exercice 95

X X
1y, 22,

U =X + Xy, u’ T

T=X1—-Xz, V1=

1. Démontrer que Y et Y, suivent la méme loi.

2. Démontrer que Y; et Y, admettent des moments de
tout ordre. Calculer en particulier I'espérance de ces deux
variables aléatoires.

3. Démontrer que T/y admet des moments de tout ordre.
Calculer son espérance.

4. Exprimer V(T/u) en fonction de V(Y7).

rms135-1495

Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes
définies sur un espace probabilisé (Q, A, P). On suppose
qu’elles suivent toutes les deux la loi géométrique ¥(p).
Déterminer la probabilité pour que la matrice

(5 )

Exercice 96

soit diagonalisable.

rms135-1496

Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes
définies sur un espace probabilisé (Q,.A, P). On suppose
qu’elles suivent la loi géométrique ¢ (p) et on pose

Exercice 97

YweQ, Z(w):%.

1. Démontrer que Z < X, puis que Z admet une espé-
rance et une variance.

2. Calculer E(Z).
3. Déterminer la loi de Z.

Exercice 98 rms135-1497

# L'exercice suivant ressemble a 135-1493 (nous ferons usage
de la fonction de répartition), mais il y a une différence majeure :
ici, les trois variables aléatoires sont supposées indépendantes.

Soient X7, X; et X3, trois variables aléatoires indépen-
dantes définies sur un espace probabilisé (Q,.A,P). On
suppose que ces trois variables aléatoires suivent la loi
géométrique ¥ (p). Déterminer la loi de la variable aléa-
toire

/= min(X1 y Xz, Xg).

Exercice 99 rms135-1498

On pose
+oo 2
n-+n+1
S(t) = Z T tn.
n=0 ’

1. Calculer le rayon de convergence de cette série en-
tiere.

2. Expliciter S(t) pour t € |—R,R[.

3. Soit X, une variable aléatoire a valeurs dans N telle
que

Vtel[-1,1], Gx(t) =AS(t).
3.a. QuevautA?
3.b. Calculer P(X =n) pourn € N.
3.c. Calculer I'espérance et la variance de X.
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Exercice 100 rms135-1499

Exercice 103 rms135-1581

Soient X3, ..., X;,, des variables aléatoires réelles ad-
mettant une variance. On consideére alors la matrice

S= (COV(Xi, Xj ))

1<i,j<n

et 'application
f:R"\{0} =R
définie par
1 n

V(Z uiXi).

i=1

vu:(uh---)u—n)a f(U):iz
=

(I s’agit ici de la norme euclidienne canonique de R™.)

1. Démontrer que la matrice S est diagonalisable.

2. Démontrer que

n
VU= (w,...,un), UT.S.U= V(Zuixi)
i=1

3. On ordonne les valeurs propres de S dans l'ordre dé-
croissant :

An <o S M
et on considere un vecteur U € R™ \ {0}.
3.a. Démontrer que UT.S.U < Aq|[U|%.
3.b. En déduire que f(U) < A;. Prouver que cette in-
égalité est une égalité si, et seulement si, U est un vecteur
propre de S associé a la valeur propre A;.
4. Soient0<a<Tet

1 a

a
S=|a 1 a
a a 1
4.a. Donner les valeurs propres de S.
4.b. En déduire la valeur de

max f(U)
UEeR3\{0}

et préciser les vecteurs U € R3 pour lesquels ce maximum
est atteint.

Exercice 101
Soit X, une variable aléatoire telle que

k—1
2k

rms135-1579

VkeN*, P(X=k) =

1. Vérifier que I'énoncé a un sens.
2. Calculer la fonction génératrice de X.
3. Calculer E(X) et V(X).

Exercice 102 rms135-1580

Soient a et n, deux entiers naturels non nuls. On ré-
partit N = an boules dans n urnes. On pose alors T; = 1
si I'urne i est vide et T; = 0 sinon. On note Y;,, le nombre
d’urnes vides et

Sp = 2,
n
1. Proposer un modele probabiliste pour lequel les T;,
..., Tn, Yo et S,, sont des variables aléatoires.
2. Déduire de ce modele la loi, ’espérance et la variance
de Ti.
3. Déterminer 'espérance et la variance de Si,.

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n (avec
n > 2). On effectue des tirages avec remise et on note Xy,
le rang du tirage pour lequel on obtient pour la premiere
fois une boule distincte de la boule obtenue lors du pre-
mier tirage.
1. Proposer un modele probabiliste pour lequel X,, est
une variable aléatoire. Déterminer la loi de X,, pour ce mo-
dele. Cette variable aléatoire est-elle presque stirement fi-
nie?
2. Calculer l'espérance de X;, et commenter le résultat
obtenu.

3. On note Yy, le nombre de tirages au terme desquels
on a tiré chaque boule au moins une fois.

3.a. Déterminer laloi de Y>.
3.b. Calculer P(X3 =1,Y; =j). En déduire la loi de Y3.

Exercice 104 rms135-1582

On dispose d"une urne contenant N boules (avec N >
1) :il y a v boules blanches (indiscernables entre elles) et
N —rboules noires (indiscernables entre elles). On effectue
des tirages sans remise et on note X, le nombre de tirages
au terme desquels il ne reste plus de boule blanche dans
I'urne.

1. Proposer un modele probabiliste pour lequel X est
une variable aléatoire. En déduire la loi de X et son espé-
rance pour T = 1 et pour r = N.

2. Dans cette question, on suppose que 1 < 1 < N.
2.a.
2.b. Démontrer que

Quelles sont les valeurs possibles pour X?

)
1),
)

P(X=k) =

. . 1
3. Donner une re?atlon simple entre (7) et (?~;) pour
1 < q < p. En déduire que

N +1

EX)=r——.
(X) =717

(On pourra raisonner par récurrence sur N.)

Exercice 105 rms135-1583

Soient X et Y, deux variables aléatoires discretes défi-
nies sur un espace probabilisé (Q, A, P). On suppose que
X suit la loi de Poisson #?(A) et que la loi conditionnelle
de Y sachant [X = m] est la loi binomiale #(m,p) (avec
O<p<).

1. Déterminer la loi de (X,Y).
2. Endéduirelaloide.

3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépen-
dantes?

4. Déterminer laloide Z = X—Y. Les variables aléatoires
Y et Z sont-elles indépendantes ?
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Exercice 106 rms135-1584

Soient 0 < p < 1 et (X,Y), un couple de va-
riables aléatoires discretes définies sur un espace proba-
bilisé (Q, A, P). On suppose que

1
vo<k<n, PX=kY=n)= 2n<“>p(1p)“

et que

Yk>n, P(X=kY=n)=0.

1. Déterminerlaloide.

2.a. Rappeler le développement en série entiere de +—
au voisinage de 0.

2.b. Justifier que

Vxel—

g 1
oy ( Pt = e

3. Déterminer la loi de

Exercice 107 rms135-1585

On considere deux réels 0 < A < 1 et o« > 0 tels que
(T4 o)A < 1. On considere que la probabilité pour qu'une
famille ait exactement n enfants (pour n € N*) est égale a
aA™.

1. Calculer la probabilité pour qu'une famille n’ait au-

cun enfant.
+o0 n
Y ()
n=k

pour x € ]—1,1[.

2. Calculer la somme

3. Onnote p, la probabilité quun enfant soit une fille et
q =1 —p, la probabilité qu'un enfant soit un garcon.

3.a. Calculer la probabilité pour qu'une famille ait exac-
tement k garcons.

3.b. Calculer la probabilité pour qu’une famille ait au
moins deux gargons sachant qu’elle en a au moins un.

Exercice 108 rms135-1586

Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes
définies sur l'espace probabilisé (Q,.A,P). On suppose
que ces deux variables aléatoires suivent la loi de Poisson
Z(A).

1. Rappeler la définition, ’espérance et la variance de la
loi de X.
2. Onpose

U = min{X, Y} et V = max{X, Y}.

Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?
3. Méme questionavec U+ VetV — L.

Exercice 109 rms135-1587

Soient X et Y, deux variables aléatoires a valeurs dans
N définies sur un espace probabilisé (Q,.A,P). On sup-
pose que ces deux variables aléatoires sont indépendantes

et de méme loi, d’espérance et de variance finies. On sup-
pose en outre que X 4 Y + 1 suit la loi géométrique ¥ (p)
(oul0<p<1).

1. Déterminer l'espérance et la variance de X.

2. Déterminer la fonction génératrice de X.

3. En déduire laloi de X.

Exercice 110 rms135-1588

Soit (Xi)x>1, une suite de variables aléatoires indé-
pendantes définies sur un espace probabilisé (Q, 4, P). On
suppose que la variable aléatoire Xy suit la loi de Bernoulli
B(pi) et que

lim P1F " FPn

n—-+4oo n

=pel0,1].

On étudie ici la moyenne empirique

R

:\~

1. Déterminer l'espérance de M,,.

2. Déterminer, si elle existe, la limite de V(M ,
n tend vers +oo.

3. Soite > 0.

3.a. Démontrer que

) lorsque

lim P(’Mn—

n—-+oo

RAUES NI
Pr TS ) —o.
n /2) 0

3.b. En déduire que

lim P(|My p‘ >¢) =0.

n—-+oo

Exercice 111 rms135-1589

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les
réels a et b pour que la matrice

0 —a
M= <a 2b >
soit diagonalisable sur RR.
Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes

définies sur un espace probabilisé (Q,.A,P) et on consi-
dere la variable aléatoire matricielle

Y
M—(x ZY>'

2.  On suppose que X (resp. Y) suit la loi géométrique de
parametre py > O (resp. de parameétre p, > 0).

2.a. Calculer P(Y > n) en fonction de n.

2.b. Quelle est la probabilité pour que M soit diagonali-
sable?

3. On suppose que X et Y suivent la loi binomiale
#(n, 1/2). Quelle est la probabilité pour que M soit dia-
gonalisable?



CALCULS DE PROBABILITE (SOLUTIONS)

Solution 1 11-01

1. Comme les A,, sont des événements :

vVmeN, AL €A
et qu'une tribu, comme .27, est stable par union dénombrable,

+oo
VneN, By=|JAncw.

m=n
En tant que tribu, 7 est aussi stable par intersection dénombrable, donc

B= ﬂBned

neN

et par conséquent la probabilité P(B) est bien définie.
@ Pour toutn € N, il est clair que
Bn+1 C AU Bn—H =Bn

donc (B )nen est une suite décroissante d’événements. Par continuité décroissante,

lim P(B,) = P( N Bn> =P(B).

n—-+4oo
neN

2. Par sous-additivité,

+o00 +oo
vneN, OgP(Bn)—P( U Am> < Z P(A.)

et comme la série ) P(A.,) est convergente par hypothese, le majorant est le reste d'une série convergente. Par enca-
drement, on en déduit que
lim P(B,.)=0.

n—-+oo

Donc P(B) = 0 et finalement P(B€) = 1.
@ D’apres les régles de calcul de 1’algebre booléenne,

+o0
Be = | < N A;).
neN ‘m=n

On déduit donc de ce qui précede que : presque siirement, il existe un rang n a partir duquel tous les événements A,
sont réalisés, ce qui revient a dire qu’aucun événement A, avec m > n n’est réalisé.
3.a. Par convexité,

VueR, 1T—u < exp(—u)
et donc
Yu e [0,1], 0<1—u<exp(—u).
On en déduit que
N N
VNeN, 0< H(]—um) gexp{— Z um}.

Or ) u,, est une série divergente de terme général positif, donc ses sommes partielles tendent vers +oo et, par composi-

tion de limites et encadrement,
N

lim (1—um) =0.
N—o+o0 men

3.b. Enappliquant ce qui précede a u,, = P(A,), on a démontré que

N
lim (1—P(An)) =0.

N—+4o00
m=n
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@ Comme les événements A, sont indépendants,

N

N
(1-P(Am) = [T P(AT) =P

m=n m=n

|
A~
)z
b
30
N

Pour tout n € N, les événements
N
— C
Cn=[] AL
m=n
constituent une suite décroissante pour l'inclusion. Par continuité décroissante de P, on en déduit que

P(f_}n/\;) E——— P( N F] A;).

NeN m=n

Or, par double inclusion (classique),

N +oo
N N A=A
NeN m=n m=n
et donc
+o0
vneN, P( N A;) =0.

m=n

@ Par passage au complémentaire, on en déduit que chaque événement
+o00
Bn=J Am
m=n

est presque stir et donc que I'événement

BzﬂBn

neN

en tant qu'intersection dénombrable d’événements presque sfirs, est lui aussi un événement presque sfir.
a Cette fois, presque stirement, il existe une infinité d’indices n € IN tels que les événements A, soient réalisés.

Solution 2 11-02

L’ensemble vide @ appartient a la tribu & et comme 11 et p, sont deux mesures de probabilité

i (2) =0=ua(9),
donc @ € %.
a S5iA e &, alors ny(A) = 2 (A) par définition. Mais A€ € & aussi et
Hi(AS) =T—m(A) =1—pz(A) = uz(A°),
donc A€ € ¥.

: Considérons enfin une suite croissante d’événements

(An)nelN

appartenant a ¢ :
VneN, H1 (An) :HZ(An)-

Comme & est stable par union dénombrable (comme toute tribu doit 1’étre), on a donc
U AnEE
neN

et par continuité croissante,

i ( U An) = lim 1y (An) = lim po(An) = uz< U An)-

nelN

Par conséquent,

U Ane@

neN
et 'ensemble € est bien une "classe monotone".
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Solution 3 11-03

On considere un ensemble fini ou dénombrable E et une loi de probabilité discréte sur E, c’est-a-dire une famille
sommable (px)xct de réels positifs dont la somme est égale a 1.
On note & = B(E), la tribu discréte sur E.
a Toute sous-famille d'une famille sommable est elle-méme sommable, donc il est 1égitime de poser

VAES,  wA) =) px
XEA

Comme tous les py sont positifs, il est clair que

O0<A) <)Y py=1T
x€EE

donc y, ainsi définie, est bien une application de & dans [0, 1].
# Par définition, u(E) = 1.
a [l reste a démontrer que p est o-additive.
Pour cela, on consideére une suite (A, )nen d’éléments deux a deux disjoints de la tribu & et on pose

A= |_| An € &.
neN

La sous-famille (px)xeca étant sommable et (A, )nen étant une partition de I’ensemble (fini ou dénombrable) A, on
déduit du Théoreme de Fubini que :

— pour tout n € N, la sous-famille (py)xeca, est sommable;

— en posant

vVneN, Sn = Z Px»
XEAL

on définit une série convergente ) s
— et la somme de cette série vérifie

+o00
D_sn=D P
n=0

XEA

Cette derniére relation peut aussi s’écrire
+o0o
Z HAR) = n(A)
n=0

et la o-additivité de p est ainsi démontrée.

» En conclusion, I'application
i (po)xee = (W), ¢

définit une bijection entre les mesures de probabilité p sur (E, &) et les lois de probabilité discrétes (px)xek-

#» Chaque mesure de probabilité discrete w est ainsi caractérisée simplement par la famille (py)xec e, donc chaque variable aléatoire
discrete X a valeurs dans E est caractérisée par la famille

(P(X = X))er’

c’est-a-dire par les valeurs qu’elle prend (les x € E) et les fréquences avec lesquelles ces valeurs apparaissent (les probabilités
P(X=x)).

Solution 4 11-04

1. On commence par modéliser la situation.
@ On considére un espace probabilisé (abstrait) (Q,.A, P) dont la tribu A contient au moins deux événements B; et
B,, étant entendu que I'évenement B; indique qu’une boule bleue est tirée lors du i-eme tirage.
@ Dans un premier temps, on s'intéresse seulement a 1’événement B .
Aucun théoréme du cours de probabilités ne permet de calculer la probabilité de B. Deux possibilité se présentent :
— ou bien on choisit arbitrairement une valeur pour P(B1);
— ou bien on fait une hypothese arbitraire pour compléter notre modele et on peut alors déduire (en appliquant les
régles du calcul des probabilités) la valeur de P(B;) de cette hypothese.
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# Dans le second cas, on a l'impression d’une réponse plus précise parce qu’on pose un calcul. Néanmoins, le résultat de ce calcul
est quand méme le reflet d’un choix arbitraire!

Prenons la seconde option pour avoir I'impression de faire quelque chose et supposons que la probabilité de tirer
une boule d'une couleur donnée soit égale a la proportion de boules de cette couleur.
Il y a 5 boules en tout, dont 3 sont bleues. La proportion de boules bleues est donc égale a 3/5 (c’est un fait) et
P(B1) = 3/5 (ce n’est pas un fait, c’est une conséquence de I'hypothése que nous venons de faire).
2. Pour calculer la probabilité de P(B,), nous allons utiliser la formule des probabilités totales au moyen du systeme
complet d’évenements (B1, B{).
P(B2) =P(B2 [ B1)P(By) + P(B2 | Bf) P(BY)

D’apres la question précédente,
3
P(Bﬂ:g et P(Bf) =1—P(By) = 2.

# Une fois qu’on a défini P(B1), nous pouvons calculer P(B$) avec certitude : une des régles de calcul vues en cours nous permet
de déduire la valeur de P(BY) de la valeur de P(B1) sans hypotheése supplémentaire.

@ Pour achever le calcul, il faut connaitre les valeurs des deux probabilités conditionnelles. Nous n’avons aucun
moyen mathématique de déduire ces deux probabilités des valeurs connues jusqu’ici, il faut donc compléter notre
modele probabiliste.

Pour cela, nous reprenons 1’hypothese d’équiprobabilité faite plus haut : la probabilité de tirer une boule bleue lors
du second tirage sera, par hypothese,, égale a la proportion de boules bleues dans 1'urne au moment d’effectuer le second
tirage.

- Sjl'évenement B est réalisé, la deuxieéme urne contient 3 boules blanches et 4 + 1 = 5 boules, donc nous convien-
drons que

P(B2[B1) = 5.

Si I'évenement BY est réalisé, la deuxiéme urne contient 4 = 3 + 1 boules blanches et 4 boules bleues, donc nous
conviendrons que
P(B2 | BY) =%s = /.

@ On peut alors (alors seulement ) appliquer la formule des probabilités totales et en déduire que, d’apres le modele

que nous avons choisi,

3,42 1548 B
5 8 5

P(B) = 40 40

o | U1

# En toute logique, nous devrions également prendre la peine de justifier que le modele que nous avons choisi est cohérent (=
exempt de contradiction). Pour cela, il faudrait étudier la tribu engendrée par les deux évenements By et B, : ce serait long et assez
compliqué.

Solution 5 11-05

1. Commengons par modéliser la situation. On admet qu’il existe un espace probabilisé (Q, A, P) dans lequel deux
évenements A et B vérifient les propriétés suivantes :

1

P(A)=2P(A%),  P(BIA)=15  PBIA®) =

#o |l faut comprendre que I"évenement A signifie que le flaveurmetre a été produit dans l'usine 1 et que I"évenement B signifie que
le flaveurmetre est défectueux.

a [l n'est pas utile d’invoquer I'hypothése d’équiprobabilité, la seule chose qui compte est de définir ces trois probabilités pour
pouvoir en déduire toutes les probabilités qui nous intéressent ensuite.

@ On verra a la fin de I'exercice que ce modele est complet : on aura réussi a déduire toutes les probabilités qui nous intéressent
de ces hypotheses et des régles de calcul vues en cours.

@ On admettra en revanche que ce modéle est cohérent (= exempt de contradiction). 1l faudrait pour cela considérer la sous-tribu
de A engendrée par les deux évenements A et B et vérifier que les hypotheses que nous venons de faire permettent de définir une, et
une seule, mesure de probabilité discrete sur cette sous-tribu. C'est long et fastidieux...

@ On peut répondre a la premiére question : on a supposé que P(A) = 2P(A€) et on sait que P(A¢) = 1—P(A), donc
P(A) = %5.
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2. D’apres la formule des probabilités totales,
P(B)=P(B|A)P(A)+P(B|A°)P(A°) =

et par conséquent

3. Par définition des probabilités conditionnelles,

_P(ANnB) PBIA)PA) (1/5)(2/3) 40 8
PAIB ="5m = P~ G20 B 9

Solution 6 11-06
1.

# Le modele est donné par I'énoncé, il suffit donc d’appliquer les régles de calcul vues en cours.
Mais il faut aussi faire confiance : on admet que le modele proposé est cohérent! Pour vérifier cela, il faudrait étudier la
sous-tribu de A engendrée par les trois évenements A, B et C et vérifier qu'il existe une, et une seule, mesure de probabilité définie

sur les 23 atomes de cette sous-tribu qui soit compatible avec les hypotheses faites dans I'énoncé...

On cherche ici a calculer P(A°NB¢NC¢). Comme les évenements (A, B, C) sont indépendants, on sait (ou on admet)
que les événements contraires (A€, B¢, C¢) sont indépendants. Par conséquent,
P(A® MBS 1C) = P(A®) P(BS)P(CE) = 5 - 2.1 — 1.
4 3 2 4

2. Posons
D; =(ANB°NC®), Dy=(A°NBNC), D3=(A°NB°NC).
On cherche ici a calculer la probabilité de
D =D;uUD,UDs.

@ Comme A, B et C appartiennent a la tribu A et qu'une tribu est stable par passage au complémentaire, par union
(finie ou dénombrable) et par intersection (finie ou dénombrable), les ensembles D4, D, D3 et D appartiennent aussi a
la tribu A, donc la probabilité P(D) est bien définie.

@ Les trois événements D1, D et D3 sont deux a deux disjoints, car

— Dy cAetD, c A%, doncD;NDy; CANAS =g;
— DyjcCetD3CcC,doncDyND3Cc CNCt =g;
— D, CcBetD3 C B, donc D, NnD3 Cc BNB® =@.
Par additivité de P,
P(D)=P(D;)+P(D;) + P(D3).

Comme les évenements A, B et C sont supposés indépendants,
P(D1) =P(A)P(B)P(C®) = Va- 2312 =24,
P(D2) = P(A)P(B)P(CY) = %1 1 - V2 = ¥au,
P(D3) = P(A®)P(BS)P(C) =34 - 2/3- 12 =%/24,
donc P(D) = (2+3+6)/24 =11)p4.
Solution 7 11-07

1. Ilfaut d’abord définir un modele probabiliste. Pour cela, nous admettons qu’il existe un espace probabilisé (Q, A, P)
qui contient deux événements A et T tels que

P(M=p, PAIT)=1, PA[T)=")s.

& Lévenement T signifie qu’on a affaire a un tricheur et I'évenement A que la personne choisie tire un as.

On a implicitement fait 'hypotheése que la probabilité de I'évenement T était égale a la proportion p de tricheurs dans la
population et que la probabilité pour qu’une personne honnéte tire un as soit égale a la proportion d’as dans un paquet de cartes
(soit 1 sur 13, puisqu’il s’agit d’un jeu de 52 cartes).

Je rappelle que rien ne peut justifier cette hypothese d’équiprobabilité en dehors de I'absence d’information précise (et de la
nécessité de rendre les calculs aussi simples que possible).
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En revanche, la valeur de P(A | T) traduit une information (explicitement) donnée par I'énoncé.
Comme d’habitude, on admet que ce modele probabiliste est cohérent et on pourra constater a la fin de I'exercice qu’il est
complet (nous n’aurons pas besoin de poser d'hypotheése supplémentaire).

D’apres la formule des probabilités totales appliquées avec le systeme complet d’évenements (T, T¢),

P(A) = P(A | T)P(T) + P(A | TS)P(TS) = 1-p 4 - 1+1;2p

E'U_P):

# Comme 0 < p < 1,lavaleur de P(A) est comprise entre 1/13 (cas oi il n’y aurait aucun tricheur) et 1 (cas oit tous les individus
seraient des tricheurs).
1l faut penser a faire ce genre de vérifications aussi souvent que possible afin de s’assurer qu’on n’aboutit pas a un résultat
absurde.

2. D’aprés la définition des probabilités conditionnelles,

P(TNA) PA[T)P(T) 1-p-13  13p
P(A) P(A) S 12p+1 12p 17

P(TIA) =

# S'il n'y a pas de tricheur dans la population (p = 0), cette probabilité est nulle.
Si tous les individus sont des tricheurs (p = 1), cette probabilité est égale i 1.
Tout est normal !

Solution 8 11-08

Modélisation
On considere un espace probabilisé (Q, A, P). On admet qu’il existe quatre événements P, N, T¢ et T, dans A tels
que

P(N) =25, P(Tf) =36, P(T,) =15

et tels que
P(FIN) =132, P(F|T)=1, P(F[T,)=0.

#v Les probabilités des évenements N, T¢ et T,, ont été choisies égales aux proportions de pieces Normales, de pieces avec deux
cotés Face et de pieces avec deux cotés Pile dans la boite. (Appelons cela I'hypothése d’équiprobabilité lors du choix, aléatoire!, de la
piece.)

On doit remarquer que ces trois évenements forment un systeme complet et que les valeurs choisies pour les probabilités sont
cohérentes avec la propriété habituelle des systéme complet d’évenements :

P(N) +P(T¢) +P(T,) = 1.
Si les valeurs de P(F | T¢) et P(F | T,,) sont imposées par le bon sens, on fait une nouvelle fois I'hypothése d’équiprobabilité
pour poser P(F | N) = 1/5.

Comme d’habitude, on ne prend pas la peine de vérifier que ce modeéle est cohérent. (On a quand méme pris soin de vérifier la
propriété des systemes complets d’évenements!)

On applique la formule des probabilités totales au systeme complet d’évenements (N, T¢, T, ). D’apres le modele
que nous avons choisi,

P(F)=P(FIN)P(N)+P(F|T¢)P(Te) + P(F| T, ) P(T,) = 5 -

#y |l faut garder présent a l'esprit qu’on n’a pas calculé la probabilité P(F) ! Nous avons en fait calculé cette probabilité dans le
cadre d’'un modele que nous avons choisi.
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Solution 9 11-09

1. Modélisation —
On considere un espace probabilisé (Q, A, P), en admettant qu’il existe quatre évenements Vi, V,, V3 et V4 tels que

PVi)=12 et VI<k<4, PVigr V) =PV [Vg) =25

# L'évenement V. indique le vote de l'indécis lors du k-ieme scrutin. On peut supposer (par exemple) que I'évenement Vi est
réalisé lorsque I'électeur vote “a gauche”. Dans ce cas, I'évenement V§ est réalisé lorsque I'électeur vote “a droite”.
Dans ce premier modele, le premier vote est déterminé par le lancer d’une piéce. Sans information supplémentaire, on choisit
de faire I'hypothese d’équiprobabilité et on considere donc que P(V7) = /5.
Ensuite, on traduit au mieux l'indication de I"énoncé en fixant la valeur des probabilités conditionnelles P (Vi1 | Vi) et
P(Vi 1 | Vi) qui traduisent le fait de voter au (k + 1)-ieme scrutin “comme au k-ieme scrutin”.

Nous admettons que ce modele est cohérent et nous allons bientot nous rendre compte qu’il est incomplet.

Il s’agit de calculer la probabilité de I’évenement V; NV, NV§ NV, il faut donc appliquer la formule des probabilités
totales :
P(ViVaVsVi) =P(Vi)P(V2 [ Vi) P(V5 | ViV2) P(V [ V1 V2 V3).

#y Le modele que nous avons défini nous donne les valeurs des deux premiers facteurs mais pas celles des deux derniers. Il faut
donc le compléter pour pouvoir terminer ce calcul.
Lorsqu’un processus aléatoire (Ay)xen~ n'est pas constitué d’une succession d’évenements indépendants (ce qui est ici le cas),
on recourt souvent a une hypothése simplificatrice : I’hypothése de Markowv.
Nous allons donc supposer que

P(VS I ViVa) =P(V5 | Vo) etque P(VyIViVaVE) =P(V5|Vs).

11 est important de bien comprendre que ces deux égalités ne peuvent pas se déduire du modele probabiliste initial au moyen des
regles de calcul vues en cours — ce sont bien des hypotheses supplémentaires que nous ajoutons au modele.

Et nous admettrons une fois de plus que les propriétés que nous tirons de I'hypothése de Markov n’introduisent pas de contra-
diction dans notre modele probabiliste (qui reste donc cohérent en devenant complet).

On déduit de I'hypothese de Markov que

v = e _l212_2
P(ViVaVEVE) = P(Vi) P(V2 | Vi) (1 P(V3|Vz))P(V4|V3)—2 333" 37

2. Puisque la situation a changé (ne serait-ce que 1’étape initiale du processus aléatoire), il faut changer de modele.
# Pour changer de modele probabiliste, il y a deux possibilités :
— conserver les notations utilisées pour représenter les évenements étudiés et changer de mesure de probabilité (= remplacer
la mesure initiale P par une nouvelle mesure Py)
— ou conserver I'espace probabilisé (Q), A, P) et changer de notations pour les évenements.
La théorie de Kolmogorov nous indique que I'espace probabilisé abstrait (Q, A, P) est assez vaste pour que tout modele "raisonnable”
(= pas immédiatement contradictoire) soit cohérent.

Nouvelle modélisation —
On admet qu'il existe deux évenements R; et R, dans A tels que

P(Ri1)=T/4 etque P(Ry|R;y)=25A.

# On note cette fois Ry, I"évenement qui traduit le fait de voter "a gauche” lors du k-ieme scrutin.
L’hypothese d’équiprobabilité nous a conduit a poser P(Ry1) = 1/4 (= la proportion de boules rouges dans I'urne).
Nous admettons une fois de plus que ce modele est cohérent.

Nous cherchons a calculer P(RS). On applique la formule des probabilités totales au systeme complet d’événements
(Ry,R{):
P(R3) = P(Rq) P(RS | Ry) + P(R7) P(R3 | RY)
=P(R)(1—=P(R2[R1)) + (1 =P(R1)) P(RS [ R})
= Vs Vs + Y2 =Tho
# La regle de calcul P(A°) = 1 — P(A) vaut pour toutes les mesures de probabilité, donc aussi pour la mesure Pg, . Pour cette

raison, on a
P(RS | Ry) = Pg, (R5) =1—Pg, (R2).



Calculs de probabilité 23

Solution 10 11-10

1.a. Modélisation —
On considere un espace probabilisé (Q, 4, P), un systeme complet d’événements (M1, M, M3) et un événement
D. On suppose que

2 3 5
P(M;) = 0 P(M;) = 0 P(M3) = 0
et que
PDIM) = PDIMy) =2, PDIM;) =
V=700 2= 700 307 700

# Une fois encore, on s’appuie sur I'hypothese d’équiprobabilité : les probabilités (et, le cas échéant, les probabilités condition-
nelles) sont choisies égales aux proportions constatées dans la réalité.
On prend soin de vérifier que 2/10+3/10+5/10 = 1 (c’est la moindre des choses pour un systeme complet d’évenements !), mais
a part ¢a, on admet que le modele ainsi défini est cohérent.

D’apres la formule des probabilités totales,

246415 23
1000~ 1000°

3
=Y P(D|M)P(My) =
k=1

Par définition des probabilités conditionnelles,

_P(M2nD) PDIMJPM;) 6 1
PM21D) =—F5— = P(D) VIR

1.b. On trouve de méme que
P(M; | D) =2hs etque P(M3|D)=15;3

et on constate que la somme de ces trois probabilités conditionnelles est égale a 1 — ce qui, a nouveau, est la moindre
des choses pour un systéme complet d’éveénements.

# En effet, quel que soit le systeme complet d’évenements (Ay)ogk<N, comimme

| ] Ac=q,

0<k<N

alors, pour toute mesure de probabilité P,

D> PAY)=PQ)=1

0<k<N
et donc, pour tout événement B € A tel que P(B) > 0,

> P(AIB)= ) Pg(A)=Pp(Q)=1.

0<k<N 0<k<N

Bien entendu, cette propriété s’étend aux systemes complets d’évenements dénombrables (puisque toute mesure de probabilité est
non seulement additive, mais aussi o-additive).

On a donc
P(M; | D) <P(M;), P(M;|D)<P(Mz), P(M;3|D)>P(Ms).

2. Par définition des probabilités conditionnelles,

P(M,ND¢) P(D¢|M;)P(M,) 983 3
Cc) __ . — ~
P(M2 D7) = P(D°) P(D¢) ~ 977 T 100

# Une fois encore, on a appliqué la régle de calcul relative au passage au complémentaire :
P(D¢[M2) =P, (D) =1—Pp, (D) =1-P(D® | M)

qui vaut pour toutes les mesures de probabilité (pour P et pour Pp, ).
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Solution 11 11-11

1. Posons, pour toutn > 1,

n
Bn=[]Af CQ.
k=1
Par hypothese, les Ay sont des événements (autrement dit : Ay € A pour tout k € IN), donc I'ensemble B,, appartient a la
tribu A (stabilité de la tribu par intersection finie ou dénombrable). L'évenement B, signifie qu’aucune des n premieres
particules n’a atteint sa cible.
11 s’agit ici de calculer la probabilité de

J Ac=BiecA

1<k<n

Comme les évenements Ay sont indépendants, les évenements Af sont indépendants eux aussi, donc

Ba) = [T P(AD) = [](1—P(AL) = (1—p)™.

k=1 k=1
On en déduit que
P(BS) =1—P(By) =1—(1—p)".

#» On peut aussi modéliser cette expérience aléatoire par la donnée d'une suite (Xi)x>1 de variables aléatoires indépendantes qui
suivent toutes la loi de Bernoulli %(p).
En posant
Vkee N,  Ap=[Xc=1],

on constate que ces deux modeles sont équivalents.
On peut alors définir une nouvelle variable aléatoire discréte : l'instant T du premier succés en posant

T(w) = mm{k e N* : = 1}

et en convenant que T(w) = +oo lorsque I'ensemble est vide. Le cours montre que T est bien une variable aléatoire discréte qui est
presque stivement a valeurs dans N* (c’est-a-dire P(T = +oo) = 0). Conditionnellement a I"évenement [T € N*], la loi de T est la
loi géométrique 4 (p) :

vk € N*, P(T=k|TeN*)=p(1—q)"!

L’évenement étudié dans cette premiere question est [T < nJ.
2. On cherche un entier N € N tel que P(B$,) > 0,8, c’est-a-dire (1 —p)N < 0, 2. Il suffit pour cela que
S in(0,2) ‘

{n(1 —p)

# Attention, comme 0 < p < 1, on divise par un réel strictement négatif — ce qui nous donne, comme on pouvait s’y attendre,
une minoration de N (et pas une majoration !).

Solution 12 11-12

1. Modélisation —
On considere un espace probabilisé (Q, .4, P) et on suppose qu’il existe une suite (A, )nen d’évenements tels que

P(Ag) =1 et VkeN, P(Ax;1|Ax)=P(AL|AL) =p.

Nous allons maintenant étudier la suite de terme général p,, = P(A,).

# On interprete I'évenement Ay comme le fait que l'information recue par la k-ieme personne soit correcte. On considere que
I"émetteur dispose de I'information correcte en supposant que P(Ao) = 1.

L’énoncé impose une condition sur la transmission de I'information : une transmission fidele conserve aussi bien I'information
correcte, que l'information incorrecte. C'est pourquoi on a imposé la méme valeur aux deux probabilités conditionnelles P (A1 |
Ax) et P(AL | AR).

Par passage au complémentaire, on déduit de ces hypotheéses que

VkeN, P(AL |Ax) =P(Axr [AD) =1—p.
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Il ne s’agit pas d’une hypothese supplémentaire, mais d’une conséquence rigoureusement déduite de notre modele au moyen
d’une regle de calcul vue en cours.

Pour justifier que notre modéle a bien un sens (et en particulier qu'il est cohérent), il faudrait appliquer un théoréme dil a
Kolmogorov.

Soitn € N. Comme (An, AS) est un systeme complet d’événements, on déduit de la formule des probabilités totales
que
P(An+1) = P(An+1 | An) P(An) + P(An+1 | A-ﬁ) P(A-fl)

c’est-a-dire
Pre1 =P P+ (1 =p)(0 =pn) = (2p = T)pn + (1 —p).
2. Ona démontré que la suite (pn )nen était une suite arithmético-géométrique.
#y On doit connaitre la méthode pour exprimer le terme général d’une suite arithmético-géométrique.
L’unique solution de I'équation £ = (2p — 1) + (1 —p) est £ = 1/5.
Par conséquent, la suite de terme général p,, — 1/2 est une suite géométrique, de raison (2p — 1) et de terme initial

1/5. Donc
VneN, pn—1o=2p—-1)" 1.

3. Pour 0 < p < 1,laraison 2p — 1 appartient a l'intervalle ouvert |—1, 1], donc la suite (pn )nen converge vers 1/; (le
point fixe).

Solution 13 11-13

Par définition,

Pg(ANC)=Pg(A)P(C) & P(ANCNB)=P(ANB)Pg(C)
< P(CN(ANB))=P(ANB)Pg(C)
& Pang(C) =Pg(C)

en admettant bien entendu que P(A N B) > 0.

Solution 14 11-14

On décompose A dans le systeme complet d’évenements (B, B¢) : comme

A =[ANB]U[ANBC],
alors

P(A)=P(ANB)+P(ANB®)=P(A|B)P(B)+ P(A|B°)P(B)
P(A|B)[P(B) 4+ P(B)] (car P(A | B) =P(A | B9))
P(A | B).

On en déduit que
P(ANB)=P(A|B)P(B) =P(A)P(B)

et donc que les deux événements A et B sont indépendants.

# Attention, cet exercice est assez astucieux : si on s’y prend de la bonne manieére, la démonstration est simple et rapide — mais
si on part d’une autre maniere, on risque de tourner en rond un certain temps...

Solution 15 11-15

Comme Pg est une mesure de probabilité, on a nécessairement P(A | B) = Pg(A) < 1.
D’autre part,

P(A)+P(B)—P(ANB)=P(AUB) <1
donc P(ANB) > P(A) + P(B) — 1 = /5. Par définition des probabilités conditionnelles, on en déduit que

P(AlB)z%é%.
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Solution 16 12-01

1. Pour toutn € N, I'ensemble [|X| > n] est un événement en tant qu'image réciproque de l'intervalle [n,+oo[ par la
variable aléatoire |X|.

# On peut aussi décomposer cet ensemble en une union, finie ou dénombrable, d’évenements :

[XI>n] = | | X=x.

xeE
[x[>n

Rappelons que [X = x] € A pour tout x par hypothése (puisque X est est une variable aléatoire sur (Q, A)).

@ Dans la suite de 'exercice, toutes les parties de Q considérées pourront s’exprimer au moyen du systeme complet d’évenements
associé a la variable aléatoire X (= comme une union finie ou dénombrable d’évenements de la forme [X = x]) et appartiendront donc
bien a la tribu A.

On n’exposera pas les détails.

@ Pour toutn € NN,
YweQ, ]X(w)’}n—i—] = ‘X(w)‘)n
donc
[IXI=>n+1] c X > nl.

La famille ([|[X| > n])nen est donc une suite décroissante d’événements.
w Par continuité décroissante de P, on sait alors que

lim_P(XI>n) = p( M 1X > n]>.

neN

Mais [X(w)| € R4 pour tout w € Q, donc
VweO, IneN, X(w)| <n

donc .
N IXI=n)= () IXI <l = (U [|X|<n}> Q=0
neN neN neN

et par conséquent
lim P(X|>n)=P(g)=0.

n—-+4oo

2. Pourtoutx € E,leréel x| est positif, donc il existe un, et un seul, entier naturel n = ||x|] tel que |x| € E,,. On dispose
donc d’une partition de I'ensemble E :
E= |_| En.

neN

a Comme X est une variable aléatoire d’espérance finie, alors la famille (x P(X = x))x g est sommable (définition de
I'espérance).
Toute sous-famille d'une famille sommable est elle-méme sommable, donc la famille

(xP(X =x))

Xx€En

est sommable pour tout n € N, ce qui prouve que chaque somme o, est bien définie.
Comme les ensembles E,, forment une partition de E, on déduit du Théoreme de Fubini que la famille (o )Jnen des
sommes partielles est sommable. Autrement dit, la série } o, (de terme général positif) est convergente.

#y Le Théoréme de Fubini nous dit aussi que

Z On = Z On = Z"d P(X :X) = EUX”
n=0

neN xeE

mais nous n’aurons pas besoin de cette propriété ici.

@ Soitn € N. Pour tout w € Q,

y k< X(w)| <k +1

X(w)|zn < 3k
k , Xé€Ex.

Zn
& dlk=>2n
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Autrement dit,

(X >n] = | |[XeEd

k>n

On a décomposé I'évenement [|X| > n] en une union dénombrable d’événements deux a deux disjoints. Par o-additivité

de P, on en déduit que la famille (P(X € Ey)), . . est sommable et que

P(IX| > ZPXeEk

@ Soit k > n. Comme d’habitude,
Xebd= || X=xl.

x€Ek

I s’agit a nouveau d’une union finie ou dénombrable d’événements deux a deux disjoints, donc, a nouveau par o-

additivité de P,
P(X € Ex) = Z P(X

x€Ex

Par définition de I'ensemble Ey, on a |x| > k > n pour tout x € Ey, donc
Vx € Ey, nP(X=x) <|x|P(X=x).

En sommant sur x € Ey, on en déduit que

nP(XeE) =) nPX=x)< ) KPX=

xEEK xE€Ex

@ En sommant sur k > n, on en déduit que

+oo +oo
0<nP(X|>n)=) nP(XeE)< ) ox
k=n k=n

pour toutn € N.
Comme la série ) oy est convergente, son reste tend vers 0 et, par encadrement,

Iim nP(X| >n).

n—-+oo

# L'inégalité de Markov, sous les mémes hypotheses, nous dit seulement que

nP(Xzn) = o),

ce qui est sensiblement moins précis!

Solution 17 12-02

1. Comme ¢ est convexe et de classe ¢!, en chaque point son graphe est situé au-dessus de sa tangente :
Vxo,x €R,  @(x) = @(x0) 4+ (x —x0) @' (x0).
En particulier, avec xo = E(X) et a = ¢’(x0), on obtient

Vx€eR, o¢x)=a[x—EX)]+ ¢(EX)).

# Comme la fonction ¢ est convexe sur un intervalle ouvert, elle est en fait continue et admet, en tout point, une dérivée a gauche
et une dérivée a droite. De plus, par convexité,

Vxo €R, fglxo) < fa(xo)
et on peut démontrer que, pour tout réel a compris entre fg(xo) et f§(xo),

VxeR, o¢(x)>@xo)+a-(x—xo).
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Les droites d’équation y = a - (x — xo) + @(xo) avec fé (x0) < a < f}(xo) sont appelées droites d’appui.
2. On applique la majoration précédente pour x = X(w) :
Vwe, oX(w)) <a-(X—EX))+e(EX).
Comme I'espérance conserve les inégalités, on en déduit que
E(¢(X)) <E[a- (X—E(X)) + ¢(E(X))] = aE[X—E(X)] + ¢ (E(X)) = ¢(E(X))
par linéarité.

#v Quelle que soit la variable aléatoire X d’espérance finie, la variable aléatoire X — E(X) est centrée.
Par ailleurs, si Y est une variable aléatoire presque siirement constante égale a b, alors E(Y) = b.

@ Si X est une variable aléatoire d’espérance finie, la variable aléatoire X? n’est pas forcément d’espérance finie, mais
elle est positive.
Si X? est d’espérance finie, on peut appliquer I'inégalité de Jensen avec la fonction convexe [t — t?].
Sinon, la convention habituelle fait que I'inégalité

E(X?) > E(X)?

est encore vraie, méme si elle est dépourvue de tout intérét.

# Par convention, si Y est une variable aléatoire positive qui n’est pas d’espérance finie, son espérance est égale a +oco. Et majorer
par +oo, ce n'est jamais faux — ni jamais utile.

Solution 18 12-03

On sait que E(S,,) =np et que V(S») = npq (avec q = 1 — p comme d’habitude).
D’autre part, comme

Sn(w)
n

YweQ,

—'P‘ Z & |Sn(w) _np| 2 Me,

on déduit de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev que

P(|22 —p| > <) =P(sn —E(s)] > ne) <

Comme 0 < p < 1,alors 0 < pq < /4 et donc
Sn 1
N opl>e) < —.
P(’n p’/£> = 4me?

# Le graphe de [x — x(1 — x)] est une parabole qui coupe I'axe des abscisses en x = 0 et en x = 1, donc son sommet est situé en
x = /5 (au milieu des deux racines), ce qui donne le maximum de x(1 — x).

Solution 19 12-04

Les variables aléatoires X et Y sont bornées (elles ne prennent qu'un nombre fini de valeurs), donc elles admettent toutes
deux un moment d’ordre 2 et leur covariance est bien définie.
@ Par définition de 'espérance,

EXX)=—P(X=-1)+P(X=1)=0.
Comme les valeurs prises par X sont +1 et 0, alors les deux variables aléatoires X et X3 sont égales, donc E(X3) = 0.
# Les variables aléatoires X et X3 ne sont pas seulement égales en loi, elles sont aussi égales en tant qu’applications de Q dans
R:

YweQ, [X(u))]3 = X(w).

D’apres la formule de Koenig-Huyghens,
Cov(X,X?) =E(X?) —E(X)E(X?) =0

donc X et X? sont décorrélées (alors que X? est une fonction de X!).
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Solution 35 kh14-01

1. Comme X est une variable aléatoire positive d’espérance finie, on peut appliquer l'inégalité de Markov.

E(X
Vo >0, P(X}oc)g%
On sait que E(X) = p = n. En prenant « = n?, on en déduit que
P(X>n2)<%=l.
nz n

# On peut effectuer un calcul plus précis en prenant en compte que X suit une loi géométrique.
En effet, en notant p, le parameétre de la loi géométrique et ¢ =1 —p,

+oo
P(X >n?) = P( | | :k]) =Y pgvl=gv

k>n2 k=n2

(Méthode habituelle : on décompose un évenement au moyen du systéme complet d’événements associé a une variable aléatoire
discrete pour utiliser ensuite la o-additivité de P.)
Ici, avec p = 1/, on obtient
T\’
P(X>n?) = (1 — E) =exp[n?n(1— /)]
et, par concavité du logarithme,
Vn>1, P(X>=n?) <e™

La majoration obtenue par I'inégalité de Markov est donc extrémement grossiere !

2. Comme X est une variable aléatoire qui admet un moment d’ordre 2, on peut aussi appliquer I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev.

\/
Vo0, PIX—EX)>a) < )
On sait que V(X) = 9/p2 = n“—_: Avec o« = n, on en déduit que
1
P(X—ml>mn)< —— =1——.
n—1 n

@ Pour tout w € Q,
X(w)=n|>n & X(w)—n>n ou Xw)-n<-n

= X(w) = 2n.

Autrement dit,
XZ22n]JCc X<OJUX>22n]=[X—n|>n]

et par conséquent

PX>22n)<P(X—n|>n) <1 —%.

#v Considérons I'évenement contraire : comme X est une variable aléatoire i valeurs entiéres non nulles,

(X—nl<n]=0<X<2n]=1<X<2n]=[X<2n]
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donc [[X —n| = n] = [X > 2n] et comme X suit une loi géométrique,

P(IX—n|>n)=P(X>2n)=q* ' =(1-14)"" < % e 2
(toujours par concavité du logarithme).
Ici encore, on constate que I'estimation donnée par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (qui tient compte de I'espérance et de
la variance de la variable mais pas de la loi de cette variable) est vraiment grossiére : au lieu d’un majorant de I'ordre de /10,
I'inégalité de Bienaymé-Ichebychev nous propose un majorant qui tend vers 1 quand n tend vers +oo, c’est-a-dire un majorant
"asymptotiquement inutile”.

Solution 36 kh14-02

On sait que p : £ — R est une mesure de probabilité sur (IN, £) si, et seulement si, la famille

(Un)nen = (H({n}))nelN

est une famille sommable de réels positifs dont la somme est égale a 1.
Analyse —
Supposons qu’il existe une mesure de probabilité p sur (N, £) telle que

vYneN, p({n,n+1,...}) =Aan.

@ En particulier, pour n = 0, on a donc p(N) = Aaop, donc il faut que Aap = 1. La seule valeur possible de A est donc
Vag:
a [l est clair que
vVneN, myn+1,...}=mu{n+1,n+2,...}

Par additivité de P, on en déduit que

An — On41

VnelN, u({n})=Alan—ani1)= a0

Nous avons ainsi démontré 1'unicité du facteur A et 1'unicité de la mesure .
Synthése —
Pour tout entier n € N, on pose

an — Qn41
ap )

Uy =

a Comme la suite (an)nen est strictement décroissante et tend vers 0, les a,, sont tous strictement positifs. La suite
(Un)nen est donc bien définie (le réel ap n’est pas nul) et, pour tout n € N, le réel u,, est (strictement) positif car
an —any1 >0etagp > 0.

a La série ) uy est une série télescopique. Comme la suite (an)nen est, par hypothése, convergente, on en déduit
que la série ) u, est convergente. Comme il s’agit d’une série de terme général positif, on en déduit que la famille
(Un)nen est sommable.

@ En tant que somme d’une série télescopique,

= 1 . ap—20
5 e L oo [m ) <%0

@ La famille (un )nen est donc bien une loi de probabilité discrete. Il existe donc une mesure de probabilité discrete p
sur (N, &) telle que
VneN, },L({ﬂ}) = Un.

Comme p est o-additive et que

n+1,...0= | |{K},

k>n

on en déduit que cette mesure p vérifie la condition imposée :

a

+o0o
YneN,  p(ntdd) =) owlk) =
k=n

(nouvelle somme télescopique).



Calculs de probabilité 32

Solution 37 kh14-03

Modélisation —
On consideére un espace probabilisé (Q, A, P) et une famille (Ax)1<k<n d’événements indépendants tels que

Vi<ks<n, P(Ax) =n.

# Comme d’habitude, on admet que ce modele est cohérent.

a Plutot que de considérer I’évenement A U - - - U Ay, (=il existe au moins un succes), nous allons considérer 1'évene-

ment contraire : .
( U Ak> = (] AL

1<k<n 1<k<n

Comme les événements (A )1<kgn sont indépendants, (on sait ou on admet que) les événements contraires (A{)1<k<n
sont indépendants, donc

P( U A =1- [T (1-PRA) =1-0 -1

1<k<n 1<k<n

a Par concavité de la fonction {n, on sait que
Vog<x<T, Mn(1—x)<—x.

En particulier, pour x = 1/,,, on en déduit que
nin(1—1h) < -1

et donc que
(T—)<e .
Finalement,
P(U A)=1-0-1">1- "
1<k<n
Solution 38 kh14-04
Modélisation —

Le plus simple est de considérer une suite (X, )n>1 de variables aléatoires indépendantes et de méme loi définies
sur l'espace probabilisé (Q, A, P) telles que

vyn>l, PX,=0)=q, PXn=1)=p1 et P(X,=2)=p2.

# Chaque variable aléatoire X, décrit le résultat de la manche n (qu’elle soit réellement jouée ou non!) : résultat nul pour
Xy, = 0], victoire de J1 pour [Xy, = 1] et victoire de ], pour [Xn, = 2].

Position du probléeme —
Pour i € [1;2], le joueur J; remporte le tournoi a I'issue de la manche n lorsque

Xi(w)=-=Xn_1(w)=0 et Xn(w) =1.

résultats nuls
Comme les X sont, par hypothése, des variables aléatoires sur (Q, .A), alors
VkeN*, Vie [0;2], Xk =il € A.
Par conséquent, pour toutn € N et tout i € [1;2],
Bni = ( N [xk=01> NXn =1 €A
T<k<n

(intersection d’un nombre fini d’événements) et

Vi = LJ Bnd,E.A

nelN*

(union dénombrable d’évenements).
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# La "réalisation” de I'évenement By, i signifie que le joueur J; remporte le tournoi a l'issue de la manche n et la réalisation de
I'évenement Vi signifie que le joueur J; remporte le tournoi (a l'issue d'une manche quelconque).

Probabilité de victoire —
Comme les variables aléatoires Xy, k € N*, sont indépendantes,

n—1
Vie[1;2], Vne N P(Bn;) = (H P(Xy = 0)> PXp=1)=q" ps.
k=1

@ Sil<m<n,alors

Bm,i:[x1:O]m"'ﬂ[xm71:0]n[xm:i] C[Xm:.})
Bni:[X1 :O]mm[xm71 :O]O[szo]mm[xn71 :O]m[xn:l] C[Xm:O]

’

donc
Bm,i n Bn,i CXm=1UNXn=0=a.

Par conséquent, les évenements V; sont des unions dénombrables d’évenements deux a deux disjoints et, par o-additivité
de P,

P(Vi) =Y P(Bni) =0

Probabilité de terminaison —
Le tournoi s’acheve lorsqu’il y a un vainqueur, c’est-a-dire lorsque 'événement V7 U V; est "réalisé". Ces deux
évenements sont disjoints (il ne peut y avoir deux vainqueurs différents!), donc

+ 1—
P(v1uvz):P(v1)+P(v2):P1‘_zz :]_3 —1

Ainsi, presque stirement, le tournoi connait un vainqueur.

# Le presque slirement n’est pas une précision inutile. En effet, I'ensemble

N= ) Kn=01=(V1UVy)
nelN*

est un évenement (intersection dénombrable d’événements) non vide bien qu’il soit négligeable.

Autre modele (incomplet) —
Pour démontrer que le tournoi prend fin presque stirement, on peut considérer qu’il s’agit d"'une succession d’épreuves
indépendantes, chaque épreuve ayant la probabilité p = (p; + p2) de réussir.
Dans ces conditions, on peut modéliser I'instant du premier succes par une variable aléatoire T de loi géométrique
9 (p) et ’évenement [T = n] signifie que le tournoi s’achéve a l'issue de la manche n. On sait alors que P(T < +o0) =1
le tournoi prend fin presque stirement au bout d"un nombre fini (mais aléatoire!) de parties.
Ce second modele est cohérent avec le précédent dans la mesure ot

VTLEN*, P(T:n):P(Bn,1)+P(Bn,2):P(Bn,1 UBn,Z).
Mais ce modele est incomplet car il ne permet pas de calculer les probabilités P(V7) et P(V2).

Solution 39 kh14-05

Pour tout n € NN, I'ensemble A,, = {n} appartient a la tribu £ et il est clair que (An)nen est une suite de parties deux a
deux disjointes. Par o-additivité de p, on en déduit que série ) 1(An) est convergente.
En particulier, son terme général tend vers 0!

Solution 40 kh14-06

On modélise les appels téléphoniques par une famille

(X )nz1, 1<k

de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, A, P). On suppose que ces variables aléatoires sont indé-
pendantes et qu’elles suivent toutes la loi #(p) en convenant que 1'événement Xy , = 1] signifie qu’on réussit a joindre
la personne k lors du n-ieme appel.
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» Pour 1 < k < 1, on note Ty, le nombre d’appels nécessaires pour joindre le k-iéme correspondant. On a donc
VneN* [Tx=n]= [Xk‘1 =0,.. ->Xk,n71 =0IN [Xk,n =1]

et d’apres notre modele
VneN* P(Te=n)=q" 'p

ce qui signifie que les variables aléatoires Ty suivent toutes la loi ¢4 (p).

» D’apres le lemme des coalitions, les variables aléatoires Ty, ..., T, sont indépendantes :

T =f(Xin, n€NY),
T, = f(Xz‘n, ne IN*), ceey
Tr = f(Xyn, n € N¥).

Le nombre total d’appels passés pour réussir a joindre chacun des r correspondants est défini par
X=Tr+TL+- - +T.
Comme les variables aléatoires Ty sont indépendantes et de méme loi,
Yxelo,1, EXY)=[Ex™)]

et comme Ty suit la loi géométrique ¥(p),

vxeo,1], GX(X)ZE(XX)=< px )

» Comme le rayon de convergence de la série entiere

Z pqn71xn
)

(n>1

est égal a /4 > 1, on déduit du produit de Cauchy que la fonction génératrice Gx est développable en série entiere sur
1—1/4, /4l et en particulier qu’elle est deux fois dérivable en x = 1.
Par conséquent, X admet un moment d’ordre deux et est aussi une variable d’espérance finie.

» Pour calculer I'espérance et la variance de X sans efforts, on doit se souvenir qu'il s’agit de la somme de r variables
¢ométriques indépendantes de parametre p :
t d dantes d t
— par linéarité de I'espérance,

E(XX)=TE(Ty) = —
P

— par indépendance des termes,
N

VX) = 3 V(T =rV(T) = 1.
k=1 p

» Mais on peut aussi dériver deux fois la fonction génératrice pour obtenir ce résultat.
Allons-y avec méthode!
@ Considérons la fonction génératrice de la loi ¢ (p) :

1 PX
< -_ =
Vo<x< 3 (x) T— ax
On a donc : R ) —q)
g (1= qx)? (1= q0)?
et aussi
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En particulier, puisque F(1) = 1 (fonction génératrice!!),

) — (1) =P T
G/ =) = s =
et
G (1) =F'(M(FM) " +rr=1)(F M) (F) 2
—F/(1) +r(r = 1)(F/(1))?
2 (r—1)p?
_ zgr+rrp4 P
_(29+T—=T)r
=
On en déduit alors que
EX)=G'(1) =~
P
et que
. W2
V(X) = G"(1) +6/(1) — (6/(1))* = 24ET L)ZT”" =
Solution 41 kh14-06bis

On modélise les appels téléphoniques par une famille

(X )nz1,1<k<r

de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, A, P). On suppose que ces variables aléatoires sont indé-
pendantes et qu’elles suivent toutes la loi Z(p) en convenant que 1'événement (X , = 1] signifie qu’on réussit a joindre
la personne k lors du n-iéme appel.

» Pour 1 < k < 1, on note Ty, le nombre d’appels nécessaires pour joindre le k-iéme correspondant. On a donc
Vne N*, [Ty =n] = [Xk71 =0,.. -)Xk,nf1 =0lN [Xk,n =1]
et d’apres notre modele
VneN, P(Mc=n)=q"'p

ce qui signifie que les variables aléatoires Ty suivent toutes la loi ¢(p).
» D’apres le lemme des coalitions, les variables aléatoires Ty, ..., T, sont indépendantes :

T] = f(Xl,n) nec IN*))
T, = f(Xz,n, ne N*), cany
T =f(Xyn, n € N¥).
Chaque variable Ty donne également le nombre d’heures au terme desquelles on aura réussi a joindre le k-ieme

correspondant.
Le nombre d’heures passées pour réussir a joindre chacun des r correspondants est donc défini par

T= max{T1,T2, T )Tr}-

» On aura réussi a joindre les r correspondants en n heures au plus si, et seulement si, pour tout 1 < k < r, on aura
réussi a joindre le k-ieme correspondant en n heures au plus :

Tw)<n & VI<k<r, T(w)n

c’est-a-dire
VneN, [T<nl= () M<nl

1<k<n

Comme les variables aléatoires Ty sont indépendantes et de méme loi,

VneN, P(T<n)=]][PMm<n)=(1-q")".
k=1
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En particulier, P(T < 0) =0 etla loi de T se déduit des relations précédentes avec

vynzl, P(T=n)=P(T<n)—P(T<n-1)
_ (-I _ qn)r _ (1 o qn—1 )T‘
» En particulier, lorsque n tend vers +o0,
n—1

P(T=n)~1pq

(puisque q™ tend vers 0).

On en déduit que les séries > n* P(T = n) sont (absolument) convergentes pour tout k € N* et donc que T admet
des moments de tout ordre.

» Le calcul de la fonction génératrice de T est assez complexe...
L'équivalent qu’on vient de calculer prouve que le rayon de convergence de la série entiere est égal a /4 mais nous
allons provisoirement calculer sur [0, 1[.

Pour 0 < x < 1, on peut invoquer la linéarité de }_ et, au moyen d’un changement d’indice,

+o00
Gx)=(1-x) ) (1—q")x™

n=1
D’apres la formule du bindme,
N
.
1—ag™)" = 1 k nk_
G—q =3 (k) (1)
k=0
Comme on fait ainsi apparaitre v + 1 séries absolument convergentes, on peut sommer terme & terme :

T +o00
G =(1-x Y (D(—nk 3 (g0

k=0 n=1
T  qkx
_(1—x)];)<k)(—1) T o
T k q-x
_x—i—];(k)( D*(1 —x) e

On a ainsi exprimé G(x) comme la somme du monoéme x et de r fonctions développables en série entiere sur |—1/q, /4l
au moins : on a donc trouvé l'expression de G(x) sur cet intervalle (unicité du développement en série entiere) bien que
les calculs intermédiaires n’aient de sens que sur [0, 1[!

» Pour tout 0 < x < 1/4, on a donc

iy 1 (T o[ —qF | (1=x)g"
6 M‘”é(k)“ st e
et en particulier
v Nk
E(T):G/(1):1—Z(D1(_q;k.

k=1

» On peut vérifier expérimentalement 1’exactitude de cette expression.

Fonctions annexes

# coefficients binomiaux

from scipy.special import comb as C

# simulation d’une v.a. géométrique
from numpy.random import geometric as G
from numpy import linspace, array

Espérance théorique

def E_th(r, q):
Eth = 1
for k in range(1l, r+l):
Eth -= C(r,k)*(-q)*xk/(1-q*xk)
return Eth
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Moyenne empirique calculée sur un échantillon
def Moy_emp(r, g, N=100000):

p=1-q

ech = G(p, (r,N))
ech_max = ech.max(axis=0)
return ech_max.mean()

Erreur relative (en pourcentage)

def err_rel(r, q):
th, emp = E_th(r,q), Moy_emp(r, q)
err_relative = abs(th-emp)/th
return 100xerr_relative

Affichage des résultats

for g in linspace(0.1, 0.9, 8):
print("q = {}".format(q))
L_err = array([ err_rel(r, q) for r in range(2, 10) 1)
print(L_err.mean())

D’apres la Loi des grands nombres, la valeur moyenne des T calculés sur un échantillon de N valeurs tend vers la
valeur théorique E(T) lorsque N tend vers +oo.

Pour N = 10°, on constate ici que 'erreur relative moyenne est de 'ordre de 0, 1%, cela confirme que notre formule
théorique est sans doute exacte.

Solution 42 Kh14-51

1. D’apres la formule du crible,

PBNA)+PBNC)—P((BNA)N(BNC))=P((BNA)U(BNC))=P(BN(AUC)) <1,

donc
PBNA)+PBNC)<T+P((BNA)N(BNC)) <T+P(ANC)

puisque (BNA)N(BNC)=ANBNC cC ANC.Ona ainsi démontré que
P(ANB)—P(ANC)<1-P(BNC).
@ Nous allons démontrer de méme que
P(ANC)—P(ANB)<1—-P(BNC).
D’apres la formule du crible,
P(CNA)+P(CNB)—P((CNA)N(CNB))=P((CNA)U(CNB))=P(CN(AUB)) <1,

donc
P(CNA)+P(CNB)<1+P((CNA)N(CNB)) <1+P(ANB)

puisque (CNA)N(CNB)=ANBNCCANB.
2.  Ondécompose A N C¢ dans le systeme complet d’évenements (B, B€) :

P(ANC)=P((ANCY)NB)+P((ANC)NB®) <P(BNC®)+P(ANB°)
puisque ANC NBCBNC etque ANC° NB® C ANBE.

Solution 43 Kh14-52
1.

@ Pour justifier I'existence d'une telle variable aléatoire X, il faudrait commencer par vérifier que la famille ((k — 1)27%)en~
est bien une loi de probabilité discréte (il ne s’agit pas d’une loi de référence).
11 est clair que c’est une famille de réels positifs. Il reste a vérifier que cette série converge et que sa somme est égale a 1.
Pour éviter de faire deux fois les mémes calculs, nous allons calculer directement la fonction génératrice Gx et nous vérifierons
alors que Gx (1) = 1.



Calculs de probabilité 38

Le rayon de convergence de la série entiere Y x* est égal a 1 (série de référence), donc le rayon de convergence de
la série dérivée Y kx*~! est aussi égal a 1 et comme

1
1—x’

1
(1—=x)2"

+o0 too
vxel-1,1[, H(x):Zxk: alors Vxel-1,1], H’(x):kak_1:
k=0 k=1

@ La fonction génératrice est la somme de la série de terme général

(3 e ()7

donc cette série converge absolument pour |t/2| < 1, c’est-a-dire pour t € ]—2,2[ et

o= ey = () ZG) = 60 () - ()

#v En particulier, on a bien Gx (1) =1 - ouf!

2. Comme la série génératrice converge absolument pour [t| < 2, sa somme est en particulier dérivableent = 1, ce
qui prouve que X est une variable aléatoire d’espérance finie et donc que

Pour tout t € ]-2, 2],

Gx(t) = (*1 + i)2 donc Gi(t)=2- P

et par conséquent E(X) = 4.

# On aréécrit Gx(t) a l'aide de I'astuce taupinale pour que le calcul de la dérivée soit plus facile.
On peut encore écrire Gx (t) d'une autre maniére pour en donner une interprétation intéressante :

(1/2) -t \2
17(1/2)-’() '

On reconnait alors le carré de la fonction génératrice de la loi géométrique G(1/2). Comme la loi d’une variable aléatoire a valeurs
dans N est caractérisée par sa fonction génératrice, on en déduit que la loi de X est aussi la loi de la somme Y1 + Y2, ot Yy et Y, sont
deux variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes les deux la loi géométrique G(1/2). Cela nous permet de vérifier le calcul
de l'espérance :

Gx(t) = (

E(X)=E(Y1)+E(Y2)=2+2=4.

Solution 44 Kh14-53

1. Comme X, suit la loi de Poisson &(n), on sait que E(X,,) = V(X,) =n.
Pour toutn € N* et tout w € Q,

’M_1

- | > o = [Xalw) ~ E(X)] > nex

# On a ainsi démontré que
of. 1) X
Ana L[| 72 =1] > @ = [[Xn(@) = E(Xn)| > o

et en particulier que Ay o € A.
On doit savoir justifier cette derniere propriété méme s’il n’est pas toujours nécessaire de donner tous les détails :
— Comme X,, est une variable aléatoire discréte, alors Y, = |Xn (w)—E(Xn) | est aussi une variable aléatoire discréte (image
d’une variable aléatoire discrete par une application quelconque).
— En notant E,, I'ensemble (fini ou dénombrable) des valeurs possibles pour la variable aléatoire discréte Yy, on sait que
[Yn =x] € A pour tout x € E,, et on en déduit que I'image réciproque

[Yn >11“]:: LJ h%.::K

XEEL
X>noa

appartient 4 la tribu A en tant qu’union finie ou dénombrable d’événements.
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— Il est plus simple d'indiquer que Ay, « est I'image réciproque de l'intervalle Ino, +ool[ par la variable aléatoire Yy,.

On déduit donc de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev que

0<P<‘X?nf1’>oc):P(’Xn(w)fE(Xn)‘>noc)g =

et on conclut alors par encadrement.

# Tout évenement de la forme [|---| > «] doit faire penser a I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : il faut penser a calculer
I'espérance et la variance d'une variable aléatoire et il reste alors a réécrire I'évenement étudié pour faire apparaitre I'expression du
théoréeme.

2. Lapplication

om ()]

de OO dans R est une variable aléatoire discrete (image d"une variable aléatoire discrete par une application quelconque).
Par hypothese sur f, cette variable aléatoire est bornée, donc elle admet des moments de tout ordre et en particulier c’est
une variable aléatoire d’espérance finie.

Par linéarité et inégalité triangulaire,

() ] =[(r(r) )] < e[ () )
@ Fixons un réel ¢ > 0.

La fonction f est continue sur IR, donc en particulier continue en 1. Comme ¢ > 0, il existe donc un réel o« > 0 tel
que
VueR,, -1 <a = [flu)—f(1)] <e.

Considérons maintenant le systeme complet d’évenements (An,«, A7 o)-
— Siw € Af, 4, alors
Xn (w)

n

‘M_1

‘ < «, donc ’f(
n

)—f(1)’ <e

— Siw € A, 4, alors, par inégalité triangulaire,

(oo}

X X

‘M - 1‘ >«  donc ‘f( “1(1“’)) - f(1)‘ < 2|
puisque la fonction f est supposée bornée.

On a ainsi démontré que

Xn(w)
n

VweQ, ‘f( ) —f(])‘ <elae (W) +2[f] L, (w).

Par positivité et linéarité de 1’espérance, on en déduit que
X
E(|r(52) — 1)) <E(elag, +20flLa, ) = € PIAS &) + 2[fllo P(An,a):

# Pour tout évenement B € A, l'indicatrice 1y est une variable aléatoire de Bernoulli de parametre P(B), donc

VBed,  E(lg)=P(B).

a- Toute probabilité est majorée par 1, donc

| E(f(x?“)) — 1(1)] < £+ 20/f].os P(An,c)-

D’apres la premiere question,
lim 2[f||  P(An,«) =0,
n—-+oo

donc il existe un rang ny tel que
Vn > no, 2||f[| oo P(An,o) < e.
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On a ainsi démontré que

Ve>0,Ing €N, Vn 3 no, ‘EG(—j)ffmmgzg

i £(1(%)) <.

# On aboutit au méme résultat en considérant une suite (Un)n>1 de variables aléatoires indépendantes et de méme loi qui
admettent un moment d’ordre 2 et en posant

ce qui signifie bien que

Xp = Uy + -+ Up.

En effet, dans ce cas, E(Xn) = nE(U) et V(Xy,) = nV(U) et la démonstration précédente s’applique avec des modifications
mineures.
Nous avons donc en fait démontré une conséquence de la Loi des grands nombres.
@ Rappelons a cette occasion la propriété de stabilité de la loi de Poisson : si les variables aléatoires indépendantes Uy suivent
toutes la loi de Poisson &2(1), alors la somme Uq + - - - + Uy, suit la loi de Poisson &2(n).

Solution 45 Kh14-54
1. Soient1 <k <nett e R. Selon le signe de Xy (w),

VweQ, exp(t|Xp(w)|) =exp(£tXp(w)) >0

donc
VweQ, exp(t|Xp(w)|) < exp(tXk(w)) + exp(—tXy(w)).

# Une somme de termes positifs est plus grande que chacun de ses termes et, en particulier, supérieur au plus grand des termes.

# L'énoncé suppose implicitement que les variables aléatoires e**x sont toutes des variables aléatoires d’espérance finie. On peut
donc légitimement invoquer la linéarité de I'espérance sur toute combinaison linéaire de ces variables.

L’espérance conserve les inégalités, donc
E[exp (tXk])] < E[exp(tXy) + exp(—tXi)] = E[exp(tXi)] + E [exp(—tXy)]
par linéarité de I'intégrale. On déduit alors de I'hypothese faite pour tout t réel (= quel que soit le signe de t) que
Vi<k<n, VteR, E[exp(tiXkl)] <2exp(t*/2).
2. Pour tout w € Q, il existe un entier 1 < k < n (qui dépend de w!) tel que M, (w) = [Xx (w)| et donc tel que

exp (tMp (w)) = exp (t|Xi(w)|).

Comme une somme de termes positifs est supérieure au plus grand de ses termes, on en déduit que
VweQ, exp(tMy, Zexp (tXi(w)]).
L'espérance conserve les inégalités, donc
[exp (tMn {Z exp(tlXil) ]
et donc, par linéarité de 1'espérance,
n
VteR, E[exp(tM, Z E[exp(tIXk)] <2n exp(t*/2).
k=1

3. Pourt > 0,la fonction [x — et*] est strictement croissante, donc

VweQ, Mp(w)>s & exp[tMy(w)] > e
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donc
Vs >0, [Mn > s] = [exp(tMy,) > e°].

#v Si on compose une inégalité par une fonction monotone qui n'est pas strictement monotone, on n’obtient qu’une inclusion
entre les évenements (et non pas I'égalité).
Comme e*Mn est une variable aléatoire positive d’espérance finie (d’apres la question précédente), on peut appli-
quer l'inégalité de Markov :
Elexp(tM
P(My > 5) = P(exp(tMy) > et) < EXRIMn)]

est

et, d’apres la question précédente,
Vs, t>0, P(M,, >s) < 2nexp(t’/2 —st).

Comme le minorant (= le membre de gauche) ne dépend pas de t, on peut passer a la borne inférieure en fonction de
t>0.

a Pour tout s > 0, la fonction [t — t°/> — st] est polynomiale de degré 2 et admet t = 0 et t = 2s pour racines réelles.
Elle atteint donc son extremum en t = s et comme cet extremum est un minimum,

t2 —s?
min( — — st) = —.
t>0 ( 2 2

@ Si le discriminant de aX? + bX + ¢ € RI[X] est strictement positif, alors I'extremum de la fonction polynomiale est atteint au
milieu des deux racines réelles, c’est-a-dire en —%/24; si a > 0, cet extremum est un minimum et si a < 0, cet extremum est un
maximuim.

Par conséquent,
Vs >0, PM, >s) < Znexp(—sz/z).

# Comme My, est une variable aléatoire positive, alors P(M,, < eMn) =1 et comme eMn est une variable aléatoire d’espérance
finie (cas t = 1!), on déduit du Théoreme de comparaison que M, est une variable aléatoire d’espérance finie.

En admettant que, dans ces conditions,
+oo

E(M,) = JO P(M, > s)ds,

on déduit de ce qui précede que
E(M,) < V27mn.
Mais cette majoration est vraiment grossiére !

4. Quel que soit t € R, la fonction [x — e'] est convexe. On a déja justifié que M,, et e'Mn étaient des variables
aléatoires d’espérance finie, donc

VteR, exp(tE(Mn)) < E(e™n) < 2nexp(t?/2).

# Sit < 0, alors le premier terme de cet encadrement est inférieur a 1 (on rappelle que My, est une variable aléatoire positive)
alors que le troisieme terme est supérieur a 2n : dans ce cas, cet encadrement ne présente aucun intérét.

En composant par {n (fonction croissante) et en divisant par t > 0, on en déduit que

Vi>0, EM,) < % + (’,nth.

En étudiant les variations du second membre en fonction de t, on trouve que son minimum est atteint en to = v2{n2n
et que ce minimum est égal a to. On a ainsi démontré que

E(M.) <V2{n2n.

# On a ainsi obtenu une majoration de E(M,,) bien plus précise que la majoration précédente !
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Solution 46 Kh14-55

Sii =0, alors la variable aléatoire X' est constante, égalea 1, et donc
V1<j<n, EXY)=EY)=1xEY)=EX)EY).
Il en va de méme si j = 0, donc en fait on suppose que

VOo<i<m, VO<j<mn, EXY)=ENX)EY).

#y D’apres la formule de Koenig-Huyghens, on suppose que les variables aléatoires X' et Y) sont décorrélées :

Vo<i<m, VO<j<mn, Cov(X,Y)=0.

@ Considérons deux polyndmes P € Ryy—1[Z] et Q € R_1[Z] :

m—1 n—1
=) aZy, Q=) b7.
j=0

o

# Comme X et Y sont deux variables aléatoires discretes, toute fonction de X ou de Y est encore une variable aléatoire discrete.

Les deux variables aléatoires P(X) et Q(Y) sont de carré intégrable (elles ne prennent qu'un nombre fini de valeurs,
donc elles sont bornées et par conséquent, elles admettent un moment d’ordre deux) et leur covariance est nulle.

3

e
aib; Cov( X4 Y) (bilinéarité de Cov)
j=0

Cov(P(X),Q

o

(décorrélation de X' et de Y)

Il
o .

@ Considérons une application f : {x1,...,xm} — R. D’apres la Théorie de l'interpolation de Lagrange, il existe un
polynéme Py € Ry, —1[Z] tel que
Vi<k<m, f(xi) = Pr(xx).

De méme, pour toute application g : {y1,...,yn} = R, il existe un polyndme Q4 € R,_1[Z] tel que

V1<i<n, g(ye) = Qqlye).

# On suppose bien entendu que les x\ sont deux a deux distincts et que, de méme, les y, sont deux a deux distincts.
La théorie de Lagrange nous assure de ['unicité des polynomes Py et Qg, mais c’est sans intérét ici.

@ Considérons deux entiers 1 < k < met 1 < € < n. [l existe deux polynomes Py € Rim_1[Z] et Q¢ € Rn_1[Z] tels que

Vi<i<m, Pr(xi) =08k et V1I<j<n, Qelxj) =25,

# On applique ce qui précede aux deux fonctions indicatrices :

f=1n,g :{xX,..,xm} =R et g=1g, : {yn,...,ynt — R.

Les deux variables aléatoires Py (X) et Q¢(Y) ne prennent que les valeurs 0 et 1, ce sont donc des variables de
Bernoulli.

Plus précisément,
VweQ, Pr(X(w)) =1 &= X(w) =xx

c’est-a-dire

De méme,
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On a ainsi démontré que
Pr(X) = Tix—x, etque Q(Y)=Ty_y,.
Par conséquent,
Pr(X)Qe(Y) = Tix=xJniY=y.]-

# Le produit de I'indicatrice de A € A par l'indicatrice de B € A est encore une indicatrice, c’est l'indicatrice de AN B € A.

On a démontré plus haut que les variables aléatoires Py (X) et Q¢(Y) étaient décorrélées, donc
E[Px(X)Qe(Y)] = E[Pk(X)] E[Qe(Y)]
c’est-a-dire (puisqu’il s’agit de variables aléatoires de Bernoulli)
P(X=xi]N[Y=y) =P(X=x) P(Y =yq).

Cela vaut pour tout 1 < k < mettout 1 < £ < n, donc cela prouve que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Solution 47 Kh14-56

En tant que fonction de X, variable aléatoire discrete, Y est aussi une variable aléatoire discréte.
- Les valeurs
Pour 0 < X(w) <n,onan < 2n— X(w) < 2n, donc

Y(w) = X(w) € [0,n]
etpourn+1 < X(w) <2n,ona0 < 2n — X(w) < n, donc
Y(w) =2n—X(w) € [0,n]

donc Y est une variable aléatoire a valeurs dans [0, n].
@ Les fréquences
D’apreés la discussion précédente, pour tout entier 0 < k < n,

X(w) =k

Yw)=k m— X(w) = k

donc
[Y=K=X=kKU[X=2n—K].
Par conséquent

Vo<k<n, P(Y=k)=P(X=K+P(X=2n—k) =2- (T)zln

et, cas particulier!,

PY=n)=P(X=n)= (i?) 22%

® Espérance
On applique la formule, avec les astuces classiques sur les coefficients binomiaux :

n—1
2n 1 2n 1
E(Y)—ZZk~(k)~4n+n~<n>o4n
k=0

= (2n)! m\ n
L (k1)1(2nk)1+<n>'4n

2x2n'& -1\, () n
T o4m Z(k—1>+(n)'4n
k=1
o = -1 _(2n) n
T g K n) an
k=0
Par symétrie des coefficients binomiaux,

“i m-1\ &/ m—1 _zi‘ m—1
kK ) n—-1-%/ 0
k=0 =0

k {=n
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n—1 2n—1
-1\ 1 m—1\ 21
( k >_2Z< k )_ 2 v

=0 k=0

donc

=

Ainsi

On déduit de la formule de Stirling que

lorsque n tend vers +oo.

Solution 48 rms128-722

1. Comme X est une variable aléatoire d’espérance finie a valeurs dans N, la série (de terme général positif) 3 kP(X =
k) est (absolument) convergente.
En particulier, comme pour toute série convergente, la suite des restes converge vers 0 :

lim Z LP(X =0. (%)

n—-+oo
L=n+1

@ Pour tout entier k € N, on décompose I'événement [X > k] dans le systeme complet d’événements associé a X :

+oo
X>K= || X=0.
=k+1

Soit n € N. Par o-additivité de P,

n n +oo
S PX>K=Y Y PKX + Y PX=0)
k=0

H
m:
M-

k=0 ¢=k+1 k=0 {=k+1 L=n+1
n {—1 +o00
=Y Y PX=0+(Mm+1) ) PX=
=1 k=0 {=n+1

=0+ Z (n+1)P(X=10).

1 L=n+1

I
I\:]:

14

a Comme X est une variable aléatoire d’espérance finie, on en déduit que

n n +oo
EX)— ) P(X>k) = ZEP =0-) (PX=0— ) [m+1PX=0
k=0 =1 e=n+1
+o0
Z (PX=0— > (m+1PX=0
{=n+1 {=n+1

et donc que
¥neN, ZPX>k ZEP
{=n+1
@ On peut alors déduire de () et du théoreme d’encadrement que la série }_ P(X > k) est convergente et que

+o00o
= lim ZPX>k > P(X>K).

n—+oo
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#y Cette analyse est assez fine, puisqu’on a démontré au passage que

+oo
> mM+1PX=0=n+DPX>n+1)——0
{=n+1

alors que la célebre inégalité de Markov nous assure seulement (sous la méme hypothese d’intégrabilité de X) que

PX>n+1) = O/

@ Au passage, la réciproque est vraie (elle se déduit facilement des calculs qui précédent) et ces deux propriétés font partie du
cours.

2.a. Commengons par mettre les choses au net!
On considéere un espace probabilisé (Q, A, P) et des variables aléatoires Uy, ..., U,, définies sur cet espace, indépen-
dantes (tirages successifs avec remise) et suivant toutes la loi uniforme sur 1’ensemble [1, N]J.
On étudie ici
Xn = max{Uq,..., Uy},

qui est bien une variable aléatoire sur (Q, A).

# Toute fonction d’une famille finie de variables aléatoires discrétes est encore une variable aléatoire discrete.

@ Comme Xy ne prend qu'un nombre fini de valeurs, c’est une variable aléatoire d’espérance finie.

# Toute variable aléatoire presque siirement bornée admet des moments de tout ordre.

a [l est clair que
Vwe, Xnw)<k &< VIi<ig<n, U(w)<<k.

Autrement dit,

1<ign

et comme les variables aléatoires U; sont supposées indépendantes et de loi uniforme,

VI<k<N, PXa>k)=T-PX<kj=1— J] PUi<k) =T— ()"

1<ign

# Pour k = N, les évenements [U; < K] sont certains et [Xy, > K] est impossible : P(X;, > k) = 0.

@ On déduit alors de la question précédente que

+o0 N-—1

EXn) =) PXn>k) =) [1— ()"
k=0 k=0
2.b. On reconnait une somme de Riemann :
L e = LY 1= (] —— f 1 X" dx
N N o N—o-+o0 0

puisque la fonction [x — 1 —x"] est continue sur le segment [0, 1].

On en déduit enfin que

n

EXN) o~ on
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Solution 49 rms128-723

Commengons par mettre cet énoncé d’aplomb...

Il s’agit de vider une urne en retirant une a une les boules qu’elle contient initialement. Autrement dit, le résultat
d’une "expérience" est une permutation 0 € &, : pour tout entier 1 < k < n, l'entier o(k) désigne le numéro de la
k-ieme boule tirée.

@ Nous allons donc considérer un espace probabilisé (Q, A, P) et une variable aléatoire U définie sur cet espace, qui
suit la loi uniforme sur le groupe symétrique &,,.

@ Les applications Xy : Q — [1,n] qui décrivent les résultats des tirages successifs sont des fonctions de U, ce sont
donc des variables aléatoires sur (Q, A, P).

VIi<k<m VweO, Xi(w)=Uw)k) =m(Uw))

ouy : &, — [1,n] estl’évaluation [0 — o(k)].
@ Les applications Ty sont aussi des variables aléatoires sur (Q, A, P) pour les mémes raisons : ’application

Te = Tixes X Xa> X 11 = LixesXa1nnixie> X 1]
est une variable aléatoire de Bernoulli en tant qu’indicatrice d'un événement :
X >XiJn---NXe >Xe1le A

(puisque les Xy, ..., Xk sont des variables aléatoires et qu'une tribu est stable par intersection).
@ Enfin, le nombre S, de records est aussi une variable aléatoire sur (Q, A, P) en tant que somme de variables aléa-
toires :
Sn=T+---+Ts.

1. Onadémontré que S, était une variable aléatoire sur (Q2, A, P), donc [S;, = 1] et [S,, = n] sont bien des éveénements.
@ Par convention, il y a un record au premier tirage. Par conséquent, s’il n'y a qu'un seul record au cours de I'expé-
rience (ce que signifie [S;, = 1]), c’est qu’on a commencé par tirer la boule n et

[ G
o(1)=n

Comme U suit la loi uniforme sur &, (= un ensemble fini de cardinal n!), on en déduit que

_#{oe 6, :o(l)=n}

1
P(Sn,=1) - —.

#o Les permutations o telles que o(1) = n correspondent aux bijections de [2,n] sur [1,n — 1]. Il y en a donc autant que de
permutations dans Sy, c’est-a-dire (n — 1)!.

a [l y anrecords en tirages si, et seulement si, chaque tirage amene une boule d’un numéro supérieur aux numéros
précédents, c’est-a-dire si on vide 'urne en tirant les boules par ordre croissant de numéros :

[Sn=nl= | | U=o]=U=1
(ST
o(l)<o(2)<--<o(n)
donc

1

2.a. On a démontré que les Ty étaient bien des variables aléatoires et comme ce sont des indicatrices, ce sont des
variables aléatoires de Bernoulli. Leur loi est caractérisée par leur parametre, égal a P(Tyc = 1).

@ Par convention, il y a un record lors du premier tirage, donc P(T; =1) = 1.

@ On analyse 1'évenement [T = 1] comme les précédents. Pour 2 < k < n,

[Tk:H :[Xk>X1,...,Xk>Xk71]

= | ] U = o]

ccGy,
o(1)<o(k),...,o(k—1)<o(k)

et donc

_ #{o€ &y : () <o(k),...,ok—1) < o(k)}
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Pour dénombrer cette partie de &,,, nous allons discuter sur les valeurs possibles de o(k) : cet entier est compris entre k
etn.

@ Si o(k) = ¢, on doit choisir les valeurs de o(1), ..., o(k—1) dans [1,{— 1] (donc (ﬁj) choix possibles), leur assigner
un ordre (donc (k — 1)! permutations possibles) et enfin assigner un ordre aux (n — k) valeurs restantes (donc (n — k)!
permutations possibles).

Ainsi,
1 & /-1 1
— | _ | — = —
Vk>2 P(Tc=1) n'§< ) —Dln—=xk)! 6] §k<k—‘) .

d’apres la formule généralisée du triangle de Pascal.

#» Profitons de I"occasion pour un rappel utile.
1y a () manieres de choisir une partie de cardinal k dans un ensemble de cardinal n.
Considérons qu’on choisisse k entiers dans I'intervalle [1,n]. Le plus grand entier choisi, que nous noterons {, est donc compris
entre k (au cas oir on choisirait les entiers 1,2, ..., k) et n.
Ce plus grand entier étant choisi, il reste a choisir (k — 1) entiers dans l'intervalle restant [1,£[= [1,{ — 1] etil y a (ﬁj)
choix pour cela.
Ainsi

#y On a remarqué en commengant que

c’est-a-dire
P(T1—1T2—] HPTk_]

Cela ne prouve pas que les variables aléatoires Ty, ..., Ty soient indépendantes !

2.b. La variable aléatoire S, ne prend qu'un nombre fini de valeurs, donc son espérance est bien définie.
Par linéarité de 'espérance,

E(Sw) = E(Ty+ 4T =Y ET)=) =
k=1 k=1

Solution 50 rms128-725

1. Par définition du déterminant,

detA = Z 5(0')01’0—(1) o Qno(n)-

oeS,

Comme les aj,j sont des variables aléatoires indépendantes d’espérance finie et que les couples (1, 0(1)), ..., (n, o(n))
sont deux a deux distincts, chaque produit
A1,0(1) """ An,o(n)

est une variable aléatoire d’espérance finie et

n
E(a1,0(1) " @n,om) = | [ Elar,e))
k=1

Par linéarité de I'espérance, on en déduit que det A est une variable aléatoire d’espérance finie et que
n
E(detA) = ) e(0)E(aio() anom) = D €(0) [ ] Elaxem) = det(E(ai), i jcp-
CEGy 0EGR k=1

2. Siles a;j suivent toutes la méme loi, elles ont en particulier la méme espérance, que nous noterons m.
En appliquant ce qui précede a la matrice B = xI,, — A,

Elxa(x)] = det(E(biJ))1<i,j<n
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ol bij = —a;j pouri#jetby; =x— ay;. Par conséquent,
(E(bi»j))1gi‘jgn = XITI - m]n

oll Jn € My, (R) est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.

@ Le rang de ], est égal a 1, donc 0 est une valeur propre de J,, dont la multiplicité est au moins égale a (n — 1). La
matrice J, est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable et sa trace, égale a n, est égale a la somme de ses valeurs
propres (comptées avec multiplicité).

Ainsi, les valeurs propres de mJ,, sont 0 (de multiplicité exactement (n — 1)) et nm (valeur propre simple), donc

Vx € R, Elxa(x)] = det(xI, — mJ,) =x"" ' (x —nm).

Solution 51 rms128-726

Fixons w € Q.
@ Pour calculer les solutions de (E,), il faut connaitre les solutions de 1’équation caractéristique :

A+ (Alw) — 1A+ B(w) =0.

@ Si le discriminant [A(w) — 112 — 4B est strictement positif, I'équation caractéristique posséde deux racines réelles
distinctes A1 et A, dont le produit est égal a B(w) et donc strictement positif.

# Comme B suit une loi géométrique, toutes les valeurs de B sont supérieures a 1.

Les deux racines sont donc de méme signe et ce signe est celui de leur somme, c’est-a-dire le signe de T— A(w) < 0.

# Méme remarque sur Al Et comme le discriminant est ici supposé strictement positif, A(w) ne peut étre égal a 1.
Comme les racines Aq et A, sont strictement négatives et que la solution générale de (E,) est de la forme
VteR, x(t) = xeMt 4 per2t,

toutes les solutions de (E,) tendent vers 0 au voisinage de +oo.

@ Sile discriminant [A(w) — 11 — 4B est nul, alors I'équation caractéristique posséde une racine double A = 17};(‘”) <

0.

Si A(w) > 1, alors la solution générale est de la forme
vteR, x(t) = (a+ pt)er

et tend vers 0 au voisinage de +oo (puisque A < 0).
Si A(w) = 1, alors la solution générale est une fonction affine :

VteR, x(t)=oa+pt

et seule la solution identiquement nulle tend vers 0 au voisinage de +oo.
 Si le discriminant [A(w) — 1] — 4B est strictement négatif, alors I’équation caractéristique posséde deux racines
complexes conjuguées distinctes A £ ip.
La somme des racines est connue : 2A = 1 — A(w) < 0 et nous retrouvons la méme discussion.
Si A(w) > 1, alors la solution générale est de la forme

VteR, x(t) = xe™ cos(pt + @)

et comme A < 0, toutes les solutions tendent vers 0 lorsque t tend vers +oo.
Si A(w) = 1, alors la solution générale est de la forme

vVteR, x(t) = xcos(ut + @)

et seule la solution identiquement nulle tend vers 0 lorsque t tend vers +oo.
@ En conclusion, toutes les solutions de (E,) tendent vers 0 au voisinage de +oo si, et seulement si, A(w) > 1.
@ Comme A suit la loi géométrique ¥ (p), la probabilité pour que toutes les solutions de (E,) tendent vers 0 au
voisinage de +oo est égale a
PA>1)=1-PA=1)=1—p.
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Solution 52 rms128-728
Une fois de plus, il faut commencer par poser le cadre des calculs probabilistes.

@ On considere un espace probabilisé (), A, P) et une famille de variables aléatoires (U, X1,...,X;,) définies sur cet
espace.

@ On suppose que la variable aléatoire U suit la loi uniforme sur l'intervalle [0, p] : cette variable modélise le choix
de l'urne.

@ On suppose ensuite que, pour tout entier 0 < i < p, sous la mesure de probabilité conditionnelle P, _;, les
variables aléatoires Xj, ..., X, sont indépendantes :

¥ (ex)icken €401 Pu—y(Xi =e1,...,X = [T Pru—o (X = ex)
k=1

et suivent toutes la loi de Bernoulli #(Y},) (hypothéese d’équiprobabilité) :

Vi<k<n, PugXe=1)=— et Pu_g(Xx=0)=1——.
2 P
@ [’application N, = X;+- - -4-X,, est donc une variable aléatoire discrete sur (Q,.A) (en tant que somme des variables
aléatoires discretes).
1. Par hypothese, pour la mesure conditionnelle P_;j, les variables aléatoires Xy, ..., X, sont indépendantes et
suivent toutes la loi de Bernoulli %(1/,). Par conséquent, leur somme N, suit la loi binomiale #(n, ;).
2. Lavariable aléatoire N,, prend des valeurs comprises entre 0 et n, donc c’est une variable d’espérance finie et

:ikP(N
k=0

Le systeme complet d’événements associé a la variable aléatoire U nous permet d’appliquer la formule des probabilités
totales :

P P
. 1
vo<k<n, P(N,=k)= E Pu—y(Np =k)P(U=1) = ] E Pru—yy(Np = k).
i=0 i=0

n K P
ENy) =) e Z Pu—y(Np =k)
k=0 i=0
T & v
=7 Z Z kP—i(Np =k) (permutation des sommes)
PSS
= 7] in L (espérance de la loi Z(n, ;)
= L= » /P
P14 p
_n
=3

# Sur l'ensemble des urnes, il y a autant de boules noires que de boules blanches et comme on choisit I'urne "au hasard”, on n’est
pas tres étonné que le nombre moyen de boules blanches tirées au cours de n tirages soit /5.

Solution 53 rms128-729

1. 1l est clair que les variables aléatoires Xy sont centrées. Par linéarité de l'espérance, la variable aléatoire S, est
centrée elle aussi.

Comme elle ne prend qu'un nombre fini de valeurs, la variable aléatoire Sy, est aussi une variable aléatoire de
variance finie.

# Une variable aléatoire presque stirement bornée admet des moments de tout ordre.

Comme les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes et de méme loi,

n
=) V(Xi) =nV(Xy).
k=1
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Comme X est centrée (formule de Koenig-Huyghens),
V(Sn) =nE(X])=n
et donc V(Sn/n) = T/n.
On déduit alors de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev que
Sn B Sn Sn V(Sn/n) 1
Ptz =r(R -tz < ===

2. Comme les variables aléatoires Xy ne prennent qu'un nombre fini de valeurs, les variables aléatoires e*** sont des
variables aléatoires d’espérance finie.

# L'image d’une variable aléatoire discrete par une fonction quelconque est toujours une variable aléatoire discrete.

Comme les Xy sont indépendantes, les e*X* sont indépendantes (lemme des coalitions) et on sait qu'un produit de
variables aléatoires d’espérance finie indépendantes est encore une variable aléatoire d’espérance finie. De plus, comme
les Xy sont des variables aléatoires de méme loi,

E(e™) = f[ E(e™) = [E(e™)]" = (M)“

2
k=1
(formule de transfert). On a ainsi démontré que
VteR, E(e'") =ch™t.

3. On connait les développements en série entiere de exp et de ch : quel que soitt € R,

ht= =14+ —4+... — = =14+ —+....
cht=) - T2 " Xp 5 LTI
n=0 n=0

Pour tout entiern > 2,
2n)l=n!xn+1)n+2)---m+n)=>n!-3">2".nl >0.

Par conséquent,
Vt>0, cht<e'/2

4. Commet > 0, la fonction [x — et*] est strictement croissante, donc
ST’L tS nte
[— > s] =[e”r > e™F]

et on déduit de I'inégalité de Markov que

tSn
P(Sn > 8) < Elet>n] < ent?/2 gmte,

ents

5. On a établi I'inégalité précédente pour tout t > 0 alors que le membre de gauche est indépendant du parametre t.
On peut donc passer a la borne inférieure.

# C'est tout l'intérét de la méthode employée! On introduit un parametre pour obtenir une majoration plus fine que ce qu’on
aurait obtenu en appliquant directement l'inégalité de Markov — alors qu’en fait, on ne fait qu’appliquer I'inégalité de Markov!

L2 . L
L'expression 4 — te est minimale pour t = ¢ et donc minorée par —¢/5.

# L'expression at® + bt + ¢ polynomiale de degré 2 (soit a # 0) atteint un extremum global en t = 52.
La nature de cet extremum dépend du signe de a : c’est un maximum pour a < 0 et un minimum pour a > 0.

On a ainsi démontré I'inégalité de Chernoff :

Ve>o0, P(— > 5) <e e,
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Solution 54 rms130-624

Soit E C IR, le support de la loi de X, c’est-a-dire I'ensemble (fini ou dénombrable, puisque E est une variable aléatoire
discrete) des réels x pour lesquels

# Le support de la loi de X est I'ensemble des valeurs qui sont vraiment prises par la variable X. On peut considérer une
variable de loi géométrique comme une variable aléatoire a valeurs dans IN mais son support est N*. De méme, on peut considérer
une variable aléatoire de loi binomiale 2(n, p) comme une variable aléatoire a valeurs dans 7 mais son support est [0, n].

Pour tout w € Q,on a
et par conséquent
Autrement dit,
et donc

@ On en déduit que
Vx€eE P(X=xY=f(x))=P(X=x)

et par hypothese d’indépendance
VxeE, PX=x)P(Y=f(x))=P(X=x).
Or P(X =x) > 0 pour tout x € E (par définition méme du support), donc

VxeE, P(Y=f(x)=1.

# Six n'est pas dans le support de la loi de X, alors on ne peut pas simplifier par P(X = x) (division par zéro).

a Cette propriété signifie deux choses :
— la variable aléatoire Y n’est ni variable, ni aléatoire : elle est presque stirement constante (loi de Dirac);
— la fonction f prend la méme valeur (= la valeur de Y) en chaque point du support de la loi de X.

# Cette conclusion n’est pas extraordinaire car I'hypotheése de départ était paradoxale : il est tout de méme étonnant de supposer
que X et Y soient indépendantes alors que Y = f(X) est déterminée par X.

Solution 55 rms130-630
1.

#v On cherche ici a estimer le nombre de valeurs distinctes d’un échantillon. La démarche qui suit est "classique” en calcul des
probabilités, mais elle me semble assez ardue a justifier dans le cadre du programme.
On notera qu’on ne fait aucune hypothese sur la loi de I'échantillon — il n’est par exemple pas utile de supposer que les Xy
sont indépendantes.

Comme Xj, ..., Xy, sont des variables aléatoires, alors, Pour tout k € N, on pose
VweQ, Yie(w) = Tieex, (w),eey X (@)}-
Les Yy sont des applications de Q) dans {0, 1} et
n
Vi=1=[JXi=K €A,
i=1

donc les Yy sont bien des variables aléatoires sur (Q, A, P).

#v Que les variables aléatoires Xy soient, ou non, indépendantes, les variables Yy n’ont a peu prés aucune chance d’étre indépen-
dantes.
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@ La variable aléatoire Yy prend la valeur 1 si, et seulement si, I'entier k est une valeur prise par 'une (au moins) des
variables aléatoires de 1’échantillon (Xi,...,X},).
Le nombre R, de valeurs distinctes prises par I’échantillon est donc la somme de ces variables aléatoires de Ber-
noulli.

+oo
Ve, Ruy(w)=) Y(w).
k=0

# Comme I'échantillon compte n variables, il y a au plus n valeurs prises pour chaque w et il est donc clair que cette série de
variables aléatoires converge simplement sur Q.

@ On peut en déduire que Ry, est bien une variable aléatoire sur (Q,.A4). Pour tout v € IN*, on note E,, I'ensemble
des parties de N dont le cardinal est égal a r. Puisqu’il existe une surjection canonique de N sur E, et que N" est
dénombrable, I’ensemble E, est dénombrable et comme les Yy sont des variables aléatoires, alors

R=1= || Kh[Yk‘_ﬂ)m< N v _O}HGA,

{k1,...,k+}EE, i=1 kE{kiy..ske}

# Sion pense en termes de fonction de répartition, il y a une maniere plus simple de vérifier que Ry, est une variable aléatoire.

En effet,
VreN, R<t=[] [ XeeHeA
FEE, keN*

Comme R =1 =[R < 1etque[R=r1] =R <r]N[R <1 — 1] pour tout v > 2, on en déduit que [R = r] € A pour tout
re IN*.

@ Pour tout k € N,
E(Yy) = P(k € {X1,...,Xn})

(espérance d’une variable aléatoire de Bernoulli) et comme

[kG{X],---,Xn}] = U[Xlsz

i=1
alors

EM) <) P(Xi=k)=nP(X; =k)
i=1
puisque les variables aléatoires X, ..., X, ont toutes méme loi.
La famille ([X; = k), cn st un systéme complet d’événements, donc la série 3} P(X; = k) converge (propriété de
o-additivité). Par comparaison de série de terme général positif, la série ) E(Yx) est donc convergente.
@ On sait que 1 < Rp(w) < n pour tout w € Q. En tant que variable aléatoire bornée, R,, est une variable aléatoire
d’espérance finie. On admet que

“+00 “+o00
E(Rn) =) EMJ =) P(ke{Xi,...,Xu}).
k=0 k=0

# Le Théoreme de convergence croissante nous assure que : si une série de variables aléatoires positives converge presque stirement
sur Q, alors l'espérance de la somme est égale i la somme des espérances (que cette espérance soit, ou non, finie).

D’apreés la relation de Chasles, pour tout a € N,

a—1 +o00 a—1 +o0
E(Rn) =) E(Yi)+ ) E(Vi) <Y 1+ > nP(Xy =k =a+nP(X; > a).
k=0 k=a k=0 k=a
2. Soite > 0.
Comme

Iim P(X;y>a)=0

a—+o00

par continuité décroissante, il existe ag > 0 tel que

0<P(X; >2a)<

No| ™
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Comme @o/y, tend vers 0, il existe aussi un rang no tel que

a £
Yn>no, 0<-—2<-.
n 2
D’apres la premiére question,
E(R
Vyn>mng, 0< (Rr) <e
n

ce qui prouve que E(R,,) = o(n) lorsque n tend vers +oc.
# Cette démonstration est dans le cours : c’est ainsi qu’on démontre que le théoreme de sommation des relations de comparaison
avec o.

3. Si X est une variable aléatoire d’espérance finie a valeurs dans NN, alors la série ) n P(X = n) est convergente. En
particulier, pour tout N > T,

WV

+oo +oo
> PX=n)>N)> P(X=n)=NP(X>N)>0
n=N n=N

et comme le reste d"une série convergente tend vers 0, on en déduit que

Jim P00 <o)

a Soit € > 0. D’apres ce qui précede, il existe un rang no tel que
Yyn>nop Va>0, 0<ER,)<a+—.
a
En étudiant les variations de ne
{a —a+ 7}
a

sur |0, +oo[, on constate que le minimum est atteint pour a = y/ne et que ce minimum est égal a 2,/ne. On en déduit
donc que
vVn>mno, O0<E(R,) <2vne

et donc que E(R;,) = o(y/n) lorsque n tend vers +oo.

# Cette démonstration est classique : elle permet de déduire I'inégalité de Chernoff de I'inégalité de Markov.

Solution 56 rms130-982

1. Pour tout s > 1, il est clair que la famille de terme général

1
C(s)n

Vynx>l, u,=

est une famille sommable de réels positifs dont la somme est égale a 1.
Par conséquent, il existe bien une variable aléatoire discréte

X : (Q,A) — N*

telle que
Vynxl, PX=n)=

¢(s)ns’

# La question n'est pas posée, mais il faut savoir y répondre!

@ Pour tout n € N*, I'entier n divise 1'entier X(w) si, et seulement si, il existe k € IN* tel que
X(w) =kmn

donc
[n divise X] = |_| [X = knl].
kEN*
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Comme X est une variable aléatoire sur (Q, .A), chaque [X = kn] est un événement et, par union dénombrable,
VYneN* A, =I[ndivise X] € A.

Par o-additivité (puisque les événements qui composent A, sont deux a deux disjoints),

M= PX= =) o T G e

2. D’apres le Théoreme de Gauss, si ny, ..., N, sont des entiers deux a deux premiers entre eux qui divisent 1'entier
X(w), alors le produit ng - - - n, divise X(w).
La réciproque est évidente : sin; - - - n, divise X(w), alors ny, ..., n, divisent X(w). Donc

T
() Ane =An, o,

=~
—_

et, d’apres la loi de X,

Par conséquent,
T v
P(ﬂ Ank> =] PAn).
k=1 k=1
# Par définition, des événements Bq, ..., By sont (mutuellement) indépendants lorsque
P(Bi, N---NBy,) = [ P(Bi)
k=1
quel que soit l'entier 2 < d < v, quels que soient les indices
IT<ii<ia< - <ig <.
Rien que d’écrire cette définition, on frémit !

Siles entiers ny, ..., n, sont deux a deux premiers entre eux, il en va évidemment de méme pour les entiers n;,, ...,
ni,, quel que soit 'entier 2 < d < 1, quels que soient les indices 1 <17 < --- < ig < r et par conséquent

d

d
P(ﬂ Amk> =]]PAw, ).
k=1 k=1

On a donc bien démontré que les événements

An1 yoo >Anr
étaient (mutuellement) indépendants.
Solution 57 rms130-984
1. Onremarque que P(1) = —2 < 0etP(2) =1 > 0. D’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un réel

1 <a<2telqueP(a) =0.
Les racines de P/(x) = 3x? —2x— 1 sont 1 et —1/3 et P’(x), expression polynomiale du second degré, est négatif entre
ses racines. Donc P est croissante sur ]—oo, —1/3], décroissante sur [~1/3, 1] et croissante sur [1, +ool.

Comme 1
) — 4
P( /3) 77 9 3 1< O)

on peut déduire du tableau de variations de P que P admet une racine réelle unique.

Puisque P est un polyndme de degré trois a coefficients réels, il admet donc aussi deux racines complexes conju-
guées b et b.

Le terme constant du polynéme nous indique que le produit des trois racines est égal a 1. Donc

axbP=1
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1
Va

@ 11 est utile d’avoir en téte les différentes formes possibles pour le graphe d'un polynome de degré 3. A défaut de connaitre les
formules de Cardan (qui donnent les racines d'un polynome de degré 3) ou de pouvoir les appliquer, on doit pouvoir localiser les
racines en discutant sur les variations du polynome.

et par conséquent [b| = <1

2.  On modélise le jeu de Pile ou Face par une suite (Xy,)n>1 de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P), (mutuellement) indépendantes et qui suivent toutes la loi de Bernoulli #(p) avec p = 1/> (puisque la piece est
supposée équilibrée).

Pour tout n € N*, on note E,,, I’ensemble des suites

(51)---3511) E{O) ]}n

pour lesquelles le plus petit indice k tel que
Ex—2 = Ex—1 =€ =1

est égal a n. Autrement dit, E,, est 'ensemble des résultats possibles pour lesquels la séquence PPP apparait pour la
premiere fois au n-ieme lancer et par conséquent

Pn = P((Xh---)Xn) € En)-
3.

Solution 58 rms130-985
1.a. Pourtoutn € N*ettoutk > 1,

== ()0 )"

donc

On reconnait la loi de Poisson £2(1).
1.b. Comme X,, suitlaloi Z(n, /),

vie1), Gx, (0= (1- L %)n - (1 +$)“.

Soit X, une variable aléatoire suivant la loi £2(1) :
Vtel0,1], Gx(t)=)_ vtk =et 1,

On constate en effet que
vtelo,1], Gx(t)= lim Gxn(t).

n—+oo

1.c. Soitn > 2.
On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a I’ordre deux sur le segment [~1/,0] :

Vx € [-14,0], |n(14+x)—x| <x>

On en déduit que

Vte o], m(w%)—g <L

n n?

et donc que
t—1

1
vie o1, ’nﬂn(] N !

)—(t—n’ <

11 est clair que
Vtel0,1], —-1<(t—-1)<0
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et on en déduit que
1 t—1
Vi), —1——<ne(1+——) <0,
n n

On applique I'inégalité des accroissements finis (= Taylor-Lagrange a I’ordre 1) sur le segment [~3/2, 0] a la fonction
exp : il existe une constante K > 0 telle que

V3 <uv<0, [explu) —exp(v)| < Kiu—v

et on en déduit enfin que

vtelo1]

t—1 K
RS — — < —.
exp {nfn(] + o )] exp(t 1)‘ <o
Le majorant est indépendant de t € [0, 1] et tend vers 0 lorsque n tend vers +oco, ce qui prouve que la suite des fonctions

génératrices des X, converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction génératrice de X.
2.a. Par hypothese,

+o00o +o00
vtelo1], Gt)=) PX=Kt' et Gn(t)=) P(Xn=Kk)t"
k=0 k=0

# Comme ([X = kl)xen est un systeme complet d’évenements, on sait que la série 3 P (X = k) est (absolument) convergente,
ce qui prouve que la série entiere S P (X = k)t* converge normalement sur [—1,1].
1l en va bien silr de méme pour chaque variable aléatoire X,.

# Fixons arbitrairement un entier N € IN. Pour toutn € N et tout t € [0, 1],

+o0o

|Gn(t) — G(1)] < Z |P(Xn =k) —P(X=Kk)| t* (inégalité triangulaire (famille sommable))
k=0
+o0

<) |PXn =k —P(X=k)| (car0 < t< < 1)

+oo +o00
Xn =K -PX=K|+ ) PXa=K+ ) PX=k
k=0 k=n+1 k=n-+1

N
l\/] z
£}

(relation de Chasles et inégalité triangulaire).
On sait que

+o00 +o0o
VneN, Y PXp=kl=) PX=k =1
k=0 k=0

On déduit alors de la relation de Chasles et de I'inégalité triangulaire (pour les familles finies) que

+oo N
Y PXa=k=1-) P(X,=Kk)
k=0

k=N+1

+oo N
= Y PX=K+) [PX=k —PXy=k)]
k=N+1 k=0

—+00 N
< Y PX=K+) [PX=K—PXy=K).
k=N+1 k=0

On a ainsi démontré que, pour tout entier N € N et tout t € [0, 1],

+oo N
Ga(t) = G(1)] <2 ) P(X=k+2) |P(X=k)—P(Xy=Kk)|.
k=N-+1 k=0

@ Fixons maintenant ¢ > 0. Comme la série ) P(X = k) est une série convergente de terme général positif, il existe
un entier N € N tel que

“+o0o
0< ) PX=k<e
k=N+1
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#v La suite des restes tend vers 0.

L'entier N étant fixé, on déduit de I'hypothese que la suite de terme général
N
wn =) [P(X=k) —P(Xy =k

tend vers 0. Il existe donc un rang Ny € IN tel que
Vn > No, 0<wy <.

On en déduit que
Vn >N, Vte0,1], [Gn(t)—G(t)] <4e.

On a trouvé un majorant indépendant de t, donc

Ve>0,INo €N, Yn>=Ny,  [|Gn— G|l <4e.

(oo}

# L'important ici est que 'entier No dépende seulement du choix de € (et pas de la valeur de t) pour établir la convergence
uniforme — il n’aurait pas été plus simple de prouver la convergence simple !

2.b. Avec les mémes notations, on suppose que

vtel[o,1], lim G,(t) = G(t). (1)

n—-+oo

a En particulier,
P(Xn =0) = Gn(0) ——— G(0) = P(X =0).

n—+oo

@ HR : On suppose qu’il existe un rang k € N tel que

VO<i<k, lim P(Xn=1i) =P(X=1).

n—too
D’apres HR,
k
Vtelo1], ngTwZP tl:;P(x:i)tl. 2)
On pose alors
+o00
Vte (0,1, Guisi(t) =) PXn=k+T1+1i)t!
i=0

+
Goo () = ) P(X=k+1+1it

On retranche (2) de (1) et on divise par t**! pour obtenir

VO<t<l,  Tm Guici1(t) = Gooer(b), 3)

n—+
II nous reste a vérifier que cette propriété est encore vraie pour t = 0, ce qui nous donnera

lim P(Xn=k+1)=PX=k+1).

n—-+4oo

@ Soit F, la fonction génératrice d'une variable aléatoire quelconque Z a valeurs dans N :
vtelo, Z P(Z=Kk)t
La fonction F est de classe € sur [0, 1] et

Vo<t<l, F()=) (k+1)P(Z=k+1t"
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On en déduit que
+oo 1

Vo<t<l1, O0<F/(t)< k+ Dtk =
<1, (1< Xkt D=
et donc que F est 4-lipschitzienne sur [0, 1/2], indépendamment de la loi de Z.
@ Nos fonctions génératrices Gn k41 et Goo,k+1 sont donc uniformément lipschitziennes au voisinage de 0.
Pour toutn € N et tout 0 < o < /2, on en déduit que
’Gn,k+1 (0) = Goo,k+1 (0)‘ < |Gn,k+1 (0) — G k+1 ((X)’
+ |Gn,k+1 (OC) - Goo,k-H ((X)‘
+ [ Gook+1(%) = Goo i 1(0)]
<8+ |Gt 1() — Gooyiete1 ()]

@ Soit alors € > 0, assez petit pour que

€

— <
16

N =

0<a=
D’apres (3), il existe Ng € N tel que

Vn=No,  [Gnirt(a) = Gooper ()] <

N ™

et donc tel que
V1> No, [Gnis1(0) = Goois1(0)] < e
On a bien démontré que
lim P(Xn=k+1)=P(X=k+1)

n—-4oo

et notre démonstration par récurrence est terminée.

Solution 59 rms130-1045

On modélise I'expérience aléatoire par une famille (Z,,)n>1 de variables aléatoires complexes définies sur un espace
probabilisé (Q, A, P), qu'on suppose indépendantes et de méme loi :

P(Z=1)=P(Z=-1)=P(Z=1)=P(Z=—i) = -

qui représentent les déplacements successifs de la puce.
@ Les positions occupées par la puce au fil du temps sont les variables aléatoires (S, )nen définies par
So=0 e VYneN, S, 1=Sn+7Zn.1.

Les variables aléatoires X;, et Yy, introduites par 1’énoncé sont alors définies par
n
Xn =Re(Sp) =) Re(Zy) et Yn =Im(Sy).
k=1

Comme les variables aléatoires Zy sont indépendantes et de méme loi, les variables aléatoires 93e(Zy) sont aussi indé-
pendantes (lemme des coalitions) et de méme loi :

P(%e(Z) =1) =P(%e(2) = —1) = 5, P(Re(2) =0) = 5.
@ On en déduit que
E(Re(Z)) =0
et donc que (Koenig-Huyghens)
V(Re(Z)) = E(Re(Z2)?) = %

Par linéarité de 1’espérance,

Par indépendance des variables aléatoires,

S n
V(Xn) =) V(Re(Zy) = 5
k=1
et, a nouveau par la formule de Koenig-Huyghens,
EX2) =3
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Solution 60 rms132-174

1. D’apres le cours,
VxR, dix, V) =[x — ()|

Par conséquent, pour tout w € Q,

R(w)? = [|X(w) — my (X(w)[|* = [[(T = 71v) (X(w) ||

< [X(w)?

puisque I — 7ty est une projection orthogonale (la projection orthogonale sur V).
Comme les coordonnées de X sont des variables aléatoires de Rademacher,

IX(@)]* =Y X}w)=n
i=1

et on a donc
YweQ, 0 < R(w) < vn.

2. Cfcours.
3. (Dorénavant, la variable w sera sous-entendue.)
Pour le produit scalaire canonique, la base canonique est une base orthonormée. Par conséquent, d’apreés la premiére
question,
RZ=X".(I-P).X
=X".(I-D—-A).X
=X".(I-D)..X—-XT.AX.

Ennotant cy, ..., cn, les coefficients diagonaux de la matrice D,

RZ=) (1—c)X? —XT.AX

>

i=1

M=

(1—ci) —XT.AX (car X2 = 1)

i=1
=m—trD)—XT.AX.

Par définition, les coefficients diagonaux de D sont aussi les coefficients diagonaux de P, donc tr D = tr P = rg P (puisque
la trace de toute projection est aussi le rang de cette projection). Comme 7y est la projection sur un sous-espace de
dimension k, le rang de P est égal a k et on a donc bien

VweO, Riw)=n—k—X"(w).AX(w).

@ Comme R? est une variable aléatoire bornée, c’est une variable aléatoire d’espérance finie.
Ennotant A = (aij)1<i,j<n, ON a ai,1 = 0 (par construction de A) et d’apres la formule du produit matriciel,

XTAX =) Xiai;X;.
i#j

Il s’agit d"une combinaison linéaire de variables aléatoires bornées. Par linéarité de 1'espérance,

EXT.AX) =) ai; E(XiX;).
i#]

Or X; et Xj sont des variables aléatoires indépendantes (puisque i # j) et centrées, donc
Vi#j, E(XiX;) =E(Xi)E(X;) =0

donc E(XT.A.X) = 0 et finalement

4. Avec les notations utilisées plus haut,
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On a déja remarqué que
n
Zci =trD =trP =k.
i=1

D’apres I'inégalité de Schwarz,

et par conséquent

5. On ajustifié précédemment que
XTAX =) aijXiX
i#)
était une combinaison linéaire de variables aléatoires centrées. Par conséquent,
E[XTAX?) = V(3 aiXiX;)
i#j
=Y al;VIXiX)+ ) aijap q Cov(XiXj, XpXq).
i#j (Li)#(p,q)

avec i#j,p#q
@ Pour i # j, le produit X;Xj est une variable aléatoire centrée, donc

V(XiX;) = E(X{X}) =E(1) =1.

a Pour (i,j) # (p, q) aveci #j et p # q, il faut distinguer plusieurs cas.
» Si{i,j}N{p, q} = @, alors X; X et X, X4 sont indépendantes (lemme des coalitions), donc leur covariance est nulle.
» Si{i,j} N{p, q} est un singleton, on peut supposer que i = p etj # q (puisque i # j et p # q). Dans ces conditions,
Cov(XiXj, XiXq) = E(X{X;Xq) — E(XiX;) E(XiXq)
=E(XjXq) =0

puisque X? = 1 et que les trois variables aléatoires X;X;j, X; X4 et X;X4 sont centrées (les indices sont distincts).

» Enfin, si{i,j} = {p, q}, alors i = q et j = p (puisque les couples (i, j) et (p, q) sont distincts), donc
COV(Xin, Xin) = V(X1X]) =1.

Ainsi,

V(Z (li‘inXj) = Z aizyj + Z ai;aji.

i# i# i#
Comme elle représente une projection orthogonale dans une base orthonormée, la matrice P est symétrique (réelle) et la
matrice A est symétrique elle aussi, donc

E[0CTAX?] = V(Y aXog) =23 o

i# i#

@ [l est temps de se souvenir de I’expression du produit scalaire canonique sur 9, (R).

E[(XT.AX)?] =2 {Z aly =) aii}
23] i=1

=2[tr(P".P) —tr(D".D)]
= Z[trP — tr(Dz)}

puisque PT.P = P? = P (matrice de projection orthogonale relative a une base orthonormée) et D".D = D? (matrice
diagonale, donc symétrique).
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On a vu plus haut que tr P = k et d’apres la minoration de la question précédente,

E[(XT.AX)?] =2[k—tr(D?)] < z[kf 'iz] _ 2n—kJk
n

n

6. Comme R est une variable aléatoire positive,
R>vVn—k+2=R*>n—k+4+4vn—k]
= [-XT.AX>4+4Vn—X]|
C [(XT.AX)?2 = 16(1 + Vn—k)?].

On déduit alors de I'inégalité de Markov et de la majoration précédente que

E((XT.A.X)?) k (n—k) k
PR>Vn—k+2)< S Lz San
(R>vn ) S e v B T v S an
Solution 61 rms132-648-649-651

1. Comme#(E)=("),onaP(A=F) = (%1) pour toute partie F € E.

@ Pour toute partieF € E,on a
T<minF<n—-m+1 e m<maxF<n

Par conséquent, min A et M = max A sont des variables aléatoires discretes a valeurs dans [1,n — m + 1] et [m,n]
respectivement.

#v ]l est fastidieux, mais pas difficile de prouver que min A et max A sont effectivement des variables aléatoires discreétes : on peut
écrire [min A = k] et [max A = k] comme des unions finies disjointes d’ensembles de la forme [A =F|] € A.

a Soit m < k < n. Le maximum de F € E est égal a k si, et seulement si, I'entier k appartient a F et si les (m — 1) autres
éléments de F sont choisis dans le sous-intervalle [1,k — 1].
Comme la loi de A est uniforme sur E,

k—1
(mfl)
n
(m)
a Soit 1 <k <n—m+1.Le minimum de F € E est égal a k si, et seulement si, l'entier k appartienta F et siles (m—1)
autres éléments de F sont choisis dans le sous-intervalle [k + 1,n]. Par conséquent,

(")

()

vym<k<n PM=%)=P(maxA=k)=

vVi<kg<n—-m+1, PminA=k)=

# Remarque en passant
Comme [maxA = m] = [A ={1,.. .,m}] C min A = 1], alors

[maxA =m|/N [minA = 1] = [max A = m|

et par conséquent

P(minA = 1,maxA = m) = P(maxA =m) = (l) > 0.

Or la loi de min A est connue et comme 1 < m < n,

PminA =1) =

Donc P(min A = 1,maxA = m) # P(minA = 1) P(max A = m) et les deux variables min A et max A ne sont pas indépen-
dantes.

@ Passons a la loi du couple (min A, max A).

» Comme la partie A(w) compte m éléments, alors nécessairement

maxA(w) —minA(w) > m—1.
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D’autre part, max A(w) < netminA(w) > 1, donc
maxA(w) —minA(w) <n-—1.

Ainsi X est une variable aléatoire discrete (en tant que différence de deux variables aléatoires discretes) a valeurs
dans [m —1,n—1].

» Soient donc deux entiers k et ¢ tels que
IT<k<n—m+1, m<i<n et m—1<l—k<n—1.

Le minimum de F € E est égal a k et son maximum est égal a { si, et seulement si, la partie F contient k et { et si les (m—2)
éléments restants de F sont choisis dans le sous-intervalle [k + 1,{ — 1]. L’astuce taupinale nous permet de dénombrer
en toute sérénité :

(—1=k+({l—k—1).

'y adonc ({ — k — 1) entiers dans [k + 1,{ — 1] et par conséquent,

(kafl)
P(minA = k,maxA = {) = ~m=2/

@ On peut en déduire la loi de X.
Soit m — 1 < q < n— 1. D’apres la Formule des probabilités totales,

n—m-+1
PX=q)= ) P(X=gmnA=kj= )  P(minA=kmaxA=k+q)
k=1 1<k<n—m+1
k+q<n

(a-h)

(w)

n—q (q-—1
_ Z (m;l) _ (Tl— q)
= W)
(puisque les termes de la somme sont tous égaux).

#> Pour calculer les espérances de M et de X, il faut se souvenir que

= 1
vi<m<n, Z (:1> = (:1_:_1)

k=m

Cette propriété peut se démontrer

— par récurrence sur 1. (a partir de la formule dite du triangle de Pascal);

— de maniére combinatoire : choisir (m 1) entiers dans [1,n+ 1] consiste a choisir d’abord le plus grand de ces entiers (on choisit
Kentre (m+ 1) et (n+ 1)) et a choisir ensuite m entiers dans le sous-intervalle [1,K — 1] — on prend k = K — 1 pour écrire la
somme);

— en se fondant sur le fait que M est une variable aléatoire a valeurs dans [m,n] et donc que

i PM=k) =1.

k=m

(I convient ici de décaler les valeurs de m ef n.)

a [’espérance de M est, par définition, égale a

@ On peut calculer de maniere analogue

E(minA)= ) &k

= W

(I'y a quelques astuces classiques en route.) Mais un tel résultat est surprenant et mérite d’étre expliqué.
Comme l'application o : E — E définie par

VFEE, oF)={n—x+1,x€F}
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est une bijection de E dans E (c’est méme une sorte de symeétrie, puisque o o 0 = I¢) et comme la loi de A est uniforme
sur E, on en déduit que la loi de B = o(A) est aussi la loi uniforme sur E :

VFEE, PB=F=P(o(A)=F) =P(A=0""(F) = ﬁ,

Comme A et B ont méme loi, les variables aléatoires min A et min B ont également méme loi et en particulier
E(minA) = E(min B).
Par définition de o,
VweQ, yeBlw) & n+1)—yecA(w)

donc
VweQ, minB(w)=M+1)—maxA(w).

Donc, par linéarité de I'espérance,

E(minA) = E(minB) = (n + 1) — E(maxA) = :17—:_]1

#o ]l est intéressant de noter que
min A 2 (n+1)—maxA

alors que ces deux variables ne sont certainement pas égales en tant que fonctions de Q dans [1,n].

@ Par linéarité de 1’'espérance, on trouve enfin

E(X) = E(maxA) — E(minA) = (=@ +1)
m+ 1
2. Avec le modele probabiliste précédent, M = max A.
3. Avec le modele probabiliste précédent, A = X.
Solution 62 rms132-652

1. 1l est clair que tous les py sont positifs. Il reste donc & prouver d'une part que la série ) py est convergente et
d’autre part que la somme de cette série est égale a 1.
@ Pour tout k € IN*, on pose
Vxel0,1], fi(x)=mx"T(1—x)".

» Il est clair que les fonctions fy sont continues sur le segment [0, 1] (puisque r > 0 et k € N*). Elles sont donc intégrables
sur cet intervalle.

» La série de fonctions ) fyx converge simplement sur [0, 1] (série géométrique de raison x pour 0 < x < 1; de terme
général nul pour x = 1).

» Lasomme Sy de cette série de fonctions est continue et intégrable sur [0, 1{ puisque

+oo
Vo<x<l1, Sox)=) filx)=r(1—x)"" et So(1)=0.
k=1

# La somme So n'est continue sur [0, 1] que pour v > 1.

» Comme les fonctions fy sont positives, on a donc
n n
VYn>1,Vxel,l, ] S fk(x)’ =Y filx) < Solx).
k=1 k=1

Le majorant est indépendant de n et intégrable sur [0, 1], donc la convergence est dominée.
@ On peut donc intégrer terme a terme : la série > py est convergente et

+oo 1

Zpk:J r(1—x)""dt=1.
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2. Pour étudier I'espérance de X, on reprend la méme étude avec la série de fonctions _ kfy.
@ Pour tout x € [0, 1],

+oo +o00o
S1x) =) kfi() =r(1—=%)" ) kT =r(1—x)72
k=1 k=1

» Sit > 1, alors la somme S; est intégrable sur [0, 1] et le méme raisonnement que le précédent montre que la série
> kpk est convergente (ce qui prouve que X est une variable d’espérance finie) et que

T
r—1°

+oo 1
E(X) = Z kpx = J r(1—=x)""2dx =
k=1 0

» S5i0 < r < 1,alors la somme S; nest pas intégrable sur [0, 1[.
Sila série ) kpy était convergente, alors

1 1
VkeN, kpk :J kfi (x) dx:J kfie(x)| dx
0 0

et on pourrait donc appliquer le Théoréme d’intégration terme a terme a la série >_ kfy. Dans ce cas, la somme Sy serait
une fonction intégrable sur [0, 1], ce qui est faux.
@ Lasérie ) kpy est donc convergente si, et seulement si, v > 1.
La variable X est donc une variable aléatoire d’espérance finie si, et seulement si, r > 1 et

T

vr>1, EX)= .
r—1

Solution 63 rms132-654

Comme de coutume, on notera q; =1 —pjetqz =1—7pa2.
@ [l est clair que U et V sont des applications de () dans IN.
@ Pour tout entier k € N, par définition du minimum,

U>Kkl=X;>KNX; >kl €A
» On en déduit que
U=0=U>0°€A et Vk=1 [U=kl=[U>k—-1NU>k|]°eA

et donc que U est bien une variable aléatoire discrete sur (Q,.A).
» Par indépendance de X; et X3,

VkeN, PU>k) =P(X;>kP(X;>k =(q192)"
et par additivité de P,
Vk>1, PU=K)=PU>k—1)—PU>k) =(q192)* "[1—q192],
ce qui montre que U suit la loi géométrique de parametre
po=1—=(1=p1)(1—p2) =p1 +p2—p1p2.

(Il n’est pas nécessaire de s’assurer que P(Ll = 0) =0.)
s Par définition du maximum,
VkeN, [V<K =X <kln[Xz <kl

» Comme plus haut, on en déduit que V est bien une variable aléatoire :
VkeN, [V=XkleA
» De méme, par indépendance de X; et X3,
Yk=1, PV<K)=(1-q7)(—q5)
et donc

Vk=1, P(V=Kk) =P(V<K)—PV<k—=1)=qf "p1+d5 "p2—(q:92)* (1 —qq2).
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Solution 64 rms132-655

Comme Y est strictement positive, le quotient X/y est une variable aléatoire réelle.
Comme X et Y ont méme loi, les variables aléatoires VY et % admettent des moments d’ordre deux et on déduit
de l'inégalité de Schwarz que

1—E(1)2 = E(\FY. \}Y)Z <E(Y)- E(%)

Comme X et Y ont méme loi, on en déduit que

1<E(X)-E(%).

Comme X et !/y sont indépendantes et d’espérance finie, le produit X - § est une variable aléatoire d’espérance finie et
X 1
) = CE(=) >1.
£(7) =00 £(5) >
Solution 65 rms132-656

Comme X est bornée, elle admet un moment d’ordre deux et donc une variance.
@ SiP(X=a)=P(X=b) =1, alors E(X) = (a+b)/2et

2,42 2 2
ac+b a+b b—a
Voo - P (atb)?  (b-a?
2 4 4
La majorant indiqué est donc la variance de la variable aléatoire qui prend les valeurs extrémes avec équiprobabilité.
a La variable aléatoire X prend ses valeurs dans [a, b] si, et seulement si, la variable aléatoire

a+b
X —
2
prend ses valeurs dans le segment [—«, of avec & = 252. De plus,
a+b
V(X) _V(X— . )

Pour résoudre le probléeme posé, on peut donc supposer que X prend ses valeurs dans [—o, «.
@ 5i X est une variable aléatoire a valeurs dans [—«, «, alors il existe une variable aléatoire Y, indépendante de X et
de méme loi que —X. Par symétrie du segment, Y prend aussi ses valeurs dans [—«, o] et

La combinaison convexe

X+Y
Z= —
prend aussi ses valeurs dans [—«, «] et, par indépendance de X et Y,
Vv Vv
viz) = VIV v,

En outre, par linéarité de I'espérance,

E(Z) E(X)—zf—E(Y) _ E(X);E(X) e

On peut donc se restreindre aux variables aléatoires a valeurs dans [—«, o] qui sont centrées pour majorer la variance.
@ Comme X est centrée et prend ses valeurs dans [—«, «],

Voen, (Xw)—EX)’ =X (w)< o?

et par conséquent
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Solution 66 rms132-661-669

1. Comme X est positive et admet un moment d’ordre deux, alors elle est d’espérance finie et E(X) > 0.
De plus, P(X = 0) < 1 par hypothese, donc E(X) > 0 et (méme raisonnement pour X?) E(X?) > 0.
Comme A > 0, on en déduit que le seuil A E(X) est strictement positif.

@ Pour tout w € Q, on distingue deux cas :

> Si X(w) < AE(X), alors Ijx(w)>rg(x)] = 0 et donc

X(w) <A E(X) = ?\E(X) + X(a))]l[x(w]>)\ E(X)]-
» Siau contraire X(w) > AE(X), alors 1x(w)>rg(x)) = 1 et donc

X(w) = X(w) - Lix(w)zaex)) < X(w) - Lix(w)saex) +AE(X)

car AE(X) > 0.

» Dans tous les cas, on a bien
X<AE(XX) +X1a,

ot la variable de Bernoulli 1 5, est définie par
Vwe, 1Ia,(w)=1Lxw=rex)-

2. D’apres cette inégalité,
VweQ, Xw) la,(w)>X(w)—AE(X).

L'espérance est linéaire et conserve les inégalités, donc
E(X-1a,)>EX)—=AE(X)=(1-A)-E(X).

OrE(X)>0et0<A<1,donc(1—A)E(X) > 0etdonc

E(X 1,02 > [(1-2) - E(X)])".

Par hypothese, la variable aléatoire X admet un moment d’ordre deux et toute variable aléatoire de Bernoulli admet
également un moment d’ordre deux : on peut donc appliquer 1'inégalité de Schwarz.

[E(X-1a,)]° <E(X?)-E(1%,) = E(X?) - P(A)
On en déduit finalement que
E(X2)-P(Ax) > [E(X-1a,)])° = [(1-2) - E(X]%.

Solution 67 rms132-668
1.

#y Exercice infaisable dans le cadre du programme : il s’appuie d’une part sur la formule de I'espérance totale (une variante de la
formule des probabilités totales) et d’autre part sur la propriété de Markov...
Allons-y comme d’habitude — a la one-again.

@ Comme on retire au moins une boule a chaque tirage et que l'urne contient initialement n boules, les valeurs de
Xy, sont comprises entre 1 et n. Par conséquent, X, est bornée et donc d’espérance finie (s’il s’agit bien d"une variable
aléatoire).

a Pour n = 1,il n'y a qu'une seule boule dans 1'urne, qu’'on enléve au premier tirage. Par conséquent, la variable
aléatoire X; est constante, égalea 1, et E(X;) = 1.

a Pour n =2,il y a deux boules dans 1'urne.

Pour i € {1,2}, notons [B; = i] le fait que la premiere boule tirée soit la boule numérotée i et admettons que

1
PB;=1)=P(B;=2)= 7

» Sila premiere boule tirée est la boule 1, alors 'urne est vidée du premier coup : X; = 1.
» Sinon, il ne reste plus que la boule 1 et l'urne est nécessairement vidée au second coup : X; = 2.

» On en déduit que
Xa=1=[B1=1] et [Xz=2]=[By=2]
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donc X, = B, et par conséquent

1 1 3

2. Sil’urne contient initialement n boules, alors on dispose d’un systéme complet d’événements :
Y

qui sont tous de probabilité 1/,. (Ces événements nous indiquent quelle est la premiere boule tirée.)
Comme X, est une variable aléatoire d’espérance finie, on peut appliquer la formule de 1’espérance totale :

Z Eg,—x(Xn) - P(By = k).

» Sila premiere boule tirée est la boule 1, alors X, prend nécessairement la valeur 1, donc
Eg,—1(Xn) =1.

» Pour 2 < k < n, si la premiere boule tirée est la boule k, alors apres avoir tiré cette premiére boule, on continue pour
vider une urne qui contient (k — 1) boules. "Donc" (rires nerveux dans 'assistance qui connait la théorie des chaines de
Markov)

vV2<k<n, Eg Xy = 1 + E(Xx—1) .
— —_—

premier tirage  tirages suivants

» Bref: B
—1+Z E(Xy—1) Z

3. Enposant ux = E(Xy), on dispose de la relation de récurrence suivante :

On en déduit que

et donc que

Ainsi

Vn}], un+1—un=n7+].

Commeu; =1,

n
Un =ug + E (U —ux—1) = E
—>+oo

k=2

Solution 68 rms132-670

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont bornées et sont donc d’espérance finie.
1. Soientt € R, etn € N*.
Comme les variables aléatoires Xy sont indépendantes et de méme loi,

E(e®™") = [E(e)]"

D’apres la loi de X,

On vérifie sans peine (par récurrence) que
VkeN, 2%kl > (2k).
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On en déduit que
oo Lok )k

cht = Z 2K S Z I k' —exp(tZ/Z)

et donc que
E(e'S") < exp(nt?/2).

2. Comme la loi des Xy est symétrique :
Vke N, Vxe{£l}, PXi=x)=PXy=—x) =3

et que les Xy sont indépendantes, alors
oi
(X1yee ey Xn) = (=X1, ..y —Xn).

Par conséquent,

—

-3 Y (X0 =S

k=1

On en déduit que, pour tout a > 0,
P(—Sn > a) =P(Sy > a)

et donc que
P(ISnl > a) =P(Sy > a) + P(Sq < —a) =2P(Sy > a).

@ Pour tout t > 0, la fonction [u — et"] est strictement croissante, donc
[Sn > al = [ > e,
Comme e'Sn est une variable aléatoire positive d’espérance finie, I'inégalité de Markov nous donne
P(etsn 2 eta) g efta E(etsn)
et on déduit de la premiere inégalité que
Vt>0, P(Sul>a)<2e teent’/2,

@ On remarque alors que le membre de gauche est indépendant de t > 0 : on peut donc passer a la borne inférieur
selon le parametre t.

P(ISn| > a) < inf 2e~teent’/2,
t>0

Pour cela, on étudie les variations de

tZ
f(t) = —at + “7

pour t € RY :il s’agit d’un trindme du second degré, qui atteint son minimum pour t = ¢/, > 0 et ce minimum est égal
af(vn) = ;Tazz Par croissance de exp, on en déduit que
_a2
Vn>1,Va>0, P(ISal>a)<2exp=—.
2n?

Solution 69 rms132-881
1. Pour0<k<n,

X>K=X=k+1U---X=n]U[X >n]
et par additivité de P,

Yo<k<n, PX>K=PX>n)+ ) P(X=1).

i=k+1
On en déduit que
n n i-1
P(X>k) = ZPX>n +ZZP =n+1)PX>n)+) > PKX
k=0 k=0 i=k+1 i=1k=0

=(n+1)PX>n)+) iP(X=1i).
i=1
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Il reste a rajouter le terme i P(X = i) pour i = 0, qui est évidemment nul, pour obtenir le résultat souhaité.

2. Pourtoutn € NN,
+00

X>nj= || X=K.

k=n+1

Il s’agit d’une union dénombrable d’événements deux a deux disjoints, donc la série }_ P(X = k) est convergente et

P(X>n)= ZPX k)
k=n+1

(par o-additivité de P).
Si X est d’espérance finie, alors la série ) k P(X = k) est convergente et en particulier

+00
Jdim Y kP(X=k)=0.
k=n-+1

Or
Vkzn+1l, 0<(n+1)PX=k)<kPX=k)

et donc, pour tout entier n € N,

0<(M+1DPX>n)=(n+1) Z P(X =k) ZkPX k).

k=n-+1 k=n+1
Par encadrement, on en déduit que
—+o00
im (n+1) > PXX=k)=0.
k=n-+1

% La relation démontrée précédemment montre que la suite des sommes partielles de ) P(X > n) est convergente (somme de
deux suites convergentes), ce qui prouve que la série > P (X > n) est convergente et de plus

+oo +00
> P(X>n)=) kP(X=k) =E(X).
n=0 k=0

3. SiXn'est pas d’espérance finie, alors la série de terme général positif )  k P(X = k) est divergente, donc ses sommes
partielles tendent vers +co.
D’apres la relation établie a la premiere question,

n

VneN, iP(X>n)>ZkP

k=0 k=0

et par comparaison, on en déduit que

n—-+4o0

lim Y P(X>n)=
0

@ On a donc démontré qu'une variable aléatoire a valeurs dans N est d’espérance finie si, et seulement si, la série
> P(X > k) est convergente et que, dans ce cas,

+oo
=) P(X>Kk).
k=0

# On peut aboutir au méme résultat en démontrant que la famille (W n) ( n)en2 définie par
vos<n<k, upx=0

et par
VO<k<n, upx=PX=n)

est sommable si, et seulement si, X est une variable aléatoire d’espérance finie. (Evidemment, il faut utiliser plusieurs fois le Théoreme
de Fubini.)
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Solution 70 rms132-984

1. On modélise les tirages par une famille (Uy)i<k<on de variables aléatoires de Bernoulli définies sur un espace
probabilisé (Q, A, P), en faisant I'hypothése que

n—ox
V(E],...,Sk) 6{0»1}k) P(uk—H =1 ‘ul = S])'”)uk :5k) = m
Ofle: (81 +"'+€k).
#> Ce modele est raisonnable : si I'événement [Uy = 1, ..., Uy = ex] est réalisé, cela signifie qu’on a obtenu oy, = €1+ -+ -+ €x

fois "1”. On a donc obtenu k — oy fois "0”. Comme I'urne contient initialement n boules de type "1” et n boules de type "0”, il
reste donc (2n — k) boules, parmi lesquelles on compte (n — o) boules de type "1” et (donc) (n — k + o) boules de type "0”. Le
quotient (n — oy )/(2n — k) peut donc s'interpréter comme une hypothese d’équiprobabilité sur le résultat du (k + 1)-iéme tirage.

En supposant de plus que
1 n
P(U =T)=5 (=5-),

T n

ce modele est complet, puisque les hypothéses qu’on vient de poser permettent de calculer
P(U] = E],...,Uzn = Szn)

quel que soit (e1,...,e2n) € {0,1}*™ par l'intermédiaire de la Formule des probabilités composées.
@ On peut en particulier vérifier que

1
P(U] :513--->u2n:52n) = ——

2n
(%)
pour toute famille (ex )1 <k<2n telle que 021, = n (= les familles qui constituent le support de la loi du vecteur (Uy )1 <k<2n)-
Cette forme d’équiprobabilité va nous permettre de ramener le calcul de la loi de X, a du dénombrement.

» L'événement [X,, = k] signifie qu'il ne reste k boules, toutes du méme type, dans 1'urne. On a donc effectué (2n — k)
tirages, qui ont amené les n boules d"un premier type et (n — k) du second type :

[Xn:k} = [Xn:k)ulnzﬂl—l[xn:k»ulnzo]

et par équiprobabilité
P(Xn =k) =2P (X, =k, Uy, =0).

» D’apres la régle du jeu, 'événement [X,, =k, U, = 0] est égal a

Xn =% Um-k =T, Uzn )11 =Ugzn k)12="""=Ugn k) =0/
| —
derniére boule les k derniers tirages
de type "1

C’est donc la réunion de tous les événements
[u1 = 81)"')un = en]

telsque exn k =Tetern ki1 =€n k2= =¢€n =0.
Comme il existe exactement (Z“T;kq) événements de ce genre (on place les (n — 1) boules de type "1" qui ont
précédé la derniere boule de type "1" parmi les (2n — k — 1) premiers tirages), on en déduit que

2n—k—1
2( n—1 )
2n
(%)
#o [l n’est pas inutile de vérifier la cohérence de ce résultat | Comme
LI M W Don—T)+m—k)\ &/ ok
()= (ML) = (L) (k= 20—k
k=1 k=1

- (Zn B 1) (triangle de Pascal)
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onabienP(X, =1)+---+P(Xy=n)=1.

2.  On modélise la seconde expérience par une famille (Vi )1<x<2n+2 de variables aléatoires de Bernoulli définies sur
I'espace probabilisé (Q), A, P) en supposant que la probabilité

P(Vi=¢1,--+,Vong2 = €2n42)
est la méme pour tout vecteur & = (e )1<k<any2 € {0, 1122 tel que

2n+2

Oami2= ) ex=n+l
k=1

Cela revient a dire qu’on effectue de manieére équiprobable (2n + 2) tirages successifs, tantét dans 'urne "1", tantot dans
l'urne "0", et qu’on effectue exactement (n + 1) tirages dans chacune des urnes.

Le cardinal de I’ensemble E, ;1 des vecteurs ¢ tels que oon12 =n+ 1 estégal a (2;‘:12) (on choisit les positions de
n éléments égaux a "0" parmi (2n + 2) positions possibles, les n éléments égaux a "1" occuperont les positions restées

libres).
» Ce modele est évidemment complet, puisque la loi du vecteur aléatoire (Vi )1<k<on+2 est parfaitement définie.

» Ce modele est aussi raisonnable au regard de la situation étudiée.

En effet, dans 1’énoncé, chaque urne contient n boules et apres avoir tiré les n boules de I'urne, il faut un (n+1)-ieme
tirage pour constater que 1'urne est vide.

On peut aussi bien imaginer que chaque urne contient en fait (n + 1) boules et que la procédure s’arréte lors du
tirage de cette (n+1)-iéme boule fictive : cet artifice permet de ramener cette nouvelle situation a la situation précédente.

» Il reste cependant a vérifier que ce modele est cohérent avec I'énoncé qui exige que

Vi<k<2n+2, PVie=1)=-.

2
Or
Vk=1]= |_| Vi=¢e1,...s Vany2 = €2nq2l.
e€En 41
tq. ex =1

Ces événements sont tous équiprobables et leur nombre est égal a (Z“nH) (il faut placer n "1", la position k est occupée

par un "1" et on choisit n positions parmi les (2n + 1) autres positions pour placer les n autres "1"). Donc

PV =1)= (anj]) _ (Zn+1)! .(Tl-l-])!(n—k])! _ n+1 _1
A (2r£3) - nln+ 1) 2n+2)!  2n42 2

n+1

Jusqu'ici, tout va bien...

» La valeur prise par la variable aléatoire Y, est comprise entre 0 (lorsqu’on vide la seconde urne avant de constater
que la premiere urne vidée est bien vide) et n (lorsqu’on constate qu'une urne est vide avant de tirer la premiere boule
de l'autre urne).

» Comme dans le premier cas,
[Yn = k} - [Yn = k) v2n+2 - O] U [Yn = k) V2n+2 - H
et par équiprobabilité,
P(Yn =k)=2P(Yn =k, Van42 =0).

L'événement [V, 4> = 0] signifie que le dernier tirage a lieu dans l'urne "0" et donc qu’on a déja constaté que 1'urne
"1" a été vidée.

La contrainte [Yy, = k] signifie alors qu’on a tiré k fois de suite dans I'urne "0" avant d’effectuer le (2n + 2)-iéme et
dernier tirage (également dans l'urne "0"). Autrement dit, on s’intéresse aux événements

[(Vh- . -)v2n+2) = ¢]

tels que
Vonti-k =1, Vonti-we1 = =Viont1-+x =0, Vani2=0

(on constate que 'urne "1" est vide; on tire encore k boules dans 1'urne "0" et on constate pour finir que 'urne "0" est
vide elle aussi).
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2n—k

Le nombre de ces événements est égal a (“"

libres) et par conséquent

) (on choisit la place des n boules "1" parmi les (2n — k) positions

2(*%79
)

# On constate que les variables aléatoires Yy, et Xn 1 — 1 suivent la méme loi : les encadrements 1 <k <n—+Tlet0 <k—1<n
sont équivalents et

2(2(n+1)11<4) 2 (2n—(k=1)
PXni1—1=k—1)=P(X, 11 =k) = ((zr(l:_:_)]))] = ((ZnIZ) )
n+1 n+1

=P(Yp=k—1).

Si on veut traiter I'exercice dans le temps imparti, il serait judicieux de partir de cette remarque, en la fondant par un argument
combinatoire (sans entrer dans les détails).

@ Comme Y, est bornée, c’est bien une variable aléatoire d’espérance finie et, par définition de I'espérance,

= 2 & [2n—K 2 Ik &k
E(Yn):kZ:OkP(Yn:k):(ZnH) k—ok( N )=(2n+2) [mZ(n)—l;k(n)} (k —2n—Kk)

n+1 n+1 k=n

D’apres la formule du triangle de Pascal (généralisée),

Iy P n ok n+2 N+
Z(n>:(n+1> et ék<n>:(n+])(n+2>_(n+1>

k=n
done 2 2n+1 2n+2
ot e ke [ () e (202)
Apres quelques simplifications, n
EVn) =173
qui tend vers 1 lorsque n tend vers +oo.
Solution 71 rms132-1108

Avant de faire le moindre calcul, il convient de définir le modele probabiliste qui va représenter 1’expérience aléatoire
étudiée.

On considére un espace probabilisé (€, A, P) sur lequel sont définies une variable aléatoire U de loi uniforme sur
[0, p] et une variable aléatoire N, : Q — [0, n] telle que

Vo<i<p VO<j<m, P(Np:ju:1):<:l>(;)j(1—;)nj.

La variable U représente le choix de 1'urne et le conditionnement par 1’événement [U = i] signifie qu’on a choisi 'urne i.
La proportion de boules blanches dans cette urne est égale a i/}, et, comme d’habitude, le nombre de succes en n tirages
successifs avec remise dans cette urne est alors modélisé par la loi binomiale #(n, i/,).

1. Les valeurs possibles pour N, sont les entiers 0 < j < n.
Soit 0 < j < p. Il est clair que

P
Ny =il = [ |IN, =j,u=1]
i=0
donc, par o-additivité de P,
P
PN, =j) =) PN, =jlU=1PU=1
1=0
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2. Comme la variable aléatoire N, ne prend qu'un nombre fini de valeurs, c’est une variable aléatoire d’espérance
finie et, par définition,

E(N,) = ]iojpmp —j) = i pi]i <?) (%)1(1 - %)n_j - I,Lii«;) (%)JO - %)n_j

(*)

On aura reconnu en (x) 'expression de 'espérance pour la loi #(n, ;) et on sait que 1'espérance de la loi #(n,x) est
égale a nx.

#v Le calcul ci-dessus est en fait un cas particulier trés simple de la Formule de 'espérance totale : si N est une variable aléatoire
d’espérance finie et si U : Q — N est une variable aléatoire, alors pour tout j € N, N est une variable aléatoire d’espérance finie

pour Py et
=Y Eus(N)-P(U=]).
JEN

# Par ailleurs, le résultat trouvé n’est pas surprenant : dans le modele adopté, les boules blanches et les boules noires jouent des
roles symétriques. On en déduit que le nombre moyen de boules blanches est égal au nombre moyen de boules noires. Comme le
nombre total de boules tirées est égal a m, le nombre moyen de boules blanches tirées doit étre égal a /5.

3. Lafonction [t t/(1 —t)" 7] est continue sur le segment [0, 1], donc la somme de Riemann

P C i
S ON

converge vers

1
J Y1 -t dt

0
lorsque p tend vers +oc0. Par conséquent,

Jtim PN =31 = ()

@ Par intégrations par parties successives,

1
J (1 -t dt.

1 (i
ilj!
N VieN i 0 dt —
vVieN, VjeN, Jl)t( t)) dt = AT+
donc 1
cic . I
VO<j<n, pETOOP(Np j) —

# Ainsi, si le nombre d'urnes est trés grand, la loi de N, tend a devenir la loi uniforme sur [0,n].

Solution 72 rms132-1123a

1. On démontre par récurrence que
VneN, P(X=n)= p -P(X=0).
A un facteur pres, on reconnait la loi de Poisson P(p), donc P(X =0) = e P.

2. Comme X est positive, la variable aléatoire Y = 141x est bornée (ses valeurs sont comprises entre 0 et 1), donc c’est
une variable aléatoire d’espérance finie et son espérance peut se calculer a I’aide de la Formule de transfert. On a donc

e P too k+1 —

(1+x) Z1+k ¢ W_Tz(kﬁ e:Z] -D=—
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Solution 73 rms132-1123b

1. D’apres le cours (additivité de la loi de Poisson), la variable aléatoire X + Y suit la loi de Poisson P (A1 + A2).
2. Comme X + Y suit une loi de Poisson, on sait que P(X + Y =n) > 0 pour tout n € N*.

La fonction X prend ses valeurs dans N, donc la loi conditionnelle de X sachant [X+Y = n] est une loi de probabilité
sur IN.

» Comme Y est a valeurs positives, on a X(w) < X(w) + Y(w) pour tout w € Q. Pour tout entier k > n, on a donc
X=kINX+Y=n]l=0

etdoncP(X=k|X+Y=n)=0.
» Pour0 <k <n,

PX=Kk,X+Y=n) PX=kY=n—-k) PX=kP(Y=n—-k s
PX=k[X+Y=n)= (P(X+Y:n) ): (P(X+Y:n) ): ( P(X)+(Y:n) ) (par indépendance)

- (2) (Mﬁ)\z)k()\]}r)\z)nik'

@ On reconnait la loi binomiale #(n,p) avec p = A1/(A1 + A2). Par conséquent,

n A
A+ A2

A2
SEZSIE

Ex v—n(X) = et VX|X+Y=n)=n-

Solution 74 rms132-1123c

# Si U etV sont deux variables aléatoires de carré intégrable, alors leur coefficient de corrélation linéaire est défini par :

Cov(U,V)

(V) = T ov)

(o1 0(X) est I'écart type de la variable aléatoire X).

D’apres I'inégalité de Schwarz, le coefficient de corrélation linéaire est compris entre —1 et 1. D’apres le cas d’égalité, il est
égal a £1 si, et seulement si, il existe un couple réel («, ) # (0,0) tel que la combinaison linéaire ol + BV soit presque silrement
constante.

Comme X, Y et Z suivent une loi de Poisson, ce sont des variables aléatoires de carré intégrable. Par combinaisons
linéaires, les variables aléatoires U et V sont aussi de carré intégrable, donc leur coefficient de corrélation linéaire est
bien défini.

Par bilinéarité de la covariance,

Cov(l,V) =Cov(Y,Y) =V(Y) =D.

puisque des variables aléatoires indépendantes sont décorrélées.
La variance d'une somme de variables aléatoires indépendantes est égale a la somme de leurs variances, donc

o(W.o(V) = vV(X) +VIV)/V(Y) +V(Z) = /(a +b)(b+c).
Le coefficient de corrélation linéaire de U et V est donc égal a
b
(b+a)(b+c)

Solution 75 rms132-1180

1. Chaque N-liste w € E est caractérisée par les positions occupées par les 1 chiffres 1, il s’agit donc de choisir r
positions parmi les N positions disponibles. Il y a donc (]:‘) éléments dans E.

2.a. Une N-liste w € E appartient a 'événement [X = k] si, et seulement si, wx = 1 et wy = 0 pour tout k < £ < N.
Autrement dit, il faut répartir les (v — 1) premiers chiffres 1 parmi les (k — 1) premiers termes de la liste.

» Sik <, c’estimpossible.
» Sit <k<N,ilya (*7]) listes possibles et par hypothése d’équiprobabilité,

7))

&)

Vr<k<N, PX=k) =
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2.b. Pourr =1,laloide X est uniforme sur [1,N] :

V1<k<N, P(x:k):%.

@ Pour v = N, la variable X est constante, égalea N : P(X =N) = 1.
3. Comme X est une variable aléatoire bornée (elle ne prend qu'un nombre fini de valeurs), c’est une variable aléatoire
d’espérance finie.

N N (k71) N (k) T N K T N+ 1
EX)=)Y kPX=k) =) k- M=) . 1L ():( )
Z L s s T b
d’apres la formule (généralisée) du triangle de Pascal. Aprés simplification, on trouve :
N+1
EX)=r- .

# 1l est facile de vérifier que cette formule est correcte pour v = 1 et pour v = N.

Solution 76 rms132-1181

1.a. La probabilité de tirer au moins un ticket gagnant est égale a P(X > 1), c’est-a-dire a

Pin,p) =1—P(X=0) =11 —B)p.

1.b. Onsait alors bien que
T\P
: 2 0y 1 _(1_\ _q_
pglirkloop(p ’p) _pEI—IFloo1 (1 p) 1 €

2.a. Ilya (E) manieres de choisir p tickets parmi n tickets deux a deux distincts (par définition du coefficient bino-
mial).
2.b. Commeily a p tickets gagnants,

— ou bien 2p > n, et chaque tirage contient au moins un ticket gagnant;

— oubien2p < n,etilya (“;p) manieres de choisir les p tickets tirés de 1'urne parmi les (n — p) tickets perdants.
Avec la convention habituelle,

("3")
P

()):1* n
Q(n,p ")

2.c. Avecn =p?,
’ b (p>—p)!  (p>—p)!

Q) =1 =5 pr—2pr

Avec la formule de Stirling,

(p?—p)! (p*—p)! T\2P7 2P 232
(p2)! (p2 —2p)! p—too (1 ) (1 )

et par conséquent

lim Q(p*,p)=T1—e'.

p—o+oo

3. Siles tickets sont tous discernables, il s’agit de compter le nombre de p-listes constituées a partir de n éléments : il
y a donc
n!
(n—p)!

cas possibles. Parmi ces cas possibles, on exclut les p-listes formées a partir des (n — p) tickets perdants :

— si 2p > n, chaque liste contient au moins un ticket gagnant;

— si2p < n, il faut éliminer ((r?:zl;))! ; listes.
L’hypothese d’équiprobabilité nous conduit alors a

(n—p)12

Qn,p)=1— M

c’est-a-dire au méme résultat que dans le modele précédent.
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Solution 77 rms132-1182

On modélise I'expérience par une suite (X, )n>1 de variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P), suivant toutes la loi uniforme sur [1, 3].

La valeur de X, indique le jeton obtenu lors du n-iéme tirage.
1. Pour obtenir deux jetons différents, il faut tirer au moins deux jetons...

Pour tout entiern > 2,

Y=nl=0X = =Xn1#Xal= || Ki=-=Xn1=1Xn #1 €A
iel1,3]

Cette égalité démontre que Y est bien une variable aléatoire discrete sur I'espace (Q, A, P). Par additivité de P, on en
déduit aussi que

T\n—1 2 2
> = = . — - =
vnz2 PY=m=3-(3) -3=5
puisque les variables aléatoires Xj, ..., X;, sont indépendantes et que
1
Vk>1,Viel[l,3], PXy=1) = 3= 1—P(Xyx #1).
2. Lavariable aléatoire (Y — 1) prend ses valeurs dans N* et
vk e N, Y=1=Xk=[Y=k+1].
Par conséquent,
2 2 /1K1
Vk>1, P(Y—T :k):wzg.(g) _
La variable aléatoire (Y — 1) suit donc la loi géométrique ¢(2/3). On en déduit que
1 3 q 3
EY-1)=—== VY—=1)= =~ ==
(Y=1=2=3 et VIY-1)= =3

et donc que E(Y) = 5/2 (par linéarité) et V(Y) = 3/4 (invariance de la variance par translation).
3. Le nombre Z de tirages nécessaires pour obtenir les trois jetons est strictement supérieur au nombre Y de tirages
nécessaires pour obtenir deux jetons différents.

Chaque succession de tirages définit une permutation o € G3 : le premier jeton qui apparait est (1); le premier
jeton différent du précédent, qui apparait au Y-ieme tirage, est 0(2); le dernier jeton, qui apparait au Z-ieme tirage, est
0(3). Ainsi, avant le Y-ieme tirage, on ne tire que le jeton o(1) ; entre le Y-ieme tirage et le Z-iéme tirage, on tire a nouveau
un jeton déja tiré, c’est-a-dire o(1) ou ¢(2) mais pas o(3).

Par conséquent, quels que soient les entiers metntelsque 2 < m <n,

[Y = m,Z =n]= [Xl ==X 7é Xm] N [Xm-H)-'-»Xn—] € {Xm—hxm}] N [Xn é {Xm—hxm}]
= |_| [Xl = =Xp1 = G(]))Xm = 0-(2)} N [Xm+1 # 0(3))"'>an1 # 0(3)] N [Xn = 0-(3)}
ceS;
€A

ce qui prouve, si besoin était, que (Y, Z) est un vecteur aléatoire sur (Q, .A) et donc que Z est bien une variable aléatoire.
Comme les variables aléatoires Xy sont indépendantes et suivent toutes la loi uniforme sur [1, 3], tous les événe-
ments qui apparaissent dans la décomposition précédente de [Y = m, Z = n] ont méme probabilité :

RO

V2 m<n, P(Y:m,Z:n)zzim(%)n.

4. Connaissant la loi du couple (Y, Z), il est facile d’en déduire la loi (marginale) de Z.

et comme #S3 = 6,

n—1 n—1_
Vn>3, P(Z=n)= ZP(Y:m,Z:n):zgni_]z

=2
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Solution 78 rms132-1185

1. D’apres la formule du binéme,

(1+X)>" = ZZn (T)xk = [1+xm)* = [i (’kar.

k=0 k=0

11 est plus simple d’écrire un polyndme comme une somme infinie dont le terme général est nul a partir d’un certain
rang pour appliquer la formule du produit de Cauchy :

{i (2) Xk} ’ = [Z akxk} ’ = Z biX* avec by = ii) QiQk—i.

k=0 keN keN

En particulier, pour k =n,ona 0 < k —1i < npour tout 0 < i < ketdonc

k k k
vo<ign, ai:<,) et ak_i:( ):()
i k—1 i

(par symétrie des coefficients binomiaux).
Par unicité de la décomposition d"un polyndéme dans la base canonique,

(-2()
(5 )

est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux :
— ou bien x; # x, et la matrice est diagonalisable (comme toute matrice de 9, (IK) admettant deux valeurs
propres distinctes);
— oubien x1 = x;, et la matrice n’est pas diagonalisable (puisque le sous-espace propre associé a la valeur propre
double x; est la droite R - (1,0)).
Il s’agit donc de calculer la probabilité de I'événement [X; = X;].
En décomposant cet événement sur le systéeme complet ([X1 = k])

2. La matrice

o<kgn’

n n

Xy =Xl = | |Xi =kXi =Xa] = | | X1 =k, X2 =K.
k=0 k=0

Par o-additivité de P et par indépendance des variables aléatoires,

P(X; =Xz) = i P(Xi =kJP(Xz =k) = i KD Hz

k=0 k=0
donc 1 =
e ()
# D’apres la formule de Stirling,
P(Xi=X3) ~ L

n—-4oo 7TT1.

Il est logique que cette probabilité tende vers 0 lorsque n tend vers 400 : les deux variables aléatoires sont indépendantes et prennent
des valeurs de plus en plus nombreuses, il est donc de plus en plus rare qu’elles prennent la méme valeur en méme temps.
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# Commengons par présenter tous les résultats sur les séries entieres dont nous aurons besoin dans la suite pour calculer I'espé-
rance et la variance de cette loi de Pascal.
On sait que le rayon de convergence de la série (géométrique) Y x* est égal a 1 et que

+o0o
1
vo<x<T, f(x):Zxk:17X. 4)
k=0
Par conséquent, on peut dériver terme a terme autant qu’on veut :
1 +o0
Vo< x<1, f’(x):“_x)2:kak" (5)
k=1
2 +oo
7 (x) = = D k(k—1)xk? (6)
k=1
6 +oo
3 (x) = T = D k(k—1)(k—2)x3, (7)
k=1

1. La famille (pk)i>1 est une famille de réels positifs. D’apres les séries entieres rappelées ci-dessus (5), c’est aussi une
famille sommable, dont la somme est égalea 1:

+o0

2¢1 P
Y pu=p*f(q) =
= (1—q)?

donc c’est bien une loi de probabilité.
2. D’apresla formule de transfert, la variable aléatoire X —1 est d’espérance finie si, et seulement si, la série ) (k—1)px
est absolument convergente. D’apres (6), c’est bien le cas et

& 2 el szq Zq
E(X—1)=) (k—1pe=p*qf’(q) = G—q3 7
k=2 q P

a De méme, comme la série Y (k — 1)(k — 2)px converge absolument (7), la variable (X — 1)(X — 2) est d’espérance
finie et

+oo 2
E[(X—1N(X-2)] = (k= 1)k 2)py = p2¢*f)(q) = quz
k=3

3. Ilestclair que X = (X —1) 4+ 1, donc X est une variable aléatoire d’espérance finie (en tant que somme de variables
aléatoires d’espérance finie) et, par linéarité de ’espérance,
2 1
EX)—EX—T)4+1=-9 47119
P P
De méme, X2 = (X — 1)(X —2) + 3X — 2, donc X est une variable aléatoire de carré intégrable (puisque son carré est une
somme de variables aléatoires d’espérance finie) et, a nouveau par linéarité de 1'espérance,

Z_6p+6
E(X2) = E[(X—1)(X—2)] + 3E(X) —2 = %.
On en déduit que
V(X) = E0C) — [E(X)? = 23,
P
# On pouvait aussi calculer la fonction génératrice de la variable aléatoire X :
+oo +00 pzt
_ 2k g Tk = p2 Klat)<—1 = p2tf! _ .
G(t) =) p’kq" 't  =pt) k(qt) pit(at) = ®)
k=1 k=1
Le rayon de convergence de cette série entiere est égal a 1/q > 1, donc X admet des moments de tout ordre et
1 4 2
EX) =G'(1) =29 ExxX-11=6"(1) =294 59
P PP

ce qui permet de retrouver (plus rapidement, a mon goilt) la variance de X.
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Solution 80 rms132-1189

1. Une variable aléatoire de Bernoulli admet un moment d’ordre deux. Comme l’ensemble des variables aléatoires ad-
mettant un moment d’ordre deux est un espace vectoriel, toute combinaison linéaire de variables aléatoires de Bernoulli,
et en particulier la variable aléatoire

Xy 4+---4+X
yn:%)

admet aussi un moment d’ordre deux. On peut donc appliquer 1'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

# Variante
Comme les variables aléatoires de Bernoulli ne prennent que les valeurs O et 1, on sait que

YweQ, 0< Ya(w) <1,
En tant que variable aléatoire bornée, Yy, admet des moments de tous les ordres et en particulier un moment d’ordre deux.
@ Par linéarité de I’espérance,
1y e

k=1

:\~

Comme les Xy sont indépendantes,
L § V(Xy) i 2 (1—py)
n2 k n2 Pk Px).

On doit savoir que

et donc que
Vyn>1, 0<V(Yn) < —.

@ D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

Ve>0, P(I[Yn—E(Yn)l>¢) <

et donc

X1+ +X 1
Ves>0,Vn3l, ogp(‘u—m‘%)g

On déduit de cet encadrement que

Xy 4+ X
Ve>0, lim P(‘g—ﬁn‘>s)zo
n—-+oo n
2. Soite > 0. Alorsn = ¢/, > 0.
@ Comme p,, tend vers p et que 1 > 0, il existe un rang n, tel que
vT‘v)""vO) |]5n—P|<T1

a D’apres 'inégalité triangulaire, pour tout w € Q,
VTL)], |Yn(w)_p‘<|Yn(w)_f)n’+|ﬁn_p|
et en particulier
Yn>mno, [Ya(w)—p|<|Yn(w)—pn|+n.
Par conséquent, pour n > ny, si

alors

et donc
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Autrement dit, en termes d’événements de la tribu A,
nzne,  [Ya—pl el c [Vapal >

et donc, par croissance de P,
Vn>mny, 0< P(‘YTl —p| > s) < P(’YTL —Pn| > n).

» Commen > 0, on déduit de la premiere question que le majorant tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Par encadre-
ment, on en déduit que

Iim P

n—-+4oo

e R
Solution 81 rms132-1190

1. Comme Z suitlaloi ¥ (p), alors E(Z) =1/, et V(Z) = 9/p2.
@ Comme X et Y ont méme loi et par linéarité de I'espérance,

E(Z)=EX)+E(Y)+1=1+2E(X)

et donc

@ Par ailleurs, comme X et Y sont indépendantes,
V(Z)=V(X+Y)=V(X)+V(Y)=2V(X)

etdonc V(X) = 2%.
2.a. Comme Z suit la loi 4(p), alors

Vielo 1, Gz(t)=+ tht'

OrZ=X+Y +1etcomme X et Y sont indépendantes,
Vtel0,1], Gz(t)=E(t?) =Et*t t") =E(tX).E{t ).t = t[GX(t)]z.

Or Gx(t) > 0 pour tout t € [0, 1] (somme de termes positifs), donc

vte[0,1], Gx(t) = 1_pqt.
2.b. Onsait que
1 12 —1/2)(=3/2) - [—(2k—1)/2]
Vuel-1,1[, 1+u_(1 1+Z o uk.
Par conséquent, avecu = —qt (o1 0 < q < 1),
+oo
2K\ 9
Vtelo,1], Gx(t)—ﬁ[]g(k) s t]

Comme le rayon de convergence d'une série génératrice est au moins égal a 1, on peut identifier les coefficients terme a

terme. On en déduit que
VkeN, P(X=Kk) _vpat <k)

4K

Solution 82 rms132-1191

1. Pour|t’h| <1,

1 +oo

SIS (f)“_
2-¢ 2 1-(2/2) 24=\2/) 2nt
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et pour [t*/2| > 1, 1a série (géométrique) est grossierement divergente.
Par conséquent, le rayon de convergence est égal a 1/,/3.
2. Comme le rayon de convergence est strictement positif, on peut identifier terme a terme. Puisque

vte o], ZPX k)t szt““

alors
— si k est pair, alors P(X = k) = 0 — autrement dit, X est une variable aléatoire dont les valeurs sont presque
stirement des entiers impairs;
— si k est impair, alors il existe n € N tel que k =2n + 1 et

PX =K) = 3oy
3. Comme le rayon de convergence de la série génératrice est strictement supérieur a 1, la variable aléatoire X admet
des moments de tout ordre. En particulier,

Or
1 2t2

Vtelo,1/val, f'(t)= 5> T PRy

et donc f'(1) = 3.
4. Comme les valeurs de X sont des entiers impairs, Y est une variable aléatoire & valeurs dans I’ensemble des demi-

entiers : 5 1
Y:Q%E:{ﬁ,neﬂ\l}

2
et comme 5 :
vnew, [v= nt | =x=2n+1,
2
alors It 1
n
Solution 83 rms132-1192

1. Ultra-classique :

ny n! B n-(n-—1)! ~n (n—1
(k) Tkm-K) T k- (k=Dn=1) = (k-D]I  k (k—])

pour tout entier T <k < n.

# On rappelle une autre formule ultra-classique, conséquence de la formule du binome :

v, Z(L‘) — (14 1) =2,

k=0

2. Comme ([X=kl),_, ., estunsysteme complet d’événements, il faut que
1=) PX=k)= — .
yro=n=ad (i)

k=0

D’apres la relation précédente (avec un décalage d’indices),
i 1 (n)_i 1 (n+1) i(n+1)_2““1
k:ok—i—] k k:On—i—] k+1 n+1 &= n+1
puisqu’il manque un terme (¢ = 0) pour la formule du binéme. Ainsi,

. on+1
Toon+l
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3. Comme X est une variable aléatoire bornée, elle admet des moments de tout ordre et en particulier, c’est une variable
d’espérance finie et de variance finie.
On part de la définition de la variance et on recourt a 1’Astuce taupinale :

n

(k+1) =o/n Z a (n n
kax k) kZ o <k)—az<k>—kok+1<k>—z a—1.

0 k=0

Apres simplification,
2"(n—1)+1

EXX) = om+1

4. Nous allons calculer la variance de maniére indirecte : la question précédente nous indique qu’il faut utiliser I’As-
tuce taupinale pour réussir a calculer ces sommes. Apres quelque réflexion, on devine qu'il faut commencer le calcul de
la maniere suivante.

= L = k(k+1) (n) B = (n)
X(X+1)] (k+1)PX=K =a) =TV —a¥ k
kZ:O > ot ) me kg

k=0 k=1
o n—1 o
a;n(k_J na%< e ) na

Pour conclure, on remarque que

et apres quelques simplifications, on arrive a

V(X)=2"""(n+2)a—4"a? =

2% T m+1)(n+2) 2+ 1)\2
m+1 _(2n+1_])

#y Exercice purement calculatoire, sans contenu mathématique identifié — a I’ancienne ! Quelques lignes de Python permettent
de vérifier I'exactitude des expressions trouvées.

Solution 84 rms132-1235

1. Comme X est, par hypothése, une variable aléatoire a valeurs dans IN et définie sur (€, A, P), alors

YynelN, [X=n]cA

Par conséquent,
A= || X=2k et B= || X=3K

keN* keN*

sont deux événements (= des éléments de la tribu A).
Par o-additivité de P, on en déduit que

+oo +o00 1 1_p
_ _ _ o \2k—1 . _
—];P(X—Zk)—gpﬂ L L P = ,

2—p

Y PX=3K = Y p(1—pl = p(1—p)? LI e
=) PX=3k=) pli-p TP TP T3

2. Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, X est simultanément multiple de 2 et multiple de 3 si, et seulement si, X est
multiple de 6 :
ANB= | | X=6K
KEN~

et, comme précédemment,

Or
1-q°=(1->)1+¢*) =01-¢>)1+q)(1—q+q).
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# C’est toujours utile de bien connaitre les racines sixiemes de l'unité...

Donc

(1—p) _ (1—p)?
Gosprp—pi—prp) NPT

Comme (1 —p)? =1—2p +p? # 1 —p +p? pour tout p € 10,1, on en déduit que P(A N B) # P(A).P(B) et donc que
ces deux événements ne sont pas indépendants.

P(ANB) =

Solution 85 rms133-204

#o [l n’est pas vraiment nécessaire ici de connaitre la fonction de répartition F de la variable aléatoire X, définie par
vVxeR, Fx)=P(X<x)
mais ¢a peut donner des pistes...

11 est donc utile de savoir que la fonction F est croissante, qu’elle tend vers O au voisinage de —oo et vers 1 au voisinage de +oo
et qu’elle est continue a droite en tout point avec

VxeR, F(x) =F(x7 )+ P(X =x).

1. Notons x; < -+ < X, les points du support de X :

mn
Y P(X=x)=1 avec VIi<k<n, P(X=xc)>0.
k=1

% Quelques propriétés de la fonction de répartition pour éclairer la discussion qui va suivre.
a Siwest un point du support, alors il existe 1 < v < n tel que p = X, et par conséquent

P(X < 1) =P (X €]—00,%]) ZP = x),

P(X > 1) =P (X € [xy, +0l) ZP = Xy).

@ Sinon, il existe un entier 0 < v < n+ 1 tel que xr < W < Xpy1 (en convenant que xo = —oo et Xn1 = +00). Dans ce cas,
Px;y < X<xp41)=0,donc P(X € Ix;,u]) =P(X € [u,xr41[) =0et

P(X < 1) =P (X €00, %] UTxs, 1) Z P(X

n

P(X> 1) =P(X € [bxr 1 [Ue1,400)) = ) P(X=xx).

k=r+1
@ On considere les réels (u,)o<r<n+1 définis par
U =PX<x)=T=-P(X>x;) =1-P(X=%11)
T
ZZP —Xk—]—ZP —Xk

avec up = 0 et un41 = 1 par convention. Par définition du support, la famille (u;)o<r<n+1 €st strictement croissante.
@ Premier cas : il existe un (unique!) entier 1 < r < n tel que

ZP —Xk ;
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uy = 1 PP :
u3 ................................................................... ._( P(X g X)
—uy . ¢ :
uy =0" X1 X2 X3 X4 X
.
——— P(X > x)
S S S, _
X1 X2 X3 X4 X

Les médianes sont les éléments du segment [x2,x3].

» Pourx < x,,onaX<x]CX<x]=X<x—1]U X1 < X< %] et donc

r—1
1 1
Vx<xr,  PX<x) gP(X<xr):‘;P(X:xk)ZE—P(X:xr)<E
puisque P(X = x,) > 0 (car x, est dans le support de la loi de X).
» Pourx > x,,ona[X < x] C[X<x],donc
J 1
Vx =%, PX<x)> P(ngr):;P(X_xk) =3
» Pour x < xry1,0na X > xry1] C [X > x], donc
1
Vx < Xey1, P(X>X)>P( XT+1 Z P(X —Xk 2
k=r+1
C X >%xrp1] = rp1 < X < Xpg2] U [xr42 < X], donc

» Enfin, pour x > x,41,0na [X > x]
1

PX > %) < P(X > %)= Y PIX=x) =4
k=r+2

1
“P(X=x, 2
(X X+1)<2

car X417 est dans le support de la loi de X.

Dans ce cas,
— six < xp,alors P(X < x) < 1/;
— tout réel u € [x,, x4 1] vérifie les deux contraintes P(X < u) > 1L et P(X > 1) > 1/ simultanément;
— six > x;p1,alors P(X > x) < 1/4.
L'ensemble des médianes de X est alors le segment [x;, X, 1].
@ Deuxiéme cas : aucun u, n’est égal a /2.

Uy = 1
u3
P(X<x
| | (X<x)
e
Ug = 0" xq X2 X3 X4 X
N
............................. 5_.
X1 X2 X3 X4 he

La médiane est 1 = x,.
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Dans ce cas, il existe un, et un seul, entier 1 < r < n tel que
1
U < 7 <Ur=Ur_1 +PX=x%x;).

» Pour x < X,

— oubienx <x,_jet X <x] CX<x1];
— oubienx,_1 <x <x,etalors [X <x] = [X <xr—1] U [xr—1 < X < x], avec [xr—1 < X < x| C [Xr—1 < X < Xq].
Dans les deux situations,
VX < Xr, PX<x) <PX<%—1) =ur—q < /2.

» Pourx > x,,ona[X <% C[X<x],donc
Vx =%, PX<x)ZPX<x)=u, >/
b Pourx <x,,onaX<x J=X=2x ] CX>x]etX<x:]=[X<x_1]UMX_7 <X<x:], donc

Vx<xyy, PXZX)ZPXZ2%)=T-PX<x)=1-PX<xr1)=T=ur1 > 1.

X
» Enfin, pour x > x,,ona [X > x] C [X > x,] = [X < x,]¢, donc
Vx>%xr, PXZx)<PX>x)=1—-PX<x)=1—u, <142

Dans ce deuxiéme cas,

— la contrainte P(X < u) > 1/ est vérifiée si, et seulement si, u > x,

— et la contrainte P(X > ) > 1/, est vérifiée si, et seulement si, u < x,.
La loi de X admet donc une, et une seule médiane : u = x,..

# On donnera une autre démonstration a la fin de I'exercice.

2. Comme le support de X est fini, la variable aléatoire X est bornée et admet des moments de tout ordre.
Notons m = E(X). Pour tout t € R,

X—t)2=X—m)P+2(m—t)(X—m)+ (m—1t)%.

Les trois termes du second membre sont des variables aléatoires d’espérance finie (elles ne prennent qu'un nombre fini
de valeurs par hypothese), donc

E(X—t)]=V(X)+2(m—t)E(X—m) + (m—1t)?
=V(X) + (m—1t)?
puisque m = E(X).
On en déduit que l'espérance E[(X — t)?] est minimale si, et seulement si, t = E(X) et son minimum est égal a V(X).

# La démonstration qu’on a donnée vaut pour toute variable aléatoire X admettant un moment d’ordre deux !

3. D’apres la formule de transfert, pour tout t € IR,

n

g(t) = EIX—th = Y xic — tIP(X = xi).
k=1

On étudie donc ici une fonction g continue et affine par morceaux. Plus précisément, cette fonction est affine sur les
intervalles
]XO)X] [ = }_OO)XI [)]X1)X2[) oo )]XT)xr+] [) oo )]Xn71)xn[)]xnyxn+1 [ = ]Xn) +OO[

Pourt € x;,xr 1, onax, <t < x.,1 etdonc

g(t) = (t—x ) P(X=x3) + (xx —t) P(X = xx)
:[ZP(X:xk) > P(xzxk)}wcte
k=1 k=r+1

=y — (T —u)Jt+ C* = (2u, — 1)t + C*.

On peut alors reprendre la discussion précédente sur la médiane.
a- S'il existe un entier 1o tel que u,, = 1/, alors
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— pourr < 19, la pente (2u,—1) < 2u,, —1 = 0 est strictement négative et la fonction g est strictement décroissante
sur Jx, Xy 10;

— pour r = 19, la pente (2u,, — 1) est nulle et la fonction g est constante sur l'intervalle ouvert ]x,, X, +1[ et donc
sur le segment [x.,, X+, +1] (puisqu’elle est continue sur ce segment);

— pour 1 > 19, la pente (2u, — 1) > 2u,, — 1 = 0 est strictement positive et la fonction g est strictement croissante
sur Ix;, Xry1l.

g(t) = E[X—t]]

X1 X2 X3 X4 t

Dans ce cas, la fonction g est donc minimale sur le segment [x,, Xr,+1], qui est I’ensemble des médianes de X.
@ Siu, # 1/ pour tout entier 1, alors il existe un, et un seul, entier 1 tel que la médiane p soit égale a x, et
— pour v < Tp, la pente (2u, — 1) < (2u,, — 1) < O est strictement négative et la fonction g est strictement
décroissante sur ]x,, X, 1[;
— pour T = 19, la pente (2u, —1) > (2u,, —1) > 0 est strictement positive et la fonction g est strictement croissante
sur Ix;, Xry 1l

g(t) = E[X—t]]

X1 X2 X3 X4 t
Dans ce cas, la fonction g atteint son minimum en t = x;, = p uniquement.

@ Dans tous les cas, ’espérance E[[X — t[] est minimale si, et seulement si, le réel t est une médiane de X.

Solution 86 rms133-205
1.

# Pour toute fonction bornée h : IN — IR, la variable aléatoire h(X) est bornée, donc d’espérance finie.

- Pour tout t € IR, la fonction
ht = [T\. — Il-[n;t]]

est une fonction croissante et bornée de N dans R et

Eh(X)] =P(X < t).
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t n
@ Réciproquement, supposons que X soit stochastiquement inférieure & Y et considérons une fonctionh : N — R

croissante et bornée.
D’apres la formule de transfert,

+o0 +0o0
Em(X) =) h(n)P(X=n)=) hm)[P(X>n)-P(X>n+1)].
n=0 n=0

Pour tout entier N € NN,

N N N+1
> h)[PX=2n)—P(X=n+1)] =3 h(n)PX>n)— Y h(n—-1)P(X>n)
n=0 n=0 n=1

# On aura reconnu la transformation d’Abel.

La fonction h est bornée et on sait que
lim P(X>n)=0,

N—+o0

donc h(N) P(X > n) tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. On en déduit que

+o0o
E(h(X)] =h(0)+ ) [h(n)—h(n—1)]P(X>n).

n=1
#y Cette égalité est vraie pour toute variable aléatoire a valeurs dans IN, elle est donc vraie aussi pour Y.

Mais [h(n) —h(n —1)] > 0 (puisque h est croissante) et P(X > n) < P(Y > n) pour tout n € N*, donc

+o0
E(M(X)] < h(0)+ Y [h(n) —h(n—1)]P(Y > n) = E[h(Y)].

n=1
2. On conditionne par X au moyen du systeme complet d’événements ([X = m])men :

+o00
PX<Y)= )Y PX=m)Px_m(Y>m)

m=0
et par indépendance des variables aléatoires :

+o00
PX<Y)= ) PX=m)P(Y>m).
m=0

Comme X est stochastiquement inférieure a Y, on en déduit que

+o0 +o0o +oo
PX<Y)> ) PX=m)P(X>m)=) > P(X=m)P(X=n).
m=0 m=0n=m

@ Comme la famille de terme général P(X = k) est sommable (propriété de o-additivité), la famille

(PX=m)P(X=1)) 1 en: ©)



Calculs de probabilité 88

est sommable et la sous-famille

(P(X=m)P(X=n)) (10

os<mn

est sommable elle aussi. D’apres le Théoreme de Fubini appliqué a la famille (9),

> PX=m)P(X=n)= (E P(Xm)> (f P(Xn)) =1 (11)
m=0 n=0

(m,m)eN2

et d’apres le Théoréme de Fubini appliqué a la sous-famille (10),

+oo +oo +oo mn
ZZPX m) ZZPX m)P(X=n)
m=0n=m n=0 m=0
et donc
+oo +oo +oo m
> ) PX=m =) ) PX=m) n). (12)
m=0n=m m=0n=0

#v Dans cette derniere transformation, il s’agit seulement de changer d’'indices (on intervertit les roles de m et n), ce n’est pas
une interversion de sommes.

Notons S, cette somme. On a démontré que

+oo +oo +oo m
28=) Y PX=mPX=n)+ ) Y PX=mPX=n) avec (12)
nl:oo n=m . m=0n=0
=) [P(X =m)’+ ) P(X=m)P(X :n)]
T:ZOO rozooJroo
PX=m)*+) ) PX=m) n)
m=0 m=0n=0
+oo
=1+ Z P(X =m)2. avec (11)
m=0

Dans la derniere somme, tous les termes sont positifs et ils ne sont pas tous nuls (puisque le support de la loi de X est
contenu dans N). En particulier, 2S5 > 1, donc S > /.
@ Pour obtenir la minoration S > a, il faudrait que

+o00

Y PX=m)’>2a-1>0

m=0
pour toute variable aléatoire X a valeurs dans IN. C’est impossible! On peut considérer la variable aléatoire X de loi
uniforme sur [0, N] pour s’en convaincre :

1
Yos<n<N, P(X:n):m, Yyn>N, PX=n)=0

donc
1

P
Z X=m) =0y

L'expression 25 — 1, strictement positive pour toute variable aléatoire X a valeurs dans N, ne peut donc étre minorée par
une constante strictement positive indépendante de X.

Solution 87 rms133-206

Comme les variables aléatoires Xy sont strictement positives, il est clair que 0 < Yy n(w) < 1 pour tout w € Q. Par
conséquent, toutes ces variables aléatoires sont d’espérance finie.

# Toute variable aléatoire bornée est d’espérance finie.

a Comme les variables aléatoires Xy, 1 < k < n, sont indépendantes et de méme loi, les vecteurs aléatoires

(X],...,Xn) et (XG(”,...,XU(TL))
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ont méme loi, quelle que soit la permutation o € &,,. Par conséquent, pour toute permutation o € &5, les variables
aléatoires

X3 Xo(1) Xo(1)
Y]yn = et =
Xy 4+ Xn XU(1)+"'+XU(n) X144+ X
ont méme loi.
#v Si deux vecteurs aléatoires (Uy, ..., Uy ) et (V1,..., Vy) ont méme loi, alors les variables aléatoires

f(Uq,...,Un) et f(Vi,...,Vn)

ont méme loi, quelle que soit la fonction f.
11 est essentiel de se rappeler cette propriété quand on travaille avec un échantillon de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi, puisqu’il s’agit d'un vecteur aléatoire invariant par symétrie.

Ainsi, la variable aléatoire
m
-3 wrax
" = X1+ +Xn

est la somme de m variables aléatoires d’espérance finie, de méme loi que Y7 ,,. Par linéarité de ’espérance,
)

m

E(Ym) = 3 E( )~ mEMin):

@ En particulier, la variable aléatoire Y, », qui est constamment égale a 1, est la somme de n variables aléatoires de
méme loi que Y7 » :
Xy +- =
Y —_— ————————— =
R =Y e

Par conséquent, 1 = E(Yr, ) = nE(Y ,,) et finalement

vi<m<n, E(Ymn) =

JE

Solution 88 rms134-1378

La fonction S, est bien une variable aléatoire en tant que somme d’un nombre fini de variables aléatoires. Comme une
variable aléatoire de Bernoulli est une variable aléatoire d’espérance finie, la variable aléatoire S, est aussi un variable
aléatoire d’espérance finie et, par linéarité de I’'espérance,

E(S ZEXk + E(Xiy1) ZZp 2np.
k=1

@ On peut aussi écrire
n+1

n_Zxk+Zxk_x1+xn+1+Zxk

Comme les variables aléatoires X;. sont bornees, elles admettent toutes un moment d’ordre deux et comme elles sont
indépendantes,

n

V(Sn) =V(X1) + ) V(2Xi) + V(Xni1) = B(n—1) + 2 V(X) = (4n—2)p(1 —p).
k=2

#v La variance d'une somme de variables aléatoires indépendantes est égale a la somme des variances. Lorsque les variables aléa-
toires ne sont pas indépendantes, la formule se complique avec I'apparition des covariances qui ne sont plus nécessairement nulles :

V(Y +--- ZVYk J+2 ) Cov(Yy,Yo).
T<k<t<n

Avec Yy = X + Xipq et Yo =X+ Xgeq,0na
— Cov(Y,Ye) = 0 pour k < € — 1 d’apres le lemme des coalitions (puisque les paires d’indices {k,k + 1} et {, £ + 1} sont
alors disjointes);
— etpourk =0—1:
Cov(Yy, Yir1) = Cov(Xy + Xieq1, X1 + Xiq2)
= Cov(Xi, Xic+1 + Xi+2) + V(Xi41) + Cov(Xyi 1, Xii2) = V(X 11) = p(1 —p)

a nouveau par le lemme des coalitions.
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Solution 89 rms134-1531

#v Nous allons commencer par traiter ces deux questions dans un méme cadre général, avant de passer aux applications numé-
riques.

On modélise la situation décrite par I'’énoncé de la maniére suivante :
— il existe trois variables aléatoires N, X et Y définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P) a valeurs dans N,
qui vérifient la relation suivante :
VweQ, Xw)+Y(w)=Nw),

— pour tout entier n € N, la loi conditionnelle de X sachant [N = n] est la loi binomiale #(n, p).
# Cette dernieére hypotheése est justifiée par le fait qu’on reconnait ici un schéma de Bernoulli et que X représente, d’une certaine

maniere, le nombre de succes lors d’une succession de n tentatives (et Y représente alors le nombre d’échecs).

@ On en déduit avant toute chose que, pour tout entier n € N, la loi conditionnelle de Y sachant [N = n] est la loi
binomiale #(n, q) avec q = 1 — p. En effet,

PY=XK|N=n)P(N=n)=P(Y=k,N=n)
=P(N—X=%kN=n)
=PX=n—k,N=n)
=PX=n—k|N=n)P(N=n)
= ( " )p“_kq“_(“_k) P(N =n) (pour0 <n—k<n)
n—k
= <2) qkp“’kP(N =n) (soit0 < k< n)

par symétrie des coefficients binomiaux.
1. On suppose pour commencer que la variable aléatoire N est presque stirement constante :

Dans ces conditions, '’événement [N # n] est négligeable et

VkeN, PX=k)=P(X=kN=n)+P(X=kN#n)
—P(X=k|N=n)P(N=n)=P(X=k|N=n).

La variable aléatoire X suit donc la loi binomiale #(n, p).
De méme, la variable aléatoire Y suit la loi binomiale #(n, q).
@a Comme N est presque stirement constante, elle est indépendante de X. (Voir ci-dessous en cas de doute.) Comme
Y = N — X et que la covariance est linéaire a droite,

Cov(X,Y) = Cov(X,N) — V(X) = 0 — V(X) = —npq < 0.

Comme la covariance de X et Y n’est pas nulle, ces deux variables aléatoires ne sont pas indépendantes.

# Comme P(N =n) =1, onaaussi P(N = k) = 0 pour tout entier k # n.
Pourk #netl € N, onadonc
O0KPX={(N=K)<P(N=k)=0

et donc
PX={L(N=k)=0=P(X=0P(N =k).

Pour k. =net € € N, on a aussi (voir plus haut)
PX=(N=n)=P(X=1{)=P(X=()P(N=n).
Ces calculs prouvent que X et N sont indépendantes.

2. On suppose maintenant que la variable aléatoire N suit la loi de Poisson &?(A).
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D’apreés la formule des probabilités totales, pour tout k € N,

+oo
P(X=k)=) P(X=k|N=n)P(N=n)
n=0
_ *Z‘” e (M) prgnok o n AP) §F ()™
n o \k k! (n—k)!
n=k n=k
x(Ap)* Aq
k!
et comme —1 + q = —p, la variable aléatoire X suit la loi de Poisson & (Ap).

De méme, Y suit la loi de Poisson &2(Aq).
En particulier, E(X) = V(X) = Ap.
a Quels que soient les entiers k et {, d’apres la formule des probabilités totales,

+o00
PX=kY=0=) PX=kY={N=n)
n=0
+o0
:ZP(X:k,N—X:ﬂ,N:n) (puisque X +Y = N)
n=0
=PX=kN=k+1{) (contrainte n = k + ()
=P(X=k[N=k+{P(N=k+¢)
_ K+€6\ ¢ ARF _ —}\‘p(}\p)k —Aq (7\‘1)@
_(k>pqe k+o ¢ W ¢ Tw
=PX=k)P(Y=1).

Cela prouve bien que X et Y sont indépendantes.
En particulier, cette fois, la covariance de X et Y est nulle.

Solution 90 rms134-1536

1. Par définition, la i-ieme tulipe fleurit a partir de 1’année X;. Donc toutes les tulipes fleurissent I'année k si, et
seulement si,

c’est-a-dire (passage au maximum) si

On en déduit que I'année X de la premiére floraison générale est donnée par

X = max Xj.
1<i<n

2.  Comme onl'a vu plus haut, pour tout k € NN,

Comme les variables aléatoires X; sont indépendantes, on en déduit que

VkeN, P(X<k =]]PX <k

i=1
et comme elles suivent toutes la loi géométrique ¥ (p),
VkeN*, PX<k)=PX; <Kk)"=(1—-qg"

avec q = 1—p €0, 1] (comme d'habitude).
@ On en déduit, par passage au complémentaire et par la formule du binéme, que

vkeN, PX>k=1-(1-g" "= (-n% (ﬁ)q”-
=1
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Le terme général de la série >  P(X > k) est donc une combinaison linéaire de séries géométriques convergentes (de
raisons respectives q, q2, ..., q™ avec 0 < q < 1). Par conséquent, la série }_ P(X > k) est convergente, donc X est une
variable aléatoire d’espérance finie et

_+ooPX k B n ]“_1 e +oo ok n e (_.I)g_,_]
=3 PexH=3 ) (n)Z(q) —Z(n)]_qe.

k=0 =1

# ]l s’agit ici d’une combinaison linéaire d"un nombre fini de séries convergentes, donc la linéarité de la somme suffit pour justifier
Uinterversion des deux symboles ) _. Le théoréme de Fubini est hors sujet !

Solution 91 rms134-1539

# Pour une fois, q # 1 —p... Méfiance!

1. Comme la variable aléatoire Y suit une loi géométrique, elle est toujours supérieure a 1, donc Z < X.

Comme la variable aléatoire Z est positive, on en déduit que Z? < X2.

La variable aléatoire X, de loi géométrique, admet des moments de tout ordre. Par comparaison, les variables aléa-
toires Z et Z? sont donc d’espérance finie. Donc Z admet une espérance et une variance.

@ La variable aléatoire '/y est bien définie (puisque le dénominateur Y ne s’annule jamais) et d’espérance finie (puis-

qu’elle est presque stirement bornée : P(0 <Y < 1) =1).

Ainsi, la variable aléatoire Z = X x 1/y apparait comme le produit de deux variables aléatoires indépendantes
d’espérance finie. Par conséquent,

E(Z) = E(X) x E(%)

D’apres le cours, E(X) = 1/, et d’apreés la formule de transfert,

E<1)+ZOO1P(Yk)+f1. - quii—pem_q) —ptnp
=T DR L q —

# Le rayon de convergence du développement en série entiere de {n(1 —x) est égala1et 0 < q < 1.

Finalement,

—Inp
q

2. Les valeurs de Z appartiennent a Q% . Pour r € Q7 il existe un unique couple (n, d) € (N*)? tel que

E(Z) =

r:g avec nAd=1

(représentation irréductible de r). Dans ces conditions,
Z(w) =1 & daeN* {

c’est-a-dire

aelN*

Par o-additivité de P et indépendance des variables aléatoires X et Y, on en déduit que

+o00
="q) = ZP :ad):ZPU*P)anq.q(]fq)ad*]
a=1

_ Pq CO=-pr  (0-g¢
1-p)(1—q) 1-(0—=p) 1-(1—q)¢
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Solution 92 rms134-1543

1. Il estclair que les valeurs de C,, sont comprises entre 1 (cas ol toutes les variables aléatoires Xy prennent la méme
valeur) et n (cas ol1 toutes les variables aléatoires Xy prennent des valeurs distinctes).
L’ensemble N™ est dénombrable (produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles dénombrables) et

N" = |_| Ex

1<k<n

ol E est 'ensemble des n-uplets formés au moyen de k entiers naturels distincts.
Les ensembles Ey sont donc des ensembles dénombrables (ils sont contenus dans un ensemble dénombrable et
manifestement ils sont infinis) et, pour tout entier 1 < k < n,

Cn(w) =k & J (ih-'-)in) € Ek) (X]((U),,Xn((U)) = (ih"-)in)-

Autrement dit,

Co=K= || Ki=ulnnNXy=id
(ilwuvin)EEk
ce qui prouve que
V1<k<mn, [Ch=KkleA

et donc que C, est bien une variable aléatoire discrete sur (Q, A).
@ Comme C,, est une variable aléatoire bornée, elle est d’espérance finie.

#> Plus précisément, 1 < E(Cy) < m, ce qui donne de I'intérét aux estimations qui vont suivre.
2. Soit k € N. De deux choses 'une :
— ou bien toutes les variables aléatoires Xy, ..., X sont strictement inférieures a k et dans ce cas, elles ne peuvent
pas prendre plus de k valeurs distinctes;
— ou bien I'une d’elles au moins est supérieure a k.

Autrement dit :
Q=X <k,...,Xn<k]u([X1 >k]u---U[Xn>k])

et
X7 <k,...,Xn <kl C[Ch <KI.

Comme Cy, (w) < n pour tout w € Q, on en déduit que
Cn < KLx, <k,.... Xn<k] T Lx, 100U 2K

Comme 'espérance conserve les inégalités, on en déduit que
E(Chn) S kP(Xy <Koty Xn <K)+nP([X7 2K U---U[Xn = K]).

Les variables aléatoires Xy sont de méme loi, donc

P(Xi 2K U UKy 2K) < ) PXi2k)=nP(X; 2 k)

i=1
et finalement
E(Ch)<kxT+nxnP(X;>k)=k+n?P(X; >k).

# [ln’y aplus de calcul de probabilité dans ce qui suit, c’est un résultat d’analyse. Nous considérerons donc deux suites positives
(Un)nen et (en)nen telles que

€ .
Vo<k<n, Ogunngrnz—k avec lim ¢ =0.
k k—+o00

et nous cherchons a en déduire que

lim — =0.
n—+oo T

3. Fixons 0 <m < 1etposons e = /M €0, 1[.
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D’apreés les hypotheses,
VneN,Vo<k<n 0<-—2<—+4n=

et, comme 11 > 0, il existe un entier Ky € N tel que
Vk > Ko, 0< e <e.

Par conséquent,

K
Yn>Ko VKo<k<n, 0< g ynf, )
n n k

# Le principe du raisonnement qui va suivre est classique : c’est un passage a la borne inférieure. Si
Vx € la,b]l, g(n)<f(x)

alors

< inf f(x).
g(n) anf (x)

La mise en ceuvre de ce raisonnement est (un peu) compliquée par le fait que, ici, le majorant est une fonction de la variable entiere
k et non pas une fonction de la variable réelle x.
@ Une étude rapide montre que la fonction f définie par

ne

Vx>0, f(x):% ™

atteint son minimum en xo = ny/e. Comme 0 < ¢ < 1, on a ny/e < n pour tout n et la suite de terme général y,, = n/e
tend vers 400, donc il existe donc un rang N; € N tel que

¥n>Ni, Ko<k ™ [nyve| <.

# A défaut de pouvoir majorer par le minimum de la fonction f, on va majorer par une valeur particuliere de f qui est assez proche
du minimum de f.

On déduit donc de (x) que

vn > max{Ko, N7}, 0< Un o f(ko) = e fn—
n n wva
1 1
< ned tn—— < -+ 2V
n nye n

Comme la suite de terme général 1/, tend vers 0, il existe un rang N; € N tel que

1
vVn > Ny, — <.
n
Finalement, en posant Ny = min{Ko, N1, N} € IN,
vV n > N, 0< tn <3
n
et nous avons bien démontré que
. Un
lim — =0
n—+oco N
Solution 93 rms135-1492

Chaque tirage nous donne trois entiers 1, j et k tels que

IT<i<j<k<n

# Un tirage simultané de trois boules revient a tirer trois boules successivement et sans remise. Les numéros des boules tirées
sont donc deux a deux distincts.
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En particulier, puisque i, j et k sont des entiers,onak <n,doncj <k—1<n—Teti<j—1<n—2. Aprior,la
valeur de X est majorée par n — 2.
Réciproquement, le tirage (i,1+ 1,1+ 2) est possible pour tout entier 1 < i < n — 2, donc les valeurs possibles de X
sont exactement les entiers i € [1,n — 2].
a Notons E, 'ensemble des parties de trois éléments de I'ensemble [1,n]. C’est un ensemble fini dont le cardinal est,
par définition, égal a (%).
# Tirer trois boules simultanément parmi n boules numérotées de 1 a n revient a considérer une partie de trois éléments dans
[1,n].

Dans 1’énoncé, rien ne s’oppose a ce qu’on considére la mesure de probabilité uniforme sur E. Il existe donc un
espace probabilisé (Q, A, P) et une variable aléatoire discrete T définie sur cet espace tels que

VA CE, Pﬁsz:l<

(3)
Selon ce modele, X = min(T) est une variable aléatoire discrete définie sur (Q, A, P) a valeurs dans [1,n — 2].
# Si T est une variable aléatoire discréte a valeurs dans un ensemble €, alors f(T) est une variable aléatoire discrete, quelle que
soit la fonction f : E — F.

@ Puisque la variable aléatoire T suit par hypothése la loi uniforme sur E,

#(B) _ #(B)
VBeP(E), P(TeB)=_——=—".
BE) PITEB) = 4y = T
La loi de X est caractérisée par la famille
(P(X = i))1<i<n72

et nous allons la déterminer comme d’habitude en exprimant I'événement [X = i] au moyen du systeme complet d’éve-
nements ([T = A]) acE-

@ Par construction, X(w) = 1 si, et seulement si, la partie T(w) contient 1. Les parties A € E qui contiennent 1 sont
constituées de 1 (évidemment!) et de deux autres entiers choisis parmi 2, ..., n. Il y a donc (n;]) parties A € E qui
contiennent 1 et par conséquent

n—1
mx:nz(ﬁx
(3)

@ De méme, par construction, X(w) = 2 si, et seulement si, la partie T(w) contient 2 et ne contient pas 1. Les parties
A € E qui contiennent 2 sans contenir 1 sont constituées de 2 (bien stir!) et de deux autres entiers choisis parmi 3, ..., n
(c’est-a-dire parmi les autres entiers différents de 1). Il y a donc (™, ) parties A € E qui contiennent 2 mais pas 1 et par
conséquent

n—2
mxzm:(zx

(3)

a Comme on l'a vu, I’événement [X = n] est impossible, donc P(X =n) = 0.

w3

# En continuant le méme raisonnement, on trouve que

("2")
Vi<k<n—-2, PX=k) =27,
En particulier, on a ainsi démontré que

n—2 Tl—k
> =
yn>3, Z( 2 ) (3

=1

=)
N——

=~

ce qui est une variante de la formule du triangle de Pascal.
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Solution 94 rms135-1493

1. Le client Az peut accéder a un guichet dés que I'un des deux autres clients, A; ou A, est servi. Par conséquent, la
durée d’attente Y pour A3z est égale a min{Xj, X;}. Ainsi,

Y = min{X1 s Xz}

est bien une variable aléatoire discrete sur (Q, A, P).

# Comme Xy et X, sont des variables aléatoires discretes, toute fonction de Xy et de X, est encore une variable aléatoire discrete.

@ Comme X; et X, prennent leurs valeurs dans IN*, il est clair que Y est aussi une variable aléatoire a valeurs dans
IN*,
Soit k € IN*. Le minimum Y(w) est supérieur a k si, et seulement si, les deux valeurs X; (w) et X (w) sont elles aussi
supérieures a k. Autrement dit,

# Meéthode a connaitre! Lorsqu’on cherche la loi du maximum (ou, comme ici, la loi du minimum) d’un nombre fini de variables
aléatoires, il faut travailler avec la fonction de répartition.
Pour Z = max{Xy, X3}, on s’intéressera donc a I'événement [Z < k] = [X; < k] N [Xz < k.

Comme X; et X, sont indépendantes et suivent la loi géométrique ¢ (p), on en déduit que

P(Y > k) = [B(X; > k)] =g~ "2

# On doit savoir que P(Y > k) = g%~ pour tout k € N.
Il est facile de se souvenir de cette formule : la loi géométrique & (p) sert a modéliser 'instant du premier succes dans un schéma
de Bernoulli. L'évenement [Y > K| signifie dans ce cadre que le premier succes arrive apres la k-ieme tentative, c’est-a-dire apres (au
moins) (k — 1) échecs.

On sait que
Vke N, X>K=X=KuUX>=k+1]

et on en déduit que
YkeN', P(Y=K=P(Y>k -P(Y>k+1)=q* " g% =(1-q¢2)(g})< "

Autrement dit, la loi de Y est la loi géométrique ¥(1 — q2).
2. Avant de quitter le guichet, le client A3 a patienté dans la file d’attente (durée Y), puis a pris le temps d’étre servi
au guichet (durée X3). Par conséquent,

L=Y+X3

est une variable aléatoire discrete sur (Q, A, P).

# On peut en déduire immédiatement 'espérance de Z, sans avoir a calculer sa loi. Voir plus bas.

a Comme X;, X2, X3 sont des variables aléatoires indépendantes, les variables aléatoires Y = min{Xj, X} et X3 sont
indépendantes (lemme des coalitions).
On décompose I'évenement [Z = n] (pour n € IN*) dans le systéme complet d’événements associé a la variable
aléatoire X3 :
Z=n]= || Xs=kZ=nl= | | Xs=kY=n—K.
keN* keN*

Par o-additivité et indépendance, on en déduit que

“+o00 n—1
PZ=n)=) PXz=KkP(Y=n—-k)j=) P(Xz=kP(Y=n—k)
k=1 k=1

puisque les valeurs de Y sont supérieures a 1. Ainsi,

n-1 n—1
Vne ]N*, P(Z :n) = Z quf] . (] _ qz)(qz)(nfk]*1 :p(-l . ql) Z q2n7k73
k=1 k=1

=p(1+q)g" (1 —q" ).
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3. Comme Z = Y + X3 et que Y et X3 suivent des lois géométriques, la variable aléatoire Z est la somme de deux
variables aléatoires d’espérance finie et, par linéarité,

E(Z) = E(Y) + E(X3) = 1_]qz n ; _ péiqq) _ pé—_pp).

# On peut vérifier par le calcul que

+oo +oo
. - . 2+q o . n—2 o n—1
E(Z) = n; nP(Z =n), soit P01 q n; n-p(1+q)q™“(1—q™ ).

C’est un peu long, mais c’est un calcul qu’on doit savoir faire en se rappelant que

1
(1—=x)*"

+oo
Vxel-1L,1[, Y mx" =
n=1

Solution 95 rms135-1494

1. Comme X; et X, sont indépendantes et de méme loi, les couples (X1, X2) et (X2, X;) ont méme loi.

# Supposons que Xy et X, soient des variables aléatoires discreétes a valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable E. Alors les
lois des couples (X1, X2) et (X2, X1) sont caractérisées respectivement par les deux familles

(P(X] =u, X3 :\))) et (P(Xz =u, X ZV)>

(u,v)EEXE (u,v)EEXE"

Comme Xy et X, sont indépendantes et suivent la méme loi, alors
Vuwv)eExE PXi=u,Xo=v)=PX=u)P(X=v)=P(Xz2 =u,X; =v)

donc les deux couples (X1, X2) et (X2,X1) ont méme loi.

[l faut adapter la démonstration pour des variables aléatoires qui ne sont pas discrétes, mais le résultat est encore vrai.

@ Plus généralement, si (X1, ...,Xn) est un échantillon de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, alors les vecteurs
aléatoires (X1, ..., Xn) et (Xg(1)y- ..y Xa(n)) ont méme loi, quelle que soit la permutation o € &,,.

On en déduit que Y; et Y2 ont méme loi, puisque la somme X;(w) + X;(w) ne s’annule pour aucune valeur de
w € Q (elle est strictement positive par hypothese) et que

Y =1(X7,X3) et Y =1(Xz,Xq) avec f= {(u,v) — ] .
u+v

#o Si X et X' sont deux variables aléatoires de méme loi a valeurs dans un espace €, alors f(X) et f(X') sont deux variables
aléatoires de méme loi, quelle que soit la fonction f : E — F.
Dans le cas d’une loi discrete :

VveF P(f(X)=v) =P(Xef({v}) =P(X e f({v) =P(f(X) =v).
Le résultat est encore vrai dans le cas oit la loi de probabilité n’est plus discrete.

2. Comme X et X, sont des variables aléatoires strictement positives, il est clair que

X1 (w) _

La variable aléatoire Y; est donc bornée (et pas seulement p.s. bornée), elle admet donc des moments de tout ordre.

@a Comme Y, a méme loi que Y7, la variable aléatoire Y, admet aussi des moments de tout ordre et, en particulier, les
espérances E(Y7) et E(Y;) existent toutes les deux et sont égales : E(Y;) = E(Y3). Il est clair que

X1 (w) + Xz (w)

X1 (w) + Xz (w) =1

VweQ, Yi(w)+ Yz (w) =
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Par linéarité de 1’'espérance, on en déduit que
1=E(1) =E(Y7) + E(Y2) = 2E(Y1).

Ainsi, E(Y7) = E(Y2) = /.
3. En développant la fraction, on obtient T/u = Y; — Y,. Pour tout entier p € N*, on sait que Y; et Y, admettent
un moment d’ordre p et on sait que 1’ensemble des variables aléatoires réelles définies sur (Q, A, P) qui admettent un
moment d’ordre p est un espace vectoriel. Par conséquent, T/iy admet des moments de tout ordre.

En particulier, par linéarité de I'espérance et symétrie,

E(%) — E(Y;) — E(Y;) = 0.

4. Comme Y; et Y, admettent un moment d’ordre deux, leur différence T4y admet un moment d’ordre deux et d’apres
la formule de bien connue
V(T/u) = V(Y1) + V(Y2) —2Cov(Yq,Y2).

Comme Y; et Y, ont méme loi et admettent un moment d’ordre deux, alors V(Y7) = V(Y3) et comme Y- est une fonction
affinede Yy :
YweQ, Y(w)=1-Yq(w),

on en déduit que
COV(Y] s Yz) = COV(Y] s 1) - COV(Y] ,Y] ) =0— V(Y] )

# La somme Y1 + Y, étant constante, si ['une des deux variables aléatoires croit, I'autre doit décroitre. Il est donc normal que la
covariance soit négative.

Par conséquent,
V(T/u) =4V(Yq).

Solution 96 rms135-1495

La matrice A(w) est triangulaire, donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux. Par conséquent,
— si X(w) # Y(w), elle est diagonalisable;
— si X(w) = Y(w), alors elle n’admet qu’une seule valeur propre et n’est pas une homothétie, donc elle n’est pas
diagonalisable.

# D’une part, toute matrice de M, (IK) admettant n valeurs propres deux a deux distinctes est diagonalisable.
D’autre part, une matrice diagonalisable qui n’admet qu’une seule valeur propre A doit étre semblable a I'homothétie A, et
donc en fait égale a I’homothétie Al,,.

Ainsi, la matrice A(w) est diagonalisable si, et seulement si, X(w) # Y(w), ce qui prouve que "A est diagonalisable"
est bien un évenement : .
XAV =X=YF=(|]X=Kn=K) A
KEN~
@ Comme X et Y sont indépendantes et suivent toutes les deux la loi géométrique ¢ (p), on déduit de la décomposition
précédente que

+oo +oo +oo 2
PIX=Y)= Z P(X :k)2 = sz(qk_1)2 :pZZ(qz)e = 3 3q2 = T+a Eq
k=1 k=1 =0
et donc que
24
PXZY)=1—-P(X=Y)= .
(X#Y) ( ) T+q
Solution 97 rms135-1496

1. Une variable aléatoire de loi géométrique ne prend que des valeurs supérieures a 1, en particulier non nulles, donc
Z est bien définie sur Q.
De plus, le numérateur X(w) est strictement positif et le dénominateur Y(w) supérieur a 1 donc

YweQ, 0<Z(w)<@:X(w).

# Ce n’est pas seulement un encadrement presque sir, c’est un encadrement certain.
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@ En particulier, la variable aléatoire Z est bornée, donc elle admet des moments de tout ordre. Elle admet en particu-
lier une espérance et une variance.
2. Comme X suit la loi géométrique ¢ (p), on sait que X admet une espérance et que cette espérance est égale a '/,.
Comme !/y est une variable aléatoire bornée (elle prend ses valeurs dans ]0, 1]), elle est d’espérance finie.
Par hypothese, X et Y sont indépendantes. D’apres le lemme des coalitions, X et /v sont indépendantes. En tant que
produit de variables aléatoires indépendantes et d’espérance finie, la variable aléatoire Z est d’espérance finie (ce qu’on
a déja démontré) et de plus

w Puisque /vy est d’espérance finie, on peut appliquer la formule de transfert pour calculer son espérance.

E] 7+oo] k,]ierooqk
(F)=Xive =gl

Vxel-1,1[, —fn(1 —x) Zk

On obtient ainsi

E(%) _ —pﬂng —4q) _ —pjnp_

# Comme 0 < p < 1, cette expression est strictement positive, ce qui est cohérent avec le fait que 1/y soit une variable aléatoire
strictement positive.

3. Puisque X et Y prennent des valeurs entieres strictement positives, le quotient Z prend ses valeurs dans Q% .

# L'ensemble Q7 est dénombrable
— en tant que partie infinie de I'ensemble dénombrable Q ;
— en tant qu’image de 'ensemble dénombrable N* x N* par U'application [(x,y) — */4].

Soit v € Q7. Il existe donc deux entiers naturels m > 1 etn > 1, premiers entre eux, tels que r = ™/,. Puisque le
quotient ™/, est supposé irréductible,

Z(w) = Xw) _ % & Jk e N*, (X(w), Y(w)) = (km, kn).

Autrement dit,
Z=1l= | | X=kmIN[Y=kn].
keN*

Par o-additivité de P et indépendance des variables aléatoires X et Y,

= f P(X=km)P(Y =kn)

L
1— qm+n :

M

+oo p
— qukm—l .qun—1 ?

~
Il

#v Puisqu’on a calculé I'espérance de Z, on peut déduire I'égalité suivante de la formule de transfert.

>

(m,n)eN*xN*
mAn=1

p2q1n+n—2 _ —p znp

'I _qm+n q

:3\_5

Comme chacun sait, c’est bien plus beau lorsque c’est inutile.
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Solution 98 rms135-1497

L'entier Z(w) = min(X1 (w), X2 (w), Xg(w)) est supérieur a n si, et seulement si, les trois entiers X; (w), Xz (w) et X3(w)
sont supérieurs a n. Autrement dit,

# On doit savoir (cf 135-1493) que, si X suit la loi géométrique ¥ (p), alors

YneN* PX=n)=q"'

Comme Z est une fonction a valeurs dans IN*,
VneN* Z>nl=[Z=nlU[Z>n+1]

et donc
Vn e N¥ Z=nl=[Z>nlN[Z>n+1]° e A.

# Comme Z est une fonction des variables aléatoires discrétes X1, Xz et X3, on sait d’emblée que Z est une variable aléatoire
discrete.
Le raisonnement qu’on vient de détailler prouve a nouveau que Z est une variable aléatoire discréte, ce qui n’était pas nécessaire,
mais ce raisonnement a I'avantage de nous donner en plus la loi de Z.

Par conséquent,
VneN, P(Z=n)=P(Zz2n)—-PZ2n+1)=¢"">-q¢"=(1-q")(q*)"".

La variable aléatoire Z suit donc la loi géométrique de parametre p’ =1 — 3.

# La méthode est la méme avec un nombre fini quelconque de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. (On peut aussi
étudier le maximum d'un tel échantillon.)
En particulier, le minimum d'un échantillon de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la méme loi géométrique
suit lui aussi une loi géométrique. (A ma connaissance, la loi du maximum n’a rien de remarquable.)

Solution 99 rms135-1498

1. Par croissances comparées, il est clair que

2
VteR, hm VAT .

n—-+oo n!

Puisque le terme général de la série entiere reste borné quel que soit t € IR, le rayon de convergence de la série entiere
est infini.
2. Remarquons que n* +n+1=n(n—1)+2n+ 1. On en déduit que

_‘I.t—z +oo tn1 +O°t‘n

Z )

:(t2+2t+1)e = (t+1)%e"

VteR, t—tZZ

# Ce n’est pas une astuce, c’est une méthode !
La présence de la factorielle au dénominateur doit nous conduire a interpréter la série entiere comme une série de Taylor et donc
a penser en termes de dérivée.
11 faut donc raisonner, non pas sur la base canonique (1,X,X?,...) de R[X], mais sur la base de Newton

(1,X,X(X = 1), X(X = 1)(X = 2), X(X = 1)(X = 2)(X —3),...)

qui nous a rendu de grands services dans I'étude des séries génératrices.
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#v ]l est bon de retenir que, pour tout polynome P € IK[X], il existe un polynome Q € K[X] tel que

La réciproque est vraie : quel que soit le polynome P = ag + a1 X + - - - + ag X4, il existe une suite (cn)nen telle que
+oo
VteR, P(tle'=) cut"
n=0

et (formule du produit de Cauchy)

donc

d
1
Vn>d, cn:HZak~n(n—1)-~(n—k+1).
k=0

Cette formule est encore vraie pour 0 < n < d (les derniers termes de la somme sont nuls puisqu’un facteur est nul) et on reconnait
ici une expression de la forme P(n)/n! avec P € IK[X] (donné par sa décomposition dans la base de Newton,).

3.a. Par définition, Gx(1) =1, donc AS(1) = 4Ae = 1. On a donc nécessairement A = 1/4.
3.b. Pourtoutte[—1,1],ona

+o0 +o00 2
n AN +n+1)
Gx(t) = ¥ P(X=n)t :Z%,).t.
n=0 n=0 )

Par unicité du développement en série entiere (le rayon de convergence est strictement positif), on peut identifier terme

a terme :

2 1
¥YneN, P(X:n):%

3.c. Puisque le rayon de convergence est strictement supérieur a 1, la fonction génératrice Gx est de classe € sur un
intervalle ouvert qui contient le segment [—1, 1] et la variable aléatoire X admet des moments de tout ordre.
a En particulier,

puisque S’(t) = (t2 + 4t + 3)e! pour tout t € R.
De méme,
E(X(X—1)) = GL(1) = 14he = 7/,

puisque S”(t) = (t* + 6t + 7)e' pour tout t € R. Par linéarité de I’espérance, on en déduit que
V(X) = E(X(X— 1)) + E(X) — [E(X)]* = 3.

Solution 100 rms135-1499

1. Par symétrie de la covariance, la matrice S est symétrique réelle, donc diagonalisable (Théoreme spectral).
2. Par définition du double produit matriciel et par bilinéarité de la covariance,

UTSU = Z uq COV(Xi, Xj )uj = Z Cov(uiXi,uj XJ)

1<i,jgn 1<i,jgn
n n n

= Cov (Z uiXi, Zquj) = V(Z uiXi) .
i=1 j=1 i=1

3.a. Le Théoreme spectral nous dit que la matrice S est diagonalisable mais aussi qu'il existe une base orthonormée
de vecteurs propres : il existe donc une base formée de colonnes V, ..., V;, telles que

vi<ig<n, ViI.WVi=1, VIi<i#j<n, V/.Vy=0 et VI<i<n, SVi=A-Vi

# Comme de coutume, nous allons identifier les matrices colonnes de My, 1 (R) aux vecteurs de R™.
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Soit U € R™. Il existe donc des réels «y, ..., &y tels que
U=)Y o Vi (%)
et comme la base (V1,..., V) est une base orthonormée,

n
uj=u"u=> of.

i=1
# Puisque la base est orthonormée, on sait que o, = W' .V; — mais c’est sans importance ici.

Par linéarité, on déduit de (x) que
SUu = Z & - S\/1 = Z((Xi)\i) . Vi
i=1 i=1

donc (puisque la famille (V7,..., V5 ) est orthonormée)

n

u’.su= Z(o‘i) (eAi) = i)‘io‘iz'
i=1

i=1

3.b. Comme les valeurs propres sont rangées dans 'ordre décroissant : A, < --- < Ay, ona donc

n
vi<ign, ?\iociz §7\1oci2 et donc ur.s.u < Zociz :7\1||U||2.

i=1

En divisant par ||[U||* > 0 (puisque U # 0), on en déduit que f(U) < A; pour toute colonne U # 0.
@ Si U est un vecteur propre de S associé a la valeur propre A, alors

ut.s.u=u".(A-u) = Jul?

donc f(U) = A5.
Réciproquement, si f(Ul) = Aq, alors ur.s.u=»n; ||U||2, donc

M)oﬁ)o =0,

n
=1

1

ce qui prouve que tous les termes sont nuls et donc que «; = 0 pour tout i tel que A; > A;. Par conséquent,

U= ) Vi etdonc SU= Y oa-SVi= ) o -Vi=A-U

1<i<n 1<i<n 1<i<n
A=A A=A Ai=Aq

et comme U # 0 par hypothese, c’est bien un vecteur propre de S associé a A;.
4.a. Ilestclair que
1T 11
S=(1—-a)lzs+aJs ol Jsa=11 1 1
111

On sait bien que les valeurs propres de J3 sont 0 (associée au plan d’équation x +y + z = 0) et 3 (associée a la droite
dirigée par (1,1, 1)). Donc les valeurs propres de Ssont (1 —a) x T+ax0=1—aet(l—a)x14+ax3=1+2a
Comme0<a<lonal—a<T1<1+2a doncA; =1+ 2a estla plus grande valeur propre de S et le sous-espace
propre associé est la droite dirigée par (1,1,1).

# On a exprimé la matrice S comme un polyndme en J3, ce qui nous a permis d’exprimer les valeurs propres de S en fonction des
valeurs propres de ] 3 (et de ce polynome P).
Comme la restriction de I'application polynomiale P au spectre de J3 est injective, les sous-espaces propres de S et de J3 sont
les mémes.

4.b. Onendéduit que le maximum étudié est égal a 1+2a et que ce maximum est atteint exactement pour les colonnes
U de la forme (x, x, x) avec x # 0.
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Solution 101 rms135-1579
1.

# Rappel. 1l existe un espace probabilise (Q, A, P) et une variable aléatoire X définie sur (Q, A, P) telle que P(X = k) = px
pour tout k € N si, et seulement si, la série ) _py est une série convergente de terme général positif dont la somme est égale a 1.

On sait que

+oo 1
K—1 _
Vxel-1,1], k;kx =0 0 *)

#» On obtient ce résultat en dérivant terme i terme la série entiére ) x™.

Comme x =1/ € ]-1,1[ et que

Vi1, S = k=) 0

la série Y (k — 1)27% est une série convergente de terme général positif et sa somme est égale a 1:

+
8
+
8

k=1 1 1 1 1
— _ ! . 1 k72:7 1 k71:7. | 72:7.
s =7 2 (k=N0R =23 k()N = (1142 =14,
k=1 k=1 k=1
ce qui prouve qu’il existe bien une variable aléatoire X telle que
. k—1
Vke N, P(sz):zT.
2. Dapres (%),
+oo 5 tz +o00 . tz
= = = — t ) =
vte o1, G(t) ngkﬁ 4mum -0t

3. Lerayon de convergence de la série entiere ) k(t4)k 7 est égal a 2, donc la fonction génératrice est de classe €
sur l'intervalle ouvert |—2, 2[.

# Le terme général tend vers O pour [t| < 2 et vers 4+o0o pour t = 2, donc le rayon de convergence est égal i 2.

En particulier, la fonction génératrice G est deux fois dérivableen t = 1, donc
EX)=G'(1)=4 et E(X(XX-1))=G"(1)=16

car

vtelo,1], G'(t) = et G"(t) =

D’apres la formule de Koenig-Huyghens,

Solution 102 rms135-1580

1. On considere une famille (Xy)1<kgn de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, A, P), indépen-
dantes et suivant toutes la loi uniforme sur [1, n].

#> On modélise ainsi la répartition des N boules parmi les . urnes : I"événement [X\ = 1| est réalisé lorsque la boule k arrive dans
I'urne i.

On définit alors des variables aléatoires de Bernoulli (T;)1<i<n en posant

vi<isn, [Ty =1]

N
Xk #1l
k=1

et la variable aléatoire T; est bien égale a 1 si, et seulement si, I'urne i est vide (= toutes les boules sont rangées dans une
autre urne).
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# Une fonction T : Q — [0, 1] est une variable aléatoire (de Bernoulli) sur (Q, A, P) si, et seulement si, I'image réciproque
[T = 1] appartient a la tribu A.
Comme les Xy sont des variables aléatoires sur (Q, A, P), il est clair que [Ty = 1] est un élément de A (en tant qu’intersection
d’'un nombre fini d’évenements).

@ Le nombre d'urnes vides est le nombre d’indices 1 < i < n tels que la variable aléatoire T; prend la valeur 1. Par
conséquent,

est bien une variable aléatoire sur (Q, A, P) (en tant que somme d’un nombre fini de variables aléatoires).

L'application S;, est aussi une combinaison linéaire des variables aléatoires Ty, ..., T, donc c’est une variable aléa-
toire sur (Q, A, P).
2. Puisque la variable aléatoire T; ne prend que les valeurs 0 et 1, sa loi est une loi de Bernoulli #(p) et par conséquent
E(Ti) =petV(Ti) =pq (en posant q = 1 —p).

Comme les Xy sont, par construction, indépendantes et de méme loi, on en déduit que

N

vi<i<n, p:P(Ti:U:HP(Xk;éi):[1—P(Xk:i)]N:(1—%>N.
k=1

#v Les variables aléatoires Ty, ..., Ty, suivent donc toutes la méme loi. Elles ne sont pas indépendantes, car I'évenement

(}fﬂ.z
i=1

est impossible (les urnes ne peuvent pas étre toutes vides!), alors que la probabilité

n .
HP(T1:1):(1—E>

est strictement positive.

3. Par bilinéarité et symétrie de la covariance,
-l n
V(S =5 (> V(T)+2 Y Cov(T,T))
i=1 1<i<jgn
et comme les variables aléatoires T; suivent toutes la méme loi, on déduit de la formule de Koenig-Huyghens que
Cov(T;, T;) = E(TiTj) — E(Ty) E(T;) = E(TyT;) — [E(Tq)]%.
En tant que produit de deux variables aléatoires de Bernoulli, la variable aléatoire T;T; suit aussi une loi de Bernoulli et

E(T{E) = P(T{E = 1)()r

N N
M =1=M=1nT=1=)Xc# X #jl = [| X ¢ {i,j}.
k=1 k=1

Les variables aléatoires Xy étant indépendantes et de loi uniforme, on en déduit que

N SN
vi<i<j<nm, llpxk¢h»}=( -2)
Par conséquent,
V(S, ) = %(nV(Tﬂ +2<T2‘> Cov(T;,T2))
By

oupetq=1—7pontété calculés a la question précédente.
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1. Puisqu’on effectue des tirages avec remise, on modélise I'expérience au moyen d’une suite (Uy)y>1 de variables
aléatoires définies sur un espace probabilisé (), A, P), indépendantes, et suivant toutes la loi uniforme sur 1’ensemble

[1,n].
a ]l faut au moins deux tirages pour obtenir deux boules distinctes, donc l’application X prend des valeurs entieres
supérieures a 2 (et éventuellement la valeur +co au cas otl on tirerait indéfiniment la méme boule).
Pour tout entier naturel k > 2,

Xn=K=MU=-=W 1 #Ul=| |[U=1i..., U1 =1,U#1 €A

i=1

# Comme les Uy sont, par construction, des variables aléatoires sur (Q, A,P), les [U; = i] et [U; # i [U; = i]¢ sont des
évenements. On peut alors conclure parce qu'une tribu est stable par intersection finie et par union ﬁnze,

D’autre part,

n +oo

+oo
Xn =00l = [ Uk = Wil = | | [ U
k=2

i=1k=1

# Une tribu est aussi stable par intersection dénombrable.

Cela prouve que X, : Q — N U{+o00} est une variable aléatoire discrete.
@ Comme les variables aléatoires U; sont indépendantes et de méme loi,

Vk>2, PXp=k=nP(U =---=Uc;=1,U#1) :n(1 —l) (l)k*1 _n-1

D’autre part, pour tout entier K > 1,

donc, toujours pour les mémes raisons,

On en déduit que
+oo
vi<ign, P(ﬂ[uk:i]> =0
k=1

et comme une union (finie ou méme dénombrable) d’éveénements négligeables est encore un événement négligeable, on
en déduit que la variable aléatoire X, est presque stirement finie :

P(Xy = 400) =0.

2. Pour tout entiern > 2,
(n—"1k 1
oo, = ofhe)
donc la série }_ k P(X;, = k) est (absolument) convergente et X, est bien une variable aléatoire d’espérance finie.
Par définition de l’espérance,

iy 1 2n—1
:k;kp(xn: = —1Zk1/n = 1)[“_]/11)2*1}:(“_”2.

@ Lorsque n devient grand, I'espérance de X, devient proche de 2 et c’est tout a fait normal : lorsqu’il y a un grand
nombre de boules dans 1'urne, il y a de tres fortes chances pour que les deux premiéres boules tirées different et donc
pour que X, soit égal a 2.

# On notera que l'espérance de X, tend vers 2 par valeurs supérieures — toutes les valeurs de Xy, sont supérieures a 2!
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3.a. Pourn =2, 'urne ne contient que deux boules. Par conséquent, le nombre de tirages au terme desquels on a tiré
les deux boules de 1'urne est aussi le rang du tirage ot on obtient pour la premiere fois une (la!) boule distincte de la
boule tirée en premier.

Autrement dit: Y, = X5.

#o ]I s’agit d’une égalité de fonctions et non pas seulement d’une égalité en loi!

En particulier,

V=2, P(2=k) =5

# Ce n'est pas une loi géométrique mais presque : la loi de Y, — 1 est la loi géométrique 4 (1/2).

3.b. Cette fois, 'urne contient n = 3 boules.
— Au premier tirage, on tire la premiere boule. (Jusque la, tout va bien, non?)
— Au tirage X3, on tire pour la premiere fois une autre boule. Si X3 = i, alors les boules U, ..., U;_; sont toutes
égales a la boule U;.
— Autirage Y3, on tire la troisiéme et derniére boule pour la premiere fois. Si Y3 = j, alors les boules Ui 1, ..., Uj_q
sont égales a U ou a U;.
Ainsi, pour 2 <1 <j,

[X3 :i)Y3 :)] = [U] = :uifhui #uh it1 € {U1,U }) ) 1€ {U], i})uj ¢ {u1)ui}]-
Il'y a trois valeurs possibles pour la premiere boule tirée et seulement deux pour la boule tirée au rang X3. On a donc
3
[sti)\@:ﬂ:u |_| Uy =K, ..o, Uiy =k Uy =4 Ui € {8,..., Uy € {k, €}, U5 €{1,2,3}\ {k, 0}].
k=1 1<fé<3
O£k

# Cette décomposition prouve (enfin!) que [X3 = 1,Y3 = jl appartient a la tribu A.
Comme X3 est une variable aléatoire a valeurs dans N U {+oo} et que I'événement [X3 = 1, Y3 = j] est impossible pour 1 > j,

ona
j—1

Vs =jl=] |Xs=1Ys=jle 4
i=2
pour tout entier j > 3.
D’autre part, Y3 prend la valeur +oo lorsque I'une (au moins) des boules n’est jamais tirée, c’est-a-dire

3 +oo

s = oo = [ (0

k=1¢=1

Nous pouvons donc continuer sereinement : l'application Y3 est bien une variable aléatoire sur (Q, A, P).

Comme les variables aléatoires U;, ...sont indépendantes et de loi uniforme sur [1, 3], on en déduit que

V2<i<ij, P(Xz=1iY;=j)=3-2-

CRHONS B =

3 3T
# Pour i > j, I'événement [X3 =1i,Y3 = j] est impossible et sa probabilité est donc nulle.

@ Sij est fixé, I'entier i varie entre 2 et (j — 1), donc

j—1
Viz3, P(Y3=j)=) P(X3=1Y3=})

1 NP 2-2_1 2J-1_)
_ j—i k __ L _
R =PI DI e

#o 1l est judicieux d’appliquer une nouvelle fois la formule de la somme géométrique pour vérifier que

+oo

D (Y3=j) =1

j=P

ce qui prouve que la variable aléatoire Y3 est presque stirement finie.
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1. Initialement, I'urne contient N boules. En effectuant N tirages consécutifs sans remise, on vide completement l'urne.
Puisque les boules sont indiscernables (sauf par leur couleur!), la succession des N tirages peut étre représentée par un
ensemble I de r entiers choisis dans [1, N] : un entier 1 < i < N appartient a I si, et seulement si, le i-éme tirage a donné
une boule blanche.

Notons donc E,, I'ensemble des parties de [1, N] dont le cardinal est égal a . Le cardinal de E, est égal a (T) (on
choisit r éléments parmi N).

On modélise 1’'expérience par une variable aléatoire U définie sur un espace probabilisé (Q,.A, P) qui suit la loi
uniforme sur E, :

1
N
()
Comme U ne prend qu’'un nombre fini de valeurs, c’est une variable aléatoire discrete.

@ Le nombre de tirages nécessaires pour qu’il ne reste plus aucune boule blanche dans 'urne est aussi le numéro du
tirage qui donne la derniere boule blanche. Autrement dit,

VIcE, PlU=I=

X =maxU.

Comme U est une variable aléatoire discrete sur (Q, A, P) (par construction), on en déduit que X, en tant que fonction
de U, est aussi une variable aléatoire discrete sur (Q, .4, P).

@ Pourr=1,0onak, ={{1},...,{N}} et comme les valeurs de U sont des singletons,
1
VI<kN, [X=k]=[U={k}], donc VI<k<N, P(X:k)zﬁ.
La variable aléatoire X suit donc la loi uniforme sur [1, N] et en particulier E(X) = NT”

a Pour r = N, I'ensemble E, est un singleton : E, = {[1, N]} donc la variable aléatoire X est constante :
VweQ, Xw)=N

et en particulier E(X) = N.
2.a. Dans le meilleur des cas, on tire les r boules blanches au cours des r premiers tirages, donc X est au moins égal a
T.

Dans le pire des cas, la N-ieme et derniere boule tirée est blanche et dans ce cas, X est égal a N.

Les valeurs prises par X sont donc comprises entre v et N (inclus).
2.b. Puisquelaloide U est uniforme sur E,, il s’agit de compter le nombre d’ensembles I € E, pour lesquels max I = k.

Choisir r entiers parmi 1, ..., N sachant que le plus grand élément est égal a k revient a choisir (r — 1) entiers parmi
1,..., (k—1),cequifait (7)) et

(1)
r—1

)

# On retrouve ainsi les cas particuliers v = 1 et v = N traités a la question précédente.

Vr<k<N, PX=Xk)=

3.  Quels que soient les entiersp > q > 1,onap—1>q—12>0et

(p): Pl _p. (p—1! :p<p—1>
9/ qllp—a)! q (@=D(p—-T1)—=(qg-1)! q\qg—1/°

a La variable aléatoire X ne prend qu'un nombre fini de valeurs, donc c’est une variable aléatoire d’espérance finie
et, d’apres la relation qu’on vient d’établir,

NNy
200=3 ket =Y v = (1)

k=r T k=r

On peut démontrer par récurrence (sur N > 1) la formule généralisée du triangle de Pascal :
N
k N+1
N > = .
e 20)=00)

#y Bien entendu, I'hérédité de cette propriété repose sur la formule habituelle du triangle de Pascal.
On peut aussi en proposer une démonstration combinatoire, tout a fait dans I'esprit de 'exercice :
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— llya (]:’L]) manieres de choisir une partie de cardinal (v + 1) dans 'ensemble [1,N + 1] de cardinal (N +1).

— Le plus grand élément d’une telle partie est au moins égal a (v + 1) (lorsque la partie choisie est {1,...,v + 1}) et au plus
égal a (N + 1) (on n'ira pas plus loin).

— Si le plus grand élément de la partie choisie est égal a k + 1 € [r + 1, N + 11, alors il reste a choisir les v autres éléments

dans Uintervalle [1, k], ce qui donne (¥) choix.

Finalement,

r (N+1 T

Solution 105 rms135-1583

1. Par hypothese, quels que soient les entiers naturels m et n,

PX=mY=n)=PX=m)P(Y=n|X=m).

Sin > m, le second facteur est nul (la loi binomiale Z(m, p) est portée par 'intervalle [0, m]), doncP(X =m,Y =n) = 0.
Etsi0 < n < m,alors
(Ap)™ (Ag)™ ™

AT /m
B _ _ AN nom-n _ ,—A .
PX=m,Y=n)=e (n>p T T

2. Comme X est une variable aléatoire a valeurs dans IN, la famille ([X = m]) nen est un systéme complet d’évenements
et par conséquent

< A (Ap)™ (Aq)™ T
_>\ . .
VneN, P(Y=n)= E:OP(X—m,Y—n)— E:ne ! ( I
+oo
_x (Ap)T (AQ)k Atrg  AP)"
By kao DT q'T'

On reconnait ici la loi de Poisson #(Ap).
3. Comme X et Y suivent une loi de Poisson, on sait que P(X = 0) > 0 et que P(Y = 1) > 0. Mais la loi conjointe nous
dit que P(Y < X) =1 etcomme [X=0,Y =1] C [Y < X]¢, alors

PX=0,Y=1)=0£P(X=0)P(Y=1).

Donc les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

# Pour arriver a cette conclusion, on s’est appuyé sur une propriété remarquable (P(Y < X) = 1) qui nous a permis de mettre
en évidence un événement négligeable.
Attention, si une propriété comme P(Y < X) = 1 indique qu’une contrainte relie X et Y, elle n’empéche pas que les variables
aléatoires soient indépendantes. Par exemple, si U et V sont deux variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi de Bernoulli,
alors U et V + 1 sont encore des variables aléatoires indépendantes et ces deux variables aléatoires vérifient P(U <V +1) = 1.

4. L’application Z est une variable aléatoire comme combinaison linéaire de deux variables aléatoires. On décompose
I'évenement [Z = k] avec le systeme complet d’événements lié a la variable aléatoire X :

+00 too
Z=K=||X=mX-Y=K=||X=mY=m-X.
m=0 m=0

Comme P(Y > 0) = 1 (loi de Poisson),
V0 < m<k, 0<KPX=mY=m—k)<P(Y=m—k) =0,

il ne reste donc que

+o0 k +oo n k
e A B A
VkeN, p(z:k):ZkP(X:m,Y:m—k):e A,(]EI!) 0(:!) —e ?\+7\P.%.

La variable aléatoire Z suit donc la loi de Poisson PP(Aq).

# On peut vérifier que les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes et relier les calculs qui précedent a la stabilité de la loi
de Poisson pour I'addition.
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1. Comme Y est, par construction, une variable aléatoire & valeurs dans N, alors [Y = n] € A pour toutn € N.
Comme X est une variable aléatoire a valeurs dans IN, on peut décomposer I'éveénement [Y = n] sur le systeme
complet d’événements associé a X :

+oo

[Y=n]=| |X=kY=nl
k=0
Par o-additivité de P,
“+o00 n 1 n
¥neN, P(Y—n)—];)P(X—k,Y—n)—gp(])pﬂ—p) =p(1—p)™

¢y C'est bien sir la formule du binome qui nous dit que Y o (1) = 2™

# Quels que soient les entiers naturels k et n, 'expression de P(X =k, Y = n) est un réel positif. On vient de vérifier que, pour
tout n € IN, la famille
(PX=KkY=n))

était sommable (elle ne compte qu’un nombre fini de termes non nuls!) et la formule de la somme géométrique permet de vérifier que

Le Théoréeme de Fubini nous assure alors que la famille

(PX=XkY=n)) (k,n)EN2

est une famille sommable de réels positifs dont la somme est égale a 1. 1l s’agit donc bien d'une loi de probabilité sur N? et cela
démontre que I'énoncé a bien un sens : il existe un couple de variables aléatoires (X,Y) dont la loi est décrite par cette famille de
réels.

2.a. On connait la somme géométrique :

+oo .I
Vtel-1,1[, Zt“—ﬁ

2.b. Lorsque le rayon de convergence R d’une série entiere est strictement positif (et, ici, il est égal a 1), la somme S
de cette série entiére est de classe € sur l'intervalle ouvert ]—R, R[ et ses dérivées peuvent étre calculées en dérivant
terme & terme sur le méme intervalle ouvert :

Vke N Vtel-1,1[, SHM(t) = Zn —1)-(n=k4 "k

]_t (1 — t\k+1

et on peut réécrire cette égalité sous une forme plus breve :

i 1 i n n—k
VkeN* Vtel-1,1][, W—gk(k)x ’

3. Comme X est une variable aléatoire sur (Q, A, P), alors [X = k] € A pour tout k € N et comme Y est une variable
aléatoire a valeurs dans N, on peut décomposer I'évenement [X = k] sur le systéme complet d’événements associé a Y :

VkeN, X=k=||X=%kY=n]

neN
et, par o-additivité de P,
+oo
VkeN, P(X=k)=) PX=kY=n)
n=0
+o0 too
B 1 N n\ /1 —p\n 2p /1 —p\k
;2“(k>p(] P) p%(k)( 2 ) 1—|—p(1—|—p>
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# La formule de la somme géométrique nous permet de vérifier que

+oo
> PX=k)=1.
k=0

Solution 107 rms135-1585

1. Comme « et A sont strictement positifs, la famille (xA™)nen+ est une famille de réels positifs. Comme 0 < A < 1,
c’est une famille sommable (comparaison a une série géométrique) et

“+oo
N oA 1T —(1+ o)A
17200\ =1 T Y >0

n=1

puisque (1 + x)A < 1.
Il existe donc une variable aléatoire E définie sur un espace probabilisé (Q, A, P) telle que

1—-(1 A A
P(E:O):%:1—% et VneN*, P(E=n)=ar".

L’énoncé suggérant qu'une telle variable aléatoire modélise le nombre d’enfants par famille, on peut conclure que la
probabilité pour qu'une famille n’ait pas d’enfant est égale a P(E = 0).

2. Pourtoutx € ]-1,1],
+oo k
> (L) = *)
k (] _x)k+1 :

n=k

Voir 135-1584 pour les détails.
3. Toute variable aléatoire G : (O — N vérifie

“+oo
VkeN, P(G=k)=) P(G=k|[E=n)P(E=n)

n=0

(décomposition de I'évenement [G = k] € A dans le systéme complet d’événements associé a la variable aléatoire
discrete E).

# ['énoncé ne veut rien dire, il faut une fois de plus formuler les questions qu’on va résoudre...

On interprete I’énoncé en considérant que, pour tout n > 1, la loi conditionnelle sachant [E = n] de la variable
aléatoire G qui décrit le nombre de garcons est la loi binomiale #(n, p). Bien entendu, conditionnellement a I’évenement
[E = 0], la variable aléatoire G est presque stirement égale a 0.

# Combien de garcons dans une famille qui n’a pas d’enfant ? Hein ?
1l faut prendre en compte ce cas particulier car P(E = 0) # o
Nous supposerons donc dorénavant que

+oo

Vk>1, P(G=k = <L‘)pkan.oo\“ 0
=k

3

et que

+o0
PG=0)=PE=0)+)_ (g>qn - A"
n=1

oA & n oA aAq XAp
_]_14\”‘210“” LR P Sl s vl Ty T ey Ve

3.a. Ona calculé ci-dessus la valeur de P(G = 0) et, pour tout k € N*, on déduit de (x) et de (f) que

(D) 09F el
PI6=1=a(0) T aqw = T
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3.b. Ils’agit de calculer maintenant

D’apres la question précédente,

Vk>1, PGk+1)=-—P PG>k

En sommant sur k € N*, on en déduit que

et donc que

P(G>2|G>1):1i%q.

# On peut calculer explicitement P(G > 1) et P(G > 2) (puisque ce sont des sommes géométriques), mais c’est vraiment du
temps perdu !

Solution 108 rms135-1586
1. Une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre A > 0 prend ses valeurs dans N et P(X = k) = e * 7‘%,
pour tout k € IN.
L'espérance et la variance de X sont égales au parametre A.
2. Pour tout entier k € N et tout w € Q,
U(w) >k &< X(w) >k et Y(w)=k
donc [U > ] X = kIN[Y > kl. Comme X et Y sont, par hypothese, des variables aléatoires, les images réciproques

[X > K] et [Y > k] sont des évenements et comme une tribu est stable par intersection,
vk eN, [U>kK e A
@ Pour tout entier k € N, il est clair que [U > k] = [U =k] U [U > k+ 1], donc
vk eN, U=kl=UZkINU=k+1]°€ A

(puisqu’une tribu est stable par passage au complémentaire et par intersection). On a ainsi démontré que U était une
variable aléatoire sur (Q, A, P).
@ Comme X et Y sont supposées indépendantes et de méme loi,

VkeN, PU=k) =[PX=k]>>o0.

@ On peut montrer de maniere analogue que V est une variable aléatoire discrete et que
VkeN, P(V<k =[PX<Kk]>o.

@ Par définition, 'événement [U > V] est impossible et comme [U > 2]N[V < 1] C [U> V], ona
PU>2,VLT)=0<PU=2)P(VLT),

ce qui prouve que les variables aléatoires U et V ne sont pas indépendantes.
3. Onremarque tout d’abord que U+ V =X +Y.
# La somme de la plus grande et de la plus petite, c’est la somme des deux variables aléatoires !
Comme X et Y sont indépendantes et suivent la loi de Poisson Z?(A), alors U + V suit la loi de Poisson &(2A).
@ De maniére analogue, V — U = [X —Y|.
#v La différence entre la plus grande et la plus petite, c’est la distance entre les deux variables aléatoires.

@ Pour tout d € N*¥,
V—-—U=d=[X=-Y|=d=X-Y=dUuly—X=d].
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En décomposant dans les systémes complets d’évenements ([X = k])xen tet ([Y = k])xen, on en déduit que
V—-U=4d] = (|_| [X_k+d,Y_k]) U <|_| [X—k,Y_k+d]>.
keN keN
Comme X et Y sont indépendantes et de méme loi, on en déduit que

+oo
PV—UW=2Y PX=k+d)P(X=k) >0.
k=0

@ Pour d = 0, la situation est un peu différente :
V-UW=X=Y=| ke NX=kY=K
et donc
+o0
P(V-U)=) P(X=k?>0.
k=0

@ On a ainsi démontré que
V (k,0) € N2, PU+V=KPV-U=¢ >0.

Cela étant,
U+V=0,V-U=1]=RU=-1]NnR2V=1]=92

car U et V sont des variables aléatoires a valeurs dans IN. Donc
PU+V=0,V-U=1)=0<PU+V=0)P(V-U=1)
et les variables aléatoires U + V et V — U ne sont pas indépendantes.
#v ]l fallait ici remarquer que la probabilité
PU+V=kV-U=0=P2U=k—-2V=k+{()

est nulle des que les entiers k et € sont de parités différentes.

Solution 109 rms135-1587

1. Comme X sont des variables aléatoires a valeurs dans N, alors

Vwe, 0<X(w)<Z(w)=Xw)+Y(w)+1.

Comme Z suit une loi géométrique, cette variable aléatoire admet un moment d’ordre deux et, par comparaison, X
admet aussi un moment d’ordre deux. En particulier, X est une variable aléatoire d’espérance finie.
Comme X et Y ont méme loi, Y est aussi une variable aléatoire d’espérance finie et de variance finie.
@ Par linéarité de I'espérance et par indépendance des variables aléatoires X et Y,

VB =EX+EM +1 et 9 —v(z) = V(X + VY.

P p?
Comme X et Y ont méme loi, on en déduit que
! q
5:2E(X)+1 et que ? =2V(X)

Donc

E(X):% et V(X) =1,

2. Comme Z suit la loi géométrigie de parametre p, on sait que

t
Gz(t) = 17

Comme X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi, a valeurs dans IN, alors

E(t%) = E(tX.tV.t) = t[E(t¥)]°.
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Ainsi,

Vtelo], Gx(t) = =p-( —1/2,

1—qt

# Sur [0, 1], la fonction génératrice Gx (t) est positive en tant que somme de termes positifs.
@ D’autre part, le rayon de convergence de cette série entiere est égal a 1/q.

3. Onreconnait une série entiere bien connue et on en déduit, apres quelques simplifications tout aussi connues, que

+o0o
veeon  ex=3 va($m (7).
n=0

L’égalité ayant lieu sur un intervalle de longueur strictement positive, on en déduit (Unicité du développement en série
entiere) que

VneN, P(X=n)= ﬁ(%)n- (2“).

n
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1. Les variables aléatoires Xy sont des variables aléatoires d’espérance finie, donc M,, est une variable aléatoire d’es-

pérance finie et
1 n n
— ) EX
EEYRINEEY 48

k=1

=\~

par linéarité de I’espérance.

#v On doit savoir que I'espérance d'une variable aléatoire de Bernoulli est égale au parametre de la loi.

2. Les variables aléatoires Xy sont des variables aléatoires de variance finie, donc M,, est une variable aléatoire de
variance finie et, par indépendance des X,

1 1 &
ﬂig TT; k(T —px).

# Toute variable aléatoire bornée (ou presque stirement bornée) admet des moments de tout ordre : ¢’est donc une variable aléatoire
d’espérance finie et une variable aléatoire de variance finie.

@ On sait bien que 0 < x(1 —x) < /4 pour tout x € [0, 1], donc

. 1«
VneN*  0<V \TT;

-Jk \

Par encadrement, la variance de M, tend vers 0 lorsque n tend vers +oco.

# On a ainsi démontré que 'espérance de My, (= la valeur moyenne des observations réalisées) tendait vers le parametre p
cependant que la variance de My, (= la dispersion de ces valeurs) tendait vers 0. On dit que M, est un estimateur convergent de

.

3.a. Comme M,, est une variable aléatoire de variance finie, on peut lui appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Pour tout ¢ > 0 fixé,
4V(M,,)

VnEN,  P(Mn—EMn)| > 5h) < —5

et comme V(M,,) tend vers 0, on en déduit par encadrement que

lim P(‘Mn—w‘ > 5) —0.

n—+oo n - 2
3.b. La suite de terme général E(M,,) converge vers p. Comme ¢/2 > 0, il existe un rang N € IN* tel que
vVn =N, |Mn_p‘<5/2-

Par inégalité triangulaire,
||Mn(w) —P| - | E(My) —PH < |Mn(w) - E(Mn)|-



Calculs de probabilité 114

Par conséquent, pour toutn > N, si |Mn(w) — p| > ¢, alors
[Mn(w) —p| = [EMn) =p[ 2 e —5 =5 >0

et par conséquent
|Mn(w) - E(Mn)‘ > /2.

@ On a ainsi démontré que
VTL}N, [|Mn_p‘>£} CHMn_E(Mn)|>£/Z]-
En conséquence, pour toutn > N,

AV(M,,
P(Ms —pl > €) < P(IMa — E(My)| > /) < T 0t)

On en déduit (Théoréme d’encadrement) que

lim P(|Mn—p|>e¢)=0.

n—-+4oo

Solution 111 rms135-1589

1. Le polynome caractéristique de M est égal a X2 — 2bX + a? et le discriminant réduit de ce polynome est b? — a?.
Si b% > a?, alors M € M, (IR) admet deux valeurs propres réelles distinctes, donc M est diagonalisable.
Si b? < a?, alors le polyndme caractéristique de M n’est pas scindé sur R, donc M n’est méme pas trigonalisable.

Sib = +a, alors M est proportionnelle a

0 -1 N 0 -1
M]J = (1 2) oua ML,] = (1 2) .

Ces deux matrices n’ont qu’une seule valeur propre (1 pour M; 7 et —1 pour M _1) et elles ne sont pas diagonales,
donc elles ne sont pas diagonalisables.

Finalement, la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, |b| > |al.
2.a. Calcul classique avec la o-additivité de P :

VvneN, P(Y>n)= Z P(Y=k)=q}.
k=n-+1

2.b. Comme X et Y sont des variables aléatoires a valeurs positives, la matrice M (w) est diagonalisable si, et seulement
si, Y(w) > X(w) et on cherche donc a calculer P(Y > X).
@ On décompose I'évenement [Y > X] sur le systéme complet d’évenements associé a la variable aléatoire discrete X :

“+o0o
Y>X = | |V>nln[X=n]
n=1
et, par o-additivité a nouveau,
+oo too
PY>X)=) P(Y>nX=n)=) P(Y>n)P(X=n)
n=1 n=1

puisque X et Y sont supposées indépendantes. D’apres le calcul précédent,

P1q2
P(Y > X) i
Zqz‘h P1 T—qiqz

3. Laloi binomiale #(n, 1/2) est symétrique : X et n — X ont méme loi et comme X et Y sont indépendantes, les deux
couples (X,Y) et (n —X,n —Y) ont méme loi.

#v Dans un schéma de Bernoulli, la variable aléatoire binomiale X compte le nombre de succes et n — X compte donc le nombre
d’échecs. Comme le second parametre p est égal a 1/2, échecs et succes se produisent avec la méme probabilité, ce qui explique la
symétrie de #B(n,1/2).
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En particulier, comme [Y > X] = —X>n—-Y],
PY>X)=Pm—-X>n—Y)=P(X>Y)
et comme ([X = Y], [X > Y], [X < Y]) est un systeme complet d’événements,

1—-P(X=Y)

P(Y>X) = 5

@ En décomposant I'événement [X = Y] dans le systéme complet d’événements associé a la variable aléatoire discrete
X, on obtient

PX=Y)=) PX=kY=kl=) PXX=k)?

k=0 k=0

par indépendance de X et de Y.
Donc 5
= /n 1 1 &« /n n 1 (2n
PX=Y) :];) <k> 4qn :4“1;><k> (n—k) - 4n(n)

d’apres la (bien connue) identité de Vandermonde et finalement, la probabilité pour que la matrice M soit diagonalisable
est égale a

2
)
2.4m
@ On peut déduire de la formule de Stirling que 7 (2;‘) est équivalent a \/% lorsque n tend vers +-oo, donc il y a peine moins

d’une chance sur deux pour que la matrice M soit diagonalisable.



