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Un congreés de mathématiciens se déroule au Centre Local d'Investigations Combinatoires (CLIC) de
Thouars (Deux-Sevres). Des conférences d'une durée d’une heure ont lieu dans les quatre salles du
CLIC.

Le gotit immodéré des participants pour les probabilités les pousse a se conduire selon les regles
suivantes :

— Chagque participant change de salle aprés chaque exposé.

— Si un participant est dans une salle impaire, il peut aller dans 1'une ou l'autre des deux salles

paires avec la méme probabilité q ou aller dans I’autre salle impaire avec la probabilité 2q.

— Si un participant est dans une salle paire, il peut aller dans I'autre salle paire avec la probabilité

q’ ou dans I'une ou I'autre des deux salles impaires avec la méme probabilié 2q".

On modélise le parcours d'un participant par une suite de variables aléatoires Y,, définies sur un
méme espace probabilisé (Q, A, P), dont les valeurs sont comprises entre 1 et 4 (la valeur de Y, étant
le numéro de la salle dans laquelle se trouve ce participant lors du n-iéme exposé).

La loi de la variable aléatoire Yy, est représentée par le vecteur

P
P
Va=|p
P

=

Calculer q et q'.
2. Expliciter une matrice A € M4 (R) telle que

Y1, Vi =AV,.

3. Vérifier que
-1 =3 -1
seh) = {1 7 5 5
4. Onsuppose qu’au début de la journée, la moitié des participants est dans la salle 1 et I’autre moitié
dans la salle 2. (Les exposés dans les salles 3 et 4 étant clairement ennuyeux.)
Calculer, a 1% pres, le vecteur Vg, qui représente la répartition des participants dans chacune des
quatre salles lors du sixiéme exposé de la journée.
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Solution % Le congrés des mathématiciens allés a Thouars

1. Pour toutn € NN, la fonction Y, 11 est une variable aléatoire a valeurs dans {1, 2, 3,4}, donc

([Yn+1 = ” [ n+1 —2] [YnJr] —3] [ n+1 —4D

est un systéme complet d’événements.
En admettant que 1'événement E; = [V, = 1] ne soit pas négligeable, Pg, est une mesure de
probabilité sur (Q,.4), donc

4
DY P, (Yap=1)=1.
i=1

D’apres les hypotheses de ’énoncé,

Py,—11(Yni1=1)=0
Prv,—11(Ynt1 =2) =Py, -11(Yn1 =4) =q
Py, —11(Yni1 =3)=2q

donc q = /4.
De méme, en admettant que E; = [Y;, = 2] n’est pas un événement négligeable,

4
D Pe,(Yny =) =1
i=1

et d’apres les hypotheses de 1’énoncé,

Pry,—2(Yni1=2)=0
Pry,—21(Ynt1 =1) =Py, —2)(Yni1 =3) =29’
Py, —11(Yni1 =4)=q’

donc q’ = 1.
I On admet que la modélisation proposée par I'énoncé est cohérente !

2. On cherche des réels a; ; tels que
v1<ig<4, Yoy =1) Za1,1 Yn =j). 1

Comme
([Yn - ]]) [Yn — 2]) [Yn - 3}) [Yn - 4])

est un systéeme complet d’événements, on sait que
4

(Yni1 =1) ZP Yoni1 =1, Yn =j). 2)
j=1

En comparant (1) et (2), on déduit que :
— Sil’événement [Y,, = j] n'est pas négligeable, alors le réel

aij = P(Yni1 =1 Yn=j)

convient;
— Sil'événement [Y,, = j] est négligeable, alors la conjonction

Yo =iNYn=jl C[Yn =]
est elle aussi négligeable, donc
P(Yni1=1,Yn=j)=P(Yn=j)=0

et n'importe quelle valeur de a; ; convient!
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Les indications de 1’énoncé imposent les valeurs suivantes pour les probabilités conditionnelles
(en admettant qu’elles aient un sens) :
— Pour tout j,
P(Yni1 =jlYn=j)=0.

— Sij est impair et i pair,
PYnp1 =ilYn=j)=q.

— Siietj sont impairs (et différents),
P(Yni1 =1|Yn =j) =2q.

— Sij est pair et i impair,
P(Yn+1 =1 ‘ Yn :]) = Zq/-

— Siietj sont pairs (et différents),
PYni1=1i|Yn=j)=4q".

Par conséquent, la matrice suivante convient :

0 2q’' 2q 24’ 0 8 10 8
A_|d 0 q q |_115 0 5 4
|29 29 0 29’ 20{10 8 0 8
q q q O 5 4 5 0

3.  On écrit les matrices 20A — 2014, 20A + 1014, 20A + 414 et 20A + 614 pour chercher des relations
de liaison entre les colonnes. On en déduit que la matrice A admet 1, —1/2, —1/5 et —3/10 pour valeurs
propres et que les sous-espaces propres respectivement associés sont les droites vectorielles dirigées

par

8 1 0 1
5 0 1 —1
8|’ -1 o 1
5 0 —1 —1
4. D’apresl’énoncé,
1 8 1
1{0 115 5 | -1
oZa 1] T 8] Ts |
0 5 —1

A quoi sert une base de vecteurs propres, sinon a décomposer un vecteur donné en combinaison linéaire de
vecteurs propres ?

On déduit de la relation de récurrence [2.] que

8

e I =3\ 5 | -1
Vo =A"Vy = (1) "7 | 8 _‘_(7) 2|
5

pour toutn > 1.
Pour n > 6, le facteur (3/10)™ est trés inférieur a 1%, donc

8
1
VnN%

U1 G0 U1

et la répartition des participants dans les différentes salles est a peu pres constante au cours du temps
(bien que les participants changent tous de salle a chaque heure).



