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MP/MPI

< Exercice <

On consideére un entier n > 2 et des variables aléatoires indépendantes Z;, ..., Z,, définies sur un

espace probabilisé (Q, A, P).
Pour tout entier 1 < p < n, on définit deux nouvelles variables aléatoires

n
RP = Z] + .. +ZTL = ]; Zk et MP = ]?Sgp|zk|_

On admet que ce sont bien des variables aléatoires sur (Q, A, P).
On souhaite démontrer la propriété suivante.

Vx>0, P(My2>3x)<3 max P(|Ry|>x)
1<psn

Pour cela, on fixe (une fois pour toutes) un réel x > 0 et on pose

A =M, > 3x], =[Ri|=3x] et V2<p<mn, A,=[Mp_1<3xIN[Ryl>3x

].

On admet que A etles A,, 1 < p < n, sontbien des événements: A € Aet A, € Apourtoutl <p < n.

1. Exprimer l'événement A au moyen des événements A1, ..., An.
2.  Démontrer que

P(A) <P(Ral>x)+ > P(A, N [Ral<x]).
p=1

3. Démontrer que
Vi<p<n, A,Nn[Rul<x]CA,N[Ry—Rpl>2x].

4. Endéduire que
P(A) < P(Rnl = x) + ,max P(|Rn, — Rp| > 2x).

P

5. Conclure.
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Solution % Une inégalité maximale

Rappelons que le maximum M, d'un ensemble fini de réels |Rq|, ..., [Rn| est inférieur a un seuil o si, et
seulement si, tous ces réels sont inférieurs a oc :

weMy<a & VI<k<n, [Relw)<ax

et que ce maximum est supérieur a un seuil 3 si, et seulement si, l'un de ces réels au moins est supérieur a
B:
weMn2=pl = FT<k<n, [Re(w)l > B.

En termes probabilistes,

Mn<ad= () [Rd<o] et Ma=pl= [J [IRl>B].

1<k<n 1<k<n

Bien entendu, des propriétés analogues sont vraies pour le minimum.

1. Par définition,
A= J [IRel=3x]

1<k<n

et

V2<p<n, A, =[Ril<3x] NN [Rp—1l < 3x] N [[Rp| = 3x]
C [IRpl = 3x].

@ Pour tout 1 < k < n, on sait que Ay C [|Ri| > 3x]. Par conséquent,

U Ak C U [IRil = 3x] = A.

1<k<n 1<k<n
a Soient 1 <1< j < n.Onvient de voir que A; C [[Ri| > 3x] et que Aj C [[Ri| < 3x] (puisque i < j).

Par conséquent, A; N A; = & et les A sont deux a deux disjoints.
Nous avons ainsi démontré que

|_| Ayx C A.

1<k<n

@ Réciproquement, pour tout w € A, on sait qu’il existe au moins un entier 1 < k < n tel que
IRk (w)| > 3x. Par conséquent, I'ensemble

No = {k € [1,n] : [Re(w)| > 3x}
est une partie non vide de N. En posant p = min N,, on a donc
VI<k<p, Relw)<3x et [Rp(w)l > 3x,
c'est-a-dire w € A,,. Autrement dit,
VweA, 31<p<n, weA,

c’est-a-dire

Ac | A,
1<p<n
On a donc démontré que
A= || A
1<k<n

et en particulier que P(A) =P(Aq) +--- + P(A,).
2. Considérons l'éveénement B,, = [|R,| < x].

L'énoncé ayant admis que Ry, était une variable aléatoire, on en déduit que |Ry| est aussi une variable
aléatoire et I'image réciproque de l'intervalle |—oo, x[ par une variable aléatoire est un évenement.
Cela dit par parentheses, I'énoncé jugeant prudent de ne pas poser cette question.
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Le couple (BE, By ) est un systéeme complet d’évenements, donc
A=AN(B;UBn)=(ANB;)U(ANBL,).
Il est clair que A N BS, C B, et, par distributivité,
n n
AﬂBn_<|_|Ap) |_|A NBn) C Bn.
p=1 p=1
Ainsi,

ACB%U(U(Amen)>

he]
Il

et, par croissance et additivité de P,

En revenant a la définition de B,,, on obtient :

P(A) <P(Ral=x)+ ) P(A, N [IRal < x]).
p=1

C’est incontestable : on y voit plus clair et on gagne beaucoup de temps en donnant un nom simple aux
évenements compliqués !

3. D’une part, il est évident que
Ap N [Rul <x] C Ap.

D’autre part, si w € A, N [|Ry| < x], alors en particulier
Rp(w)l = 3x et [Rp(w)l <x.
On peut donc déduire de I'inégalité triangulaire que
[Ra(0) = Rp ()] > IRy ()] — R ()] = [Rp ()] — R ()] > 3x — x = 2x.
On a donc également l'inclusion
N [Ral < x| C [IRn — Rp| > 2x]

et donc
Ap N [IRnl <x] € Ap N IRy — Rp| > 2x].

4. On déduit des deux questions précédentes et de la croissance de P que
n
P(A) <P(Ral = %)+ Y P(A, N [Ry— Ryl > 2x]).
p=1

11 faut alors se rendre compte que
— l’éveénement A, est défini a 'aide des variables aléatoires Ry, ..., R, et donc des variables
aléatoires 71, ..., Z;
— alorsque R, —R, =Z, 1+ -+ Zy.
Par hypothese, les variables aléatoires 71, ..., Z, sont indépendantes, donc les deux variables aléatoires
f(Z1,...,Z,) et g(Zp41, ..., Zyn) sont indépendantes, quelles que soient les applications f et g (Lemme
des coalitions). De ce fait, les événements A, et [IRn —Rpl > Zx} sont indépendants et

P(Ap N [IRn — Ryl > 2x]) = P(A,) P(IRy — Rp| > 2x).
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Soient (Up)1<p<n et (Vp)i<psn, deux familles finies de réels positifs. Comme la famille (vp)1<p<n est
finie, elle admet un plus grand élément et

Vi<p<n, v, < max vg.
\P\ y p\lgkgnk

Comme les \up, sont positifs, on en déduit que

Vi<p<n, u,v, <u, max v
Py, PVp X P]gkénk

et donc, en sommant sur p, que

n n

UpVp < u max V.
Z]PP\<§ P)KK“
p:

p=1

Ce petit raisonnement, trés trés tres classique, étant rappelé, revenons a nos moutons.

On déduit de ce qui précede que

n
P(A) <P(Ral>x)+ ) P(A;)P(Ry —Rp| > 2x)
p=1
mn
P(Rn| = x) + (; P(A ) ]glkagnp(mn —Ri| > 2x)
‘p:
P([Rn| > x) + max P(|Ry —Ry,| > 2x)

/N

p<n

puisque P(A;) 4 --- 4+ P(A,) = P(A) < 1 (d’apres la premiére question).
5. Par inégalité triangulaire, si |[R,, (w)| < x et [R, (w)] < %, alors [Rn (w) — Ry, (w)] < 2x. En passant au
complémentaire, on en déduit que

(R — Rpl > 2x] C [[Rn| > x] U [[Rp| > x]
et donc que

P([Rn —Rpl > 2x) < P(IRn| > x) +P(IRp| > x) < 2 ,max P(|Ry| > x)

\\

(le maximum est un majorant).
@ Si|R,(w)| > x,alors |Rn(w)] = x, donc

Vi<p<n, P(Ry—Ry[>2x)< 21g}3gan(\Rkl > x).

Le majorant est indépendant de p, on peut donc passer au maximum :

max P(|Rn, —Rp| > 2x) <2 max P([R| > x).
1<k<n

1<p<n
On a ainsi démontré que

P(A) <P([Rn| = x) +2 max P(|Ry| > x) <3 max P(|Ry|>x).
1<k<n 1<k<n



