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Soient Y et Z, deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P) a valeurs
dans N. On suppose que
vos<n<j, P(Y=j,Z=n)=0

et que
Ate 2ol (1 — o)

vog<j<n, PY=j,Z=n)= - -
J J jin—j)!

oul0<a<letA>0.

1.a. Quelle estla loi (marginale) de Z?

1.b. Quelle est la loi (marginale) de Y?

1.c. Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes ?

1.d. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant I’événement [Z = n].

2. Déterminer la loi de la variable aléatoire X = Z — Y.

3. Soient j et k, deux entiers naturels. Calculer la probabilité conditionnelle

P(Y=j|X=k).

4. EnSyldavie du Nord, le nombre d’enfants par famille peut étre modélisé par une variable aléatoire
suivant la loi de Poisson de parametre A = 2,2. On a également observé que la répartition des deux
sexes dans une fratrie de n enfants pouvait étre modélisée par une famille de n variables aléatoires
indépendantes suivant une loi de Bernoulli de parametre 1/3.

4.a. Quel est le pourcentage de familles syldaves ayant i enfants dont j garcons?

4.b. Quel est le pourcentage de familles syldaves n’ayant que des filles?
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Solution % Couple de variables de Poisson

1.a. On déduit la loi de Z de la loi du couple (Y,Z) au moyen du systéme complet d’événements
associé a la variable aléatoire discrete Y. Pour toutn € N,

+00
P(Z=n)=) P(Y=j,Z=n)
j=0

v (=
—ane Y
= =i

Ate M1l — )™ & /n o N
- nl j_Zo<j><1—oc)
::Anefk

n!

d’apres la formule du bindme. La variable Z suit donc la loi de Poisson de parametre A.
1.b. On procede de méme avec le systeme complet d’événements associé a la variable aléatoire dis-
crete Z. Pour toutj € N,

+o0
P(Y=§)=) P(Y=j,Z=n)
n=0

e Mo & A1 —o) T e A (Ax)

R =
d’apres le développement en série entiere de exp. La variable Y suit donc la loi de Poisson de parametre
Ac.
1.c. Comme Y et Z suivent des lois de Poisson, alors les probabilités P(Z = 0) et P(Y = 1) sont
strictement positives, mais d’apres la loi jointe,

P(Y=1,Z=0)=0#£P(Y=1)P(Z=0).

Les variables aléatoires Y et Z ne sont donc pas indépendantes.
1.d. Onsait que P(Z =n) > 0 pour tout n € N. On cherche donc a calculer

P(Z=nY =j)

P(Y=jlZ=n)= =575

Sij > n, cette probabilité est nulle : on dit que la loi conditionnelle de Y sachant [Z = n] est portée par
{0,...,n}L
Sio<j<n,

P(Y=j|Z=n)= (;L)ocjﬂ )

dong, conditionnellement a 1’événement [Z = n], la variable Y suit la loi binomiale de parametres n et
.
2. Comme Y et Z sont des variables aléatoires a valeurs dans N, alors leur différence X est une va-
riable aléatoire a valeurs dans Z.

Mais P(Y < Z) = 1 (d’apres la loi conjointe de (Y, Z)), on peut donc considérer que X est une
variable aléatoire a valeurs dans IN.

Pour tout k € IN, on peut décomposer 1'événement [X = k] au moyen du systeme complet d’évé-
nements associé a la variable discrete Y :

X=K=||V=jzZ-vY=K=]|]IVY=§,Z=j+K.
jeN jeN
Par o-additivité de P, on en déduit que

+o0o

PX=k=) P(Y=},Z=j+k)
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donc X suit la loi de Poisson de parametre A(1 — ).
3. Onsait que P(X = k) > 0 pour tout k € N d’apres la question précédente. De plus,

X=k,Y=jl=[Y=j§,Z—Y=Kkl=[Y=},Z=j+Kl
Comme j + k > j, on en déduit que

o (OA)

PY=jIX=k)=e =

b

donc la loi conditionnelle de Y sachant [X = k] est la loi de Poisson de parameétre (Ac).
4. On modélise le nombre d’enfants par famille au moyen d’une variable aléatoire N qui suit la loi
de Poisson P(A), donc

YyneN, P(N=n)=P(Z=n).

Conditionnellement a I’événement [N = n], le nombre de garcons G dans une famille est alors modélisé
par une somme
Bi+--+Bn

de variables indépendantes qui suivent toutes la loi de Bernoulli B(/2). Par conséquent, la loi condi-
tionnelle de G sachant [N = n] est la loi binomiale B(n, /), donc

vo<j<n, P(G=jIN=n)=P(Y=j|Z=n).
On en déduit que, quels que soient les entiers 0 < j < n,
PG=j,N=n)=P(G=jIN=n)P(N=n)=P(Y=j|Z=n)P(Z=n)=P(Y=j,Z=n).

La loi du couple (G, N) est donc égale a la loi du couple (Y, Z) étudié plus haut avec A = 2,2 et o« =0, 5.
4.a. Ils’agit de calculer la probabilité pour que le couple (N, G) prenne la valeur (i,j), c’est-a-dire

Ae?ad (1 — )t

PY =02 =0=""55 )

4.b. Ils’agit de calculer la probabilité pour que G = 0, c’est-a-dire

PY=0)=e¢ > = exp(—1,1) = 33%.



