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On modélise un jeu de Pile ou Face par une suite (By,)n>1 de variables aléatoires indépendantes de loi
2(1/2) définies sur un espace probabilisé (Q, A, P) : I'événement [B,, = 1] signifie qu’on a obtenu Pile
lors du n-ieme lancer.

On note X, le rang (aléatoire) d’apparition du premier Pile et Y, le rang (aléatoire) d’apparition du
premier Face.

Par convention, si Pile n"apparait jamais, on pose X = 0 et, symétriquement, si Face n’apparait
jamais, on pose Y = 0. De cette maniere, X et Y sont des applications de (O dans IN.
1. Pourn € N, exprimer [X =n] et [Y = n] a 'aide des variables aléatoires By. En déduire que X et Y
sont des variables aléatoires discretes.
Reconnaitre la loi de X et celle de Y. On précisera leur espérance et leur variance.
Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
Calculer la loi de la variable aléatoire XY, ainsi que I'espérance de cette variable.
Calculer la covariance de X et Y. En déduire que V(X +Y) = 2.
Démontrer que les variables aléatoires X 4 Y et XY + 1 ont méme loi.

N
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Solution % Jeu de Pile ou Face

1. Par convention,

n>1 n>1
Pourn > 1,
[XZTL}Z[B]— :Bn,1:0}m[Bn:1]
et symétriquement
[Y=n]=[B)=---=Bn_1 =1N[Bn=0l.

Comme les By sont des variables aléatoires, on sait que [Bx = 0] et [Bx = 1] appartiennent a la
tribu A pour tout k > 1. Une tribu étant stable par intersection finie ou dénombrable, on déduit de ce
qui précéde que

YyneN, [X=nleA

et donc que X est bien une variable aléatoire. Idem pour Y bien sfr.
Comme les variables aléatoires By sont indépendantes et suivent toutes la loi de Bernoulli #(1/2),

Vn>T, mx:ng(bnq-;

Donc X suit la loi géométrique ¥(1/2), d’espérance 2 (I'inverse du paramétre) et de variance 2 (=q/p?).
Idem pour Y.
2. Onadémontré que P(X=1) =P(Y=1) =1/ Mais

X=1=[By =1 et [Y=1=[B=0]
donc les événements [X = 1] et [Y = 1] sont disjoints et de ce fait
PX=1,Y=1)=0#£P(X=1)P(Y=1).

Les variables aléatoires X et Y ne sont donc pas indépendantes.
3. Onaremarqué ala question précédente que

(X =15,y =1]) = (By =1],[B; =0])
était un systéeme complet d’événements. Par conséquent, pour toutn € NN,

XY=n]=XY=n,X=1UXY=n,Y=1]
=X=1LY=n]UuX=n,Y=1].

@ Pour n = 1, on a déja remarqué que

etdonc P(XY =1)=0.
@@ Pourn=0oun>2,ona
X=1,Y=n]=[Y=n]

puisque, pour toutn # 1,
Y=n]Cc[Bi=1=X=1].

De méme, [X =n,Y = 1] = [X =n] et donc

Vyn>2, PXY=n)=2PX=n)=

-1
avec
P(XY=0)=2P(X=0)=0.

a Comme [XY =n] = [XY—1 =n—1], on déduit de ce qui précede que XY —1 suit la loi géométrique
de parametre /> et donc que
EXXY)=EXXY—-1)+1=2+1=3.

4. D’apres la Formule de Koenig-Huyghens,
Cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y)=3—-2x2=-1.

On sait que
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) =2+2—-2=2.

5. Question piege! On a constaté que ([X = 1], [Y = 1]) était un systéme complet d’événements.
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— Si X(w) =1, alors X(w) + Y(w) =1+ Y(w) cependant que X(w)Y(w) +1=1+Y(w);

— SiY(w) =1, alors X(w) + Y(w) =1+ X(w) cependant que X(w)Y(w) +1 =1+ X(w).

Donc en fait, et malgré les apparences, les variables aléatoires X 4+ Y et XY + 1 sont égales (en tant
qu’applications de Q dans N) et par conséquent, elles ont méme loi : la loi géométrique ¥(1/2).



