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Probléme de Mathématiques
Référence pp1508 — Version du 31 décembre 2025

On considere une suite (X, )nex de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, A, P),
indépendantes et de méme loi :

PXo=-1)=PXo=1)=
et, pour tout entier n > 1, on pose
Sn=X7+ -+ Xn.

1. Soit (A )nen, une suite d’événements telle que la série > P(A,,) soit convergente.

1.a. Démontrer que
B=() JAccA

n>lk>2n

1.b. Démontrer que

P(B) = lim P(U Ak>.

n—-+4oo

1.c. Endéduire que P(B) = 0.
2. Démontrer que
VteR, chtg exp(tz/z).

5 On pourra par exemple étudier les variations de

3.a. Calculer @(t) = E(etXn).
3.b. En déduire la valeur de E(etSn).
3.c. Comparer

+oo e X /2
lim E(etS"/V™) et J ext dx.

n—+oo — 00 \/277'[
= On rappelle que
Foo o—x?/2
dx =1
Jfoo V2m

4. Soit a > 0.
4.a. QuevautP(S, > a)lorsquen < a?
4.b. Démontrer que
VteR:, P(Sp>a)<e "““E(e™).

4.c. Déduire de [2.] que
P(Sh > a) < inf e @ E(etS™) < e—a’/2n,
t>0
5. Démontrer que les variables aléatoires S, et —S,, ont méme loi et en déduire que
P(ISn] > a) < 2e~%°/2™,
6. Soit ¢ > 0. Pour tout n € IN, on pose

Ane = {Sn| > 5] e A
n

6.a. Démontrer que la série } P(A, ;) est convergente.
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6.b. En déduire qu'il existe un événement Q. € Atel que P(Q.) =1et que

S
YweO,, an, €N, Vk>n,, | k]((w” <
7. Démontrer que
0= () Qi/m

meN*
est un événement presque str et que

S

VweOo, Selw) )

k k—+o00

On traduit cette propriété en disant que Sy /k converge presque s{irement vers 0.

8. Pour toutn € IN*, on pose
U, = [ISn| > V2an inn]

ou & > 1 est fixé.
8.a. Démontrer que U,, € Aetque ) P(U,) converge.
8.b. En déduire que, presque slirement, il existe un nombre fini d’entiers k > 1 tel que [Si| >

20k n k. Comparer avec [7.]
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Solution % Etude asymptotique d’'une marche aléatoire

La famille (Sn)n>1 est une marche aléatoire au sens oi1 on étudie le comportement des suites

(Sﬂ(w))n>1

plutdt que la loi de chacune des variables aléatoires Sy, .

1.a. Par hypothese, Ax € A pour tout k € N. Or A est stable par union dénombrable et par intersec-
tion dénombrable, donc B € A.

1.b. DPour toutentiern > 1,

U Ax C Ap U U Ak:UAk

k>n+1 k>n+1 k>n

donc B est I'intersection d’une suite décroissante d’événements. Par continuité décroissante de P, on
en déduit que

P = i P(U 2.
k>n
1.c. Par o-additivité de P,
+o00
0< P( U Ak> <Y P(AW).
k>n k=n

Le majorant est le reste d’ordre (n — 1) de la série convergente > P(Ay), donc il tend vers 0. On déduit
de la question précédente que P(B) = 0.
2. Il estclair que la fonction 1p est paire et de classe ¥ sur R. On vérifie que

, 2
1
ch?t
ce qui prouve que J est convexe sur R. Comme 1’(0) = 0, alors 1 atteint son minimum absolu en
t = 0 et comme (0) = 0, alors 1\ est positive sur R. On obtient I'inégalité voulue en composant par
exp (qui est croissante).

P(t)=1- >0

Meilleure méthode — On sait que

“+oo tzn tz/z “+o00o tZ“
VteR, cht= et e = .
’ Z (2n)! 2nnl

Comme t*™ > 0 pour tout (n,t) € N x R et que

n

2n
=TT < [[a=2n)y,
q=1

k=1

l'inégalité est démontrée.
3.a. Comme X, est une variable aléatoire qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs, alors eX» est
une variable aléatoire qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs et en particulier une variable aléatoire
d’espérance finie.

Comme les variables aléatoires sont toutes de méme loi, 'espérance de e**» est indépendante de
n et d’apres le théoréeme de transfert,

ot)=e'P(X,=1)4+e 'P(X, =—1) =cht.

3.b. Comme S,, estla somme de n variables aléatoires bornées et indépendantes, alors

tSn _ etX‘ . tXn

€ R~

est le produit de n variables aléatoires d’espérance finie et indépendantes. Donc

E(ets“) — H E(etxk) _ [(p(t)]n —ch™t.
k=1
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3.c. Leréel t étant fixé,

t t2 n

E tsn/\/?" — 717: 1 —_— 2
(e ) = ch vo ( + o= +olt ))
et
n—-+oo ’

@ On sait que [x — e /2] est intégrable sur R. Le changement de variable affine [x — x — t] montre

que [x — e~ (x=8?/2] et intégrable sur R et comme

xt —x2/2 —

e e

e—(x—t]z/Z etz/Z,

N
Cte

la fonction [x — ete™*"/2] est intégrable sur R et

+ —x?/2 too ,—(x—1)%/2
J Tene dxzetz/ZJ Tel g,
—o00

ceo VM V2n

Ce n’est pas une coincidence ! Avec les hypotheses de I'énoncé, les variables aléatoires centrées et réduites
Sn/v/1 convergent en loi vers la loi normale centrée réduite et, par définition, si une variable aléatoire N
suit la loi normale centrée réduite, alors

s V271
1l reste & démontrer pourquoi la convergence en loi implique (ici) la convergence de E(e'S™/V™) vers
E(et™)...

4.a. DParinégalité triangulaire,
n
Vwe, [Saw)< ) Xelwl.
k=1

Or P(Xk| < 1)=1,donc P(|Sn| <m) =1etP(Sy, > a) =0 pour toutn < a.
4.b. Lavariable aléatoire e*S» est positive et d’espérance finie. D’apres I'inégalité de Markov,

P(ets“ 2 eta) < efta E(etsn).
Or t > 0, donc [x — e™] est une bijection croissante de R dans R* , donc

et > et =[S,

WV

al
et finalement
VteR:, P(S,>a)<e "““E(e).

4.c. Laquantité P(S,, > a) est indépendante de t : on peut donc passer a l'inf dans I'inégalité précé-

dente. D’apres [2.],
2

nt
e T E(etSh) < exp(T — ta)
et le trindme en t atteint son minimum pour t = ¢/, > 0, donc
: —ta tS . ntz —aZ/Z‘rL
infe "“E(e™") gmlnexp(T—ta) =e .

t>0 t>0

5. On considere la fonction f : N™ — N définie par
T(X1yeeeyXn) =X7 + -+ + Xn.

Comme les variables aléatoires Xy, ..., X, sont indépendantes, alors les variables aléatoires —Xj, ...,
—Xn, sont indépendantes et de méme loi que Xp :
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Par conséquent, les deux vecteurs aléatoires (X1, ..., Xn) et (—X1,...,—X;) ont méme loi jointe. Donc
leurs sommes
Sn=1Xq,...,Xn) et —S,=1(—Xq,...,—Xn)

ont méme loi.
@ Comme a >0,

[SnlZal=[Sqn 2 dU[Sqh < —al =[Sy > dU[-S, > dl

et comme —S,, 4 S., alors
P(IShl > a) =P(Sy 2 a)+P(Sy, > a) =2P(S,, > a).
On déduit de la question précédente que
P(Snl > a) < 2e /2",

6.a. On applique la majoration du [5.] avec a = ne:

2

Vn>1, 0<P(An.)<e ™ /2=(e </,

Ore > 0,donc0 < e ¢/2 < 1, donc la série 3 P(An,c) est convergente.
6.b. D’apres le lemme de Borel-Cantelli [[1.]], 'événement

ﬂ U Ak,e

n>1k>2n
est négligeable, donc I'évément contraire

Q. = U ﬂ A]C()E
n>1lk>2n
est presque str et, par définition de Q,,
ISk (w)]
k

7. Puisque une union dénombrable d’événements négligeables est encore un événement négligeable,
une intersection dénombrable d’événements presque sfirs est encore un événement presque siir, donc
O € Aest presque sfir.

De plus, par définition de O, si w € O, alors

VweQ,, In=1,Vk>=n, < E.

Sk(w) ol <

1
Vvm>=1,dn>1,Vk>n, . ‘ —

ce qui prouve bien que Sy (w)/k tend vers 0 lorsque k tend vers +oo.
8.a. L’ensemble U,, est un événement car S,, est une variable aléatoire.
@ On applique la majoration du [5.] a a = v2Zanfnn :

2
Yn>1, 0<P(Sel>a) <2e ¥t = =
nO(

Comme « > 1,la série > P(|S,,| > a) est convergente.
8.b. D’apres le lemme de Borel-Cantelli [[1.]], 'événement

u=J us

n>1k>n
est presque str et, par définition de U, si w € U, alors
In>1,Vk>n, [Sk(w)<V2akink.
Cela signifie que |Sy (w)| < v2ak énk & partir d’un certain rang et donc que I'inégalité contraire :

ISk] = V2akink

n’est vraie que pour un nombre fini d'indices k.

@ Comme
V2akink

k k—+o0

0,

cette propriété est plus précise que le résultat établi au [7.]



