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On s’intéresse ici a une marche aléatoire sur 7 : partant initialement de 0, si on se trouve sur 'entier x € Z
a l'instant n € N, on a une chance sur deux de se trouver sur l'entier (x + 1) et une chance sur deux de se
trouver sur l'entier (x — 1) a l'instant (n +1).

Pour décrire ce processus, on considere une suite (Xy )xen~ de variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes et de méme loi, définies sur un espace probabilisé (Q, A, P) en supposant que

VkeN', PXy=1)=PXx=—1)=-=.

On considere aussi la suite de variables aléatoires (Sn )nen définie par
n
So=0 et VneN, S;=) X
k=1

On définit en outre une fonction
T:Q— NU{+oo}

en posant

si Sn(w) # 0 pour tout n € N* et en posant
T(w) =min{n € N* : S;;(w) =0}

dans le cas contraire. On admet que T est une variable aléatoire.
Enfin, on définit deux suites réelles (pn)nen et (qn)nen en posant

YyneN, pn=P(S,.=0)

et

qo=0 et YneN" qn=P(T=n).

Partie A. Calcul de p,

On fixe un entier n € N et, pour tout k € N*, on consideére la variable aléatoire Y\ définie par

Xy +1

Yk = 7

On admet que (Yy)xen~ est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes (lemme des
coalitions).

Que représente la variable aléatoire S, ?

Calculer po, p1 et p2.

Justifier que pn = 0 pour tout entier impair n.

Soit k € N*. Démontrer que Yy suit une loi de Bernoulli de parametre /.
Pour n > 0, donner la loi de

A .

Zn =Y+ + Yy

et exprimer S;, en fonction de Z,,.
6. Onsuppose qu’il existe m € IN tel que n = 2m. Déduire de la question précédente que
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Partie B. Fonction génératrice des p,,

On note Ry, le rayon de convergence de la série entiere ) _pnx™ et f, la somme de cette série entiere sur son
intervalle de convergence.

7. Démontrer que R, > 1.
8. Démontrer que

pn = S TI(Z —5+1)

k=1
pour tout m € N*.
9. Déterminer un réel o tel que

Vxel-1,1[, f(x)=(1—x**

Partie C. Loide T

On note Ry, le rayon de convergence de la série entiere ) qnx™ et g, la somme de cette série entiere sur
son intervalle de convergence. Pour tout n € IN, on considere également la fonction g : R — R définie
par

VxeR, gn(x)=qnx™.

10. Calculer q; et q3.
11. Démontrer que la série ) g, converge normalement sur [—1, 1]. En déduire que Rq > 1.

Dans la suite, on admet la relation

n
YyneN pn= Z Pxdn—xk-
k=0

12. En utilisant un produit de Cauchy et la relation admise ci-dessus, démontrer que
vVxel-1,1[, f(x)g(x)="~F(x)—1.

13. En déduire que
Vxel-1,1[, g(x)=1—v1—x2

Calculer le développement en série entiére de g en précisant son rayon de convergence.
14. En déduire une expression de q,, pour tout n € N*.

15. En utilisant [11.] et [13.], calculer P(T = +o0). Interpréter le résultat.

16. La variable aléatoire T est-elle une variable aléatoire d’espérance finie?
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Solution % Retour a |'origine d’une marche aléatoire

Complément a caractére culturel
a S'il existe n € N* tel que S, (w) = 0, alors I'ensemble

{neN*: Sy(w)=0}
est une partie non vide de IN et admet de ce fait un plus petit élément. L’application T est donc bien
définie.
a [l reste a vérifier que T est bien une variable aléatoire sur (Q,.4). Pour cela, il faut d’abord remar-

quer que
VnelN" [S,=0¢€cAd

puisque S;, est une variable aléatoire. On en déduit que
VneN" [S,=0cA

puisqu’une tribu est stable par passage au complémentaire.
D’une part,

[T=+ool= (] Sn=0°€A

nelN*

en tant qu’intersection dénombrable d’événements.
D’autre part, pour tout entiern > 1,

T=n]=[S=0°N---N[Sn1=0N[Sn =0 A
en tant qu'intersection d’un nombre fini d’événéments.

Partie A. Calcul de p,,

1. Chaque variable Xy représente le déplacement effectué entre I'instant (k—1) et l'instant k, la variable
Sn représente donc la position a I'instant n.
2. Comme So(w) =0 pourtoutw € O,ona

po=P(So=0)=P(Q)=1.
Comme S7(w) = X5 (w) # 0 pour tout w € Q,ona
p1=P(S;=0)=P(@) =0.
Enfin, en décomposant sur le systéeme complet d’événements ([X; = 1], [X; = —1]),
S;=0=X1 ==Xl =X =1, Xo =—1UX; =—1,Xa =1].
Comme les variables aléatoires X; et X, sont indépendantes et suivent la loi de Bernoulli #(/2),
p2=PXi =1)P(Xz =-1)+P(Xy =-1)P(Xz =1) = -.
3. Comme Xy (w) = +1, les deux ensembles
{1<k<n: Xe(w)=1} et {1<k<n: X(w)=—1}

définissent une partition de {1, ...,n}. La somme de leurs cardinaux est donc égale a n.

Si Sn(w) = 0, alors ces deux ensembles ont méme cardinal m et par conséquent, n = 2m est un
entier pair.

Par contraposée, si n est impair, alors [S, = 0] est vide et par conséquent p,, = 0.
4. Comme Xy prend les valeurs £1, alors Yy prend les valeurs (£1 + 1)/2, c’est-a-dire 0 ou 1 avec

Yik=1=Xx=1 et [Yx=0=[Xx=-1]
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5. Remarque a caractere culturel
11 existe une fonction (affine!) f telle que Yy = f(Xy) pour tout k > 1. Comme les variables aléa-

toires X sont mutuellement indépendantes et de méme loi, les variables aléatoires Y sont mutuelle-
ment indépendantes (lemme des coalitions) et de méme loi (c’est la méme fonction f pour toutes les
variables).

@ En tant que somme de n variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli #(1/2), la
variable Z,, suit la loi binomiale Z(n, 1/2).

@ Puisque Xy =2Yy —1,

iZY—] <iYk)—nZZn—

k=1
6. D’apres la question précédente,
[Som =01 =22y =n] = [Z3m = m]

et comme Z,,, suit la loi binomiale #(2m, 1/2),

2my 1 1 /2m
Pam = 9w T gm\ )
On peut donner une interprétation combinatoire de cette expression : on choisit m indices parmilesn = 2m

indices pour situer les montées; chacune des m montées est effectuée avec la probabilité 1/> et chacune des
m descentes est effectuée avec la probabilité /.

Partie B. Fonction génératrice des p,,
7. Comme p, est une probabilité, on a évidemment

YynelN, Vo<x<1, 0<ppx™<x™

Pour 0 < x < 1, la série géométrique Y x™ est convergente, donc la série ) p,x™ est convergente (par
comparaison).

Comme la série entiére ) pnx™ converge au moins sur J0, 1], cela prouve que le rayon de conver-
gence est au moins égal a 1.

Le rapport du jury indique que de nombreux candidats ont cru que la série ) py, était convergente. Cela
s’explique par une lecture inattentive du titre de la partie : la fonction f est bien une fonction génératrice,
mais ce n'est pas la fonction génératrice d'une variable aléatoire! En effet, les événements [S,, = 0] ne
constituent pas le systéme complet d’'événements associés a une variable aléatoire...

8. Pourtoutm > 1,

] Tl 2k-20 1 5 T & 2k(2k—1) (2m)!
B B B e Rl e T

k=1

et on retrouve ainsi l'expression de p,m, calculée au [7.]
9. On sait que

Vuel-1,1[, (1+uw)* Zcmu

avecco = let

Yvm>1, cqn=

m!
Pourx € ]—1,1,ona —1 < —x? < 0 et donc
+o00
(1—x? Z Cm(— = Z (=)™ emx2™.
m=0

Or, d’apres [7.] et [3.],

vxel-1,1, f(x szmx

et d’apres la question précédente, pom = (—1)™cm pour oe = — /2.
On a donc 1

Vxel-1,1[, f(x)= .
x€l : () 1—x2
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Partie C. Loide T
10. Ona

q1 =P(T=1)=P(5 =0), q2 =P(T=2)=P(S1 #0,5, =0)

et d’apres [2.]

11. Pour tout x € [—1,1], il est clair que
Vn =1, |9n(X)‘<qn=P(T:n).

On a trouvé un majorant indépendant de x € [—1,1].
Comme les événements [T = n] sont deux a deux disjoints, la série }_ P(T = n) est convergente
(0-additivité de P), donc la série de fonctions ) _ g, converge normalement sur le segment [—1, 1].
a En particulier, la série > g (x) converge absolument pour tout x| < 1, ce qui prouve que le rayon
de convergence Ry est au moins égal a 1.
12. Le produit de Cauchy des séries entiéres ) pnx™ et ) qnX™ est la série entiere ) w,x™ définie

par

n
VnelN, wy= Z Prdn—k-
k=0

D’apres [7.], ona R, > 1 et d’apres [11.], on a Rq > 1. Par conséquent, pour |x| < 1 (au moins!), la série
> wnX™ est absolument convergente et

anxn: (anxn) (Z qnXx > = f(x)g(x).
n=0 n=0

D’apres 1"énoncé,
vVn>1, Wy = Pn.-

En outre, wy = poqo = 0 (puisque qo = 0), donc

Vxe] Z wnpx" Z pPnx" —po =Tf(x)—1. (par [2.])
On en déduit que
vVxel-1,1[, f(x)g(x)="~f(x)—1.

13. On connait I'expression de f(x) depuis [12.] et on déduit de la question précédente que

Vxel-1,1, gx)=1—+vV1-—x2

w Le développement en série entiére de (1 +u)'/? est connu, son rayon de convergence est égal a 1
et les coefficients sont donnés par la formule rappelée au [9.] Cette fois, x = 1/ et, pour toutn > 1,

o (— — —1)n-1

()™ '(2n—2)
22n=1.nl(n—1)!

avec ¢g = 1 bien stir.
Pour|x| < 1,onau=—x? € ]-1, 1[ et donc

+00 Too
2 VA0 S R (2n —2)! X
m ]+ch( x°) 1 22n=1.nl(n—1)! X

n=1

Par conséquent,
+o00 n

— Zn 2)! X
1 _Xz - Z l 22n—1

pour tout x € ]—1,1[.
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14. Comme le rayon de convergence est strictement positif (il est égal a 1), on peut invoquer 1'unicité
du développement en série entiere. On déduit de I'expression précédente que

qO:O) VnG]N, q2n+1 =0
et que

(2n—2)!
22n=1 . nln=-1!"

VTLZ], qon =

15. Par [11.], la fonction g est continue sur [—1, 1]. En particulier,

Y gn=g(l)=lim1—-y1-x2=1.

<
x—1

Q=[T=+cu | | [T=n]
neN*
et par o-additivité de P,
“+o0o
1=P(Q)=P(T=1400)+ ) qn.

n=1

On en déduit que P(T = 4o00) = 0, ce qui signifie que, pour presque tout w € Q, il existe au moins un
entier n > 1 tel que Sy (w) = 0.
16. Comme g est la fonction génératrice de T, on sait que T est une variable aléatoire d’espérance finie
si, et seulement si, g est dérivable au point 1.

Pour 0 < x < 1, on déduit de [13.] que

g(1) —g(x) 1(1\/1x2):\/1+x

- 1—x'

1—x T—x

Cela prouve que g n’est pas dérivable au point 1 (le taux d’accroissement tend vers +oo) et donc que T
n’est pas une variable aléatoire d’espérance finie.



