Espaces vectoriels normés : énoncés

Exercices CCP
“+o0

1) On note E = R[X] et pour P = Zaka ekb:
k=0
+oo

—+oo
1Pl = lax| 1Pllz =D 2" |ax| [Plls = sup [P(t)
k=0 k=0 Ost<l

Montrer que || |1, || ||2 et || |3 sont des normes sur E. Sont-elles équivalentes ?

2) Donner un espace vectoriel normé E et une suite d’éléments de E bornée mais sans valeur d’adhérence.

1
3) Montrer que lapplication N : (z,y) — / |z + ty| dt est une norme sur R? et tracer sa sphére unité.
0

4) Soit E et F deux espaces vectoriels normés. On munit l'espace E x F de la norme :
V(z,y) € Ex F, |[(z,y)l| = max([|], [ly])

Pour A C F, B C F, montrer :

e AxB=AxB e Int(A x B) = Int(A) x Int(B) e Fr(A x B) = (Fr(A) x B) U (4 x Fr(B))

5) Soit A un partie d’un espace vectoriel normé E. Montrer que Fr(A) = A si et seulement si A est un fermé d’intérieur
vide. En déduire que pour toute partie B de E, Fr (Fr (Fr B)) = Fr (Fr B).

6) Soit (M})r>0 une suite d’éléments de GL,(R). On suppose que les suites (M) et (M, ') convergent respectivement
vers des matrices M et N. Montrer que M est inversible et que N = M 1.

7) Soit A € M,,(C) telle que la suite (A¥);>o converge vers une matrice B € M,,(C) quand n tend vers I'infini. Montrer
que B est la matrice d’une projection.

8) Soit (Ak)r>0 une suite d’éléments de M,,(K), ot K = R ou C. Montrer que la suite (Aj)r>0 converge (pour une norme
quelconque de M, (K)) si et seulement si pour tout vecteur X € K", la suite (A3 X)x>0 converge.

9) Soit A une algeébre normée de dimension finie, ¢’est-a-dire une algebre de dimension finie munie d’une norme vérifiant :
Vu,v € A, [luv]] < lull - ]|
On note e I’élément unité de A.

a) Soit u est un élément de A tel que |ju|| < 1. Démontrer :

e la série E u¥ est convergente ;
k>0

+o00
e ¢ — u est inversible et (e —u)~! = Zuk
k=0
k
, U
b) Démontrer que pour tout u € A, Z T est convergente.
k>0

10) Soit M € M,,(C) telle que M¥ —— P € GL,(C). Que peut-on dire de M ?

k——+o00



Exercices Mines-Centrale: normes

11) Soit F' 'ensemble des applications lipschitziennes de [0, 1] dans R nulles en 0. Pour f € F', on pose :

)=t

N(f) = sup p—

Montrer que N est une norme sur F' et comparer la a la norme de la convergence uniforme.

12) Les normes suivantes sont-elles équivalentes ?

a) E=C([0,1],R)
[fllo = sup [f()]  Ni(f) = [flloo + 1f e No(f) = [£O)] 4[| f lloo
0<t<1

b) E = {(z,) e RY / Z |z, converge}
n>0

+o0o +o00
lalloe =supfoal flally =3 lanl  lollz = | > a3
neN =

n=0

13) Soit F = C([0,1],R) et g € E. On considére Ny : f > || fglloo- A quelle condition N, est-elle une norme sur E ? A
quelle condition supplémentaire cette norme est-elle équivalente & || |00 ?

Si g1 et g2 sont deux éléments de E tels que Ny, et Ny, soient des normes, a quelle condition Ny, et Ny, sont-elles
équivalentes ?

14) (Centrale 2019) On munit M,,(R) de la norme A = (a;j)1<i,j<n — Al = /D2 1<i j<n a%j.

a) Montrer que || || est une norme multiplicative, i.e. que ||[AB| < ||A]| | B]| pour tous A, B € M, (R).
b) Soit A € M, (R). On définit une suite (My)r>o par la donnée de My € M,,(R) et la relation de récurrence :

VkeN, Myt =2M; — M, AM,..

Montrer que si [|I, — AMyl| < 1, A est inversible et My . A~1. Que peut-on dire de la vitesse de convergence ?
—+o0

15) Soit E = C(]0,1],R) et n + 1, une bijection de N sur Q N [0, 1]. Pour chaque famille sommable a = (ay,)nen de réels
+oo

strictement positifs, on définit 'application N, : f — Z an | f(ra)]-

n=0
a) Montrer que N, est une norme sur F, non équivalente a la norme de la convergence uniforme.

b) Si b = (bn)nen est une autre famille sommable de réels strictement positifs, a quelle condition les normes N, et N,
sont-elles équivalentes ?

16) On munit E = C([0,1],R) de la norme || ||; ou || ||2. Montrer que la convergence au sens de 'une de ces deux normes
n’entraine pas la convergence simple.

17) a) Construire deux normes sur R[X] telle qu’aucune des deux ne soit plus fine que lautre.
b) Construire deux normes sur R[X] telles que D : P —— P’ soit continue pour 'une et discontinue pour 'autre.

¢) Existe-t-il une norme sur R[X] qui rende continue D et 'application P — X P?



18) Pour A € M,,(C), on pose ||A]| = sup Z la; j|. Pour P € GL,(C), on pose ||Al|p = ||[P7'AP|. On rappelle que le
1<i<n ’;
==

rayon spectral de A est p(A) = /\rréaziA) [A]-
€5p

a) Montrer que pour tout P € GL,(C), 'application || ||p est une norme d’algeébre sur M,,(C), c’est-a-dire une norme
telle que ||[AB||p < ||A||p ||B||p pour tous A, B € M, (C).

b) Soit A € M,,(C) telle que A* tend vers 0 quand k tend vers I'infini. Montrer que p(A) < 1.

¢) Réciproquement, soit A € M,,(C) de rayon spectral strictement inférieur & 1. Montrer qu’il existe P € GL,,(C) telle
que ||A|p < 1. En déduire que A* tend vers 0 quand k tend vers l'infini.

19) Une suite (2y,)n>0 d'un espace vectoriel normé E est dite de Cauchy si :

Ve>0, Ing €N, Vp,geN, (p>ngetg>ng) = |z, — x4l <e.

a) Montrer qu’une suite convergente est de Cauchy.

On dit que l'espace E est complet si, réciproquement, toute suite de Cauchy de E est convergente. Un espace vectoriel
normé complet est appelé espace de Banach.

b) Montrer qu’une suite de Cauchy est bornée et que si elle posséde une valeur d’adhérence, elle est convergente. En
déduire que tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

¢) Montrer que lespace B([0, 1], R) des fonctions bornées de [0, 1] dans R est complet pour || ||co-
d) Montrer que lespace C([—1, 1], R) n’est pas complet pour | ||1.

e) Montrer qu’un espace vectoriel normé E est un espace de Banach si et seulement si toute série absolument convergente
d’éléments de E est convergente (pour la réciproque, on utilisera le b).

Exercices Mines-Centrale: topologie

20) On munit £ = C([0, 1], R) de la norme de la convergence uniforme. Calculer la distance de 0 & la partie F' définie par :

F:{feE/ 1/2f(t)dt— 1f(t)dt=1}
0

1/2

Montrer que cette distance n’est pas atteinte, bien que F' soit fermé.

21) Soit E un espace vectoriel normé et C une partie convexe de F. Montrer que 'adhérence et l'intérieur de C' sont
convexes.

22) (Mines 2016) Soit E un espace préhilbertien. Montrer que {(x,y) € E?, (z,y) est libre} est un ouvert de E?.

23) On munit M,, (K) (K =R ou C) d’une norme quelconque.

a) Montrer que les applications suivantes sont continues :
(M, X)e M, (K) x K" —» MX (M,N) e M, (K) x M,, (K) — MN M — M
M + det(M) M € GL,, (K) — M~*

b) Montrer que GL,, (K) est un ouvert dense de M,, (K).
¢) Montrer que pour toute matrice M, il existe une voisinage V de M telle que rg(M) < rg(N) pour tout élément N de V.

d) Montrer que si K = C et si (M},) est une suite bornée de M,, (K), la réunion des spectres des matrices M}, est bornée.



e) Montrer que pour toute matrice M € M,, (K), la suite (M*) tend vers 0 si et seulement si les valeurs propres complexes
de M sont toutes de module strictement inférieur & 1. A quelle condition la suite (M*) est-elle bornée ?

f) Calculer I'adhérence et I'intérieur de I'ensemble des matrices diagonalisables.

g) Méme question avec {M € M,, (C) / Ip € N*, MP =1T}.
24) Décomposition polaire
On munit M, (R) de sa topologie naturelle.

a) Montrer que l'application définie de O,,(R) x S;7*(R) dans GL,,(R) qui & un couple (O, S) associe le produit OS
est un homéomorphisme.

b) Montrer que I'application exponentielle réalise un homéomorphisme de S,,(R) sur S;*(R). Qu’en déduit-on sur
la structure topologique de GL,(R) ?

25) Montrer que si (Z,)nen est une suite d’un espace vectoriel normé F, I’ensemble des valeurs d’adhérence de (2, )nen
est un fermé.

26) Soit E un espace vectoriel normé et P € R[X]| de valuation 1. Montrer que 0 est un point isolé de ensemble des
u € L(F) tels que P(u) = 0. Pourquoi cette propriété devient-elle fausse lorsque E est de dimension au moins 2 et P de
valuation supérieure a 27

27) Montrer que si A est une partie non vide et bornée d’un espace vectoriel normé E de dimension finie n > 1, A et
Fr(A) ont méme diamétre.

28) Pour A partie d'un espace vectoriel normé E et x € A, montrer que 1’on est dans un seul des deux cas suivants :
o il existe r > 0 tel que B(z,7) N A = {z}.
e pour tout r > 0, B(x,r) N A est infini.

Dans le premier cas, on dit que x est un point isolé de A. Dans le second, que x est un point d’accumulation de A. Montrer
que I'ensemble A’ des points d’accumulation de A est une partie fermée.

29) (Mines 2016) a) Déterminer 'adhérence et l'intérieur de 1'ensemble des matrices nilpotentes de M,,(C).

b) Pour M € M,,(C), on note Sy; 'ensemble des matrices semblables & M. Donner une CNS pour que la matrice nulle
appartiennent & ’adhérence de Sy;.

30) Soit F' un fermé non vide d’un espace vectoriel de dimension finie E. On suppose que f : F — F est une application
contractante, ¢’est-a-dire lipschitzienne de rapport K € [0, 1].

a) On fixe ¢ € F et on pose x,+1 = f(xz,) pour tout n € N. Montrer que la suite (z,) admet une limite a € F et que
f(a) = a. On pourra transformer (z,),>0 en série.

b) Montrer que f posséde un unique point fixe a dans F. Comment peut-on utiliser le résultat précédent pour calculer
une approximation de a a € pres, pour € > 0 fixé?

31) Montrer que si (,)nen est une suite d’un espace vectoriel normé E, ’ensemble des valeurs d’adhérence de (z,)nen
est un fermé.

32) Soit A une partie convexe non vide d’un espace vectoriel normé E. Montrer que x — d(z, A) est une application
convexe.

33) Pour n > 1, on note &, = {M € M, (R), M3 = I,,}. Le point I, est-il un point isolé de &, ?



Exercices Mines-Centrale: applications linéaires et continuité

+oo
34) Soit ¢ = {(z,) € CV / z, = 0} et Iy = {(z,) € CV / Z |zn| < 400}, munis respectivement des normes :
n——+0oo
=0
+00 "
2]l oc = sup [an] et ] =) |za|.
neN n—0

Montrer que Papplication ¢ : & € l1 — p(x) € ¢ définie par :

—+oo
Vo €ly,Vy € co, (p(2)) (y) = Zmnyn
n=0

est une isométrie de l; sur le dual topologique de cg.

(le dual topologique d’un espace vectoriel normé E est ’espace des formes linéaires continues sur F, muni de sa norme
usuelle)

35) Soit E = R[X] et soit A une partie infinie bornée de R. On munit E de la norme || P||4 = sup |P(z)|. Pour a € R, on
€A

note J, la fonction d’évaluation : P — P(a). d, est-elle continue ? Si oui, calculer sa norme.

1
36) Soit F = {f € C([0,1],R), / fi)det = 0}, muni de || ||oo-
0
Montrer que pour tout f € FE, il existe une et une seule primitive g de f telle que g € E. Montrer que l'application

@ : f g est un endomorphisme continu de F et calculer sa norme. On pourra, pour f € E, démontrer qu’il existe
a € [0,1] tel que ¢(f)(a) =0.

37) Soit E un espace vectoriel normé réel et f une application additive bornée sur la boule fermée unité de E. Montrer
que f est linéaire et continue. Montrer que le résultat ne subsite pas si E est un espace vectoriel normé complexe.

38) Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Trouver adhérence et 'intérieur de {f € L(E) / f* =1d}.

39) Soit E = C(]0, 1]) muni de la norme uniforme et soit n — r, une bijection de N sur Q N [0, 1].

a) Mo ) -~ f(rn)
ntrer que ¢ : f — Z (2

n=0
b) Montrer que la distance de 0 & H = ¢~ 1(1) n’est pas atteinte.

est une forme linéaire continue sur E.

c) Plus généralement, soit E un espace vectoriel normé et ¢ une forme linéaire continue non nulle sur E. Si H = p~1(1),

montrer que la distance de 0 & H est atteinte si et seulement si sup |f(z)| est atteint.
llzll=1

40) Déterminer les normes matricielles sur M, (R) associées aux normes || ||, || ||1 €t || ||2-

41) (Centrale) Soit u € L(R™,RP). Montrer que u est surjective si et seulement si I"image par u de tout ouvert de R™ est
un ouvert de RP.

42) (Mines) Soit F = C([0,1],R) muni de la norme || ||o. Pour f € E, on pose :

vae(01], 7)) = 1 (2) +f<x;1>-

a) Montrer que l'on définit ainsi un endomorphisme continu 7' et calculer sa norme.



b) Soit f € E tel que f # 0 et f(0) = 0. Montrer qu’il existe 2o > 0 tel que :

Vo € [0, 2o, [f(z)| <|f(xo)l = [|flloo-

En déduire ’espace propre de T pour la valeur propre 2.

43) (Mines 2013) Soit (an)nen une suite de réels strictement positifs. On pose :

—+oo
VP eCIX], [Pl = anlP™(0)].
n=0
a) Montrer que || || est une norme sur C[X].

b) Donner une CNS sur la suite (a,,) pour que I'application P — P’ (resp. P — X P’ et P —— X P) soit continue.

44) Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés et f une application bilinéaire de E x F' dans G. Montrer I’équivalence
entre les propriétés suivantes :

(i) f est continue en tout point;
(ii) f est continue en (0,0);
(iii) il existe une constante K telle que ||f(z,y)| < K ||z|| ||ly|| pour tout (z,y) € E x F';

(iv) pour tout z € E, 'application F(x) : y — f(z,y) est une application linéaire continue de F’ dans G et Papplication
x — F(x) est continue de F dans L.(F,G).

45) Soit FE un espace vectoriel normé. On note B la boule unité fermée de F et L.(E) la sous-algebre des endomorphismes
continus de E. Pour f € L.(F), on note || f|| = sup || f(z)]
reB

a) Montrer que pour tout f € L.(E), ||f| est le rapport de Lipschitz de f (c’est-a-dire la plus petite constante K telle
que f est K-lipschitzienne).

b) Montrer que || || est une norme d’algébre sur L.(E), c’est-a-dire que c’est une norme vérifiant la propriété supplémen-
taire : Vf, g € L(E), [[fogll <N/ IHlgll

¢) On donne f,g € L.(F). Montrer que fog—go f # Idg (on supposera fog—go f =Idg et on calculera fog” —g"o f
pour n € N).

46) Soit E = R[X] et A un compact infini de R. On pose, pour P € E : ||P||a = sup |P(x)|.
TEA

a) Montrer que I'application || |4 est-elle une norme sur E.
b) Montrer que pour b € R, la forme linéaire ¢, : P — P(b) est continue de (E, || ||4) dans R si et seulement si b € A.

¢) Si B est un autre compact infini de R, & quelle condition les normes || |4 et || || s sont-elles équivalentes ?

Exercices Mines-Centrale: compacité

47) Soit B 'ensemble des suites bornées de réels ou de complexes, muni de la norme uniforme. L’ensemble A des suites
nulles a partir d’un certain rang est-il un compact de B ?



48) Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, K un compact non vide de E et F' un fermé non vide de E.
Montrer qu’il existe (a,b) € K x F tel que d(K,F) = d(a,b). Montrer que la propriété ne subsiste pas si l'on suppose
uniquement K fermé non vide, ou bien si F est de dimension infinie.

49) Soit (K,,) une suite décroissante de compacts non vides d’un espace vectoriel normé E.

+oo
a) Montrer que K = ﬂ K, est un compact non vide.

n=0
b) Montrer que tout ouvert O contenant K contient au moins un des K,.

¢) Montrer que le diameétre de K, tend vers celui de K quand n tend vers l'infini.

50) Soit E un espace vectoriel normé, K un compact non vide de E et f: K — K telle que :

Vo,y € K, d(f(z), f(y)) > d(=,y)

Pour a,b dans K, on considére les suites (a,,) et (b,) définies par ag = a, by = b, an+1 = f(an) et bp41 = f(by). Montrer
que pour tout € > 0, il existe n € N* tel que d(a,a,) < € et d(b,b,) < e.

En déduire que f est une isométrie de K sur lui-méme.

51) Soit F un espace vectoriel normé, K un compact non vide de E et f : K — K telle que :

Ve,ye K, x#y=d(f(z),f(y)) <d(z,y)

a) Montrer que f admet un et un seul point fixe a.

b) Soit (2 )nen une suite définie par la donnée de z¢ € K et de la relation de récurrence x, 1 = f(x,). Montrer que la
suite (d(zn,a)), cy @ une limite £ quand n tend vers I'infini et que toute valeur d’adhérence b de (x,,),en vérifie d(a, b) = £.

En déduire que xz,, —— a.
n——+oo

52) Soit E un espace vectoriel normé et K un compact de E. Montrer que toute partie infinie et discréte de K est non
fermée (on dit qu'une partie A est discréte si pour tout a € A, il existe r > 0 tel que B(a,r) N A = {a}).

53) Soit F un espace vectoriel normé et K un compact de E. Pour r > 0, soit V,. = {x € E / d(z, K) < r}. Montrer que
pour tout ouvert U contenant K, il existe » > 0 tel que V. C U.

54) Ensemble triadique de Cantor Pour n € N, nous noterons S,, = {0,1}". L’ensemble S = {0,1}"" est muni de
Pordre lexicographique.

Pour une suite a = (a1, ..., a,) € S, nous définissons 'intervalle I, = [a,, 5, par récurrence sur n :
e ap=0et By =1, ou () désigne la suite vide (cas ot n = 0);

e pour n € Net a = (ay,...,an) € §,, on définit :

ﬁa_aa Ba_

«
X(ay,...,a,,0) = Aa, ﬁ(al,m,an,o) =aq+ 3 y Xay,...,an,1) = Qq +2 3 et B(al,m,an,l) = ﬁa

Autrement-dit, I(4, . 4,0 €t l(a,,... .a,,1) SONt respectivement les premier et troisitme tiers de .

On pose ensuite :
vneN, K, = | L.
a€S,

1

a) Montrer que pour tout n et pour tout a € S, 8o = @4 + 37 et donner une expression de o, en fonction des a;.



b) Montrer que (K,) est une suite décroissante de parties compactes de [0, 1]. En déduire que K = ﬂ K, est un compact

neN
de [0, 1]. Quelle est la mesure de K ?

“+o0
a:
c) Montrer que f : (a;)i>1 — Z 3—; est une bijection strictement croissante de S sur K. En déduire que K a la
i=1
puissance du continu.

d) Montrer que K n’a pas de point isolé (on dit que K est parfait).

e) Soit P un fermé non vide de R sans point isolé. Montrer que P contient une partie homéomorphe & K (un homéomor-
phisme est une bijection f telle que f et f~! sont continues). Quel est le cardinal de P ?

55) Soit f : R — R continue. On suppose que l'image réciproque par f de tout compact est un compact. Montrer que
I'image directe par f d’un fermé est un fermé. Que se passe-t-il si 'on suppose seulement : Vy € R, f~! ({y}) est compact ?

56) Soit K un compact non vide d’un espace vectoriel normé E et A 'anneau C(K,R). Montrer que pour tout a de K,
I, ={f € A/ f(a) =0} est un idéal maximal de A (un idéal I d’un anneau A est dit maximal s’il est différent de A et
les seuls idéaux de A contenant I sont I et A). Etudier la réciproque.

On admettra la propriété : si (O;);es est une famille d’ouverts de E telle que K C U Oj,ilexiste k € Net ji, jo,...,jr € J
jeJ
tels que K C O;, UO;, U---UO;,.

57) Soit K un compact non vide d’un espace vectoriel normé E et F' un espace vectoriel normé quelconque. Montrer que
la projection p : K x F — F transforme tout fermé en fermé. En déduire qu'une application f : K — F est continue si et
seulement si son graphe G = {(z, f(z)), z € K} est un fermé de E x F.

58) Soient A et B deux parties compactes (respectivement connexes par arcs) d’un espace vectoriel normé E. Montrer

que 'ensemble C' = U [a, b] est compact (respectivement connexe par arcs).
(a,b)eAxXB

59) Soient K un compact d’une espace vectoriel normé E et (Ox)rea une famille d’ouverts telle que K C U O,.
AEA

a) Montrer qu’il existe r > 0 tel que : Vo € K, IA € A / B(z,r) N K C O,.

b) En déduire qu'il existe une partie finie A’ de A telle que K C U O,.
AEN

¢) Réciproquement, montrer que cette propriété caractérise les compacts.

60) Soit K un compact non vide d’un espace vectoriel normé E et f: K — K.
a) On suppose que f est contractante. Montrer que f posséde un et un seul point fixe.
b) On suppose maintenant que K est convexe et que f est 1-lipschitzienne. Montrer que f posséde un point fixe. Pour a

1 n—1
élément fixé de K, on pourra considérer les applications f, : z+—— —a+ —— f(z).
n n

61) (Mines) Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé de dimension infinie.

a) Soit F' un sous-espace vectoriel de F de dimension finie. Montrer que pour tout = € F, il existe y € F tel que
d(x,y) = d(z, F).

b) Soit F' est un sous-espace vectoriel de dimension et x € E'\ F. On fixe y € F tel que d(z,y) = d(z, F). Quelle est la
distance de ——Y_ 5 F?

ll =y



¢) En déduire que la boule unité fermée de E n’est pas compacte.

62) (Mines 12) Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie et f € C(E,R) telle que :
Je>0, IR>0, Vz € E, ||z|| > R = |f(z)| > c|z]|.

Montrer que f admet un minimum.

Exercices Mines-Centrale: connexité

63) Dans tout l'exercice, E est un espace vectoriel normé fixé et A une partie de F. La partie A est dite connexe si elle
vérifie la propriété :

si O1 et Oy sont deux ouverts de F tels que O1 N A et O3 N A soient disjoints et recouvrent A, alors O1 N A ou O N A
est vide.

a) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est connexe;
(2) les seules parties de A qui sont & la fois ouvertes et fermées relativement a A sont ) et A;
(3) si f: A— {0,1} est continue, f est constante.

b) Montrer que toute partie connexe par arcs est connexe. Montrer que si A est une partie ouverte, elle est connexe si et
seulement si elle est connexe par arcs.

¢) Montrer que I'image d’une partie connexe par une application continue est une partie connexe.

d) Montrer que si A est connexe, toute partie B telle que A C B C A est connexe. Donner un exemple de partie de R?
qui soit connexe sans étre connexe par arcs.

e) Construire dans R? d’une suite décroissante de parties connexes dont I'intersection n’est pas connexe.

f) Donner un exemple simple de parties homéomorphes A et B de R? telles que R? \ A soit connexe sans que R? \ B le
soit.

64) Soit E un espace vectoriel normé, A une partie de E et I' une partie connexe de E. Montrer que si I' rencontre a la
fois 'intérieur et I'extérieur de A, elle rencontre la frontiere de A.

65) Soient F un espace vectoriel normé et A une partie de E. Montrer que la relation :
xR y<= 3Iv: [0,1] — A continue telle que y(0) =z et y(1) =y

est une relation d’équivalence sur A. Montrer que ses classes d’équivalence sont les parties connexes par arcs maximales
de A : on les appelle les composantes connexes par arcs de A.

66) Montrer que l'ensemble des composantes connexes d’un ouvert de R™ est au plus dénombrable. En déduire la forme
des ouverts de R.

67) Soient A et B deux parties connexes d’un espace vectoriel normé telles que AN B # (). Montrer que AU B est connexe.
68) En utilisant un argument de connexité par arcs, montrer que R n’est pas homéomorphe & R™ si n > 2.

69) Soit X = {f € L(R"), Ker (f) ¢ Im (f)}. Montrer que X est connexe par arcs. Quelle est son adhérence ?



70) Soit A une partie convexe d'un e.v.n. E et B telle que A C B C A. Montrer que B est connexe par arcs.

71) Soient n > 2 et f : R™ — R continue telle que f~1({a}) est borné pour tout a € R. Montrer que f admet un
extremum global.

72) Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel normé réel E et ¢ € L(E,R) telle que H = Ker(yp).
a) Montrer que H est fermé si et seulement ¢ est continue.

b) Montrer que F \ H est connexe par arcs si et seulement si ¢ n’est pas continue.

73) (Centrale 22) Soit f: R? — R continue et a € R.
a) On suppose que f~!({a}) est un singleton {b}. Montrer que a est un extremum global de f.
b) On suppose que f~1({a}) est un compact non vide. Montrer que f admet un extremum global.

¢) On suppose que, pour tout y € R, f~({y}) est un compact de R?. Montrer que f(z) admet une limite lorsque ||z||
tend vers +o0.

Exercices X-ENS

74) (PLC) Soit P un polynoéme complexe de degré supérieur ou égal & 2. On note (P,,) la suite de polynémes définie par :
Ph=XetVneN, P,,1=PoP,.

On note K I'ensemble des z tels que la suite (F,(2)),,5, est bornée.

a) Montrer qu'il existe R > 0 tel que |P(z)| > 2|z| pour tout z tel que |z| > R.

b) Montrer que z € K si et seulement si |P,(z)| < R pour tout n € N.

¢) Montrer que K est un compact non vide.

d) Montrer que C\ K est connexe par arcs.

75) Le cube de Hilbert

a) Pour k € N, on fixe 2 : n € N — zi(n) € R. Montrer que si chaque suite z; est bornée, il existe une application

¢ : N — N strictement croissante telle que pour tout k, la suite (xk (@(n))) . soit convergente.
ne

—+o0
b) Soit E = {(z,) € CY / Z |2, |* converge} muni de la norme : ||z||> = Z |2, |2, Soit (\,,) une suite de réels positifs.
n>0 n=0

Onpose C={x € E /VneN, |z,| < A,}. Montrer que C est compact si et seulement si Z A2 converge.
n>0

76) Soit K un compact non vide d’un espace vectoriel normé. On considere Palgebre A = C(K,R), munie de la norme de
la convergence uniforme. Pour f € A, on note Zy ’ensemble des zéros de f.

On considere un idéal fermé 7 de A et on note Z 'intersection des Z, pour g décrivant Z. Démontrer la propriété :

VfeA ZCZj+ fel

77) (P,L,C) Montrer qu'une partie G de GL,(C) non vide, compacte et stable par produit est un sous-groupe.

10



78) (X) Soit K un compact non vide de R et f : K — K continue. On suppose que (u,)n>0 est une suite de K vérifiant
Unt1 = f(uy) pour tout n. Montrer que si cette suite posséde exactement deux valeurs d’adhérence a et b, alors f(a) =b
et f(b) = a. Montrer ensuite que a et b sont les limites des suites (uzy,) et (ugny1).

Indication : on commencera par démontrer que pour tout £ > 0, il existe ng tel que pour tout n > ng, |ju, — a|| < € ou
|, — 0] < e.

79) (ENS 2017) Une partie A d’un espace vectoriel normé E est dite discréte si tous ses points sont isolés, c’est-a-dire si :

Vre A, Ir >0, B(z,r)NA={x}.

a) Donner un exemple de partie infinie bornée et discréte de R.
b) Montrer qu’une partie discrete d’un espace vectoriel normé de dimension finie est au plus dénombrable.

¢) Montrer que ce résultat ne subsiste pas quand F est de dimension infinie (on pourra travailler dans E = B(R,R) muni
de la norme || ||o0)-

80) Soient n > 2 et f continue de R” dans R. On note Z = {z € R", f(z) =0}.
a) On suppose que f est surjective. Montrer que Z n’est pas compact.

b) On suppose que f est convexe, que Z est un compact non vide et on fixe 2o € Z. Montrer qu'il existe R > 0 tel que
f(z) > 0 pour ||z — xg|| > R. Montrer que f(z) tend vers +oco quand ||z|| tend vers I'infini.

81) Soit F un espace vectoriel normé réel de dimension finie et K un compact de E. On admet le théoréme de Riesz : la
boule unité fermée de F n’est pas compacte.

a) Montrer que pour tout a € E et r > 0, la sphére de centre a et de rayon r n’est pas compacte.
b) Soit a € E'\ K. Montrer qu'il existe un vecteur unitaire u tel que la demi-droite a + RTu ne rencontre pas K.

¢) Montrer que E \ K est connexe par arcs.

82) (X 19) Soit M € My(R). Montrer que la classe de similitude de M, i.e. Coy = {P"'MP, P € GLy(R)}, est connexe
par arcs si et seulement si M est diagonalisable.

83) (X 2019) Soit d € N*. On munit Ryq[X] de sa topologie usuelle et on travaille dans I’ensemble Uy des polynémes de
degré d normalisés. Que sont l'intérieur et 'adhérence (relativement a Uy) de lensemble Sy des polynomes de degré d
normalisés scindés a racines simples ?

84) On note E l'espace vectoriel des fonctions continues a support compact de R dans C, muni de la norme || ||« et on
fixe f € E. Pour a € R, on note f, : ©— f(a+ z) et T Pespace vectoriel engendré par les fonctions f, quand a décrit
R. On note H I'’ensemble des fonction A : R — C a support compact et en escalier. Pour h € H, on définit :

fxh: x»—>/]Rf(x—t)h(t)dt

et onnote C = {f*h, h € H}.

Montrer que C est un sous-espace vectoriel de E que que C = T.

85) Soient F un espace vectoriel normé réel de dimension finie n, X une partie de E et C I'enveloppe convexe de X. Nous
noterons, pour m € N* :

Cn={z€E, Iz)l <i<meX™, Hai)icicm € RY)™ /D as=letz=> az}.
=1 =1
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a) Montrer que pour tout m > n+ 1, Cpq1 = Cpp,. Pour z = Z;’jl a;x; € Cpt1, avec oy > 0 pour tout 4, on utilisera
que la famille (1 — Zyg1, -+, T — Timp1) est liée.
b) Démontrer que si X est compact, C est compact.

¢) Montrer que cette propriété n’est plus vraie si E est de dimension infinie. On pourra démontrer que si (z,)nen est une
suite de E qui converge vers un élément z, la partie K = {x,, n € N} U {x} est un compact.

12



Espaces vectoriels normés : corrigés

Exercices CCP

1) Les applications sont trivialement des normes (i.e. que 'on a ||P|| > 0, |AP|| = [N ||P]l, [P+ QI < ||P|| + Q]| et
|IP||=0== P =0 pour tous P,Q € Eet A € R.

On a ||P|ls < ||P|l1 < ||P|l2 pour tout P € E donc || ||2 est plus fine que || |1, qui est elle-méme plus fine que || ||3.

En considérant la suite (X™),en, on montre que || ||1 et || ||2 ne sont pas équivalentes, puisque || X™||; = 1 et que || X, ||z = 2™
tend vers +oo0.

n
De méme, || ||3 et || |1 ne sont pas équivalente, car ||[(1 — X)"*|ls=1et ||(1—X)"| = Z (Z) = 2"
k=0

2) On choisit £ = C([0, 1], R) muni de || ||oc et on va construire une suite (f,,)nen d’éléments unitaires tels que d(fy, fm) > 1
pour tous n # m. Il suffit pour cela que, pour n # m, f, et f,, differe de 1 en au moins un point. Pour n € N, soit f, la
fonction affine par morceaux dont le graphe est :

On a alors :
VneN, ||fnlloo =1 et Vn,m €N, d(fn, fm) =1sin#m.

La suite (f,,) est donc bornée mais ne posséde pas de valeur d’adhérence (sinon, il existerait une extractrice ¢ telles que
(fo(n)) converge; on aurait alors 1 = || f,(n+1) — fo(n)lloo —— 0, qui serait absurde).
n—-+oo

3) Pour (z,9)(z',y') e R? et A\€ R, on a :

1 1
. N((x,y)+(w'7y’))=/ |x+x’+t(y+y')ldté/ (lz+ tyl + |2" + /) dt = N(z,y) + N(2',¢/);
0 0

1 1
« N(A(z,9)) = / e+ Ayl dt = / Al + ty] dt = [N Nz )
0 0

e si N(z,y) =0, la fonction ¢ : ¢t — |z + ty| est nulle sur [0, 1], car elle est continue, positive et d’intégrale nulle. On
en déduit que x = p(0) =0, puis y = p(1) = 0;

donc N est une norme.

Notons S la sphere unité pour N. S étant symétrique par rapport a ’origine, nous allons étudier I'intersection de S avec
le demi-plan d’équation y > 0. Fixons donc (z,y) € R x RT. Pour calculer N(z,y), on différencie quatre cas :

e siy=0, N(z,y) = |z|, ce qui donne deux points de S : A(1,0) et D(—1,0);

13



esiy>0etz>0,x+ty>0sur0,1] et

1
N(x,y):/ (erty)dt:erg
0

Sur la partie D; = (z > 0,y > 0), S coincide avec la droite d’équation y = 2(1 — z), ce qui compléte le segment

[A, B];

e siy>0,z<0et —x <y, x+ ty change de signe en —z/y €]0, 1] et

—e/y ! 2zy + 22% +
Naw) == [ et [ (@)=
0 —x/y Y

Sur la partie Dy = (0 < —x < y), S coincide avec la conique d’équation 222 + 2zy + y? — 2y = 0. Cette conique est
une ellipse de centre (—1,2) car

2% 4 20y +12 — 2 =0<= (z+y— 1>+ (x+1)?=2.
On obtient donc la portion d’ellipse (B, C);

e siy>0,x<0et —z>y, x+ty est négatif sur [0, 1] et

Sur la partie D3 = (—x > y > 0), S coincide avec la droite d’équation y = —2(1 4 z), ce qui donne le segment [C, D]

On obtient donc, en complétant par symétrie :

4) e Remarquons pour commencer qu’une suite ((wn,yn))n>o d’éléments de E x F converge vers (x,y) € E X F si et
seulement si (2,,)n>0 €t (Yn)n>0 convergent respectivement vers x et . On en déduit la premicre égalité :
(@.9) €Ax B = I((@n,yn)) ey € (Ax B)Y, (0, yn) —— (,9)
— H(xn)nzO S AN7 Tn m T et El(yn)nzo c BNa Yn ———— Y

n—-+oo

<~ (r,y)€AxB
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e D’autre part, pour (x,y) € Ex Fetr >0, B((z,y),r) = B(x,r) X B(y, r) ; ainsi, si (z,y) € Int(A x B), il existe r > 0 tel
que B((z,y),r) C Ax B, d’ou B(z,r) C Aet B(y,r) C B : (x,y) est donc élément de Int(A) x Int(B). Réciproquement,
si (z,y) € Int(A) x Int(B), il existe r; > 0 et ro > 0 tels que B(z,r1) C A et B(y,r2) C B : on a donc r = min(ry, re) > 0
et B((z,y),r) C A x B, donc (z,y) € Int(4A x B).

e Enfin, pour (z,y) € Ex F :

(z,9) €EFr(Ax B) <= (1,y) € Ax Bet (z,y) ¢ Int(4A x B)

< wz€A yeBet(z,y) € Int(A4) x Int(B)

< (z€d yeBetz¢gInt(A)) ou (x €A, y<c Bety¢Int(B))
< (z€Fr(A)etyeB) ou (z€ AetycFr(B))

donc Fr(A x B) = (Fr(A) x B) U (A x Fr(B)).

5) Si A = Fr(A), A est fermé (la frontiere d’une partie est toujours fermée) et A = Adh(A)\ Int(A) = A\ Int(A). Comme
Int(A) C A, Int(A) =0 : A est un fermé d’intérieur vide.

Si A est un fermé d’intérieur vide, Fr(A) = Adh(A4) \ Int(A) = A\ 0 = A.

Soit B une partie de E. La partie A = Fr(Fr(B)) est fermée : il reste & montrer qu’elle est d’intérieur vide pour avoir le
résultat demandé. On a alors :

A =Fr(B) \ Int(Fr(B)) = Fr(B) \ Int(Fr(B)) C Fr(B)
donc
Int(A) C Int(Fr(B)).

Comme Int(Fr(B)) N A = 0, ceci prouve que Int(A) ne rencontre pas non plus A, tout en étant contenue dans A : ainsi,

Int(A) = 0.

6) Comme My (M;)~! = I,, pour tout k € N, on a MN = I,, par passage a la limite (le produit matriciel est continu).
On en déduit que M est inversible et que M ~! = N.

7) On a A% = (A¥)2 pour tout k € N, donc B = B? en faisant tendre k vers l'infini (le produit matriciel est continu). B
est donc la matrice d'une projection.

8) La convergence dans M,,(K) pour une norme quelconque (elles sont toutes équivalentes) est la convergence coefficients
par coefficients. Si (Ax) converge vers A, on a Agli, j| k—> Ali, j] pour tout (4, 7). On en déduit que pour tout X € K™ :
—+o0

n

Vie{l,..., (ApX)[i ZAkZ] m Ali, j1X[5] = (AX)][i]
=1

donc A, X — AX.

k—4o00

Réciproquement, si A X —+> AX pour tout X € K", on applique ceci & la base canonique (eq,...,e,) de K™ :
oo

Vivj € {1, s 7”}7 Ak[zvj] = (Akej)[l] — (AeJ)M = A[Z,]}

k—+oco

donc A, —— A.
k— 400

9) a) Comme |[u”|| < [|ul/¥, avec |jul| < 1, la série >, -, u" est absolument convergente, donc convergente (car E est de
dimension finie). B
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On en déduit que u* —— 0, puis que
k—4o00

K
(e—u)g uf =e—ufH — e
P K—+oco

Le produit interne de E étant continu (c’est une conséquence élémentaire de la propriété ||u.v|| < ||ul|.||v]]), on obtient :
+oo
(e —u) Z uk =e.
k=0

+oo +oo
De la méme fagon, on obtient ( E uk> (e — u) = e, ce qui prouve que e — u est inversible et que son inverse est E uF.
k=0 k=0

b) On a encore convergence absolue, donc convergence de la série :

uk

k!

lull®
< =

Vk e N,

et ay est le terme général d’une série convergente.

10) Pour tout k € N, M x M* = M**! ce qui donne MP = P en faisant tendre k vers l'infini, soit M = I,, car P est
inversible.

Exercices Mines-Centrale: normes

11) a) Si f € F, 'ensemble {‘%{J(y)’ , T F# y} est une partie majoré et non vide de R*, donc N(f) est bien défini et
appartient & RT. On a ensuite, pour f,g€ Feta € R :

.« V£, (f+9)(32—;f+g)(y)’ < ‘f(xfz—i(y)’Jr ‘9(12—9(1/) Cdott N(f +g) < N(f) + N(g) en passant & la
borne supérieure;;

e si N(f) =0, f est O-lipschitzienne, donc constante. Comme f(0) = 0, f est nulle.
N est donc une norme sur F.

b) Pour f € F, f est lipschitzienne de rapport N(f) (N(f) est son rapport de Lipschitz, c’est-a-dire le minimum de
Pensemble des K tels que f est K-lipschitzienne). On a donc :

Vo € [0,1], [f(z)| = |f(z) = FO)] < N(f)lz — 0] < N(f)

donc [|flleo < N(f) : N est plus fine que || ||o. Nous allons montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes, en
construisant des fonctions f telles que || f||o soit petite devant N(f). On peut par exemple prendre des fonctions de classe
C' bornées, mais dont la dérivée prend de grandes valeurs (si f est de classe O, sa constante de Lipschitz est || f’| s )-
Pour n € N; soit f,, : x — x™. Pour tout n € N, nous avons :

o fun€Fet|fullo=1;

o N(fn) =supggc;nt" ' =n
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donc il n’existe pas de constante 5 telle que N(f) < B f|loo pour tout f € F : les normes ne sont pas équivalentes.

12) a) Soit f € E. On a, par 'inégalité des accroissements finis :

vt € [0,1], [f(O)] < [£(E) = FOL+ [F O] < tllf oo + (O] < Na(f).

On en déduit :
[flloe < Na(f) < Ni(f) = [Iflloo + [1f loo < No(f) + 1 oo < 2Na2(f).

On en déduit que Ny et N, sont équivalentes et qu’elles ont plus fines que || ||s. En posant, pour n € N, f,, : ¢ — t™
on a :

VneN, [falle =1et Ni(f) =1+ sup |nt"'|=14n
0<t<1

donc Nj et Na ne sont pas équivalentes & || ||oo-

b) On peut commencer par remarquer que si z € E, x est bornée (car x, est le terme général d’une série absolument
convergente) et > . x2 est convergente car 22 = O(|z,]) : il est donc possible de définir les trois normes sur 'espace E.

On a ensuite, pour tout z € F :

o Vn €N, |z,| <22, done [Jzfleo < ]2}
o llzllif = Y Jaillagl = Y af = |lz]3, dou |lz]l2 < ||l
i,jEN i€N
| 1|1 est donc plus fine que || ||2, qui est elle-méme plus fine que || ||co-

En considérant, pour N € N, la suite 2¥ = (1,1,...,1,0,0,...), on a : [|zV] = 1, |2Vl = N et |J2V]s = VN. T
———

N termes
n’existe donc pas de constante S telle que || |1 < 8] |loo, ni telle que || |2 < Bl [|oo-

Nous avons donc démontré que || ||; est strictement plus fine que || |2, qui est elle-méme strictement plus fines || ||oo-

13) a) On a facilement Ny (f1+ f2) < Ng(f1)+Ng(f2) et Ng(Af) = |A| Ng(f1) pour tous A € Ret f1, fo € E. On a ensuite,
en notant

Sy ={z €10,1], g(x) # 0}
(Sq est le support de g), on a :

VfeE, Ny(f) =0<= (Vz €[0,1] t.q. g(z) #0, f(z) =0) <= f=0sur S,

par continuité de f (si f est nulle sur une partie A, elle est nulle sur son adhérence). On en déduit que N, est une norme
si et seulement si Sy = [0,1]. En effet :

e le sens = est évident ;

e si Sy # [0,1], il existe un intervalle a et 3 tels que 0 < o < 5 < 1 tel que g(z) # 0 pour tout = €a, ] (car g est
continue). En notant f la fonction représentée ci-dessous,

A

1

« 53 1

nous avons Ny(f) =0 avec f # 0, donc N, n'est pas une norme.
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La condition Sy = [0, 1] peut aussi s’écrire : Z, est d’intérieur ou vide, ou Z, = {z € [0,1], g(z) = 0}.
b) On a, pour f € E, Ng(f) < ||9lloo || flloo donc || || est plus fine que N,.

Si g ne s’annule pas, on note m > 0 le minimum sur [0, 1] de |g(z)|. On a :

VfeE, Ny(f)= sup [f(x)g(z)| = sup m|f(z)]=m|fll
0<z<1

0<z<1

donc Ny et || || sont équivalentes.

Sinon, fixons a € [0,1] tel que g(a) = 0. Pour tout € > 0, il existe un intervalle [«, 3] contenant a (avec 0 < o < 8 < 1)
tel que |g(z)| < e sur [a, 5] (g est continue en a). On définit alors la fonction f, 5 :

« 8 1

Ona: | fapsllc =1 et Ny(fa,3) = sup |f(z)g(x)| < e, donc les deux normes ne sont pas équivalentes.
asz<f

¢) Montrons que les normes sont équivalentes si et seulement s'il existe M; et Mo tels que :
Vo € [0,1], g1(x)] < My gz ()] et |g2(z)| < Ma|g1(z)].

Le sens réciproque est évident. Montrons le sens direct par contraposée : supposons que M; (par exemple) n’existe pas.
Pour chaque entier n > 1, il existe donc a € [0, 1] tel que |g1(a)| > n|g2(a)|. Comme g1 et g2 sont continue sur [0,1], il
existe un intervalle [«, 5] contenant a tel que :

e 0<a<pg<l;

o Va €la, B[, [91(z)| > nlgz(a)].
En considérant la méme fonction f, g que dans le b), on a :

Vo €la, Bl [fa,5(2)g1(2)| > 1| fa,p(2)g2(2)]

Comme fq, 5 est nulle en dehors de |a, 5[, nous avons :

Vz € [0,1], |fap(x)g1(x)] = n|fas(x)g2(2)],

d’ott Ny, (fa,8) > nNg,(fa,3) : les normes ne sont donc pas équivalentes (plus précisément, Ny, n’est pas plus fine que
Ng,).
g1
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14) a) Pour A = (ai j)1<ij<n €t B = (b; j)1<i j<n dans M,(R), on a, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n 2
IAB|* = > (Zai,kbk,j>

1<ij<n \k=1

s (£0)(50)
1<i,j<n \k=1 k=1
- (Trad (.

i=1 k=1

IA

1Al 11B3]*

b) Cette question est tres facile & traiter si 'on pense & poser Ny = I,, — AMj,, puisque l'on a :
Vk €N, Nyy1 = I, — 2AMy + AMAM;, = —(I,, — 1M},)? = —N?

On en déduit : .
Vk €N, ||Ng| < || Noll? T Ocar | No|| < 1.
—+0o0

AMj, converge donc vers I, quand k tend vers I'infini : cela prouve que A est inversible (car det(A)det(My) = det(AMj,)
est non nul pour k assez grand) et que M converge vers A~! (I'application M +—— A~!M est continue). En notant
e = ||[My — A7, on a :

Vk €N, eppr < AT INKll < AT A ek

donc on a une convergence quadratique (et donc trés rapide).

Remarque : cette construction peut étre vue comme une généralisation de la méthode de Newton; en dimension 1,

considérons a > 0 est f : x — ax — 1. Pour approximer la racine 1/a de f, la méthode de Newton conduit ) fixer mg > 0

et a définir, pour tout k > 0, mg1 = my — J{c,((:':l’;)) =my — % x (amg — 1). Evidemment, dans ce cas trivial, on obtient

1
my = — et la suite stationne, mais on ne sait pas calculer m; (le but est de calculer une valeur approchée de 1/a. Il est

a
donc naturel de modifier la définition de myy; en approximant 1/a ... par my. Cela donne la suite définie par :

Vk >0, mgy1 = my — (amy, — 1)my, = 2my, — myamy.

15) a) On a trivialement Ny (f + ¢g) < No(f) + Na(g) et No(Af) = |A| No(f) pour tous f,g € E et A € R. Enfin, si
N.(f) =0, f(r,) =0 pour tout n € N et donc f est nulle sur [0, 1], puisqu’elle est continue et nulle sur la partie dense
Qnjo,1].

—+oo
On a Ny(f) < (Z an> [|flloc pour tout f € E, donc || ||« est plus fine que N,.

n=0

Pour N € N, on choisit «, 8 tels que 0 < a < 8 < 1 et ; €]a, B[ pour tout i compris entre 0 et N. On définit alors la
fonction fy :

fn
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—+oo —+oo
Ona N,(f) = Z an |f(rp)] < Z a, — 0 donc (fx) converge vers 0 pour N, mais pas pour || ||o : les normes
N—+o00

n=N+1 n=N+1
ne sont pas équivalentes.

b) Supposons qu'il existe «, 8 > 0 tels que aa,, < b, < fa, pour tout n € N (comme les a,, et b, ne s’annulent pas, cela
revient & dire que a, = O(b,,) et b, = O(a,) au voisinage de 'infini). On a alors a N, < N < SN, et les normes sont
équivalentes.

Supposons maintenant qu’'un tel o n’existe pas (le cas ol 8 n’existe pas est symétrique). Pour € > 0, il existe donc un
entier k tel que € ay > by. Comme il existe en fait une infinité de tels k, on peut supposer que ry, & {0,1}, ce qui évitera
des cas particuliers. Il existe également N > k tel que :

+oo
Z by < eay.

n=N+1

On définit alors la fonction fn comme précédemment, avec les conditions :

a+p
2

o Vic{0,1,...,N}\ {k}, s ¢]a, B].

o )= (pour avoir fy(rg) =1);

Nous avons alors N, (fn) > ag|fn(ag)| = ar et :

“+oo +oo
No(fn) = belfn(ar)| + Z bn | (an)| < i + Z by < 2ear, < 2eNu(fn)-
n=N+1 n=N+1

Les deux normes ne sont donc pas équivalentes (N, n’est pas plus fine que N,).

Nous avons donc démontré que N, et N, sont équivalentes si et seulement si a,, = O(b,,) au voisinage de I'infini.

16) Il suffit de donner un contre-exemple ; on consideére les fonctions f,, : = — ™. On montre facilement que (f,,) converge
vers la fonction nulle pour || ||; et pour || ||2, alors que (f,,) ne converge pas simplement vers 0 (puisque f,(1) =1 pour
tout n).

17) On peut choisir :

VP € R[X], [|P[ly = sup |P(t)]et ||[Pllz= sup [|P(t).
0<t<1 1<t<0

n
En posant P, :ZXk, on a :
k=0

1— ¢t
VneN, [[Pofi=n+Tlet|[Pulla= sup |————|<2
—1<t<0 1—1t

donc || ||]2 n’est pas plus fine que || ||;. Par symétrie, || || n’est pas non plus plus fine que || |2 (considérer la suite
Q. = P,(—X), qui échange les comportements sur [0, 1] et [—1,0]).
18) a) On montre facilement que || || est une norme. Si A et B sont deux éléments de M,,(C), on a :

IAB| = sup Z Zazkbk,g < s ZZ|azk||bk,J|

Isisn 2 k=1 =1 k=1

On peut échanger les deux sommes :

I4B]| < sup ZZIazkllbml = s Zlazkl Z B3] < 1BIl_ sup Zlazkl = [|A[IB]-

M p=1j=1 Sisngy
H,_/
<|IB]|
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p est également une norme d’algebre :
&

IAB||p = [P~ ABP| = [|(P~"AP)(P~'BP)|| < [P~ AP| [P~ BP| = [|All || Bl|p-

b) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Comme A* tend vers 0 quand k tend vers I'infini,
MeX = AFX tend aussi vers 0, donc [A| < 1 car X est non nul. On en déduit que p(A4) < 1.

c¢) Comme le corps de base est C, on peut trigonaliser A : il existe Q € GL,,(C) telle que Q' AQ = (b; j)1<i,j<n = B avec
b; ; = 0 pour i > j. L’idée consiste a modifier la base de trigonalisation (ei,...,e,) en multipliant les e; par des scalaires
non nuls. On utilise donc une matrice diagonale inversible R = Diag(ay, ..., a,) et on pose P = QR. On a :

PAP = (bmaﬂ) .
Qi ) 1<ij<n

Le but est de diminuer suffisamment les coefficients qui sont au dessus de la diagonale pour rendre ||A||p strictement

o
inférieure & 1. Il faut pour cela que — soit petit quand j > i. On va utiliser un parametre ¢ > 0 que 'on fera tendre vers
Y

0, les a; dépendant de t de sorte quell’on ait o; négligeable devant «; quand ¢ tend vers 0 dés que j > 4. On peut donc
poser : a; =t~ pour tout i € {1,...,n} et on obtient :

R .
PYAP = (bt ™), o
On a alors, pour tout ¢ €]0,1] :
n n n
A = sup > |bij[# 7 = sup | [biil+ Y bl @] < sup | [biil+t Y [biyl
j=1 1<i<n v

1<i<n . <i< j=it1 P 1<i<n j=it1

Comme |b; ;| < 1 pour tout 4, on peut choisir ¢ €]0, 1] tel que :
n
Vi, |b11| +1 Z |bi7j| <1,
j=it+1
ce qui assurera que ||A||p < 1.

On en déduit que ||A*||p < (||A\|p)k ﬁ 0, donc A* tend vers 0 quand k tend vers l'infini (on a équivalence des
—+o0

normes).

19) a) Supposons que (,)n>0 converge vers x. Pour ¢ > 0, il existe ng € N tel que :
VneN, n>ny= |z, —z| <e.

On en déduit :
Vp,q €N, (p>mng et g >ng) = |lzp — 4]l < |lzp — 2l + [l — 24 || < 26

ce qui prouve que (Z,)n>0 est de Cauchy.
b) Soit (x,)nen une suite de Cauchy. Il existe ng tel que :

Vp,q €N, (p>ng et g >ng) = |z, — x| < 1.

On en déduit :
VpeN, p>ng = prH < Hmp — Tng || + [|Zno |l < 14 (|20, ]|

Ceci traduit que (z,,)n>0 est bornée a partir du rang ng, i.e. que (2, ),>0 est bornée.

Supposons que (z,)n>0 posséde une valeur d’adhérence x. Pour tout € > 0, il existe n. tel que :

vpaq 2 Ne, ||'1:;D - JU(]” S €.
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Comme z est valeur d’adhérence de la suite, il existe un entier ¢ > n. tel que ||z, — z|| < e. On en déduit :
Vp 2 ne, |lop —zf| < [lap —xql| + llzg — 2l < 2e

ce qui traduit que x,, tend vers z quand n tend vers U'infini.

Supposons que E soit de dimension finie et soit (x,,),>0 une suite de Cauchy de E. La suite est majorée par un réel M > 0.
Comme B(0, M) est compacte (c’est un fermé borné d’un espace de dimension finie), la suite (z,,)n>0 posséde une valeur
d’adhérence z, vers laquelle elle converge. Ainsi, toute suite de Cauchy de E est convergente et E est complet.

¢) Soit (fn)n>0 une suite de Cauchy de (B([0,1],R), || ||c). Nous avons donc :
Ve >0, Ing, Vp,g €N, (p>ng et ¢ >ng) = Vo €[0,1], |fp(z) — fo(z)] <e.

Pour z € [0,1], la suite (f,(x))n>0 est donc une suite de Cauchy de R. Comme R est un espace vectoriel normé de
dimension finie, cette suite est convergente : sa limite, qui dépend de x, peut étre notée f(x), ce qui définit une fonction
f: ]0,1] — R. Ainsi, la suite (f,)n>0 converge simplement vers f. Il reste & montrer que f est bornée et que (f)n>0
converge vers f au sens de la norme || |-

Avec € = 1, il existe ng tel que :
vpvq € Nv (p Z no et q 2 nO) = Vz € [Oa ]-]7 |fp(x) - fq(x)| S 1.

En particulier, avec p = ng et € [0, 1], nous avons :

Vg = 10, [ fno () = fo(2)] < 1.
Nous pouvons faire tendre g vers +oo dans cette inégalité, pour obtenir |f,, (z) — f(x)| < 1, ce qui donne :
Va € [0,1], [f(@)] < [fao(@)[+1 = ([ faglloe +1
et f est bornée.
Pour e > 0, il existe ng tel que :
Vp,g €N, (p>ng et g>ng) = Vo el0,1], |fp(z) — folz)| <e.

Fixons alors n > ng. Nous avons, pour tout z € [0,1] :

Vg = no, |fn(z) = fo(x)] <e.

En faisant tendre ¢ vers Uinfini (pour z fixé), nous obtenons donc |f,(z) — f(x)| < e. Ceci étant vrai pour tout = € [0, 1],
nous avons || fn, — flleo < e. Nous avons donc démontré :

V€>Oa 3n0€N, VTLZTLQ, ||fn_f||oo§5

ce qui traduit que (fy)n>0 converge vers f quand n tend vers U'infini : B([0, 1], R) est complet pour || ||co-

d) L’idée est de construire une suite de fonction (f,)n>0 qui va approcher (au sens de || ||1) une fonction f non continue.
On peut par exemple définir une fonction affine par morceaux f,, pour n > 1, par :

1
o fule) = —1su {_1,_71] ;

o fo(z) = nx sur [1,1} ;

nn

o fu(x)=1sur [;1]

Pour ¢ > p > 1, nous avons :

1/p

|fq(x)—fp(x)ldx§/ 2dx:%

-1/p

1/p

1fe — folli = /_11 |fo(z) — fo(x)|dz = /

-1/p
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4
puisque f, et f; sont majorée par 1. Pour € > 0, on peut donc choisir ng tel que — < € et on aura :

no
4 4
vpaqua (QZPZTLO):>||fp—qu1 S];S;OSE

Ceci traduit que (fy,)n>0 est une suite de Cauchy pour || ||1.

Supposons que (fp)p>0 converge vers f au sens de || ||;. Fixons n €10, 1] et définissons :

1
N 1= [ 150 - ro)]at
n

1 1
Pour p > —, f,(t) = 1 sur [n,1]. On en déduit que I, stationne a la valeur I = / |1 — f(¢)|dt. D’autre part, 0 < I, <
n

n
Il fp — fll1, donc I, tend vers 0 quand p tend vers l'infini. Nous avons donc I = 0 et, la fonction intégrée étant continue et
positive sur le segment non réduit & un point [, 1], f = 1 sur [n, 1]. Ceci étant vérifié pour tout n > 0, f = 1 sur |0, 1].

On montrerait de maniére symétrique que f = —1 sur [—1, 0], ce qui est absurde puisque f est continue en 0.

e) Supposons que E est complet et soit ) -, u, une série absolument convergente a termes dans E. En notant S, la
n-ieme somme partielle de la série, nous avons :

q q +oo
Vo, €N, p<qg=[S; =Syl = || D unl| < D lull < D luxll-
k=p+1 k=p+1 k=p+1

+oo

fen., lukl <€, doti:

Pour & > 0, il existe n. tel que >
Vp,g €N, ne <p<g= S~ Sl <e

ce qui traduit que (Sy)n>0 est de Cauchy, donc convergente.

Supposons que toute série absolument convergente de E est convergente et soit (zp)n,>0 une suite de Cauchy de E. On
peut alors définir ¢ : N — N strictement croissante telle que :

1
Vn € N7 Vp7q > SD(n), ||$p - qu < 27

On a alors : .
Vn €N, [[zomi1) = Tpm)ll < on

ce qui prouve que la série de terme général &, (,41) — Ty (n) est absolument convergente, donc convergente. On en déduit
que la sous-suite (%;(n))nzo est convergente : la suite (x,,),>0 posséde donc une valeur d’adhérence et elle est convergente
d’apres le résultat de la question b et E est un espace de Banach.

Exercices Mines-Centrale: topologie

20)Si fe F,ona:

1/2 1 1/2 1 1/2 1
1= fydt— [ f(t)dt < ft)dt| + ft)dt S/ If(t)\dt+/ [f ()] dt < [[fllec = d(0, f)
0 1/2 0 1/2 0 1/2
donc d(0, F') > 1.
On peut remarquer que l'on a 1 < || f||s car, pour avoir égalité, il faudrait que |f ()] = ||f]lc pour tout ¢ € [0, 1] (c’est

le cas d’égalité pour la derniére inégalité), ce qui imposerait & f d’étre constante : impossible car F' ne contient pas de
fonction constante.
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Pour montrer que 1 = d(0, F), il reste a trouver des éléments de F' dont la norme s’approche de 1. Il suffit pour cela
d’analyser les cas d’égalité : il faudrait que f soit constante sur [0,1/2], constante sur [1/2,1], avec deux constantes
opposées. On pense donc a choisir des fonctions f, qui s’approchent de cette fonction non autorisée (car non continue),
comme représenté ci-dessous :

1
11—«

1
avecO<a<§etﬁ:

On a f, € F pour tout a et d(0, F) < d(0, fo) = || falloo =8 — 1, donc d(0, F) < 1. Nous avons donc d(0, F) =1 et
a—
cette distance n’est pas atteinte.
1/2

1
La forme linéaire ® : f — f()dt — f(t)dt est continue :
0 1/2

Vie B, () <flloo

donc F = ®71({1}) est une partie fermée de E (car {1} est un fermé de R).

21) Soient a,b € C et t € [0,1]. Il existe deux suites (an)n>0, (bn)n>0 € C" qui convergent respectivement vers a et b.
Comme C' est convexe, chaque ¢, = (1—1t)ay, +1tb, est élément de C et ¢, converge vers (1—t)a+tb, donc (1—t)a+tb € C :
l'adhérence de C' est convexe.

Soient a,b € Int(C) et t € [0,1]. Il existe r > 0 telles que B(a,r) C C et B(b,r) C C. Si z € B((1 —t)a + tb,r), on peut
écrire x = (1 —t)a+th+y avec |Jy|| < r,puis z = (1 —t)(a+ y) + t(b+ y). Comme a +y € B(a,r) et b+y € B(b,r),
onaa+nrb+r e C, puis x € C car C est convexe. Nous avons donc B((1 — t)a + ¢ — b,r) C C, ce qui traduit que
(1 —t)a+tb € Int(C) : nous avons démontré que I'intérieur de C' est convexe.

22) Deux vecteurs x et y sont indépendants si et seulement si | < z,y >| < ||z]| X ||ly|| (cas d’égalité pour I'inégalité de
Cauchy-Schwarz). On a donc :
{(z,y) € B, (2,y) est libre} = {(z,y) € E?, ||| x [yl - [< =,y >|>0}.

L’application ¢ : (z,y) — [lz|| x ||yl — | < z,y > | est continue (comme composée d’application continue, puisque
I'application (z,y) —< x,y > est continue sur E?), donc I’ensemble considéré est ouvert, comme image réciproque par
¢ de I'ouvert ]0, +o00[ de R.

23) a) Les deux premiéres applications sont bilinéaires donc continues (les espaces sont de dimensions finies) ; Papplication
transposition est linéaire donc continue. Le déterminant d’une matrice est un polyndme en les coefficients de la matrice :

I’application déterminant est donc continue. Enfin, la relation M ! = det (M) (Com(M ))T montre que les coefficients de
e

M~" sont des fractions rationnelles en les coefficients de M : 'application M — M ! est donc continue.
b) GL,(K) est ouvert comme image réciproque de l'ouvert K* de K par l’application continue M —— det(M).
SiMe M,(K), M, =M — %In ——— M et My, est inversible & partir d’un certain rang (car M n’a qu’un nombre fini

k—+o00

de valeur propre, donc 1/k ¢ Sp(M) pour k assez grand) : GL, (K) est donc dense dans M, (K).
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¢) Soit r = rg(M). Il existe donc une matrice carrée inversible de taille r extraite de M. Notons i1, 49, ..., % €t j1,72,. .., Jr
les indices de lignes et colonnes correspondant a cette extraction. L’application :

Qiy 1 @iy o oo Qi g,

Qiy,51 Qig,go -+ Qig,j,
e (aij)1<ij<n =

Qirjy Qipygo  -oo Qipg,

est continue et (M) # 0. L’ensemble V = o~ 1(K*) est donc un ouvert de M,,(K) contenant M : c’est un voisinage de
M et rg(N) > r pour tout N € V.

d) Munissons C™ d’une norme || || quelconque et M, (C) de la norme subordonnée :
MX
VM € M, (C), || M| = sup u
x#0 [IX]

La suite (M},) étant bornée, il existe K telle que | M| < K pour tout k € N. Ainsi, si k € N et si A € Sp(M},), associé au
vecteur propre X, on a :
IALIX = 1M X < ([ MG X < KX

donc || < K (car || X]|| est non nul). La réunion des spectres de My, st donc bornée par K.

e) On munit une nouvelle fois M, (K) de la norme subordonnée & une norme || || de K. Supposons que M* tende vers 0
et soit A une valeur propre complexe de M, associée au vecteur propre (complexe) X. On a ||[M*X|| < ||M*|| || X||, donc
M*X = XFX tend vers 0 quand k tend vers 'infini, ce qui impose |A| < 1.

Pour montrer la réciproque, on peut utiliser la décomposition de Dunford (hors programme). Si M € M,,(K), on peut
écrire de fagon unique M = D + N avec D, N € M,,(C), D diagonalisable, N nilpotente et DN = ND. On a alors :

k n—1
MF=Y" <’;) NPDF P = %" (’;) NPDF=P,

p=0 p=0
Si les valeurs propres de M (qui sont aussi celles de D) sont de modules strictement inférieurs a 1, donc pour tout p < n,
(];) D*=P tend vers 0 ((ﬁ) est un polynome en k et ||[D¥~P|| tend vers 0 & une vitesse géométrique) : on en déduit que
MP* tend vers 0.

Il est possible de se passer du théoreme de Dunford, en utilisant le lemme :
si M € M,,(C) et si e >0, il existe une norme || || sur C™ telle que ||M]| < p(M) + €, ot p(M) = max{|A|, A € Sp(M)}.

Cette méthode fait I'objet d’un autre énoncé d’exercice.

Si on souhaite simplement que M soit bornée, la condition p(M) < 1 est nécessaire (méme preuve qu’au début du e),
mais elle n’est pas suffisante. La décomposition de Jordan peut s’énoncer sous la forme : toute matrice M € M,,(C) est
semblable & une matrice diagonale par blocs ot chaque bloc est de la forme A; = A\;I,,, + N;, les \; étant les valeurs propres
de M. Ainsi, M* est est bornée si et seulement si pour tout i, A¥ est bornée. Si |\;| < 1, cette propriété est bien vérifiée.
Par contre, pour |\;] = 1, il faut en plus avoir N; = 0. Démontrons ce résultat.

On remarque d’abord qu’en divisant par \;, on se rameéne a ’étude d’une matrice de la forme I,, + N avec N nilpotente. Si
N est nulle, la suite (1,, + N)* est bornée. Par contre, si N est non nulle, on peut choisir X tel que NX # 0 et N2X = 0.

On a alors :
k

I+ N*X) =S (F)vrx = x 4 kvx
> ()

Comme (X + kN X)gen n’est pas bornée, I,, + N ne lest pas non plus.
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Nous avons donc démontré que (M*),ey est bornée si et seulement si p(M) < 1 et si pour toute valeur propre de module
1, ’espace propre associé est de dimension 'ordre de multiplicité de la valeur propre.

f) Notons Dx ’ensemble des matrices de M, (K) diagonalisables (dans K), Ux ’ensemble des matrices de M,, (K) possédant
n valeurs propres distinctes dans K et Tg ’ensemble des matrices réelles trigonalisables (sur R)

(i) Cas de M,,(C) :

e Si M € M,,(C), on peut la trigonaliser :

)\1 t1’2 A tl,n
M=p|? pt
tnfl,n
0 0 An
On peut alors définir :
A+ % t172 - tl,n
2 .
VkEN*7 Mk:P 0 >\2+k P71
: . . tn—Ln
0 o0 At

On a My k—> M et a partir d’'un certain rang, M} est diagonalisable car elle a n valeurs propres deux a deux distinctes.
— 400

En effet, pour 7 et j indices distincts, on en peut avoir \; + % =\ + % que pour au plus une valeur de k. Toute matrice
ce M,,(C) est donc limite d’'une suite de matrice diagonalisable : D¢ est dense dans M,,(C).

e Nous allons démontrer que l'intérieur de D¢ est ’ensemble Uc.

Ay 0

0 A) P~1 avec A

Si M € D¢ \ Ug, elle posséde une valeur propre A d’ordre au moins 2. On peut écrire M = P (

matrice diagonale. En posant :
A 1/k 0
VkEeN*, My=P|0 X\ p!
0 A

on a My ﬁ M avec My, & D¢ pour tout k : ceci prouve que M n’est pas a l'intérieur de Dc.
—+0o0

[e] [e]
11 suffit ensuite de démontrer que U est un ouvert : on aura Uz C D¢, et donc Uc = D¢. Une méthode simple consiste a
utiliser le discriminant : si P est un polyndme non constant, son discriminant, noté A(P), est le résultant de P et de P’.
On a alors :
Uc = {M € M, (C), M a n valeurs propres distinctes} = {M € M,,(C), A(xn) # 0}.

Comme lapplication M —— A(xas) est polynomiale en les coefficients de M, elle est continue et Ug est un ouvert de

M, (C).

Si on veut éviter de passer par le discriminant, on peut démontrer que Uc est ouvert par caractérisation séquentielle :
soit (My)ren une suite de matrices qui converge vers M € Ug. En notant Ap,..., )\, les valeurs propres (distinctes)
de M, il existe r > 0 tel que les boules B()\;,r) soient deux & deux disjointes. Nous allons démontrer que pour k
assez grand, chaque boule B(\;,r) contient une valeur propre de Mj. Par 'absurde, supposons qu’il existe ¢ tel que
{k € N, B(\i,7) NSp(My) = 0} est infini. On peut donc construire une extractrice ¢ telle que pour tout k, M) n’a pas
de valeur propre dans B(\;,7). En notant A¥, ... A¥ les valeurs propres de Mj,, nous avons donc :

Vk €N, ’XMl,a(k)()\i)| = H |\ — )\f(k)| >
=1

ce qui est absurde car |XMWC)

()| = |det(NiL — Moy PR \det(\; I, — M)| = 0.
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Ainsi, il existe K € N tel que pour k > K, M}, posséde au moins une valeur propre dans chaque boule B(A;, 7). Comme
ces n boules sont deux a deux disjointes, M} est élément de Uc pour k > K.

(ii) Cas de M, (R) :

e Nous allons montrer que ’adhérence de Dy est I’ensemble Tg. L’inclusion Tg C Dg se montre comme dans le cas K = C.
Il faut ensuite montrer que 7g est un fermé : comme Dr C T, on aura l'inclusion inverse.

La preuve est similaire & la précédente : soit (My)r>, une suite de matrices réelles trigonalisables qui converge vers
MeM,R).SixeC\R,ona:

k n
s 1= TTIA= A7) > [Im(y)]
j=1
or |xar, (A)] tend vers xar(A) quand k tend vers linfini, donc |xpr(A)| > |[Im(A)|[* > 0 : M n’a pas de valeur propre
complexe non réelle donc x s est scindé sur R et M € Tg.

o
e On montre enfin que Ur = Dg. La méme preuve qu’avec K = C montre que si M € Dy a une valeur propre multiple,
elle n’est pas intérieure & Dg. Pour montrer que Ug est ouvert, la preuve séquentielle est pratiquement la méme qu’avec
C : une fois démontré que M}, a au moins une valeur propre dans chaque boule B(\;,r) pour k assez grand, on a prouvé
que, pour k assez grand, M}, a n valeurs propre réelles simples (si une des )\f est non réelle, sa valeur conjuguée est aussi
valeur propre de My, et cela donne deux valeurs propres distinctes de M}, dans la méme boule B(\;, r), puisque les A; sont
réelles) : My, est bien élément de Dg pour k assez grand.

g) Définissons :

VpeN*", U,={2€C, 22=1}, U={z€C, Ip>1, 2 =1}etC={z€C, |z| =1}

Si M € A, M est annulé par un polynéme scindé a racines simples dont les racines sont dans U. M est donc diagonalisable
et Sp(M) C U. Réciproquement, si M est diagonalisable et si Sp(M) C U, il existe p € N* tel que Sp(M) C U, et MP =1,
(mar est scindé & racines simples et ses racines appartiennent a Uy, donc 7y divise XP — 1). On peut ainsi, apres ce qui a
été fait plus haut, deviner que I’adhérence de A est I'ensemble des matrices dont le spectre est contenu dans C (car U = C)
et que son intérieur est vide.

Commengons par l'intérieur : si M € A, la suite My = M — %In converge vers M quand k tend vers I'infini et les valeurs
propres de M), sont les A — % avec A € Sp(M). Ainsi, en fixant une valeur propre A de M, A est de module 1 et A\ — % ne
peut étre de module 1 que pour au plus une valeur de k. On en déduit que pour k assez grand, M}, a une valeur propre

de module différent de 1, et donc My ¢ A : ceci prouve que M ¢ .217 et donc que A est d’intérieur vide.

Si M € M, (C) avec Sp(M) C C, on peut écrire :

)\1 tl’g . th
M=p| 0 pt
: . tnfl,n
o ... 0 An
avec P € GL,(C) et A1,..., A, € C. Comme l'ensemble des racine de 'unité est dense dans le cercle unité, on peut
construire des suites (Mg 1)ken, - -, (Akn)ren telles que :
e pour tous k e Neti € {1,...,n}, \p; € U;
e pour tout k, Ag1,..., Mg, sont deux & deux distincts;

e pour tout ¢ € {1,...,n}, Ay, — ;.
k— 400
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La matrice

A1 ti2 t1,n
M, =P 0 Aka p!
. . . tn—l,n
0 . 0 Akn

est alors élément de A (elle est diagonalisable car elle a n valeurs propres distinctes) et converge vers M : on en déduit
que M € A.

Soit M € A. 1l existe une suite (M}) d’élément de A qui converge vers M. En notant (g ;)1<i<n les valeurs propres de
M., nous avons, pour A € C\ C :

e W) = [T IA = Al = 6"
=1

avec 0 = d(A,C) > 0.

Quand k tend vers l'infini, xaz, () tend vers xar(A), donc [xar(A)| > ™ > 0. Ainsi, A n’est pas valeur propre de M et
Sp(M) cC.

24) Nous noterons A(Aq, ..., \,) la matrice diagonale dont les A; sont les termes diagonaux.
a) Notons f cette application. f est bien a valeur dans GL,,(R) et elle est continue, comme restriction du produit matriciel.

Soit M € G L, (R). Une analyse élémentaire montre que si M = (0, S), alors S? = M M. L’existence d'un antécédent est
donc assez simple : on remarque que A = M M est une matrice symétrique définie positive (car pour tout X € R™\ {0},
XTAX = (MX)" (MX) = |MX|2 > 0 car M est inversible). Le théoréme spectral prouve lexistence de P € O, (R) telle
que P7YAP = A(A\1,...,\,) avec A, ..., A, > 0. On peut alors poser S = PA(VAL,...,vVAn) P~ et O=MS™1. On
a:

e S est symétrique (car P~ = PT) et ses valeurs propres sont strictement positives : S € S;7*(R) ;
e M =0S;
e O est orthogonale car OTO = ST'MTM S~ = §71528~1 = [, (en utilisant que P est orthogonale).

Supposons que (O’, S’) soit un autre antécédent de M. Nous avons alors S"2 = A = S2. Il y a ici un astuce qui consiste a
remarquer qu’il existe un polynéme f € R[X] tel que S = f(A). En effet, pour f € R[X], f(A) = f(PA(\1,...,A\p)P71) =
Pf(AM, ..., )P~ = PA(f(\), ..., f(An))P~ ! done f(A) = S si et seulement si f()\;) = /A; pour tout i : un tel
polyndme f existe (polynéme d’interpolation de Lagrange).

Nous pouvons ensuite dire que S’ commute avec A = S’?, donc avec S = f(A); ainsi, S et S’ commutent et sont diagonali-
sables : elles sont simultanément diagonalisables. Il existe donc une matrice inversible @ et des réels aq, ..., ap, 81, ..., 0n
tels que Q71SQ = A(aq,...,an) et Q71S'Q = A(B4, ..., Bn). Comme S? = A = 52 on en déduit que o? = 52 pour tout
i, soit a; = B; pour tout i (les a; et B; sont positifs), ce qui donne S = S’. On a ensuite O’ = M(S’)~t = MS~! = O.

Nous avons ainsi montré que f était bijective et il reste & montrer que f~! est continue. Travaillons séquentiellement :
soit (My)ken une suite de matrices inversibles qui converge vers M inversible. Notons (O, Sk) = f~1(My) et (O, K) =
fY(M) : il faut démontrer que Oy, et Sy convergent respectivement vers O et S.

La clé de la preuve consiste & utiliser la compacité de O, (R) : la suite (Oy) converge vers O si et seulement si O est sa
seule valeur d’adhérence.
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Soit donc O une valeur d’adhérence de cette suite et ¢ : N — N strictement croissante telle que Oy ) k—~+ O'. On a
—+0o0

alors : . -
Se) = (Opy) M) 77 (0') M =5".

k— 400

La matrice S’ est inversible (O’ et M le sont), symétrique (les S, 1) le sont) et positive (pour tous X € R™ et k € N,
XTSW(k)X > 0 donne X' S’X > 0 quand k tend vers I'infini). On en déduit que S’ est symétrique définie positive et que
M = O'S’ : par injectivité de f, O’ = O et S’ = S.

Ainsi, la suite (Oy) converge vers O qui est sa seule valeur d’adhérence, puis Sy, = (O;C)TM;C converge vers O' M = S :
J~1 est continue et f est un homéomorphisme de O, (R) x S;7*(R) sur GL,(R).

b) Notons g la restriction de l'application exponentielle a S,,(R).

Si S € S, (R), ils existent P € O,(R) et A\1,...,\, € R tels que S = PA(\,...,\,)P~!, ce qui prouve que
exp(S) = PA(eM, ... et )P71

est symétrique définie positive. L’application g est bien & valeurs dans S;*(R) et continue, comme restriction de ’appli-
cation exponentielle matricielle.

Si T € S (R), ils existent P € O,(R) et A\1,..., A\, € R tels que T = PA(M1,...,\,)P~!. La matrice S =
PA(In(A1),...,In(\,)) P! est alors symétrique et g(S) = T : Papplication g est surjective.

Soit S’ un autre antécédent de T'. On a, comme dans la premiére question, qu’il existe f € R[X] tel que f(S) = T (prendre
un polynéme d’interpolation de Lagrange qui envoie chaque A; sur In();). Comme 77 commute avec exp(T') = S, T"
commute également avec T' = f(.5); on peut donc diagonaliser simultanément T et 7" et on obtient une nouvelle fois que
T =T': g est bijective.

On prouve la continuité de g~ comme dans le premier cas : soit (T} )xen une suite de S;7*(R) qui converge vers T' € S;7*(R) ;
notons S et S les antécédents par g de Ty, et T. Nous allons démontrer que la suite (Sg)gen est bornée et posséde S pour
unique valeur d’adhérence : elle convergera donc vers S. Munissons R” de sa norme euclidienne canonique et M, (R) de
la norme subordonnée :

MX
VM € Mu(R), |M]] = sup IMEX]
xz0 || X]||

Cette norme est une norme d’algebre (i.e. que | M N|| < ||M]| || N|| pour tous M, N € M, (R)) et | M| = 1 pour M € O,(R).

e La suite (T}) est convergente, donc bornée par une constante K. On en déduit que pour tout k et pour toute valeur
propre A de Ty, A < K (si X est un vecteur propre associé, on a A || X|| = ||[TxX| < [|Tk|| | X]] < K ||X]||). De méme, la
suite (T} 1) converge vers T—! donc elle est bornée par une constante K’ : on en déduit que pour tout k et pour toute

valeur propre \ de T, X < K'. Ainsi, les valeurs propres des T} soient contenues dans [1/K’, K]. On en déduit que les
valeurs propres des Sy sont contenues dans [—In K, In K].

Pour tout k, il existe P, € O, (R) telle que T, = PLAN, ..., )\ﬁ)Pk*I. Cela donne :
Sk = PeA(In(\}),...,In(AE) P!
et

ISkl < [Pl AT, ... nWE)I 2] = max [In(Af)] < max(|Inal, [Ins])
N~ ~—— 1<i<n
=1

=1
ce qui prouve que (Si) est bornée.

e Si ' est une valeur d’adhérence de (S), il existe une extractrice ¢ telle que S, converge vers S’. On a alors

Ty = 9(Se)) PR g(S’), donc ¢g(S”) =T et S = S par injectivité de g.

Nous avons donc démontré que la suite (Sk) était bornée et possédait S pour une unique valeur d’adhérence : elle converge
donc vers S et g~! est continue.

Nous avons donc démontré que GL,(R) était isomorphe & O,(R) x S,(R), soit encore & O, (R) x R™"*t1/2 T étude
topologique de GL,(R) se raméne donc & celle du compact O, (R). Par exemple, si on sait démontrer que O, (R) posséde
deux composantes connexes par arcs, cela montrer que GL,,(R) posseéde aussi deux composantes connexes par arcs.
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25) Notons A lensemble des valeurs d’adhérence de (x,)nen. Plutdt que la caractérisation a l’aide de suites extraites,
nous allons utiliser la propriété :

beA=Ve>0,VneN, 3peN, p>netd(x,bd) <e.

Soit ¢ € A. Nous allons montrer que ¢ € A, ce qui prouvera que A est fermé. Fixons € > 0 et n € N. Il existe b € A tel que
d(b,c) < € puis, comme b € A, il existe p > n tel que d(zp,b) < . Nous avons donc montré, pour tout € > 0 et pour tout
n € N, Dexistence de p > n tel que d(xp, c) < d(zp,b) +d(b,c) < 2¢ : ¢ est donc élément de A.

26) Un point a d’une partie A d’un espace vectoriel normé est dit isolé s’il existe r > 0 tel que B(a,r) N A = {a}. Cela
revient a dire que a € A et que toute suite d’élément de A qui converge vers a est stationnaire.

Notons A = {u € L(F), P(u) = 0}. Comme 0 est racine de P, on a bien 0 € A. D’autre part, 0 étant racine simple, on
peut écrire P = X@Q avec Q(0) = a # 0. Considérons une suite (uy)reny d’éléments de A telle que uy converge vers 0. On
a donc :

Vk e N, ugo Q(uk) =0.

Comme uy, tend vers 0, det(Q(ug)) tend vers det(Q(0)) = o™ avec n = dim(FE). On en déduit qu’il existe K tel que
det(Q(ux)) # 0 pour k > K. Ainsi, Q(ug) est inversible et ux = 0 pour k > K : la suite (ux) est donc stationnaire.

La propriété est fausse dés que F est de dimension au moins 2 et 0 racine au moins double : il suffit de fixer une base
(e1,€2,...,e,) de E et de considérer la suite d’endomorphismes (uy) définie par :

%62 sii=1
Vk e N*, Vie {1,...,n}, ug(e;) =
0 stnon
On a:

e pour tout k > 1, uf = 0 donc P(uy) =0;

e pour tout k > 1, up #0;

o ur, —— 0.
k— o0

0 est donc un point non isolé de A.

27) Comme 6 = diam(A) = sup{d(z,y), =,y € A}, il existe deux suites (x,) et (y,) d’éléments de A telles que
d(Xp, Yn) —+—% 0. Comme F est de dimension finie, la suite bornée (x,,, yn)nen posseéde une valeur d’adhérence (z,y) et
n—-+0oo

il existe une extractrice ¢ telle que x,(,) et y,(») convergent respectivement vers z et y. On a ainsi prouvé I'existence de
x,y € A tels que d(z,y) = 4.

Si x était intérieur & A, il existerait r > 0 tel que B(z,r) C A.

En particulier, on aurait y # x et le point z = = + g Hx — T serait un élément de A avec :
=y
d(z,y) H(1+ =) )H (14=——)5>56
z,y) = @y = Y
2l|lz -y 2[|lz -yl

ce qui est absurde. On en déduit que x € Fr(A), que y € Fr(A) (par symétrie) et que § = d(x,y) < diam(Fr(A4)) = J’.
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Comme Fr(A) est un compact, il existe z’,y" € Fr(A) tels que d(2’,y") = ¢’. Comme 2’ et 3’ sont adhérents a A, il existe
deux suites (7)) et (y},) d’éléments de A qui convergent respectivement vers a’ et 3. Comme on a § > d(x),,y,,) pour tout
n, on obtient § > ¢’ en faisant tendre n vers I'infini : une partie non vide bornée d’un espace vectoriel normé de dimension
finie a donc méme diametre que sa frontiere.

28) Supposons que nous ne sommes pas dans le second cas. Il existe alors r > 0 tel que B = B(z,r) N A est fini (mais
non vide car x € A). L’ensemble {d(x,y), y € B} est un ensemble fini non vide de R*, il admet donc un minimum p. Si
p était non nul, on aurait B(z,p) N A = ), qui serait absurde. On a donc p =0, i.e. x € A. Si B = {z}, on pose 7’ = r.
Sinon, on pose ' = min {d(z,y), y € B\ {x}}. Dans les deux cas, on a 7' > 0 et B(z,r") N A = {z}.

29) a) Une matrice A € M,,(C) est nilpotente si et seulement si A™ = 0. N, est donc fermé, comme image réciproque du

fermé {0} par I'application continue A — A", définie de M,,(C) dans lui-méme.

Soit A € N,,. En posant, pour k > 1, A, = A+ % I,,ona A k—> Aet A, € N, pour tout k > 1 (% est la seule valeur
—+o0

propre de Ay et une matrice nilpotente a 0 pour unique valeur propre). On en déduit que A n’est pas a Uintérieur de N, :

N, est donc d’intérieur vide.

b) Si 0 est un point adhérent & Cyy, il existe une suite de matrice (My) de Cps telle que My, converge vers 0. On en déduit :

—+00

Comme M, est semblable & M, on a xa, (z) = xa(2z) pour tout k& > 1, d’ott Vo € C, xm(xz) = 2™. On en déduit que
xm = X" : M est nilpotente.

Réciproquement, supposons que M est nilpotente. On peut trigonaliser M : il existe P € GL,(C) telle que P"*MP =
T = (tij)i<ij<n O t;; =0 des que 1 <1i < j < n. Notons B = (ey,...,ey,) la base formée par les colonnes de P. Pour
a > 0, notons B, la base (e1, aes, a?es, ..., a" te,) et P, la matrice de passage de la base canonique a la base B;. On a :

My =P;'MP, = Q,'TQq

avec Qn = Pga =diag(l, o, a?,...,a" ). Q;'TQ, s’obtient donc en multipliant chaque colonne C; de T pat a/~! puis
en divisant chaque ligne L; par o*~!. Nous avons donc :
PIIMP, = (t; ;07 7"), ii<n

On en déduit que M, est un élément de Cps qui converge vers 0 quand « tend vers 0, puisque pour ¢; ;a7 = 0 pour

1gigjgnettiﬁjaj*i——()%0quand1§i<j§n.
a—
Nous avons donc démontré que la matrice nulle est dans 'adhérence de Cj; si et seulement si M est nilpotente.

30) a) Posons ug = x¢ et u, = & — p—1 pour tout n > 1. On a :
Vn > 2, lunsill = [1f(@n) = f(@n-1)|| < Kllzn — 21| = KJua||

et donc, par récurrence immédiate :
V21, Jfunll < K"l

Comme K € [0,1], la série de terme général u, est absolument convergente, donc convergente car E est de dimension
finie. On en déduit que la suite (x,,) converge vers un élément @ € E. Comme F est fermé, a € F et I'égalité z,1 = f(x,)
donne, par continuité de f sur F, f(a) = a par passage a la limite.

b) Comme F est non vide, on peut choisir zy € F et la suite définie dans le a) converge vers un point fixe a de f. L’unicité
de ce point fixe est évidente, puisque si b est un autre point fixe, on a ||b — a|| = || f(b) — f(a)|| < K||b — a|| et donc a = b

car 0 < K < 1.

On peut ainsi approximer a par z, :

+oo +oo Kn
la—zall = | 32w < D0 Kl = 15 1£(w0) — wol
k=n-+1 k=n+41
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no

K
On peut donc choisir xg et calculer a priori ng tel que T %

Il f(zo) — xo|| < e : il reste ensuite a calculer x,,,.

On peut utiliser une meilleure majoration de lerreur :

+oo +oo 1
lla =z, = Z ug|| < Z K g || = ﬁ”mnﬂ — T
k=n+1 k=n+1

1
Une fois choisi xg, on calcule donc les éléments x, et on s’arréte deés que ﬁHan — x| < e: x, est alors une

approximation de a a € pres.

Dans la pratique, les choses sont un peu plus compliquées car il faut prendre également en compte les erreurs faites quand
on calcule les x,, (sauf si on est capable de calculer de fagon exactes les z;,).

31) Notons A lensemble des valeurs d’adhérence de (x,)nen. Plutét que la caractérisation a l’aide de suites extraites,
nous allons utiliser la propriété :

beA=Ve>0,VneN, d3peN, p>netd(x,d) <e.

Soit ¢ € A. Nous allons montrer que ¢ € A, ce qui prouvera que A est fermé. Fixons € > 0 et n € N. Il existe b € A tel que
d(b,c) < € puis, comme b € A, il existe p > n tel que d(zp,b) < €. Nous avons donc montré, pour tout ¢ > 0 et pour tout
n € N, Dexistence de p > n tel que d(zp, ¢) < d(zp,b) +d(b,c) < 2¢ : ¢ est donc élément de A.

32) Soient z,y € A et t € [0,1]. Pour € > 0, il existe a,b € A, tels que
d(z,a) < d(z,A) +¢c et d(y,b) < d(y,A) +¢.
On a alors (1 —t)a +th € A (car A est convexe), puis

d((1 —t)z + ty, A) d((1 =tz +ty,(1 —t)a+tb) =||(1 —t)(x —a) + t(y — b)||
t)llz = all + tlly — ol

t)(d(z, A) +¢) + t(d(y, A) + ¢)

IAN A IA

1
1

—~~

Comme ceci est vrai pour tout € > 0, on obtient d((1 —t)z +ty, A) < (1 —t)d(z, A) +td(y, A) en faisant tendre & vers 0 :
la fonction x — d(x, A) est donc convexe.

33) Soit (My)r>0 une suite d’éléments de &, qui converge vers I,,. On a det(M,? + My + I) —+> 3, donc il existe kg
= n—-+oo

tel que M7 + My + I, € GL,(R) pour k > ko. Comme 0 = M2 — I, = (M, — I,,)(M? + My, + I,,), on en déduit que
M, = I, pour k > kg : I,, est un point isolé de &, puisque les seules suites de &, qui convergent vers I,, sont les suites
stationnaires.

Exercices Mines-Centrale: applications linéaires et continuité
34) Soit x € ¢;. Pour tout y € ¢y, on a :
Vn €N, |znyn| < [|[Ylloc [#n]

donc la série de terme général x,y, est absolument convergente. On peut donc définir 'application p(z) : ¢ — C, qui
est clairement linéaire. On a ensuite :

+oo +oo
Va € co, lo(@) ()] < D lzaynl < llylloee Y lonl = [l 1ylloo
n=0 n=0

donc ¢(x) est continue et ||o(z)| < ||z1-
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Pour tout n € N, notons y,, = e~ ot 6, est un argument de ¢, (si ¢, = 0, on choisit y,, = 1). Ainsi, y,, est de module 1

et vérifie z,y, = |2,|. Pour tout N € N, considérons la suite y~ = (yo,y1,...,yn,0,0,...). On peut aussi écrire :

N
yN = Z ynen
n=0

en notant €” = (8., )ren (tous les termes de cette suite sont nul, excepté celui d’indice n qui vaut 1). y” est élément de
co et :

N
Y lwal = le@) ™)) < lle@)l % ly¥ [l = llo(@)I-
n=0
En faisant tendre N vers Uinfini, on obtient ||z||; < ||¢(z)] : nous avons démontré que || ()| = ||z||1.

Réciproquement, supposons que u est une forme linéaire continue sur ¢g. On cherche = € ¢; telle que u = (z), c’est-a-dire
telle que :

+oo
Vy € cop, U(y) = Z TnYn-
n=0
Si un tel x existe, il est unique, puisqu’on doit avoir :
VneN, z, =u(e")

Nous posons donc z = (u(e™))nen. On a alors, pour y € ¢g :

N N N

VN €N, u <Z yne"> = yu(e") =) nyn.
n=0 n=0 n=0

N

Quand N tend vers linfini, y» = Z yne™ tend vers y (au sens de || ||1), puisque :
n=0
+o0o
—_— N = =
ly =y [l =1(0,0,...,0,yn+1, yn2, - )1t ZN:H |yn| o0
n—

Comme u est continue, on en déduit que u(yy) converge vers u(y), ce qui prouve que la série de terme général x,y,
converge et a pour somme u(y). Il reste & montrer que & € ¢; pour pouvoir dire que u = ¢(z). On reprend la définition
des y,, de la partie précédente : x,y, = |z,| et |yn| = 1 pour tout n € N. On peut alors écrire :

N N N
N EN, S [l = u (zynen> < Jul |3 e
n=0 n=0

n=0
ce qui prouve que ), - |Z,| est convergente : € ¢; (et on retrouve que ||z|[; < |Juf|). On peut donc affirmer que u = ¢(x)
et ¢ est une bijection. Comme ¢ est linéaire et que ||o(x)|| = ||z||1, ¢ est une isométrie vectorielle de (¢1,]| ||1) sur le dual
topologique de cg.

= [lull sup |yn| = [lull
0<n<N

o0

35) Sia € 4, on a, pour tout P € R[X], |P(a)| < ||P||5 = ||P||a, avec un cas d’égalité quand P = 1. On en déduit que
dq st continue de norme égale a 1.

Supposons maintenant que a € A. Il existe donc 7 > 0 tel que Ja — 7, a+n[NA = 0. ensuite, A étant borné, il existe M > 7
tel que
ACla—M,a—n|Ula+n,a+ M]

Nous allons construire une suite (P,) de polynémes tels que P,(a) =1 et ||P,||a = 0, ce qui prouvera que d, n’est pas
n—-+0oo

continue. Si nous avions a = 0 et M = 1, il suffirait de choisir P,, = (1 — X?2)™. 1l suffit donc de faire un bon changement
de variable et de poser :
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X —a\? "
Vn € N, Pn<1( % )) .

2 n
Nous avons P, (a) = 1 pour tout n et ||P,|ja < sup |Py(z)|= sup (1 —2*)" < (1 - 772> —0
[a-+n,a-+M)] [n/M,1] M2 ) noe

36) Les primitives de f sont les applications de la forme gk : =z — K + fox f(t)dt avec K € R. Une telle primitive

appartient a F si et seulement si
1 x
K+/ (/ f(t)dt) dz =0
0 0

ce qui donne une unique valeur de K telle que gx € E; f posséde donc une unique primitive appartenant a E, c’est
I’application :
T 1 u
o =gs o [ ra- [ ([ rwar) a
0 0 0

Si g ne s’annulait pas sur [0, 1], elle serait soit strictement positive, soit strictement négative sur [0, 1] (g est continue) et
donc son intégrale sur [0, 1] serait également soit strictement positive, soit strictement négative. En fixant a € [0, 1] tel
que g(a) = 0, on peut alors écrire, pour z € [0,1] :

[ s dt\ <lo—allflle < S 1fle:

o silz—al < %, lg(z)] = lg(z) — g(a)| = -2

1
<A =l =al) [fllec < 5 Ifllo-

e sinon, |g(x)| = =5

dt| = |— d
/a f(t) t‘ | /[0,1]\]a,$[f(t) !

On en déduit que ¢ est continue de norme inférieure ou égale a 1/2.

1 siz<1/2

. mais je ne trouve pas la
—1 sinon

Il me semble que la norme est 1/4, atteinte par limite quand f tend vers x — {

seconde astuce !

37) Remarquons tout d’abord que 'additivité de f donne :
VYn e€Z, Ve € E, f(nx)=nf(zx)
puis
N 1 1 T\ T
Vn € N*, Vz € E, ﬁf(:z:)fﬁf(n—>ff(7>
et enfin
VgeQ, vz € E, f(qr) = qf(z).

D’autre part, posons K = sup, <1 [[f(@)] et fixons € > 0. Il existe un rationnel > 0 tel que K7 <c et ona:

vee B, el <u— | (2)| < K = Il < K <
donc f est continue en 0. Par additivité, on a f(a + h) = f(a) + f(h) - f(a) et f est continue en tout point.
—

Pour z € E, lapplication A — f(Ax) — Af(x) est ainsi continue sur R et nulle sur Q : elle est donc nulle sur R, ce qui
acheve de montrer que f est linéaire.

La propriété est fausse quand le corps est C : il suffit de considérer E = F = C et f : z — Z, qui est bien additive,
bornée sur la boule unité mais non C-linéaire.
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38) a) Comme f est linéaire continue, elle est lipschitzienne et il existe K tel que Vo € E, ||f(x)|| < K ||z|]. On en déduit :
Ve B, [|f(x)]| <K

et donc || f] < K.

On a d’autre part, pour tout z € E \ {0} :

v = |1 (vt g )| = et ()| < 120

et l'inégalité est trivialement vérifiée quand = = 0 : f est donc || f]|-lipschtzienne.
IIf]l est bien le rapport de Lipschitz de f.
b) Il n’y a pas de difficulté :

e pour f,g € L.(E),ona:
If + gll = sup [|f(z) + g(2)[| < sup [|f (@) + llg(@)I] < sup |[f(2)]| + sup [|g(=)]| = [/l + llgll;
zeB zeB zeB zeB

e pour « € K, on a:

lafll = sup [lef ()] = sup || [|f(@)]| = || sup [[f(@)] = | [If]];
zeB zeB zeB

e pour f € L.(F) telle que ||f|| =0, f est 0-lipchitzienne, donc constante. Comme f(0) = 0, f est nulle.

e pour f,g € L.(E),ona:
Ve € E, [|fog(@) < If gl < A1 gl Nl

donc f o g est lipschitzienne de rapport || f]| % |lg]| : on en déduit que || f o gl < £l % llgll-
¢) Supposons donc que fog—go f =Idg. On montre par une récurrence immédiate que fog® — g”o f =ng" !
pour tout n € N* :
e pourn=1,ona fog"—glo=Idg =nldg;
e soit n > 1 et supposons la relation vraie au rang n. On a alors :
(feg"—g"of)og=ng"
d’ou
fog"tt —gho(gof+Idp)=ng"
ce qui donne la relation au rang n + 1.

On a donc :
Vn>1, Ing" M =Ifog”—g" o fll <20fI "

ce qui donne, pour n > 1 :

n(n— 1) n(n—1).. )
@I 1 2 =@l o'l = (2|||f|||)

en remarquant que f est non nulle (sinon, f o g — g o f serait nul) : on peut diviser par || f]|. On a d’autre part

g™l < llgll™,

"> ">

n n
g™l = U7l lg Idg]l.

ce qui donne :

A< Dal)” -
I1dz ]l

ce qui est absurde (n! est prépondérant devant toute suite géométrique).

Vn > 1,

Nous avons donc montré que pour tous f,g € L.(F), fog—go f #1dg.
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39) a) L’application ¢ est bien définie car pour f € FE, la série est absolument convergente (f est bornée car continue sur
le segment [0, 1]). La linéarité de ¢ est ensuite évidente, par linéarité de la somme. On a ensuite :

400 00 n
<> el <13 (5) =2l

n=0 n=0

o0

2:

Vf € ED, |o(f

donc ¢ est continue et ||¢| < 2.

On peut remarquer que I'inégalité précédente n’est une égalité que si f(r,) = (—=1)"]| f||c pour tout n, ce qui n’est possible
que si f est nulle (si | f| est constante sur Q N [0, 1], elle est constante sur [0, 1] par continuité de f et densité de QN [0, 1]
dans [0, 1] : ceci impose & f d’étre constante et I’alternance de signe donne f = 0).

Pour montrer que ¢ est de norme 2, il faut construire une suite de fonctions qui permettent d’approcher le cas d’égalité.
Pour N € N, on peut définir une fonction fy € F telle que :

e Vne{0,....,N}, fn(rn) =(-1)";
o [fnlleo =1

On peut par exemple choisir fy affine par morceaux, en ajoutant fx(0) =1 et fy(1) =0 si 0 ou 1 n’est pas élément de

{ro,...,mn}. On a alors :
N
ol L)l
= oN+1 ToN

1
> -

[\)

= f(rn)
Z (_2)71

n=N+1

UN e, ol 2 B Z L Z

[£] o

ce qui donne ||| > 2 en faisant tendre N vers l'infini.

b) Pour f € H, comme f est non nulle, on a 1 = ¢(f) < 2| ||, donc d(0,H) > 1. Si on montre que d(0,H) = %, on aura
ainsi démontré que la distance de 0 a H n’est pas atteinte.

I 1/l
e(fn) lo(fn)l

que d(0,H) < 2, ce qui achéve la preuve.

€ H pour tout N et ||gn]| =

On a ensuite gy = tend vers 1/2 d’apres le calcul précédent : on en déduit

c¢) Il suffit de reprendre la preuve précédente :

e sizeH, 1=p@) < o] ], done d(0,H) > m I

osi:z:EEavecgo(x)#(),ona%é?—letdonc

IH > d(0,H), ot

p(x)
20 < 7577 1o
Comme cette inégalité est vérifiée quand p(z) = 0, on en déduit que ||¢| < 0.7
On en déduit que d(0,H) > H| i et les deux preuves précédentes prouvent :
1
e si d(0,H) est atteinte, il existe z € H tel que ||z|| = d(0,H), ce qui donne |p(y)| = 0. 7) = ||| avec y = ” ”

1 Y
e s’i]l existe y de norme 1 tel que |o(y)| = ||| = ===, alors z = est élément de H et ||z|| = d(0,H).
o) = llell a0 ) 0] [l]| = d(0,H)
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Ainsi, d(0,H) = mf |lz|| est atteinte si et seulement si ||¢]| = sup |p(z)| est atteinte.

llzll=1
40) a) Pour || || :
Pour A = (a; ;) € M, (R), nous avons :
VX ="(a1,...,2n) ER", |AX oo = sup Zaw% < sup Z i1 \$J| < [ Xl sup Z |aijl -
1<i<n |7 1<i<n 1< ;
j=1 = =

<|\X\|oo

=K

1l existe d’autre part ig tel que K = Z |as,,;|.- Nous pouvons donc définir X en posant
j=1

1 siag; >0
—1 sinon

vie{l,...,n}, sz{

On a alors

| AX]| - -
HTHOO > > i | = lai | = K
=1 =1
n
ce qui prouve que [|Afloo = K = sup Y _la; |-
1<i<n J=1

b) Pour || |1 :
Pour A = (a;;) € M, (R), nous avons pour tout X ="*(z1,...,2,) € R":

[AX ]l = Z Zam%‘] < ZZMWI || < Z (Z au|> 2l = sup Z|am| X1

i=1 |j=1 i=1 j=1 Sgisngy

=K
Comme dans le premier cas, il existe jo tel que K = >, |a; j,|. Nous pouvons donc définir X en posant

1 siie i
Vie{l,...,n}, xi:{ SLe=Jo

0 sinon

On a alors

[AX]l
XL ZZWMH%‘ —Z|ai,jo| =K

=1 j=1 =

ce qui prouve que ||A||; = K = sup Z la; ;1.
1<j<n =1

On peut remarquer que ||Alj; = [|A" || co-

¢) Pour || ||2, on a besoin du théoréme de réduction des matrices symétriques.

Pour A € M,,(R), S = AT A est symétrique dont il existe P € O,(R) telle que S = PDPT ot D est diagonale. En notant
A1, ..., An les valeurs propres de S, qui sont ici positives car S est symétrique positive, nous obtenons :

VX €R", |AX|} = (AX) (AX)=Y'DY =Y Ap? < ( sup )\i) Y'Y =KX'X =K |X|3
— 1<i<
=1 n
=K
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1 sii=1
en posant Y = P X = (y1,... ,yn)T. Il existe ig tel que A;, = K et le vecteur Y défini par y; = {0 ] % donne un
sinon

cas d’égalité. Nous obtenons donc :

1Al = VE = /p(AT A)

ol p est le rayon spectral (maximum des modules de valeurs propres).

41) Supposons que I'image de tout ouvert de R™ par f est un ouvert de RP. En particulier, Im (f) = f(R™) est un ouvert

de R? : comme il contient 0, il contient une boule B(0,7). En fixant une base (¢;)1<;<, de RP, la famille ﬁ si)
o & 1<i<p

est alors une base de RP contenue dans B(0,r), donc dans Im (f) et f est surjective.
Supposons que f est surjective. Il existe donc une famille (e;)1<i<p de R™ telle que B’ = (f(€;)); ;< , Soit la base canonique
de RP. Comme la famille (f(e;))1<i<p est libre, la famille (e;)1<;<, 'est également et on peut la compléter en une base

B = (e;)1<i<n de R™. Munissons R™ et R? des normes || || dans B et B’ respectivement (les normes sont équivalentes car
les espaces sont de dimensions finies).

Soit A un ouvert de R™ et b € f(A). Il existe a € A tel que b = f(a) et il existe r > 0 tel que B(a,r) C A. Si y € B(b,r),
on peut ’écrire :

P
y=b+Y aif(e)
i=1
p P
avec || < r pour tout 4. On a donc y = f(a—i—z aie;) € f(A) car a—i—z ase; € B(a,r) C A. Nous avons donc démontré

i=1 i=1
que f(A) est un ouvert de RP.

42) a) T(f) est bien définie et continue sur [0, 1] et la linéarité de T est évidente. On a ensuite :

Vi€ E, [T(Hlloo <2[flloo

avec égalité pour f =1 : T est donc continue, de norme égale a 2.

b) 2 est valeur propre de T, associé au vecteur propre 1 (application constante). Soit f un vecteur propre associé & 2 et

1
notons E = {x € [0,1], |f(x)| = ||f|lcc }- Nous allons démontrer que si z € E, TeBet 2+ 3 € E. Fixons donc z € E.

2 2
On a : 1
(&) +7f z+1 F(&]+1f z+1 oo + oo
ce qui impose que toutes ces inégalités sont des égalités. En particulier, |f (2)| = |f (2 + 1)| = ||| fll-

T T
Ainsi, le minimum et le maximum de F sont respectivement 0 et 1 (car si x > 0, 5 <zetsir<l, 5 + 3 > ). Nous

allons ensuite montrer par récurrence sur n la propriété :

k
Pn: Vke{0,1,...,2"}, 2—nEE.
o Py est vérifice car 0 € Fet 1 € E.

k k k 1
e Soit n € N et supposons que P, est vérifiée. Pour tout k € {0,1,...,2"}, on € FE donc CTES) € Eet o1 + 5=
k+2"

ot € E, ce qui donne exactement la propriété P, 1.
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k
E est donc un fermé qui contient tous les rationnels de la forme on il est égal & [0, 1]. La fonction |f]| est ainsi constante

sur [0, 1], ce qui prouve que f est également constante. L’espace propre associé a la valeur propre 2 est donc de dimension
1 et engendré par la fonction constante égale a 1.

43) a) 1l suffit de vérifier :

e ||P|| > 0 pour tout P € C[X] avec annulation si et seulement si P("™)(0) = 0 pour tout n € N, soit si et seulement si
P=0.

e pour P,Q € C[X],ona:

+oo too
IP+Ql =Y anlP™(0) + QW (0)] < 3 an (IPW(O)] +1Q0)]) = I1P] + Q]
n=0 n=0
e pour PeC[X]et AeC:
+oo +oo
IAP] =" an(AP)™(0) = Y a AP (0)] = |A[[|P]|
n=0 n=0

Pour la suite, il sera quelquefois plus pratique d’utiliser la formule :
+oo +oo
I Z a, X" = Z anoapn!.
n=0 n=0

b) @ Etude de f; on a :

+oo +oo
n An— n
VP € CIX], [P = 3 anl PO (0)] = Y “=L 0y [P0 (0)
n=0 n=1 n

(n—1

an

Ainsi, si la suite < ) est bornée par K, f est continue puisqu’on a :
n>1

+oo
VP € CIX], IF(P)I| < K ) an|P™(0) < K |P].

n=1
Réciproquement, si f est continue, on peut écrire :

Ve N, [lFX) < NANHIX

et donc :
Vn € Nx, [[nan—1(n — DY < [I[fll] an n!

Qp—1

an

ce qui prouve que < > est bornée.
1>1

e Etude de g; on a cette fois :
Vn €N, [lg(X™)[ = [[nX"]| = n[| X™|

donc g n’est jamais continue. Plus généralement, on montre facilement que si g est un endomorphisme continu, les valeurs
propres de g sont bornées par |||g]|| (ici, tout entier naturel est valeur propre de g).

e Etude de h;

400 “+ o0 +o0
VP =Y a,X" € C[X], [XP| =Y X" = ans1an(n+1)
n=0 n=0 n=0
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(n+ 1ani1

et on démontre comme pour f que h est continue si et seulement si (
Qp

> est bornée.
n>0

44) Nous notons || || les différentes normes et nous choisissons de munir E x F' de la norme (x,y) — max(||z||, [|y]|)-
o (i) = (i1) est évident.
e Supposons que (i) est vérifiée ; en particulier, il existe n > 0 tel que :

V(z,y) € EXF, ||(z,y) = (0,0)| <n = [[f(2,y) = f(0,0)] <1

soit
V(z,y) € EXF, (flzl <net [ly| <n) = [|f(z,y)| <1

On a alors, pour tous z € E\ {0} et y € F\ {0} :

umw|'””“k( y)' L eyl

RENAT
1

et cette inégalité est encore vérifiée quand x ou y est nulle : nous obtenons (iii) avec K = —.
]

e Supposons que (i) est vérifiée, pour une certaine constante K. Nous avons alors, pour x € F :
Vy e F, [|[F(z)(y)ll < Kllz| [lyl

donc F'(z) est une application linéaire continue et |||F(x)||| < K||z||.

On en déduit que F, qui est linéaire de E dans L.(F,G), est continue avec |||F||| < K : (iv) est vérifié.

e Supposons (iv) vérifié et considérons une suite (z,,y,) de E x F convergeant vers (z,y). On a :

|(@n,yn) = f(,y)] [(@nsyn) = f(@n, y)l + [(@n, y) = f(2,9)]

<
< Kllanll lgn = yll + Kllza — ol ly] ——0

donc f est continue sur F x F' (caractérisation séquentielle de la continuité).

45) a) Comme f est linéaire continue, elle est lipschitzienne et il existe K tel que Vo € E, ||f(z)|| < K ||z||. On en déduit :
Ve e B, |[f(2)] < K

et donc || f] < K.

On a d’autre part, pour tout z € E \ {0} :

1@l = |1 (el 25 )| = et £ (55 )| < 0

et 'inégalité est trivialement vérifiée quand = = 0 : f est donc || f]-lipschtzienne.
IIfll est donc le rapport de Lipschitz de f.
b) Il n’y a pas de difficulté :

e pour f,g € L.(E), on a:

If + gll = sup [|f(z) + g(@)|| < sup [[f(@)[| + lg(x)]| < sup [|f(@)]| + sup [[g(z)] = [ ]| + lgll;
zeB zeB zeB zeB

e pour o € K, on a:

lafll = sup [lef ()] = sup || [| f(z)]| = || sup [ f(@)]| = | [I£]I;
r€B r€EB r€B
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e pour f € L.(F) telle que ||f|| =0, f est 0-lipchitzienne, donc constante. Comme f(0) = 0, f est nulle.

e pour f,g € L.(FE),on a:
Ve e E, [[fog(@) <If g < 1A Ngll [l
donc f o g est lipschitzienne de rapport || f|| x [lg]| : on en déduit que [[f o gl < |l £]| x [lgll-

¢) Supposons donc que fog— go f =Idg. On montre par une récurrence immédiate que f o g® —g”o f =ng" !

pour tout n € N* :
e pourn=1,ona fog"—glo=Idg =nldg;
e s0it n > 1 et supposons la relation vraie au rang n. On a alors :
(feg"—g"of)og=ng"
d’ou
fog™t —g"o(gof+1dg) =ng"
ce qui donne la relation au rang n + 1.
On a donc :
vn>1, [ng" = 1fog" —g" o fl <20 fg"
ce qui donne, pour n > 1 :
nn—1), . 5 nin—1)..
lg"™ Il = i e Uil LEER Y YL
2 ||f|| 211£11)? (2 Hfll) 1N IIfH”

en remarquant que f est non nulle (sinon, f o g — g o f serait nul) : on peut diviser par || f]|. On a d’autre part

g™l < lgll”,

[ = l1dg]].

ce qui donne :

A < Dal)”
1dz |

ce qui est absurde (n! est prépondérant devant toute suite géométrique).
Nous avons donc montré que pour tous f,g € L.(F), fog—go f #1dg.

Vn > 1,

46) a) On montre facilement que ||P + Qla < ||P]|la + ||Q]la et [|AP]|a = |A|||P|la pour tous A € R, P,@Q € E. On a
d’autre part :
|Pla=0<=Vze A Plz)=0<P=0
car A est une partie infinie.
b)Sibe A,ona VP € E, |pp(P)| = |P(b)| < ||P|la donc ¢y est continue.

Supposons que b ¢ A. Comme A est fermé, il existe r > 0 tel que |b—r, b+ r[UA = (). Comme A est borné, il existe R > r
tel que AC [b—R,b+ R]. Onadonc AC [b—R,b—r]U[b+r,b+ R]. Pour montrer que ¢, est discontinue, nous devons
trouver une suite de polynémes (Py) telle que || P soit « petit » devant ¢p(Py). Autrement-dit, le graphe de Py doit avoir
une allure du type :
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On peut donc penser & définir P, = (b+ R — X)*(X — b+ R)*, pour k € N, polynéme qui admet b+ R et b — R pour
racines d’ordre k. On a, en utilisant I'inclusion de A dans [b — R,b —r] U [b+r,b+ R] et la symétrie de Py :

Vk €N, Pu(b) = R* et |[Plla<  sup |Py(x)] = Pe(b+7) = (R* =)~
z€[b+r,b+R)

Comme R? > R?2—7r2 || P|| 4 est négligeable devant o,(Py) quand k tend vers I'infini : cela prouve que ¢, n’est pas continue
(sinon, il existerait une constante K telle que |¢p(Pr)| < K || Pg||a pour tout k).

¢) Si les deux normes sont équivalentes, on a :
Vz € R, ¢, est continue pour || |4 < ¢, est continue pour || ||5.

On en déduit que z € A <= x € B, i.e. que A = B.

Réciproquement, si A = B, les normes sont égales, donc équivalentes. Les normes sont donc équivalentes si et seulement
si A= B.

Exercices Mines-Centrale: compacité

47) L’exercice est vraiment stupide : A n’est pas bornée, puisque pour M > 0, la suite u = (M, 0,0, ...) est un élément
de A dont la norme vaut M. A n’est d’autre part pas fermée, puisqu’en posant

Vn,N € N, uTIY =
0 sinon
onaul¥ —— (2%)”20 = u pour || |le avec u™ € A pour tout N et u ¢ A. A n’est donc pas compact.

N—+oco

48) L’application x — d(z, F') est continue (elle est 1-lipschitzienne) et K est un compact non vide, donc il existe a € K
tel que d(a, F) = inf e g d(z, F).

On peut ensuite montrer que d(a, F') est également atteinte de deux fagon différentes :

e on se rameéne & une partie compacte : soit yo € F et K’ = F N B(a,d(a,yg)). K’ est fermé borné, donc compact
(car E est de dimension finie). Comme K’ est non vide (il contient yg), Papplication continue y — d(a,y) atteint
sa borne inférieure sur K’ : il existe b € K’ tel que d(a, F) = d(a,b). On a ensuite :

d(a,b) siye K’
Vy € Fid(a,y) > -
d(a,yo) > d(a,b) sinon (car yo € B(a,d(a,yo)) et yo € K')
On a ainsi d(a, F) = d(a, K') = d(a, b).
e il existe une suite (y,) € F™ telle que d(a,y,) converge vers d(a, F). Le suite (y,) est alors bornée :
[ynll < llyn — all + [lal

avec (||yn — al|)n>0 bornée car convergente. Comme E est de dimension finie, on peut extraire de cette suite bornée
une sous-suite convergente : il existe b € E et une extractrice ¢ telle que y,(,) converge vers b. Comme F' est fermé,
be Fetd(a,b) =limisd(a,y,) =d(a, F).

Nous avons ainsi démontré 'existence de a € K et b € F tel que d(K, F) = d(a,b).

Premier contre-exemple : dans £ = R? muni de sa norme euclidienne, considérons les parties F; = {(x,0),z € R} et
Fy ={(z,e™®), x € R}.

e I est fermée car c’est un sous-espace vectoriel (de dimension finie) ;
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o I} est également fermée : si (z,, yy,) est une suite d’éléments de Fy qui converge vers (z, y), alors z,, et y,, convergent
respectivement vers x et y, puis y, = e~ donne y = e~ en faisant tendre n vers U'infini ; ceci prouve que (z,y) € F.
F étant stable par limite, il est fermé;

e pour a = (a,0) € Fy et b= (B,e7 %) € Fy, on a a # b, et donc d(a,b) > 0;

e pour tout n € N, a,, = (n,0) € Fy et b, = (n,e™ ") € Fy, donc e " = d(ay,b,) > d(F1,Fz) > 0, ce qui donne
d(Fy, F») = 0 quand n tend vers 'infini.

La distance entre F; et F5 n’est donc pas atteinte.

Second contre-exemple : on choisit un espace E de dimension finie, un fermé non vide F' de E et un point a de E tel que
d(a, F) ne soit pas atteinte : K = {a} sera alors un compact non vide tel que d(K, F') n’est pas atteinte.Voici un exemple
classique :

E =C(]0,1],R) muni de la norme || ||oo ;
1/2

F={feE, ft)dt — 1f(ﬂdt:l};

0 1/2
a=0.

49) a) Chaque K, étant non vide, il existe une suite = (z,,)nen telle que z,, € K,, pour tout n. En particulier, = est

une suite du compact Ky : il existe donc une extractrice ¢ et un élément a de Ky tels que z,(y) —Jr—% a. Pour tout p,
n—-+oo

on ¢(n) > ¢(p) > p pour tout n > p. Ainsi, la suite extraite y = (2,(n))n>0 est a valeur dans K, a partir d'un certain
rang. comme K, est compact, il est fermé et la limite a de y est élément de K,. Nous avons ainsi montré que a € K, pour
tout p, i.e. que a € K : K est non vide.

e(n

Comme les K, sont compacts, ils sont fermés et K est fermé comme intersection de fermés. Si z = (,,)n>0 est une suite

d’éléments de K, on en déduit comme ci-dessus qu'il existe une extractrice ¢ et un élément a de Ky tels que z,(,,) —+> a.
n——+0oo

Comme K est fermé, a € K et nous avons montré que = possédait une valeur d’adhérence dans K : K est un compact.

b) Travaillons par contraposée : supposons que O est un ouvert de E tel que K, ¢ O pour tout n € N. On peut alors
construire © = (Z,)nen telle que z,, € K, et z, € O pour tout n € N. Comme & la question a), = posséde une valeur
d’adhérence a qui est élément de K : comme O est un ouvert, F\ O est fermé et a € E\ O (car a est limite d’une sous-suite
de z constituée d’éléments de E \ O). Nous avons donc montré que K ¢ O.

¢) Notons §(A) le diametre d’une partie non vide :

3(A) = inf d(z,y).
(4) = inf d(z,y)

Comme la suite (K,)p>0 est décroissante, la suite (6(K,,))n>0 est décroisante et minorée par 0 : elle a donc une limite £.
Comme K C K,, on a §(K) < d(K,) pour tout n € N, puis §(K) < ¢ en faisant tendre n vers U'infini.

D’autre part, il existe deux suites (an)nen et (bn)nen telles que :
VneN, a, € K,,, b, € K,, et d(ay,b,) = I(K,)

En effet, pour n € N, (z,y) — d(z,y) est continue sur le compact non vide K2, donc 6(K,) est atteint. Comme K@
est compact, on peut extraire de la suite (a,,b,)n>0 une sous-suite convergente : il existe une extractrice ¢ et a,b € Ky

tels que ag () m a et by(n) m b. Comme 0(K ,(n) = d(ayn), by(n)), on obtient : £ = d(a,b) en faisant tendre n

vers U'infini. Enfin, comme & la question a), a et b sont éléments de K, ce qui donne ¢ = d(a,b) < §(K) : nous avons bien
démontré que le diametre de K,, tend vers celui de K quand n tend vers U'infini.

50) Soit ¢ > 0. Comme K x K est compact, il existe une extractrice ¢ et (z,y) € K2 tels que Ap(n) —+> z et
n—-—+0oQ

by (n) m y. On en déduit en particulier que ay(,41) — Gp(n) €6 by(n41) — by (n) tendent vers 0 quand n tend vers infini.

Il existe donc un entier ng tel que :

d(atp(no)7atp(no+1)) <ecet d(btp(no) — bw(n0+1)) < €.
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En posant n = ¢(ng + 1) — ¢(ng), on a bien n > 1 et :
d(CLn, CL) S d(an+17 al) S e S d(a’n—‘,—gp(n(,))atp(no)) = d(ago(no)a ago(ng—&-l)) <e

d(bn7 b) < d(bn+1> bl) <. < d(bn+ga(n0)a bap(no)) = d(bcp(ng)’bgo(no—&-l)) <e

On en déduit :
d(a,b) <d(f(a), f(b) =d(a1,b1) < -+ < d(an,bn) < d(an,a) + d(a,b) + d(b,b,) < d(a,b) + 2.

Nous avons donc démontré :
Ve >0, d(a,b) < d(f(a), f(b)) < d(a,b) + 2e,

et donc d(a,b) = d(f(a), f(b)). Ceci étant vérifié pour tous a,b dans K, f est une isométrie de K sur f(K).
Il reste & montrer que f(K) = K :

e f est continue (nous savons maintenant que f est une isométrie : elle est 1-lipschitzienne), donc f(K) est compact,
donc fermé;

e. Ainsi, pour tout € > 0, B(a, ) rencontre

).

e pour a € K, il existe, pour tout € > 0, un entier n > 1 tel que d(a,,a) <
f(K) puisque a, = f(an—1) € f(K) : a est donc élément de f(K) = f(K

51) a) L’application ¢ : K — R qui & z associe d(z, f(z)) est continue. Comme K est un compact non vide, ¢ atteint sa
borne inférieure en un point @ de K. On a alors a = f(a), car dans le cas contraire, on aurait ¢(f(a)) = d(f(a), f(f(a))) <
d(a, f(a)) = p(a), ce qui contredirait la minimalité de ¢(a).

L’unicité du point fixe est évidente : si b était un point fixe de f distinct de a, on aurait une contradiction :

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < d(ab).

b) Pour tout n, on a d(z,+1,a) = d(f(x,), f(a)) < d(x,,a) (avec inégalité stricte si z,, # a et égalité si x,, = a). La suite
de terme général d(x,,a) est donc décroissante et minorée par 0 : elle converge vers £ > 0.

Si b est une valeur d’adhérence de (z,,)n>0, il existe une extractrice ¢ telle que () ———— b. On a alors d(z (), a) ———

n—-+oo n—-+oo
d(b,a), et donc ¢ = d(a,b).
Comme K est compact, (,)nen posséde au moins une valeur d’adhérence b, associée a l'extractrice ¢. Nous avons :

Lp(n)+1 = f(xtp(n)) — f(b)

n——+00
donc f(b) est aussi une valeur d’adhérence de (x,,)nen- Si b # a (i.e. si £ # 0), 'hypothése nous donne :
t=d(f(b),a) =d(f(b), f(a)) < d(a,b) ="

qui est absurde : on en déduit donc que ¢ = 0, i.e. que x,, —+> a.
n—-+0oo

52) Travaillons par contraposée : montrons qu’une partie de K infinie et fermée n’est pas discréte. Soit donc A une telle
partie. Il existe une suite (z,)nen d’éléments de A deux & deux distincts. Comme cette suite est une suite de K, il existe
une extractrice ¢ et un élément a de K tel que z,(,) converge vers a. Comme A est fermée, a € A et on a, pour r > 0
quelconque, P'existence d’un ng € N tel que :

n > ng, d(zymy,a) <7

La partie AN B(a,r) contient donc une infinité d’éléments (les x,(,), pour n > ng, sont eux a deux distincts), ce qui
prouve que A n’est pas discrete.
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53) Montrons le résultat par contraposée, en supposant que U est un ouvert tel que :

vr>0,V, ¢U.

1
Pour tout n € N*, on peut donc choisir x,, € Vi tel que z,, ¢ U. Comme d(z,,K) < —, il existe y, € K tel que
n n

2
d(Zn,yn) < —. La suite (y,)n>1 est une suite du compact K, donc il existe une extractrice ¢ et un a € K tel y, )
converge vers a. On en déduit :

1
d(xap(n)a a) < d(zga(n)a yap(n)) + d(ytp(n)7 a) < @ + d(yga(n)a a) ——0

n—-+oo

et T,(n) tend vers a. Comme les z,(,) appartiennent au fermé E'\ U, a ¢ U : on a donc K ¢ U.

1 n s
54) a) Les propriétés S, — a, = 3 et a, = Z 3; se montrent facilement par récurrence sur n.

i=1

b) Chaque K, est compact, comme réunion de 2" segments et la décroissance vient de la propriété :

VneN, Va=(a1,...,an) € Sny Toy,..an0Y Loy an1 C Lo

1
Comme les segments qui constituent K, sont disjoints et de largeur 30 K, est de mesure (%)n, K est donc de mesure

nulle (comme en probabilité : (K, ),en est une suite décroissante de parties mesurables, donc la mesure de 'intersection
est la limite des mesures des K,).

¢) Munissons {0, 1} de l'ordre lexicographique. Si a = (a;) < (b;) = b, il existe n > 1 tel que a; = b; pour tout 1 <i < n
et 0 =a, < b, = 1. Nous avons alors :

fla) < 22“1 Py 2o 22‘“ z%,fi_fu

i=n+1

donc f est strictement croissante. Ceci prouve en particulier que f est injective (l'ordre lexicographique est total).

Montrons que f est & valeurs dans K. Pour a = (a;) € {0,1}", nous avons S 23‘? = Qa;,....an) € Ky. par décroissance

des K,,, nous avons donc :

2a2

Vn €N, Ym > n, Z

i=1

€ K,.

Comme les K, sont fermés, nous en déduisons par passage a la limite :
VneN, f(a) € K,

ce qui prouve que f(a) € K.

Pour 2 € K et n € N, z € K,, donc x appartient &4 un et un seul intervalle I, avec a™ € S,. En notant am =

(agn), ... ,a%n)), I,NK = Ia“”) o o U Ia(n) NORE donc aj(,nﬂ) = a( ") pour tout 1 < p < n. On peut donc définir la
1 sean, 1 ean

suite a € S avec :
Vn e N*, Vm > n, a, = a™.

Nous avons alors :

Vn € N, Z 3 =y < < B :Z 30 +37
i=1 =1

ce qui donne f(a) = x en faisant tendre n vers I'infini.

f est donc une bijection strictement croissante de f sur K. On en déduit que K et S ont méme cardinal et K a la puissance
du continu.

Remarque : la puissance du continu est le cardinal de R. Comme l'application qui & = €]0, 1] associe son développement
en base 2 est injective, le cardinal de )0, 1] est inférieur & celui de S. Comme il existe une bijection de ]0,1[ sur R, ceci
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prouve que § a au plus la puissance du continu. D’autre part, K est contenu dans R, donc il a au plus la puissance du

continu.

d) Siz € K et € > 0, en fixant n tel que € > 3%, il existe a € S,, tel que x € I, : on en déduit que |z — e, + £[ contient
Pensemble infini I, N K (toute suite b € S telle que a; = b; pour tout ¢ € [1,n] vérifie f(b) € I, Clz — &,z + €[). = nest
donc pas un point isolé de K.

55) Soit F' un fermé de R. Nous voulons montrer que f(F') est un fermé : considérons donc une suite (y,)n>o0 de f(F),
qui converge vers y € R. I existe une suite (z,,),>0 € RY telle que y,, = f(x,,) pour tout n.

L’ensemble K = {y,, n € N} U {y} est alors un compact (on peut par exemple remarquer qu’il est fermé borné dans R).
La suite (z,,) étant une suite du compact f~!(K), il existe une extractrice ¢ et un z € K tel que Tn CONVErge Vers .

On a alors, par continuité de f :
Yp(n) = f(l'@(n)) m f(l‘)

On en déduit que y = f(z); or F est fermé et les x,(,,) sont éléments de F', donc = € I et y € f(F).
Nous avons ainsi démontré que f(F) était stable par limite : ¢’est un fermé de R.

Par contre, 'hypothése f~1 ({y}) est compact pour tout y € R ne suffit pas : I'application

1

L — —
fow 1+ 22

est continue et pour tout y € R, f~1 ({y}) est fini, donc compact ; par contre, le fermé R a pour image 0, 1], qui n’est pas
fermé.

On pourrait imaginer qu’il faille remplacer la conclusion “f(F') est fermé” par “f(F') est fermé dans f(R)”, comme on le
voit avec la fonction

f:z— S
14 a2
qui est continue et pour laquelle tous les f~! ({y}) sont également finis donc compacts, avec le fermé [1, +oo[ qui a pour
1
image }0, 2} qui n’est fermé ni dans R, ni dans f(R) = [—%7 %]

56) I, est un idéal de A, en tant que noyau du morphisme d’anneau f — f(a). L’élément unité 1 de A (i.e. la fonction
constante égale a 1) n’est pas dans I,, donc I, est différent de A.

Considérons un idéal I de A tel que I, C I. Il existe donc fy € I\ I,. Si g € A, notons g; la fonction constante égale a
g(a)
fola)

. On peut alors écrire :
g=g—agifot g1 fo €1
—_————
el,CI €A €I

On a donc prouvé que I = A : les seuls idéaux contenant I, sont I, et A.

Soit I un idéal maximal. S’il existe a € K tel que I C I,, on a I = I, par maximalité de ces deux idéaux. Supposons donc
qu'un tel a n’existe pas : pour tout a € K, il existe f, € I\ I,. Comme f, est continue et que f,(a) # 0, il existe r, > 0
tel que :

Ve e K, d(z,a) < r, = fo(z) #0.

On a alors K C U B(a,r,); les parties B(a,r,) étant ouvertes, il existe k € N* et aq,...a; € K tels que :
aceK

k
K C U B(a,rq;)

i=1
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Pour tout ¢ € {1,...,k}, ffj est élément de I, comme produit de f,, € A par f,, € I, donc

k
=) fiel
=1

L
f

Pour tout = € K, il existe i tel que x € B(a;,7q,), donc f(z) > fgl (z) > 0. Ainsi, f ne s’annule passur K et 1 == f el

1
car 7 € Aet f el. L’idéal I contient donc I’élément unité de A, donc I = A : c’est absurde.
Tout idéal maximal est donc de la forme I, pour un certain a € K.

57) Soit A un fermé de K X F et (yn)nen une suite de p(A) qui converge vers y € F. 1l existe donc une suite (,)nen
d’éléments de K telle que (z,,,y,) € A pour tout n € N. Comme K est compact, il existe une extractrice ¢ et un élément

r € K tels que z,,) m x. On en déduit que (Zy(n), Yp(n)) m (,y). Comme A est fermée, (z,y) € A et

y € p(A) : ceci prouve que p(A) est stable par limite, donc fermé.

Soit f: K — F et supposons que son graphe G est fermé. Nous allons montrer que f est continue en montrant que
pour toute partie fermée B de F, f~1(B) est une partie fermée de K, c’est-a-dire de E car K est compact donc fermé.
Soit donc B un fermé de F. On a :

fiB)={z €K, f(x)e B} ={z €K, ye B, y= f(z)} =p((K x B)NG)

Comme K et B sont fermés, K x B est un fermé de F x F, puis (K x B) NG est un fermé de F x F'; comme intersection
de deux fermés. On déduit de la propriété précédente que f~1(B) est fermé.

Soit f: K — F continue. Si ((xn,yn))n y est une suite de G qui converge vers (z,y), on a :

€

° I, —+> T avec x, € K pour tout n, donc z € K car K est fermé;
n—-+0oo

e f(z,) =y, —— y donc y = f(z) par continuité de f en z.
n—-+oo
On en déduit que (z,y) € G : G est stable par limite, donc fermé.
58) C est compact car c’est 'image du compact [0, 1] x A x B par 'application continue (¢, a,b) — (1 — t)a + tb.

59) a) Travaillons par contraposée en supposant que K est compact, avec :
Vr>0,3x € K, VA€ A/ B(z,r) N K ¢ O,.
Pour n € N*, avec r = 1/n, on peut donc définir z,, € K tel que :
YA e A, B(z,,1/n)NK ¢ O, (1)

(% )n>1 étant une suite du compact K, il existe 2 € K et une extractrice ¢ telle que () —+> z.
= n——+00

Pour \ € A fixé, la propriété (1) prouve qu’il existe (yn)n>1 € KV telle que
1
Vn > 1, |lyn — 2l < " et y, & O

On en déduit que y,(,,) converge vers x et que x ¢ Oy (car E'\ Oy est fermé, donc stable par limite). Nous avons ainsi
montré qu'il existait un élément x de K n’appartenant a aucun Oy, i.e. que K ¢ [Jycp Oa.

b) Le but de la question a) est de remplacer la famille (Oy)xea par une famille d’ouverts plus simples : on fixe r > 0
donné par le a) et K est trivialement recouvert par la famille de boules (B(z,7))ek ; nous allons montrer qu'il existe un

47



entier k € N et x1,...,x; € K tels que K soit recouvert par B(x1,7)U- - U B(zg, 7). Si ¢a n’était pas le cas, on pourrait
construire par récurrence une suite (x,)nen € K" telle que :

n—1

Vn>1, x, ¢ U B(zk, 7).
k=0

Ainsi, on aurait :
Y,k €N, n# k= d(zn,xr) > 7

et la suite (z,)nen n’aurait pas de valeur d’adhérence : absurde car K est compact.
Il existe donc k € N et x1,...,21 € K tels que K C Ule B(z;,r). Pour chaque i, il existe ensuite, par définition de r, un
Ai € A tel que B(x;,7) N K C Oy,, ce qui donne :

k k
K C UB(:Ei,r)ﬂKC UO,\i.

i=1 i=1

¢) Supposons que K ne soit pas compact. Il existe alors une suite (x,)neny d’élément de K ne possédant aucune valeur
d’adhérence dans K. Cela s’écrit :

Vye K, 3, >0, IpeN, Vn>p, |z, -yl > ¢,
La partie K est alors recouverte par I'union des boules B(y, ¢,), pour y décrivant K. Sik € Net yi,...,yr € K, on a:

k

vn 2 ma‘X(prpyz’ T 7pyk)v Tn ¢ U B(yiagyi)
i=1

donc K ¢ Ule B(yi, ey, )

Nous avons ainsi démontré que K est une partie compacte de E si et seulement si de tout recouvrement de K par une
famille d’ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Cette propriété est la “bonne” définition topologique des
espaces compacts.

60) a) L’application ¢ :  — d(z, f(z)) est continue sur le compact K, donc elle est bornée et atteint ses bornes : il
existe a € K tel que :
Vo € K, d(a, f(a) < d(z, /(z).

On a alors, avec M rapport de Lipschitz de f :
0 < p(a) < p(f(a)) =d(f(a), f(f(a))) < Md(a, f(a)) = M ¢(a)

ce qui impose p(a) =0 car 0 < M < 1 : a est un point fixe de f. Ce point fixe est unique : si b € K vérifie f(b) = b, on a
d(a,b) = d(f(a), f(8)) < M d(a,b), d'on d(a,b) = 0.

1 1
b) Soit a € K. Comme K est convexe, I'application f,, : z+— —a+ (1 - ) f(x) est définie sur K et a valeurs dans K.
n n

1
Cette application est contractante, de rapport 1 — —. On déduit du a) qu’elle admet un et un seul point fixe b,,. Comme

K est compact, il existe une extractrice ¢ et b € K telle by, —Jr» b. On a alors :
n—-+oo
1 1
et (17 o) F0s) = et
o(n) ( p(n) ) P R
et nous obtenons f(b) = b en faisant tendre n vers Uinfini : f posséde un point fixe.

61) a) Il existe une suite (yn)n>0 d’éléments de F telle que d(x,y,) converge vers d(x, F'). Comme (yp),>0 €st une suite

bornée (car ||yn|| < d(yn,z) + ||z||) de V’espace vectoriel normé F qui est de dimension finie, on peut en extraire une

sous-suite (Y, (n)) qui converge vers un élément y de F' : on a alors d(z, Yy(n)) —+> d(z,y), dou d(z,y) = d(z, F).
n—-+0oo
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r—y |z —y —llz—ylzll o d(=F)

lz —y I =y e =yl
déduit que d(zg, F') > 1. D’autre part, 0 € F, donc d(xo, F') < (0,0) = ||zo]| = 1. On a donc d(zo, F') = 1.

b) Notons zp = . Pour tout z € F, d(xg,2) =

=1lcary+ |z —yllz € F. On en

¢) Nous avons démontré que pour tout sous-espace vectoriel de dimension finie F, il existe g € E tel que ||zg]] = 1
et d(zg, F') = 1. Comme E est de dimension infinie, nous pouvons donc construire par récurrence une suite (2, ),>0 de
vecteurs unitaires de F telle que :

Vn €N, d(z,, Vect(xg,...,Tn_1)) = 1.

La suite (xy,)n>0 est alors une suite de la boule unité fermée de E qui n’a pas de valeur d’adhérence, puisque pour tous
entiers distincts n et m, d(x,, ;) > 1. Ceci prouve que la boule unité fermée de E n’est pas compacte.

62) L’hypothese prouve que f(z) tend vers +o0o quand z tend vers Uinfini, ¢’est-a-dire que pour tout M, il existe A > 0
tel que :
Vo € B, ol > A— f(z) > M (1)

En effet, il suffit de choisir A = R si M <0 et A = max (R, M) si M > 0.
c

L’idée consiste & se ramener & un compact non vide K tel que le minimum de f sur K (qui existe car f est continue et
K compact non vide) soit le minimum de f sur E. Il suffit pour cela que l'on ait Vo € E, f(z) > minyex f(y). L'idée
naturelle consiste & choisir M et a4 poser K = B(0, A) ott A est la valeur associée & M par la propriété (1). Dans cette
situation, on aura :

Vz e E\K, f(z)>M

et il suffit de choisir M tel que M > minyex f(y). Comme K = B(0, A) dépend de M, on n’a pas trop de choix et on
pense & choisir M = f(0) car 0 est le seul élément qui est a coup siir dans B(0, A).

Nous pouvons maintenant écrire la preuve compléete :

e si f(0) <0, on pose K = B(0, R). Comme K est compact (E est de dimension finie), f atteint un minimum sur K
en un point g € K. On a ensuite :

stz @ K, f(z) > ||z 2 0= f(0) = f(z0)
Vx e E,
sinon, x € K et f(x) > f(xo)

donc f(zo) est aussi le minimum de f sur E.

e si f(0) >0, on pose A = max (R, f(())) et = B(0,A). f atteint son minimum sur K en un point zy € K et on a :
c

siz @ K, f(x) > cllz]] = £(0) = f(xo)
sinon, z € K et f(z) > f(xo)

Ve e F,

donc f(zo) est aussi le minimum de f sur E.

Exercices Mines-Centrale: connexité

63) a) (1) = (2) : soit B une partie a la fois ouverte et fermée de A. Il existe alors deux ouverts O; et Oy de E tels que
=ANO; et AA\B=AN0O3. ANO; et AN O3 sont donc disjoints et recouvrent A, donc I'un des deux est vide, i.e. soit
= (), soit B = A : les parties () et A sont les seules parties a la fois ouvertes et fermées de A.

(2) = (3) :si f: A— {0,1} est continue, B = f~1(0) = f~}(R*) est un fermé et un ouvert de A (car f est continue,
{0} est fermé et R* est ouvert) : on a donc soit B=0 et f =1, soit B= A et f = 0.

(3) = (1) : soient O; et Oy deux ouverts de E tels que ANO; et AN Oy soient disjoints et recouvrent A. On peut définir

f: A—{0,1} en posant f(x) =0six € Oy et f(z) =18l & € Oy. Comme O; et Oy sont ouverts, f est continue. En
effet, z,, —+> 2 avec (Ty)nen €t © € A, alors :
n—r-+0o0

49



e sixz € Oy, &, € O1 pour n assez grand et f(x,) stationne a la valeur f(z);
e six € Oy, x, € Oz pour n assez grand et f(x,) stationne & la valeur f(z);
donc f(x,) converge vers f(x). Par hypothese, f=0ou f =1, s0it ANOy =0 ou ANO; =0.

b) Soit A une partie connexe par arcs et f : A —— {0,1} continue. Si x,y € A, il existe une application continue
v : [0,1] — A telle que g(0) = x et g(1) = y. L’application g o f est alors continue de [0, 1] dans {0, 1}, donc elle est
constante (sinon, avec le théoreme des valeurs intermédiaire, il existerait ¢ € [0,1] tel que g o f(¢) = 1/2). On en déduit
que f(z) = f(g(0)) = f(g(1)) = f(y) et f est constante. Nous avons donc démontré que A était connexe.

¢) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, A une partie connexe de F et ¢ : A — F une application continue. Si
f est une application continue de ¢(A) dans {0, 1}, I'application f o ¢ est continue de A dans {0,1}, donc constante, ce
qui prouve que f est également constante et que p(A) est connexe.

d) Soit f: B+~ {0,1} continue. La restriction de f a A est alors continue, donc constante. Comme f est constante sur
A, elle l'est sur B car B C A et B est connexe.

L’idée consiste & choisir une partie A connexe par arcs telle que A ne soit pas connexe par arcs. On pose :
A ={(z,sin(1/z)), x > 0}

A est connexe par arc mais A = AU {(0,y),—1 < y < 1} ne l'est pas. En effet, le point (0,0) ne peut pas étre relié
continument & un point (a,sin(1/a)) avec a > 0 par un arc (continu) v tracé sur A.

e) On peut par exemple choisir A, = {(0,y), vy > 0} U{(1,y), vy > 0} U{(z,y), 0 < a <1lety>n}:chaque A, est
connexe par arcs, donc connexe, la suite (A,)n>0 est décroissante mais A = ﬂ A, ={0,y), y >0} U{(1,y), y > 0}

neN
n’est pas connexe (I’application f définie sur A par f(0,y) =0 et f(1,y) = 1 est continue et non constante).

f) Si f était un homéomorphisme de R sur R?, la partie A = R\ {0} serait isomorphe & B = R2\ {£(0)}, ce qui est absurde
car A est connexe mais B ne 'est pas.

g) 1l suffit de choisir une droite et un intervalle ouvert : A = {(z,0), =5 < z < §} et B = {(2,0), z € R} sont
homéomorphes ((z,0) — (tanz,0) est un homéomorphisme de A sur B), mais R? \ A est connexe par arc alors que
R?\ B a deux composantes connexes.

64) Si I' ne rencontre par la frontiere de A, alors I' N A et T NExt(A) est une partition de I' en deux ouverts de I : on en
déduit que soit I' ne rencontre pas A, soit I ne encontre pas Ext(A) : le résultat est donc démontré par contraposée.

65) a) R est une relation d’équivalence :
e Réflexivité : pour z € A, v : t — x est continue et a valeur dans A.
e Symétrie : si & R y, avec v vérifiant les conditions imposées, alors 7 : t — (1 — ¢t) montre que y R x.

o Transitivité : si t Ry R z, avec 71,2 continues de [0, 1] dans A telles que 71 (0) = z, vo(1) = 72(0) = y et 12(1) = z,
I’application
~1(2t) si0<t<1/2
vt
Y(1—2t) sil/2<t<1

prouve que R z.
b) Soit x € A et C, la classe d’équivalence de . Si y € C,, associée & v, on a ¥(t) € C,, pour tout t € [0, 1] (Papplication
d : s — y(st) est continue, & valeur dans A avec 6(0) = = et §(1) : v(t)). Tout point y de C, peut donc étre relier

continument a x par un chemin tracé dans C; : on peut donc également relier deux points y et z de C,, en passant par z :
C, est connexe par arcs.
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Soit C' une partie connexe par arcs telle que C, C C C A. Si y € C, il existe un chemin reliant = & y tracé dans C, donc
dans A : ceci prouve que y € C,. C, est ainsi maximale parmi les parties connexes par arcs contenues dans A.

66) Si z € O, sa composante connexe par arcs est I’ensemble
Cy,={y €0, Iy: [0,1] — O continue avec ¥(0) = z et y(1) = y}.

Siy € Cy,, il existe r > 0 tel que B(y,r) C O : on en déduit que B(y,r) C C,, (tout point de B(y,r) peut étre relié a x par
un chemin tracé dans O, en prolongeant I’arc reliant x & y par un segment). Cela prouve que C, est une partie ouverte.

Pour chaque composante connexe par arcs C, on peut donc choisir un point « € C' tel que x € Q™ (car Q™) est dense dans
R™. 1l existe donc une application injective de ’ensemble des composantes connexes par arcs de O dans Q™. Comme Q"
est dénombrable, O a au plus un nombre dénombrable de composantes connexes par arcs.

Si O est un ouvert, ses composantes connexes par arcs sont des intervalles ouverts disjoints, en quantité au plus dénom-
brable. Tout ouvert O de R s’écrit donc
0= Jlan,bnl

neN

ot N est soit égal & N, soit de la forme {1,2,...,n} et ol les ]a,, b,[ sont des intervalles deux & deux disjoints.

67) Soit f: AUB — {9, 1} continue. Comme A et B sont connexes, f est constante sur A, égale & a, et constante sur B,
égale a b. Il existe z € AN B : il existe alors une suite (x,) d’éléments de A qui converge vers . Comme f est continue,
a = f(x,) tend vers f(z), soit b = f(x) = a. f est donc constante sur AU B et AU B est connexe.

68) S’il existait un homéomorphisme f de R sur R”, les espaces A =R\ {0} et B =R"™\ {f(0)} seraient homéomorphes,
ce qui est absurde car A n’est pas connexe par arc alors que B l'est.

69) X est connexe par arc car il est étoilé par rapport au point 0, i.e. que pour tout f € X, le segment [0, f] est
contenu dans X. En effet, si f € X et sit € [0,1], tf € X carsit = 0, Ker (¢tf) = R* ¢ {0} = Im(tf) et si t # 0,
Ker (tf) = Ker () ¢ T (f) = Im (£).

70) Si A est vide, B est vide : il est connexe par arcs. Sinon, fixons a € A. Nous allons montrer que pour tout b € B, il
existe v, : [0,1] — B continue telle que v,(0) = a et 7,(1) = b. Ceci prouvera que B est connexe par arcs. En effet, pour
b1,bs € B, lapplication « : [0,1] — B défini par :

o fm=20 sio<e<iy2
T T L ei—1) si12<t<1

est continue (les deux courbes se raccordent par continuité en 1/2 car v;, (0) = a = 7p,(0)), & valeurs dans B avec v(0) = by

et y(1) = bo.

Soit b € overlineA; il existe une suite (a,)nen+ d’éléments de A telle que a, —f b. L’idée consiste a relier a = ag a a1,
n—-+0oo

a1 & ag, et plus généralement a, & a,41 par des segments qui, mis bout a bout, permettront de relier @ a b. On pose par
exemple tg = 0 et Vn € N, t,41 = t, + 557 (de sorte que t,, croit strictement vers 1) et on définit v par :

t—tn t—tn 1
vt e 0.1], A(t) = (1 — m) Un + 72 Gng1 S te[0,1] avec t, <t < tpiq .
b sit=1
e Comme A est convexe, v(t) € A C B pour tout t € [0,1] et v(1) =b € B, donc + est a valeurs dans B

e 7 est continue sur [0, 1] (on a bien fait des raccordement par continuité en les ¢,,) ;

e pour € > 0, il existe ng tel que x,, € B(b, ) pour tout n > ng; on a alors [ay, ap+1] C B(b, &) pour tout n > ng (la
boule est convexe), soit y(t) € B(b,e) pour tout ¢ € |ty,, 1] : v est donc également continue en 1.
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71) Soit a = f(0) et A= f~1({a}). Il existe r > 0 tel que A C B(0,r).

Comme C' =R"™\ B(0,r) est connexe par arcs, son image par f l'est également (f est continue). Comme f ne prend pas
la valeur a sur C, on en déduit que f(C) est contenu soit dans | — oo, a[, soit dans ]a, +oo].

Comme B(0, ) est fermé borné, il est compact et non vide : f atteint donc ses bornes m et M sur B(0,r) en deux points
T et T,

e si f(C) C]— o0,a[, pour tout z € C, f(z) <a= f(0) <M = f(xp) et pour tout = € B(0,r), f(z) < M = f(zn),
donc f atteint un maximum global en x; ;

e sinon, f(C) C]la,+o0], et pour tout € C, f(x) > a = f(0) > m = f(z,,) et pour tout =z € B(0,r), f(z) > m =
f(x,), donc f atteint un minimum global en z,,.

Remarque : le résultat ne subsiste pas quand n = 1 (I'application = — 2 est un contre-exemple évident).

72) a) Si @ est continue, H est fermé, comme image réciproque du fermé {0} par I'application continue . Réciproquement,
si H est fermé et si on fixe a ¢ H, a n’est pas adhérent & H, donc r = d(a, H) > 0. Si x € E\ H, on peut écrire z = h+ Aa
avec h € H et A € R*. On a alors :
1
‘ =d <a, )\h) >r

(o(a)] = rp(a)] < 2 o

1
—T

A

et donc

Cette inégalité est également vérifiée pour x € H : ¢ est continue (elle est lipchitzienne de rapport ).

|p(a)l

*

b) Supposons que H est fermé. Comme ¢ est continue et que o(F \ H) = R* n’est pas connexe par arcs, £\ H ne l'est

pas non plus.

Supposons maintenant que H n’est pas fermé. Posons ET = {z € E, ¢(z) > 0} et E~ = {z € E, ¢(z) < 0}. Ces deux
parties sont convexes, donc connexes par arcs. Pour montrer que E\ H = E* U E~ est connexe par arcs, il suffit donc
de démontrer que pour un élément a € E™T, il existe un chemin contenu dans ET U E~ permettant de relier a € E* &
—a € E~. Fixons donc a tel que p(a) = 1. L’hyperplan affine H = ¢~ 1({1}) = a + H est également dense dans F, donc
il existe une suite (x,,),>1 d’éléments de H qui converge vers —a, avec g = a. On va mettre “bout & bout” les segments
[k, Tk+1] pour former un chemin continu de —a & a. On définit v : [0,1] — E en posant :

1

e pour tout k € N* v est affine sur [, = {k—ﬂ, %] ;

e pour tout k € N*, v(1/k) = zy;
e 7(0) = —a.

L’application + est alors continue sur chaque I, donc sur ]0,1], et elle est continue en 0 car xj converge vers —a quand
k tend vers l'infini : pour £ > 0, il existe kg > 1 tel que ||y + a|| < & pour k > ko. Si t €]0,1/ko], il existe k > kg tel
que t € [1/(k+1),1/k] et ¥(t) € [xg41,2k] C B(—a,e) (la boule ouverte est convexe) : on a donc ||v(t) — v(0)|| < € pour
t €[0,1/kol.

D’autre part, on a v(]0,1]) = U [Zk+1, 2] C H (H est une partie convexe). Comme ¢(0) = —a € E~, on a bien construit
k>1
~v: [0,1] — E\ H tel que v(0) = a et v(1) = —a.

73) a) Notons C = R?\ {b} est connexe par arc, donc son image par f I'est également (f est continue) : c’est donc un
intervalle. Comme a ¢ f(C), on a soit f(C) Cla, +o0o, soit f(C) C] — 00, a[, donc f atteint soit un minimum global, soit
un maximum global en b.
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b) L’idée consiste & trouver un compact non vide K tel quun des deux extrema de f sur K soit aussi un extremum sur
R2. 11 suffit pour cela de choisir r > 0 tel que f~!({a}) C B(0,r) = K (f~1({a}) est compacte, donc bornée). Comme
f~1({a}) est non vide, on a m = mingex f(r) < a < max,ex f(z) = M.

Comme dans le a), C' = R?\ K est connexe par arc, donc f(C) est un intervalle ne contenant pas a. Si f(C') Cla, +oo[, on

am < a< f(x) pour tout z € R2 et m est le minimum global de f; sinon, f(C) C] — 00, a et M est le maximum global
de f.

¢) 1l faut comprendre le mot « limite » au sens généralisé « limite finie ou infinie » (la fonction f : (a,b) — a® + b? vérifie
les hypotheses demandées et tend vers 400 quand ||(a, b)|| tend vers +00).

Nous utilisons les définitions généralisées suivantes :
e f(z) tend vers A € R quand ||z|| tend vers I'infini si
Ve>0, Ir>0, Vo eR? |z >r = |f(z) - A <e
e f(x) tend vers 400 quand ||z|| tend vers 'infini si
Ya, 3Ir >0, Vo € R? |z|| > r = f(x) > a
e f(x) tend vers —oo quand ||z|| tend vers 'infini si

Ya, Ir >0, Vo € R?, |jz|| > r = f(z) <a

une valeur \ € [—00, +00] est valeur d’adhérence de f au voisinage de I'infini s'il existe une suite (z,)nen € (R?)Y
telle que ||z, || tend vers +o0 et f(z,) tend vers A quand n tend vers +oo.

On montre facilement les propriétés :

e toute fonction f: R? — R admet une valeur d’adhérence dans [—oo, +00] : en fixant (2, ),en une suite de R? qui
tend vers linfini, la suite réelle (f(z,))neny admet une valeur d’adhérence dans [—oo, +0o0] : cette valeur est une
valeur d’adhérence de f;

o f(z) tend vers A € [—o0, / + 00] si et seulement si pour toute suite (z,)nen qui tend vers Uinfini, f(z,,) tend vers \;
e f(x) a une limite quand z tend vers l'infini si et seulement si f posseéde une unique valeur d’adhérence.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat par contraposée : supposons que f est continue et n’admet pas de limite
a linfini. Elle posséde alors deux valeurs d’adhérence distinctes a < f, associées a deux suites (Z,)nen et (yn) qui
tendent vers I'infini. Posons v = # et montrons que f~1({v}) n’est pas borné (donc pas compact). Comme les limites
de f(zy) et de g(x,) sont respectivement strictement inférieure et strictement supérieure a -, il existe n; € N tel que

Vn > n1, flan) <y < flyn).

Pour r > 0, il existe ensuite ny € N tel que Vn > no, ||x,| > 7 et ||yn|| > 7. En choisissant n = max(ny,ns),nous avons
donc f(zn) < v < f(yn) et Tn,yn € R2\ B(0,7) = C. Comme C est connexe par arcs, f(C) est un intervalle ; comme il
contient f(x,) et f(yn), il contient v : nous avons donc montré :

Vr >0, 3z € R?, ||z|| >ret f(z)=1x

ce qui traduit bien que f~({y}) n’est pas borné.

Exercices X-ENS

74) a) Notons P =ag + a1 X + -+ - + a, X", avec a,, # 0. On a, pour z non nul :

P(z B n—1 -
| ( )| Z|an||z|n 1_§ :\ai||z|l n
1=l pary
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n—1

Comme n — 1 > 1, |a,|p" ' — Z la;| p"~™ tend vers +oo quand p tend vers +oo et il existe R > 0 tel que |P(2)| > 2|z
i=0

pour |z| > R.

b) La condition est trivialement suffisante. Réciproquement, s’il existe n € N tel que |P,(z)| > R, on a par récurrence
immédiate :

Yk >n, |Poyn(2)| > 2°R ——— 400
k— o0

donc z € K.

¢) Pour n e N, K,, = {z € C, |P,(2)| < R} est fermé, comme image réciproque du fermé [0, R] par I’application continue
z — |Py(2)l. K est donc fermé, comme intersection des fermés K,,. On a également K C Ky = {z, |2| < R}, donc K est
borné : c’est donc un compact de C.

Le polynéme P — X a au moins une racine complexe « et a € K, puisque P,,(a) = « pour tout n : K est donc non vide.

Cette définition de K comme intersection décroissante de la suite de compacts K,, permet de tracer K

e on calcule R et on travaille dans un rectangle contenant Ky = B(0, R);

e on fixe un entier N et, pour chaque z (discret) du rectangle, on calcule le plus petit entier n(z) < N tel que
|Po(z)(2)] > R (avec n(z) = N + 1 si cette condition n’est vérifiée par aucun n € {0,...,N}).

e on affiche chaque point z du rectangle avec une couleur fonction de n(z).

On trouvera des exemples de ce type de tracé sur la page https://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble_de_Julia.

d) Notons Uy, 'ouvert C\ K,,. Comme C \ K est l'intersection de la suite croissante (Up)n>0, il suffit de montrer que
chaque U,, est connexe par arc. Uy est clairement connexe par arcs, comme complémentaire d’une boule fermée. Fixons
donc n > 1 et posons Q = P,. 1l s’agit de montrer que U = {z € C, |Q(z)| > R} est connexe par arcs. Pour a € U, on
note C, la composante connexe par arc de U définie par :

Co={2€U, 3v: [0,1] — U continue telle que v(0) = a et y(1) = z}.

Nous allons montrons que chaque composante C, est non bornée. Si ce n’était pas le cas, H = C, serait compact, car
fermé borné. Notons M = max,cpy|Q(z)|. Comme @Q n’est pas constant, M est atteint en un point zy de la frontiere de H
(c’est le principe du maximum, dont la preuve est donnée plus bas). Si 2z était élément de U, il existerait r > 0 tel que
B(zg,r) C U; cette boule contiendrait un élément b € C,, et la boule B(zg,r) serait alors contenue dans C,, puisque tout
élément z de B(zp,r) pourrait étre relié & a par un chemin contenu dans U en raccordant le segment [z,b] & un chemin
reliant b & a. On a donc zg € U, i.e. |Q(z0)| < R, ce qui est absurde car |Q(z9)| > |Q(a)| > R.

Nous pouvons maintenant démontrer que U est connexe par arcs : si a et b sont deux éléments de U, il existe a’ € C, et
b € Cy tels que a’, b € Uy. Comme Uy est une partie de U connexe par arcs, il existe un chemin de a & b contenu dans U
(on peut aussi dire que les composantes connexes par arcs de a et b ont tous les points de Uy en commun : elles sont donc
égales et U a une unique composante connexe).

Principe du maximum pour un polynéme : si H est un compact non vide de C et si P est un polynéme non constant,
le maximum de |P(z)| pour z € H est atteint en un point de la frontiere de H.

Supposons que le maximum est atteint en zy € Int(H). Nous pouvons écrire P(z) = ag + ZZZH ap(z—20)F avec 1 < v < d,
ay # 0. Si ag = 0, P est nul sur H et le maximum est atteint en tout point de la frontiére de H (cette frontiére est non

a
vide, car H est fermé et non ouvert, puisque les seuls parties fermées et ouvertes sont C et ). Sinon, posons by, = =k pour
ke {v,...,d} et b, = rge’ avec ry > 0.

Fixons R > 0 tel que B(zp, R) C H. Nous avons, pour tout r €]0, R] :

—iGO/U d . d .
|Q(z0 + re I _ L+ror’ + Z R D S Z byrk e~ i00k/v
|Q(ZO)| k=v+1 k=v+1

=0(rvtl)=o(rv)
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d
§ bkrke—ieok/v
k=v+1

donc pour r assez proche de 0, ror? — >0 et |Q(z0 +re™0/V)| > |Q(20)| : c’est absurde.

75) a) D’apres la propriété de Bolzano-WeierstraB, il existe une extractrice ¢o telle que la sous-suite (zo(¢o(n))),cn
converge vers un réel £g. La suite (x1(00(n))),,cy étant bornée, il existe une nouvelle extractrice o telle que (21 (0o (01(1)))),en
converge vers un réel £;. Par récurrence, on construit une suite d’extractrice (¢ )ren et une suite réelle (¢ )ren telle que :

VE €N, z(pgopio-0pr(n)) — .
n—4o0o
On ne peut évidemment pas extraire une infinité de fois une sous-suite, car il ne restera en général pas un nombre
infini d’indices. Plus précisément, si on voit l'extraction d’une sous-suite comme le choix d’une partie infinie de N (¢
est entiérement déterminée par p(N)), les extractions successives reviennent & passer de N & ¢o(N), puis & g o ¢1(N),
wo © p1 0 pa(N), ... et en général, la suite décroissante de ces images peut “tendre” vers l'ensemble vide (ou vers un
ensemble fini).

L’astuce consiste a utiliser un procédé diagonal : le premier élément conservé (i.e. ©(0)) est le premier élément défini par
Vextractrice ¢g, i.e. que 'on pose ¢(0) = (0). Le second élément conservé (i.e. p(1)) est le second élément défini par
Pextractrice g o @1 : on pose p(1) = ¢g o p1(1), et ainsi de suite. Ainsi, on définit :

p: N — N
no = poo---0pn(n)

On a alors :
e ( est strictement croissante : pour n € N, on a :

pn+1)=gpoo--0ppoppii(n+1)=poo---0@,(Pny1(n+1))

mais ¢pt1(n+1) > n+1>n (on prouve (par récurrence sur n) que pour toute application ¢ : N — N strictement
croissante et pour tout n € N, ¢)(n) > n) et ¢ o--- o @, est strictement croissante, donc :

pn+1)=woo - 0pn(pnti(n+1)) >@oo---0p,(n)=p(n)

e pour tout k£ € N, la suite (xx(p(n))),,~) est une sous-suite de la suite convergente (xx(pp o - - - 0 i (n))) puisque

pour n >k, on a :

neN?

p(n) =@go--0pEor

ou : n >k @pp10---0pp(n) est strictement croissante. On en déduit que la suite (2x(p(n))),,s,, donc
également la suite (z4(¢(n))), o, converge vers £ -

b) Supposons que C' est un compact. On définit alors la suite (x5 )reny € CY par :

Aln) sin<k
VEeN, VneN, xp(n) =
0 sin>0

Comme C' est compact, C' est borné et il existe M tel que :
k
VEEN, Y An)® = |l < M
n=0

donc Z A(n)? converge (série & termes positifs dont les sommes partielles sont majorées).
n>0

Réciproquement, supposons que Z A(n)? converge et fixons (z)reny € CY. Comme chaque suite (21(n))n>0 est bornée
n>0

par \,, il existe une extractrice ¢ et une suite (x(n))nen telle que ) (1) PRI x(n) pour tout n € N.
—+oco
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Pour n fixé, on a |z,k)(n)| < A(n) pour tout k, donc |z(n)| < A(n) par passage a la limite : on en déduit que la suite
r = (2(n))nen est élément de C. Il reste & montrer que z, () converge vers x dans £ muni de || ||,, c’est-a-dire que

||y — 2| ’2 tend vers 0 quand & tend vers l'infini. On a alors, en remarquant que |z, (n) — x(n)| < 2A(n) :

Vk €N, VN € N,

N —+oo
2oty = 2lly <3 lwpa () = 2(m)> +4 Y Am).
n=0

n=N+1
Sn (k)
—+oo
Pour £ > 0, il existe N tel que Z A(n)? < e. Comme chaque 2, (n) tend vers z(n), le terme Sy (k) tend vers 0
n=N+1

quand k tend vers infini : il existe donc kg tel que Sy (k) < e pour k > kg et on a :

Vk = ko, [l —all; < 5e

Nous avons donc construit une sous-suite de () qui converge vers un élément x de C : C' est compact.

76) Soit f € A tel que Z C Zy. Comme T est fermé, il suffit de démontrer que pour tout € > 0, il existe g € T tel que
If = glloo < e. Soit donc € > 0. Considérons I'ensemble :

H:{QCEK7 |f(x)|2%}

Si H est vide, la fonction g = 0 convient. Sinon, pour « € H, x n’est pas élément de Z (car « ¢ Zy) : il existe donc
un élément g, de Z tel que g.(z) # 0. g, étant continue, il existe un réel n, > 0 tel que g, ne s’annule sur la partie
B(x,n,) N K. Les parties B(x, 1), pour & décrivant H, forment alors un recouvrement ouvert de H : comme H est une
partie compacte (f est continue, donc H est un fermé du compact K), il est possible d’en extraire un sous-recouvrement

fini. Il existe ainsi un entier n > 1 et une famille z1,...,z, d’éléments de H tels que
HcC U B(xi,ng,)
1<i<n

n

La fonction h = Z gi est alors un élément de Z qui est strictempent positive sur H : comme H est compact et h continue,

i—1
Ah oy fllso
1—|—)\hf’OU/\_ em

h atteint son minimum m sur H, qui est donc strictement positif. Considérons la fonction g =

Cet élément est solution du probleme :
e g est élément de 7
e pour z & H, |g(z) — f(2)] < [g(x)[ +[f(2)] < 2[f(z)] <e;

@) Wlle

e pour z € H, [g(x) — f(z)| = Ag(z) = Am

77) 11 reste & montrer que G est stable par inverse, puisque G est déja une partie non vide du groupe GL,,(C) stable
par produit. Soit A € G. Nous voulons démontrer que A~! € G, c’est-a-dire que I,, appartient a I'image de G par
lapplication f: M —— AM. Comme G est compact et f continue, f(G) est compact, donc fermé : nous allons montrer

que I, € f(G) = f(G).

La suite (A*) est une suite du compact G, donc il existe une extractrice ¢ et un élément B € G C GL,(C) tel que

A?®) 5 B. Comme Papplication M —s M1 est continue sur GL,(C), on a également A=**) — B! puis
k—+o0 k—+oo

Akt —p(k) ___ ,f
k—+o00 "

Comme ¢(k+1)— (k) > 1, I, est limite d’une suite d’éléments de f(G) et I,, € f(G) = f(G), ce qui traduit que A~ € G.
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Remarque : on peut se passer de I’application f en écrivant que

M, = AP+ =) =1 _ g—1 ge(k+1)—p(k) s AL
n——+00

puis en remarquant que My € G (avec un cas particulier si p(k+1) — (k) =1 =0: I, € G car I, est la limite de la suite
(A“”(k“)_*”(k))keN € GN, avec G fermé), on a prouvé que A~! était élément de G, donc de G.

78) Commencons par démontrer la propriété préposée par 'indication. Soit € > 0 et supposons que ng n'existe pas. On a
donc :
VN eN, In> N, ||lu, —a| > ¢ et ||u, — b|| > e.

Il existe donc une extractrice ¢ telle que
Vn €N, |ugm) —all > € et [lugm) — bl >«

Comme K est compact, on peut extraire une sous-suite convergente de la suite (u,(y)) : il existe une extractrice ¢ et un
élément c € K tel que uy(ypn)) it ciona llc —al| > € et ||c —b]| > ¢, donc ¢ est une valeur d’adhérence de (uy)
n——+0oo

distincte de a et b : c’est absurde.

Soit ¢ une extractrice telle que u,(,) converge vers a. Comme f est continue en a, ug(n)+1 = f(up(n)) converge vers f(a);
on en déduit que f(a) € {a, b}, puisque (u,) n’a que deux valeurs d’adhérence.

Supposons que f(a) = a et fixons € > 0 tel que B(a,e) N B(b,e) = (. Par continuité de f en a, il existe n > 0 tel que :
Ve e K, d(z,a) <n=d(f(z),a) <e.
Posons €9 = min(n, ). D’apres la propriété démontrée plus haut, il existe ng tel que :
Yn > ng, u, € Bla,e0) U B(b,&p).
On peut ensuite choisir p tel que u, € B(a, o) et p > ng (on prend p de la forme ¢(n) pour un n assez grand). On a alors :
up+1 € Bla,e) et up11 € Bla,eg) U B(b,ep)

donc upy1 € Bla,ep) car B(a,e)NB(b,go) = 0. Par récurrence, on a donc uy, € B(a, o) pour tout k > p, donc uy, & B(b,e¢)
pour tout k > p : ceci contredit que b est une valeur d’adhérence de (u,). Nous avons donc démontré par I’absurde que
f(a) =b (et par symétrie que f(b) = a).

Nous pouvons reprendre la preuve précédente : on fixe ¢ > 0 tel que B(a,e) N B(b,e) = () puis on fixe n > 0 (continuité
de f en a et en b) tel que :

Ve € K, (d(z,a) <n=d(f(z),b) <e) et (d(z,b) <n=d(f(x),a) <e).
Avec €9 = min(n, €), il existe ng tel que
VYn > ng, u, € Bla,e0) U B(b,&p).

Ainsi, si n > ng, on a soit u, € B(a,eq) et upt1 € B(b,eg), soit u, € B(b,ep) et up+1 € Bla,ep). Si on fixe py pair
tel que py > ng, on peut (quitte & échanger a et b), supposer que u,, € B(a,&9). On a alors up,4+2r € B(a,eo) et
Upot2k+1 € B(b,e0) pour tout k € N. La suite (ugy)r>0 n’admet donc pas b pour valeur d’adhérence : on en déduit qu’elle
converge vers a (dans un compact, une suite qui posséde au plus une valeur d’adhérence est convergente). De méme,

(u2k+1)k>0 converge vers b.

Remarque : a) on peut démontrer le résultat utilisé ci-dessus : supposons que x = (zx)x>0 Soit une suite d’'un compact
K qui ne converge pas; comme K est compact, elle posseéde une valeur d’adhérence a ; comme elle ne converge pas vers a,
il existe € > 0 tel que

YneN, Ip>n, da,z,) > ¢.

On peut donc extraire une sous-suite (,(,))n>0 telle que :

vn e N, d(a,zym)) > €.
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Cette sous-suite posseéde alors une valeur d’adhérence b, qui est aussi une valeur d’adhérence de z, qui est différente de a,
puisque d(a,b) > e > 0.

b) On peut généraliser ce résultat et démontrer que si (un)n>0 possede un nombre fini k de valeurs d’adhérences, alors
pour tout ¢ € [0,k — 1], la suite (w;+kn)n>0 converge vers une limite ¢; € K, avec :

fllo) =1, f(lr) =Lo, ..., f(lr—2) =Llp_1 et f(lp_1) =L1.

En notant (¢;)o<i<—1 les k valeurs d’adhérence de u. On montre comme ci-dessus qu'’il existe une application o : [0,k —
1] — [0,k — 1] telle que f(¢;) = £y(;. On définit ensuite ¢ > 0 tel que les boules B(;,¢) soient deux a deux disjointes,
puis > 0 tel que :
Vie [0,k —1], Ve € K, d(z,4;) <n = d(f(x),{,)) <Ee.

Avec g9 = min(e,n), il existe ng tel que :

k—1

Vn > ng, U, € U B(4;,¢0).

i=0
On choisit ensuite po multiple de k tel que py > ng et, quitte & changer l'ordre des ¢;, on suppose que u,, € B({g,¢0).
On a ensuite up,4x € B({,n(;),€0) pour tout k € N. Si les entiers 0,5(0),...,c"(0) ne sont pas deux & deux distincts, il
existe 0 < j; < jo < k — 1 tels que 071(0) = 672(0) et on a :

Vn > po +j1, un € U B(ly(5)(0)€0)-
J1<5<j2—1
Comme jos — j1 < k, il existe i € [0,k — 1]\ {6 (j1),...,0(j2 — 1)} et on a u,, & B(¢;,eq) pour tout n > pg + ji : c’est
impossible car ¢; est une valeur d’adhérence de u.

Nous avons donc montré que, quitte a renuméroter les ¢;, on a f(¢y) = l1,..., f(lk—2) = lk—1, f(x—1) = £1. On a ensuite
comme dans le cas particulier :
Vi € [[O,ki — 1ﬂ, Ui kn —> /;
n—4oo

puisque u; g, € B(4;,£0) pour n assez grand.
79) a) A=< —, n € N*} est une partie infinie, bornée et discréte de R, puisque :
n
11 1 1
Vn>1,B(7— )m:{}.
n'n n+1l n

b) Soit A une partie discréte d’un espace vectoriel normé E de dimension finie. Sans perte de généralité, on peut supposer
que E = R™. Pour chaque z € A, il existe r, > 0 tel que B(x,r,) N A = {z}. Par densité de Q dans R, on peut donc

r
choisir pour tout € A un élément ¢, € Q" tel que d(z,q,) < ?w L’application z — ¢, est alors injective de A dans
Q" ; en effet, si = et y sont deux éléments de A tels que ¢, = ¢, on a (en supposant par symétrie que 7, < 7,) :

Ty

Tx

<1y

soit z € B(y,ry) NA={y} etz =1y.

Comme Q" est dénombrable, on en déduit que A est au plus dénombrable.

¢) Soit E I’ensemble des applications bornées de R dans R, muni de la norme de la convergence uniforme ; pour tout a € R,

notons f, l'indicatrice de la partie {a}. L’ensemble A = {f,, a € R} est une partie de E' qui a la puissance du continu
tout en étant discréte, puisque d(f,, fi) = 1 pour a, b réels distincts.

80) a) Montrons le résultat par contraposée : on suppose donc que Z est compact. Il est en particulier borné, donc il
existe 7 > 0 tel que Z est contenu dans la boule fermée B(0,7). Comme U = R™ \ B(0,r) est connexe par arcs (car
n > 2), son image par f lest également. Comme 0 ¢ f(U), on en déduit que f(U) C]0,4o0[ oui f(U) C] — 00, 0[. Enfin,
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f est continue donc bornée sur le compact B(0,r) : il existe donc M > 0 tel que f(B(0,7)) C [-M, M]. On a donc soit
f(R™) C] — 00, M], soit f(R™) C [-M,+oo] et f n’est pas surjective.

b) Quitte & faire une translation, nous pouvons supposer que zo = 0, pour simplifier ’écriture. Comme Z est compact,
il est borné et il existe r > 0 tel que Z C B(0,r). On pose R = 2r et, comme vu précédemment, f est soit strictement
positive, soit strictement négative sur U = R™ \ B(0, R). Si elle était strictement négative, on aurait, en choisissant u

f(Ru) + f(=Ru)
2

vecteur unitaire quelconque, f(Ru) < 0 et f(—Ru) < 0, et donc 0 = f(0) <

< 0 par convexité de f : ce

serait absurde. f est donc strictement positive sur U.

On peut alors considérer le compact {x € R", |[z| = R} C U. Comme f est continue, f est bornée sur K et atteint ses
bornes : on peut définir m = min f(z) > 0. On a alors, pour u tel que |jul| > R :

llzll=R
L A P
[l [l [[u

() < (1= 1o ) FO+ i) = o 7

R
Comme —u est de norme R, on obtient :

[l

donc par convexité de f :

% [lu]l < f(u) pour tout u tel que |lul| > R

et donc f(u) tend vers +o0o quand ||u|| tend vers +oo.

81) a) Supposons que la sphére S(a,r) soient compacte et soit (z,)nen une suite de la boule unité fermée B. Si la suite
(xn)n>0 stationne a 0, elle converge vers 0 et admet donc une valeur d’adhérence dans B. Sinon, on peut extraire une
sous-suite (yn) = (Zy(n)) telle que y, # 0 pour tout n € N. On pose alors :

Vn € N, zn:a—l-?"yin” et a, = [[ynl|-

Hyn
La suite (ap, 2n)n>0 est alors une suite du compacte [0, 1] X .S(a, ), donc il existe une extractrice ¢ et («, z) € [0,1] x S(a,r)
telle que (uy(n); Zy(n)) converge vers (a,z). On a alors :
Yo(n) = Vpn) (2pm) =) 7o a (z-a) ==
x est donc valeur d’adhérence de (z,)n>0 et © € B (car B est fermée). B est donc compacte, ce qui contredit que E est
de dimension infinie.

b) On commence par fixer r > 0 tel que K soit contenu dans la boule ouverte B(a, r) (c’est possible car K est borné). L’idée
T—a

consiste a “projeter” K sur la sphere S(a,r) : pour # € K, on pose f(z) =a+r Te—al L’application f est définie et
T —a

continue sur K (car a € K) et a valeur dans S(a,r). Comme K est compact et que S(a,r) ne l'est pas, on a f(K) # S(a,r)

(car Pimage d’un compact par une application continue est un compact). On peut donc choisir y € S(a,r) \ f(K) et la

2=y
la =yl

demi droite issue de a et dirigée par le vecteur u = ne rencontre pas K (si elle la rencontrait en x, on aurait

y=f()).

¢) Soit R > 0 tel que K C B(0,R) (K est borné). La partie C = E \ B(0, R) est connexe par arc (car F n’est pas de
dimension 1). Il suffit donc de montrer que tout point a € F \ K peut étre continument relié a un point de C' par un
chemin ne rencontrant pas K pour prouver que E\ K est connexe par arcs. Ceci est une conséquence directe de la question
b) :sia € E\ K, il existe u unitaire tel que la demi-droite a + RTu ne rencontre pas K. Pour s > 0 assez grand, on a
la 4+ sul| > R et le segment [a,a + su] relie le point a au point a + su € C sans rencontrer K.

82) On sait que GLy(R) posséde deux composantes connexes par arcs : GL] (R) et GL; (R). On peut rappeler une
démonstration qui est élémentaire en dimension 2 : soit M € GLJ (R). La méthode de Gram-Schmidt appliquée aux
colonnes (Cy,C3) de M donne une base orthonormale directe (e1,e2). On peut donc écrire :
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a f cosf —sinf
M = aveca >0, feR, y>0etf R
0 ~v sinf  cosf

L’application ~y définie par :

w€mm7@:<u_W”* (“ﬁ5><m$_“9—mﬂ—ﬂﬁ

0 (I—=t)y+t) \sin(l —¢)0 cos(l—1t)f
est continue de [0, 1] dans GLJ (R) et vérifie 7(0) = M et y(1) = Iy : GL2(R) est donc connexe par arcs. GL; (R) est alors

a b b a
également connexe par arcs, comme image de GL; (R) par lapplication continue ( d) — (d )
c c

Les parties Cy; = {P~'MP, P € GLj (R)} et Cy; = {P~'MP, P € GL; (R)} sont alors connexes par arcs (comme image
dun connexe par arc par I'application continue P — P~1MP). Cys sera donc connexe par arcs si et seulement s’il est
possible de connecter un élément de CJJ\CI a un élément de C,;.

Nous allons utiliser quelques propriétés élémentaires pour simplifier le probleme :
e si M’ est semblable & M, Cyp;r = Cps ; on peut donc remplacer M par une matrice semblable.

e sia € R, Cpr = als + Cay—qr, (translation); Cys est donc connexe par arcs si et seulement Cpr—qp, U'est : on peut
donc remplacer M par M — als;

e si « € R*, Copr = aCyy; Car est done connexe par arcs si et seulement C,pr Uest (car Papplication A — A est
continue ainsi que sa réciproque : c’est un homéomorphisme) : on peut donc remplacer M par oM.

Distinguons donc selon la diagonalisabilité de M.

1

0
. Nous devons donc
0 0

e Si M est diagonalisable, on peut se ramener avec les 3 régles précédentes au cas ot M = (

0
démontrer que M (qui est élément de Cy;) et M’ = <O 1) (qui est élément de C,;) sont connectées dans Cpy. Il faut

- (a(t) b(t))

donc trouver une application :

avec a,b, ¢, d continues sur [0, 1] vérifiant :
o 3(0) = M, (1) = M’;
e Vt € [0,1], v(¢) est semblable & M.
La seconde condition s’écrit x. ) = X(X — 1), soit a +d = 1 et ad — bc = 0. Comme a doit passer de la valeur 1 a la

valeur 0, on peut deviner que 1’on peut choisir a(t) = 1 — t; ceci donne ensuite d(t) =t et t(1 —t) = b(t)c(t) : il suffit de
choisir b(t) = ¢(t) = \/t(1 — t). Nous pouvons donc définir :

1—t t(1—t)
vrtH%WG%:< )
t1—1) t

et nous avons bien une application continue de [0, 1] dans Cp; qui permet de connecter CJJ\CI et Cy; : Cy est connexe par
arcs.

On peut en fait faire une preuve beaucoup rapide, en remarquant que si M est diagonalisable, CJT/[ = C;;. En effet, si
(e1,e2) est une base de vecteurs propres, (—ey, e2) est également une base de vecteurs propres. Il existe donc P € GL3 (R)
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-1 0

telle que P~'MP = (PQ)~'M(PQ) avec Q = ( 0 1). On a donc P~'MP € C{, N Cy;. Ceci prouve que Cpy = Cjf; est

connexe par arcs.

e Supposons maintenant que M n’est pas diagonalisable mais qu’elle a une valeur propre réelle (double); on peut cette
a(t) b(t)

continue de [0,1] dans Cp,
c(t) d(t)

. N 1 , oo
fois se ramener & M = (8 0). Supposons par I’absurde qu’il existe v : t — (

telle que :
7(0) = M € ¢

-
=) () )<
On a en particulier :
c(0) = 0 et b(0) = 1;
b(0) = 0 et c(0) = 1;
pour tout ¢ € [0,1], a(t) + d(t) = 0 et a(t)d(t) = b(t)c(t), soit a(t) = —d(t) et —a?(t) = b(t)c(t).

Comme b — c est continue et vaut 1 en 0 et -1 en 1, il existe ¢y tel que b(tg) = c(tg). On a alors —a?(ty) = b2(tg), donc
a(to) = b(to) et v(to) = 0 : c’est absurde car (o) doit étre semblable & M.

e Supposons maintenant que M n’a pas de valeurs propres réelles : elle a donc deux valeurs propres non réelles conjuguées
a+iB et a—if (avec @« € R et B € R™). Si e est un vecteur propre complexe de M associé & « — i3, on pose
g1 = Re(ey) et g9 = Im(eq1). (1,€2) est alors une base de R? telle que Me; = aey + ey et Mey = —fe1 + age. M est

a —f

donc semblable a la matrice
-8 «

) et, en divisant par /a2 + (32, qui est bien non nul, on peut se ramener au cas
cosf —sind a(t) bt
ou M = . Supposons comme précédemment qu’il existe vy : ¢t —

sinf  cosf
Cy telle que :

ot d(t))> continue de [0,1] dans

cosf) —sinf

7(0) = € Cy
sinf cos6

0 1 -t 0 1 cosf) sinf
wn( )M( ) ccy
1o 1o —sinf cosf

Comme ¢(0) = —¢(1) avec ¢ continue, il existe tg tel que c(tg) = 0 : c’est absurde car y(tg) est triangulaire et semblable
(sur R) & M, alors que M n’est pas trigonalisable (sur R).

83) a) Nous allons montrer que Sy est ouvert dans U, en utilisant la caractérisation séquentielle. 1’idée est que si une
suite (P,,) de polynémes normalisés de degré d converge vers P, alors les racines de P,, convergent vers les racines de P.
La preuve est ici facilitée par le fait que P a d racines simples.

Soit P € Sq et (Pn)nen € (Ua[X])Y tels que P, o P. Autrement dit, en notant :
n—-+0o0o

P:a0+a1X+~-~+adXdetVnEN, Pn:ao,n+a17nX—|—-~-—|—ad,nXd

nous avons ;. pn —+> a; pour tout ¢ et nous devons démontrer qu’il existe ng € N tel que P, € Sy pour tout n > ng.
n—-+oo

Notons Aqj,...,Aq les d racines (réelles simples) de P. Il existe > 0 tel que les boules B; = {z € C, |z — A\;| < r} soient
deux & deux disjointes. Nous allons montrer qu'’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, P, posséde (au moins) une
racine dans chaque B;. Comme P, est de degré d, cela montrera que P,, est scindé a racines simples sur C et que chaque
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boule B; contient une et une seule racine de P, (toujours pour n > ng); enfin, si P, avait une racine complexe A non
réelle, la boule B; contenant A contiendrait également la racine conjuguée A. Ainsi, P,, € Sq pour n > ng.

Travaillons par ’absurde : supposons qu’il existe une infinité de valeurs de n telles que P,, ne possede pas une racine dans
chaque B;. Comme il y a un nombre fini de valeurs de 1, il existe j € {1,...,d} tel que P, n’a pas de racine dans B; pour
une infinité de valeurs de n. On peut alors construire une extractrice ¢ : N — N telle que pour tout n € N, P,,) n’a pas
de racine dans B;. On peut factoriser Py, sur C :

d
Poy = [TX = X))

i=1
et nous avons :

d
Vn €N, [PopyN)] = [T 1A = Mgl = r* >0
i=1
car \; o(n) € Bj pour tout 7 et pour tout n. Ceci est absurde car

d d
Poiny(N) = D tipomy - D_aiky = P(A) =0
=0 1=0

b) Remarquons que Uy étant un fermé de Ry[X] (c’est un hyperplan affine), 'adhérence de Sy relativement a Uy est aussi
son adhérence dans Ry[X]. Si (P,,) est une suite d’éléments de Sy qui converge vers P € Ry[X], le méme type d’argument
que précédemment prouve que P est scindé sur R : sinon, en notant A = a + ¢b une racine non réelle de P et en factorisant
les P,, on aurait :

d
1Pa)] =TT 1A = Ainl = (b7
i=1

ce qui contredirait P,(A\) ——— P(\) =0 car b # 0. P est donc de degré d, normalisé et est scindé sur R.

n——+oo
d
Réciproquement, soit P € Uy[X] et scindé sur R : P = H(X —Ai). On peut facilement construire d suites réelles (A1 »)nen,
i=1
-+, (Adn)nen telles que pour tout n, Ai ., ..., Aq, solent distincts deux & deux avec pour tout i, A; , —+> Ai. On
) n—-+oo
peut par exemple poser : _
« i
vneN, Vie{l,...,d}, in=\i + — ——
{ b i = it d+1n+1

en choisissant & = min{|\; — \;|, 1 <14,5 <d, A; # A;}. La convergence de )\, ,, vers \; est évidente et pour n € N et
1 <4,5 < d distincts, on a :
a |i—jl

d+1 n+1

e si /\z = )‘j : ‘Al,n - Ajm =

. a |i—j «

i=1
I'ensemble des polynémes normalisés de degré d scindés (sur R).

d
La suite <H(X — )\”L)> est alors une suite d’éléments de S; qui converge vers P. L’adhérence de Sy est donc
neN

Remarque : plus généralement, nous pouvons démontrer la propriété

Si (Pp)nen est une suite de polynémes complexes normalisés de degré d qui converge vers un polynéme P a racines

simples A1, ..., Aq, alors on peut classer les racines des polynémes P, en (A1 p,...,Ain) avec
Vi € {17 . .,d}7 Ai,’n m} Az
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Ce résultat est encore vrai quand P n’est pas a racines simples, mais la preuve est alors plus compliquée. Il faut en effet
montrer que si les racines distinctes de P sont Aq,...,\x avec A; d’ordre n; et si r > 0 est fixé de sorte que les boules
B; ={z€C, |z — )\ < r} soient deux a deux disjointes, alors il existe ng tel que pour tout n > ng, P, a exactement n;
racines dans B;.

84) a) Soit h € H. Le théoréme de continuité s’applique & f x h :
e pour tout z € R, t — f(x — t)h(t) est continue par morceaux et sommable sur R (elle est & support compact) ;
e pour tout t € R, z — f(x — t)h(t) est continue sur R;
e pour t,xz € R, |f(x — t)h(t)] < ||f]leo]h(t)] = ©(t) avec ¢ continue par morceaux et sommable sur R.

f = h est donc continue sur R. Si f est nulle en dehors de [—a,a] et h nulle en dehors de [—b,b], f * h est nulle en dehors
de [-(a+b),a+b],donc fxh € E.

Comme H est un espace vectoriel et h — f *x h est linéaire de H dans F, C est un sous-espace vectoriel de F.

b) Notons 7’ = {f., a € R}. Si on montre que 7' C C, on aura T = Vect (7’) C C car, C étant un sev, C en est un
également.

Pour a € R, il faut donc montrer que f, € C. On a :

f*h(x):/Rf(t)h(a:—t)dt:/Rf(a:—t)h(t)dt:h*f(x)

Si on veut que f xh(z) soit proche de f(x +a), il faut que h soit nul quand ¢ n’est pas proche de —a et que h soit “grand”
quand t est proche de —a. On peut donc penser a définir h,, par :

° hn(t):Osit<—a—%out>_a+%;

o hy(t) = <t<-—a+

S
SI=

Si —a —

VI3

h,, est en escalier, positive et / h,(t)dt = 1.Comme f est continue a support compact, elle est uniformément continue.

R
En effet, si f est nulle en dehors de [a,b], elle est uniformément continue sur [a,b] (théoréme de Heine). Pour € > 0, il
existe n > 0 tel que :

Vr,y € la,b], [v—yl <n=|f(z) - fly)| <e.
Siz <yeRavec |y — x| <n, il suffit de distinguer les cas :

esizdlabetydlab],|f(z)- fly)=0<c¢;
o siz<actyclalb], |f(x)—fy)l=10-Ffy)l=Ifla) - fly)| <ecar|y—al <|y—=z| <n;
o siaelab]ety>b f) — F)| = F)— 0| = |fx) — (B <ecar b < |y— | <n;

e si T,y € [aab]a |f(1')*f(y)| <e.

Pour € > 0, il existe donc 1 > 0 tel que :
Vo,y €R, [z —yl<n=|f(z) - fy)| <e

2
Pour n > — et € R, nous avons :
Ui

—a—1/n

—a+1/n
[ hn(z) = fa(z)| = ‘/ (f(z —t) = fla+2)) hn(t) dt

IN

—a+1/n
/ F@—t) — fla+ ) ho(t)dt

—a—1/n

5/Rhn(t)dt:€

<e

IN
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f * h,, converge donc uniformément vers f, quand n tend vers l'infini : f, € C.

¢) f* h ne dépend pas des valeurs prises par h en ses points de discontinuité. Nous pouvons donc nous restreindre a des
fonctions h de la forme Y, a;1)q, p,[ o1t 14 est l'indicatrice de la partie A, avec n € N, ay,...,a, € C, a;,b; € R. Par
linéarité, nous pouvons nous contenter de démontrer que f*h € C pour h de la forme 1, avec a < b : cela prouvera que
T cC, et donc que T C C.

Pour a < b et h = 1j, [, nous avons :
b
f*h(x) :/ flea—t)dt

Nous allons approximer cette intégrale par une somme de Riemann ; pour n € N*, définissons :

n—1 .
VY € R, gn(x):b;aZf x—(a—&—%(b—a))
i=0 — ——

=a;

soit

b—a i
n=— ;fﬂ” eT

Pour € > 0, on choisit une nouvelle fois n > 0 tel que

Vo,y €R, |z —yl <n=|f(z) - f(y)| <e

b—a
On a, pour n > :

Ve €R, [f k@) - 0@l <Y [ 11—~ S )] dto - e
i=0 * %

g

—a

car pour t € [a;, a;11], [t —t — (x —a —19)| = |a; — t| < |aip1 — a;] = < 7. Ainsi, g,, converge uniformément vers

fxh:fxheT.

85) a) Soit m > n+1 et x € Cpqq1. On peut donc écrire x = Z:’:{l a;r; avec ()1 <i<m+1€ X" (a;)1<i<mt1 €

(RT)™ et -7 a; = 1. Si P'un des o est nul, z € Cp,. Sinon, la famille (2; — Tp41)1<i<m est liée (elle contient m

vecteurs et m > n). Il existe donc des réels non tous nuls fy,..., By tels que >, -, ... Bi(xi — Tm41) = 0, ce qui donne,
en posant Bp,11 = — Zlgigm Bi -
m—+1
Z Bix; =0
i=1
On en déduit :
n+1
Va eR, x = Z (; — afBy) ;.
i=1 ~

=i
La somme des ~; est nulle et nous allons démontrer que 1’on peut choisir a de sorte que tous les ~y; soient positifs et que
I'un d’entre soit nul : cela prouvera que x € C,,.
Comme les §; sont non tous nuls et de somme nulle, ensemble I = {i, ; > 0} et non vide. On peut donc choisir

@ . . 12 .
a =min —" : ont aura bien 3; > 0 pour tout i € [1,n] et 5; = 0 pour au moins un élément i de 1.

icl [
n+1
b) Le a) prouve que C = C, ;. Soient alors A = {(a;) € [0,1]"", Zai =1} x K" et f: A— Equia
i=1
n+1 ’
((ai)1<i<n+1, (Ti)1<i<n+1) associe Z a;r;. A est un compact de R"1 x E"+1 (c’est un produit de compacts) et f est
i=1

continue : on en déduit que C' = f(A) est un compact de E.

64



¢) Commengons par démontrer la propriété proposée : supposons que (z,) converge vers x.

La partie A = {%_H, neN } U {0} est fermée (son complémentaire est une réunion d’intervalles ouverts) et bornée : elle

est donc compact (on est ici en dimension finie). D’autre part, application f : A — E qui associe x &4 0 et x,, & ﬁ
continue en chaque —— (ces points sont des points isolés de A) et elle également en 0. En effet, pour tout ¢ > 0, il existe

n+1
ng € N tel que d(z,x,) < € pour n > ng. En posant n = on a pour t € A tel que d(0,t) <n:

est

o sit=0,d(f(t),f(0)=0<e:

o sit= %_H, n > ng et d(f(t), f(0)) = d(zn,x) < e.

L’ensemble K est donc compact, comme image d’un compact par une application continue.

Choisissons l'espace E = B(N,R) (ensemble des suites réelles bornées), muni de || ||« et notons, pour n € N, z,, la suite
donc tous les termes sont nuls, sauf celui d’indice n, qui est égal & 27™. La suite (z,),>0 converge vers la suite nulle,
donc K = {z,, n € N} U {0} est un compact de E. L’enveloppe convexe C' de K est alors contenue dans I’espace R[X]
(ensemble des suites réelles & support fini) et nous allons construire une suite (Y )n>0 d’éléments de C' qui converge vers
y € E\ R[X] : ceci prouvera que C n’est pas fermé, donc qu’il n’est pas compact. Il suffit pour cela de poser :

n—1

1 1
k=0

Ona:

1 1 1
VTZEN, Yn = <27...722k+17...722(n_1)+1,0,07...>

1
donc y,, converge pour || || vers y = (22k+1> € E\ C, puisque :
0

k>
1

— —— 0.
22n+1 5 5100

1Y = Ynlloo =
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