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Equations différentielles linéaires

Applications du cours

Exercice 1 14-01

Exercice 5 14-05

Une fonction f de classe ¢ est une solution de 1'équa-
tion différentielle

Vi>0, t2x"(t)—2x(t) = %

si, et seulement si, la fonction g définie par g(t) = tf’(t) +
f(t) est une solution de I'équation différentielle

3

V>0, ty'(t)—2yt) = o

Les solutions f sont les fonctions de la forme

K
fl) = X1 gt
t t
Exercice 2 14-02
Soit A € R.
1. La fonction définie par x(t) = t*z(t) est solution de
V>0, t2x"(t)+tx'(t)+ (2 =A%)x(t) =0  (By)

si, et seulement si,

Vt>0, tz'(t)+ (2N +1)z/(t) +tz(t) = 0. (B4)
2. SiA = -1/, les solutions de (B, ) sont les fonctions de
la forme . -
cos sin
x(t) =K — + Ky ——.
(t) =Ky VG 2"

3. SiA =1/, les solutions de (B}) sont les fonctions de

la forme .
sint
+ Ky——.
2T

t
Z(t) _'e Ccos

Exercice 3 14-03

1. Une fonction f de classe ¢ est solution sur R* de
E2x () + 3t/ (1) +4x(t) =t + 4

si, et seulement si, la fonction g définie par g(s) = f(e®) est
une solution sur R de

y”(s) +2y’(s) +4y(s) = e® + 4.
2. Les solutions f sont les fonctions de la forme

K cos(v3nt) sin(\/tgent) n (1 n E)

1 t 2 7 .

Exercice 4 14-04

1. La fonction f est une solution sur IR de I"équation
(14 £2)2x" (1) + 2(t = (1 + t2)x/ (1) +x(t) =0

si, et seulement si, la fonction g définie par g(6) = f(tan 0)
est une solution de

VO el-",7[, y"(0)—2y'(8)+y(6) =0.
2. Les solutions f sont les fonctions de la forme

eArctant(K] + K5 Arctan t)-

Le triplet de fonctions (x, y, z) est une solution du sys-
teme
2x— y+ 2z

x' =
y' =10x — 5y + 7z
2/ = 4x —2y+ 2z

si, et seulement si, il existe trois réels K, K, et K3 tels que

x(t) 1 -2 1 Kyet
vteR, |yt)|=[-1 =4 o] |K+Kst].
z(1) -2 0 =2 K3

Exercice 6 14-06

1. Les matrices

322 100
A={0 2 1] e J=(0 3 1
01 2 00 3

sont semblables et, pour tout t € R,

st (200 01 1
exp(tA) = 5 0 1 1] +2te3t|0 0 0
01 1 0 0 O

et (O 0 0
+—=(0 1T —1].
2\ -1 1
2. Les plans stables par A sont [y —z=0] et [y +z=0].
3. Latrajectoire dela solution de I'équation différentielle

VteR, X'(t)=AX(t)

telle que X'(0) =
[y—z=0l.

(1,1,1)7 est contenue dans le plan

Exercice 7 14-07

Soit A € M, (K).
1. SiX e My 1(K) est un vecteur propre de A associé a
la valeur propre A € K, alors X est aussi un vecteur propre
de exp(A), associé a la valeur propre e’.
2. SiQ'AQ =T, alors Q ".exp(A).Q = exp(T).
3. Sile polyndme caractéristique de A est scindé, alors
le polynéme caractéristique de exp(A) est scindé lui aussi.
En déduire I'égalité suivante.

detlexp(A)] = exp(trA)

(NB : cette égalité est vraie pour toute matrice A € M, (K),
méme lorsque le polyndme caractéristique xa n’est pas
scindé.)

Exercice 8 14-08

Le wronskien de I'équation

1—2

2 !
(1 + t )X/ (t) —thl(t) — ZWX

(t) =0

est proportionnel a (1+1t2); les solutions sont les fonctions
de la forme

(14 t%)(K; + K, Arctant).



Equations différentielles linéaires

Exercice 9 14-09

1. Le wronskien de I’équation différentielle
(14 t2)x"(t) + 4tx/(t) + 2x(t) = 0 (H)

est proportionnel a 1/(1+1t2)? et les solutions de 1’équation
sont les fonctions de la forme

K; + Kyt
1+t2

2. L'équation différentielle

1

2
(T4 t9)x" (1) 4+ 4tx/ () + 2x(t) = Y (E)
admet
tArctant  en(1+t%)
1412 2(1+t2)
pour solution particuliere.
Exercice 10 14-10

1. L'équation différentielle

2x(t) = 2tx'(t) + 2x(t) =t — 2

t t2
1 2t

pour matrice fondamentale.

admet la matrice

2. Par variation des constantes, la solution générale sur
I =10, +ool a pour expression :

—(1+tint) + Kt + Kyt2.

Exercice 11 Gronwall

1. Soient f et g, deux fonctions continues et positives sur
I'intervalle [a, +oco[. On suppose qu’il existe une constante
K > 0 telle que

Vx>a, O

N
=
Rad
N
~
+
’%

Démontrer que

Vx>a, 0<f(x)< Kexpj g(t) dt.

a

2. Soitq € €' (R+,R). On suppose que cette fonction g
tend vers 0 au voisinage de +oo et que sa dérivée q’ est
intégrable sur R .
Démontrer que toutes les solutions de 1'équation dif-
férentielle
VxeRy, 0+ [1+ayx)=0 ()

sont bornées sur R, .

Exercices posés en colle et aux oraux

Exercice 12 mt24-QT1
Résoudre le systeme différentiel suivant.
{x’ =3x— y
y' = —x + 3y
Exercice 13 rms095-260
On considere 'équation différentielle
VteR, x"(t)+q(t)x(t)=0 (%)

otl q est une fonction continue de R dans IR.

1. Sif est une solution non nulle de () sur [a, b], alors f
s’annule un nombre fini de fois sur [a, b].

2. Soient f et g, deux solutions non nulles de (%) sur R.
On suppose que deux réels a et b sont deux zéros consé-
cutifs de f (avec a < b). Alors la fonction g admet un, et
un seul, zéro dans [a, b[.

Exercice 14 rms095-264

On considére 1'équation différentielle

VteR, x'(t)+x(t)=f(t) (%)

ouf : R — R est une fonction continue.
1. Lafonction g : R — R définie par

t

VteR, g(t) :J f(s)e (%) ds
0

est une solution de (x).

2. Sil’équation différentielle (x) admet une solution pé-
riodique, de période T > 0, alors la fonction f est pério-
dique, de période T.

3. Onsuppose que f est périodique, de période T > 0.
3.a. L’équation (x) admet au plus une solution pério-
dique de période T.

3.b. L’équation () admet-elle une solution périodique?

Exercice 15 rms120-391

On considére I'endomorphisme
D=I[f— f]

de l'espace vectoriel E = ¥*°(RR,R). Existe-t-il un endo-
morphisme Tde Etelque To T =D?

rms120-549

Ry — C, une

Exercice 16

1. Soient x € C tel que Reox > Oetf :
fonction de classe ¢! telle que

f'(t) + af(t) —— 0.

t—+o0

Démontrer que f tend vers 0 au voisinage de +oo.
2. Soitg : R} — C, une fonction de classe ¢~ telle que

g"(t)+g'(t) +g(t) —— 0.

t—+o00

Démontrer que g tend vers 0 au voisinage de +oo.
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Exercice 17 rms128-717

Exercice 22 rms130-740

Soient a et b, deux applications continues de R dans
RR. On consideére I'équation différentielle

vtel, xP(t)(x'(t)+ a(t)x(t)) =b(t) (E)

et un couple (to,x0) € R x R%.

Démontrer qu’il existe un intervalle ouvert Iy conte-
nant to pour lequel I'équation (E) admet une, et une seule,
solution de classe €' sur I et telle que x(to) = xo.

rms128-726

Soient A et B, deux variables aléatoires indépendantes
définies sur un espace probabilisé (Q, 4, P), qui suivent
toutes deux la loi géométrique ¥ (p).

Calculer la probabilité pour que toutes les solutions
de I'équation différentielle

VteR, x"(t)+ (Alw)—1)x"(t)+B(w)x(t) =0 (Ey)

Exercice 18

tendent vers 0 lorsque t tend vers +oo.

rms130-566

0,11 — R, une application dérivable. On

Exercice 19

1. Soit f
suppose que

vx e [0,1],

(f(x), f'(x)) # (0,0).
Démontrer que I’'ensemble des zéros de f est fini.
2. Soit q : [0,1] — R, une fonction continue. On consi-
deére une fonction f € ([0, 1]), non identiquement nulle,
qui vérifie 'équation différentielle

vxel0,1], y”(x)+qx)y(x) =0.

Démontrer que f n’a qu'un nombre fini de zéros.

rms130-600

Soitu : R4 — IR, une fonction continue et intégrable
sur R;. On considere une solution f de I'équation diffé-
rentielle

VXGIR,Jr,

Exercice 20

y"(x) + (T+ux)y(x) =0

et on pose

i sin(x — t)u(t)f(t) dt.

VxeRy, glx)=f~f(x) —l—J

0
1. Former une équation différentielle linéaire vérifiée

par g.
2.  Démontrer qu’il existe ¢ > 0 tel que

VxeRy, |f(x)|<x+ JX [u(t)f(t)] dt.
0

3. Démontrer que la fonction f est bornée.

rms130-601

Soit q : R+ — R, une fonction continue et intégrable
sur R . On considere I'équation différentielle

Vx€Ry, y"(x)+qx)y(x)=0. (®)

1. On suppose que f est une solution bornée de (E). Dé-
montrer que sa dérivée f’ tend vers 0 au voisinage de +oo.
2.  Démontrer que (E) admet des solutions non bornées.

Exercice 21

Soit M : R — M1, (R), une application dérivable.

1. Démontrer que I'application f : R — 9y, (R) définie
par

VxeR, f(x)=M(x)".M(x)

est dérivable sur R et donner 1’expression de f'(x).

2. Soit A R — o4, (R), une application continue
a valeurs dans 1’'espace des matrices antisymétriques et
M : R — M, (R), une application de classe €' telle que

VxeR,
On suppose que M(0) € SO, (R). Démontrer que

VxeR, M(x) € SO, (R).

Exercice 23 rms130-1172

Soient I, un intervalle de R et u, une application de
classe €~ (avec k € N*) de I dans R. Pour toute applica-
tion f € ¢*(I,R), on pose

Lo(f) = f/ + uf.

1. Démontrer que L, est linéaire. Calculer L, o L,,.

2. Résoudre I'équation différentielle

y" +2xy’ + (14+x*)y =0.

Exercice 24 rms130-1269

Résoudre le systeme différentiel suivant.

y—z

x' =
y= 2x4+y+z
2/ =-2x—y—1z

Exercice 25 rms130-1395

On considére 1'équation différentielle

Vi>0, t2x”(t)—2tx/(t) +2x(t) =0. (H)

1. Donner une base de I'espace des solutions de (H). On
cherchera des solutions de la forme [t — t7].

2. Résoudre 'équation différentielle

Vi>0, t2x”(t)—2tx/(t) +2x(t) =T14+t%.  (F)
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Exercice 26 rms130-1399

Exercice 29 rms132-527

1. Soit x € R. Calculer la partie réelle et la partie imagi-
naire de

1
x+1i
2. En déduire les solutions de I'équation

VxeR, y'(x)+

—y(x) =0. (E)

3. Démontrer que l'intégrale
J+OO eixte—t
o WVt
est définie pour tout x € R.
4. Démontrer que la fonction f est de classe €' sur R et
exprimer sa dérivée sous forme intégrale.

5. En déduire que f est une solution de I'équation (E).
6. Démontrer que l'application

J’+°° e *tgint
0 Vit

est définie sur IR* . Exprimer | en fonction de f et en dé-
duire le signe de J.

f(x) = dt

]—{ocH dt

Exercice 27 rms130-1401

1. Résoudre I'équation différentielle

1
T—t)x/(t) —x(t) = —.
(1= /(1) = x(t) = -—
2. Démontrer que les solutions de (E) sont dévelop-
pables en série entiére au voisinage de 0.
3. Comment trouver les coefficients du développement
en série entiére d'une solution de (E)?

Vi<,

Exercice 28 rms130-1402

1. Démontrer que

o1/t

lim =0.
t—0+ t

En déduire l'existence de I'application h définie par

X ,—1/t
h(x):J ¢ 4

Vx>0,
o t

2. Démontrer que y € ¢'(R*,RR) est une solution de
I'équation différentielle

Vx>0, x*y'(x)+y(x)=x (E)
si, et seulement si, il existe un réel A tel que
Vx>0, y(x)=e/*h(x)+Ae'/*.

3. En effectuant le changement de variable t =
démontrer que

_x
T4+xu’

+oo efu

Vx>0, e”"h(x):xJ du.

o T+xu
4. Démontrer que l'application g définie par

“+oo —u
(x) = J ¢
g o T+xu

Vx e Ry, du

est de classe € sur R, .

Soit E, 'espace vectoriel des fonctions f : [0, 1] — R de
classe € telles que f(0) = f’(0) = 0. Pour toute fonction
f € E, on pose

N(f) = [|f +2f" + || -

1. Démontrer que N est une norme sur E.
Soit f € E. Exprimer f en fonction de g = f + 2f" + f”.
3. Démontrer qu’il existe a € R tel que

N

VfeE, |fll, <aN(f).

ol

Les normes ||-||, et N sont-elles équivalentes?

Exercice 30 rms132-633

Soit f, une fonction a valeurs réelles, continue et in-
tégrable sur IR. On note S, I'ensemble des solutions de
I'équation différentielle

VxeR, y”(x)+f(x)yx)=0.
1. Poury; ety dans S, on pose
VxeR, w(x)=yi(x)yz(x) —yi(x)yz(x).

Que dire de w?

2.  Démontrer que S contient des fonctions non bornées.

Exercice 31 rms132-1028

Soit A : R — M, (IR), une application de classe €.
(Pour alléger les notations, on notera A; au lieu de A(t).)
1. On suppose qu’il existe une application

S: R — GL,(R)
de classe ¢! telle que
VteR, S;'A:Si=Ao.
Démontrer qu’il existe une application continue

B: R — My(R)

telle que
V te R, A{ == BtAt - AtBt.

2. Réciproquement, on suppose qu’il existe une applica-
tion continue B : R — M, (R) telle que

VtE]R, A{ :BtAtiAtBt'

Démontrer que, pour tout t € R, la matrice A(t) est sem-
blable a A(0).



Exercice 32 rms132-1122

Exercice 35 rms132-1175

Equations différentielles linéaires
On consideére la matrice

10 2
A=10 1 0].
2 01

1. Justifier sans calcul que A est diagonalisable. Donner
une base de vecteurs propres.
2. Résoudre le systeme différentiel suivant.

x'= x + 2z
y =y
z/ = 2x + z

rms132-1155

On note E, l'espace vectoriel des applications de
classe ¢! sur [0, 1] telles que f(0) = 0. Pour toute fonction
f € E, on pose

Exercice 33

N{) = [[flloo + 1Tl et N'(F) = I + ]
1. Démontrer que N et N’ sont des normes sur E.
2. Vérifier que

Vxel0,1], e*f(x)= r et (f(t) + /() dt.

0

3. Démontrer qu’il existe deux réels a et b strictement
positifs tels que
VfeE, aN'(f)<N(f) <bN/(f).

Exercice 34 rms132-1165

On cherche a résoudre I'équation

x+y
¥ (x,y) € R, f(x)f(y):J flde  (F)

otl I'inconnue f est une application continue de R dans R.
1. Donner les solutions de I'équation différentielle

y"’ +cy=0.

(On discutera sur ¢ € R.)
2. Soit f, une solution de (E) autre que la fonction iden-
tiquement nulle. On pose

x+y
Y (x,y) € R?, F(x,y)zj f(t) dt.

Démontrer que F est de classe ¢’ sur R? et que

o2F

%F o\ O°F
0x2

M 2
¥M € R2, -

(M) (M) =0.

3. Soit f, une solution de (E). Calculer f(0) et

7 (x)f(y) — F)F" (y).

4. En déduire les solutions de (E).

On considere 1'équation différentielle

—1y"(x) = (x+ T)y'(x) +y(x) = 0. (B)
1. Déterminer les solutions polynomiales de (E).

2. Déterminer une équation différentielle (E’) vérifiée
par z(x) = y(x)/.

3. Calculer les réels a, b et c tels que

2-4¢ _a b ¢

X(X2—-1) X X—=1 X+1°

(x?

4. En déduire les solutions de (E’), puis les solutions de

(E).

Exercice 36 rms132-1176

1. Lamatrice
-1 —4
=(35)
est-elle diagonalisable ?
2. Démontrer que la matrice A est semblable a une ma-
trice triangulaire. (On donnera une matrice de passage

convenable.)
3. Résoudre le systeme différentiel suivant.

x'=—x—4y
y' = x+3y

Exercice 37 rms132-1177

On considere le systeme différentiel

x = y—z
y' = —x +z (S)
2= x—y

avec les conditions x(0) = 1 et y(0) = z(0) = 0.

1. Discuter I'existence et 1'unicité des solutions de (S).

2. On suppose que (x,Y,z) est une solution de (S). Dé-
montrer que les fonctions x +y + z et x* + y2 + z? sont
constantes. Que peut-on en déduire pour la trajectoire?

3. Résoudre le systeme (S).

Exercice 38 rms132-1220

Soit E = ¢°(R,R). Pour f € E, on définit T(f) en po-
sant T(f)(0) = f(0) et

Ux£0, Tk =1 r f(t) dt.

1. Démontrer que T(f) est de classe ¢! sur R* et que
Vx>0, x[T(f)]'(x)+T(f)(x) = f(x).

2. Démontrer que T(f) est continue en 0. En déduire que
T est bien un endomorphisme de E.
3. Soit A € R, une valeur propre de T.
3.a. Démontrer que A # 0.
3.b. Démontrer qu'un vecteur propre de T associé a une
valeur propre A est une solution de I’équation différentielle
suivante. 12

!/
Yy (x)=——yk
En déduire que le spectre de T est contenu dans ]0, 1].

Vx>0,



Equations différentielles linéaires 7
Exercice 39 rms134-1479  Exercice 44 rms135-963
Soit f : Ry — R., une fonction deux fois dérivable On considere I'équation différentielle suivante.
et majorée. On suppose qu’il existe un réel & > 0 tel que
) bposed d X2y (x) — 2xy” (x) + 2y(x) = 2(1 +%) )

Vte Ry, f7(t)>«?f(t). (%)
1. La fonction f est convexe.

2. Ladérivée f’ est négative.

3. Lafonction f tend vers une limite finie en +oco. (Préci-
ser laquelle.)

4. La dérivée f’ tend vers une limite finie en +oo. (Préci-
ser laquelle.)

5. La fonction a*f2 — (f’)? est négative.

6. Pourtoutte R,

f(t) < f(0)e ™.

Exercice 40 rms134-1522

Soit f € €' (R).
1. Onsuppose que

VxR, f(x)+f(x)=e "

Démontrer que f tend vers 0 au voisinage de +oo.
2. Plus généralement, on suppose que

lim f(x) +f'(x) =0.

X—+00

Démontrer que f tend vers 0 au voisinage de +oo.

rms135-767
R% — R telles

Exercice 41

Trouver les fonctions dérivables f :
que

Vx>0, f'(x)="f(A). *)

Exercice 42 rms135-784

Soit A : R — M, (C), une application continue de pé-
riode T > 0. Démontrer qu’il existe un nombre complexe
A # 0 et une application X : R — C™ de classe €' et non
identiquement nulle telle que

VtecR, X'(t)=At)X({t) et X(t+T)=X(1).

Exercice 43 rms135-962

On considére 1'équation différentielle
X(1=x)y”(x) + (1= 3x)y’(x) —y(x) =0 (®)

1. Déterminer les solutions de (E) développables en sé-
rie entiere.

2. Résoudre (E) sur un intervalle I sans singularité.

3. Peut-on raccorder les solutions de part et d’autre
d’une singularité ?

1. Déterminer les solutions de I'équation homogene (H)
associée a (E) qui sont de la forme y(x) = x*.

2. Endéduire les solutions de (E) sur I, =10, +oo[ et sur
[ =]—00,0L

3. L’équation (E) admet-elle des solutions sur R ?

Exercice 45 rms135-964

1. On considere I'équation différentielle

VteR, x/(t)=Ax(t) (H)

ou A € M3(R).

Démontrer que A € R est une valeur propre de A si,
et seulement si, il existe un vecteur non nul x, € R3 tel que
la fonction

f7\ = [t — e}‘tx;\]

soit une solution de I'équation (H).

2. Pour (a,b,c) € R3, on pose

bet +cet
2a —bet
a+cet

Vte R) fa,b,c(t) =

etF= {fa,b,ca ((1, b, C) € R3}

2.a. Démontrer que F est un espace vectoriel. Préciser sa
dimension.

2.b. Déterminer une matrice M € M3 (RR) telle que

VfecF VtcR, f'(t)=MfF(t).

Quel est le spectre de M ?

rms135-1151

Soit A € M, (R), une matrice diagonalisable telle
que trA > 0. On suppose qu’il existe une fonction x €
€1 (R, R") telle que

Exercice 46

VteR, x'(t)=Ax(t) lim x(t) =0.

et que
q t—+oc0

Démontrer qu’il existe une forme linéaire { € L(R™,R)
non nulle telle que

VteR, ({(x(t))=0.

rms135-1575

On considere I'équation différentielle suivante.

Exercice 47

Vte I1=10,+ool, t2x"(t)+ tx'(t) +x(t) :%th (E)

1. Que prévoit le Théoréeme de Cauchy-Lipschitz pour
I'équation (E)?

2. Soient f € %Z(Rj,R) et g = [x — f(e*)]. Démontrer
que f est solution de (E) sur I si, et seulement si, g est so-
lution sur R d’une équation différentielle du second ordre
(qu’on déterminera).

3. Résoudre I'équation (E).
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Exercice 48 rms135-1577

1. On considere la matrice

-2 -2 0
A=12 3 O
1 0 3

Démontrer que A est diagonalisable en explicitant une ma-
trice inversible P et une matrice diagonale D telles que

A =PDP .
2. On considere le systeme différentiel suivant.

VteR, X'(t)=AX(t) (S1)

Démontrer que X € ¢! (R, R?) est une solution de (S1) si,
et seulement si, U = P~'X est une solution du systeme
différentiel

VteR, Y'(t)=DY(t). (A7)
En déduire les solutions de (S1).
3.  On considere le systéme différentiel suivant.

VteR, X"(t)=AX(t) (Sz)

3.a. Résoudre le systeme (S;).

3.b. Soit E, I’ensemble des solutions bornées sur IR de
(S2). Démontrer que E est un espace vectoriel et détermi-
ner sa dimension.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES (SOLUTIONS)

Solution 1 14-01

# On résout ici une équation différentielle du second ordre en résolvant successivement deux équations du premier ordre.
Je vous propose deux autres méthodes pour résoudre cette équation et nous verrons enfin comment on peut réussir a décomposer
une équation du second ordre en deux équations du premier ordre (au moins dans le cas d’une équation a coefficients constants).

On note I =10, +ool[.
@ Considérons une fonction f : I — R de classe ¢*2. La fonction g définie par

vtel g(t)=tf'(t)+f(t)

est alors de classe ¢! sur I (car f et f’ sont de classe ¢! et on effectue des opérations sur les fonctions qui conserve le
caractere ¢''). De plus,
vVtel, g'(t)=tf"()+2f'(t)

et par conséquent
Vtel, tg'(t)—2g(t) =t>f"(t) — 2f(t).

Il est alors clair que

viel (-2 =2 5 erm -y =>,

@ Nous allons maintenant résoudre I'équation en g.

» Dans un premier temps, nous allons calculer la fonction g.
Une fonctiony € €' (1) est solution de ty’(t) — 2y(t) = 0 sur I si, et seulement si, il existe une constante K telle que

Vtel, y(t) =Kt

» On cherche ensuite une solution particuliere de la forme K(t)t? ot la fonction K est supposée de classe %’'. On trouve
alors

3 3 d /-1
Y q2_2 . ’ _ - (-
vVtel, t-K'(t)-t O soit K'(t) t4 dt(t3)'

La solution générale est donc

—1 —1
Vtel g(t)=— t?+Kt?= — +Kt?.
3 t =~

@ Dans un second temps, nous calculons la fonction f, solution de I'équation différentielle suivante.

Vtel, tx/(t)+x(t)=gt) = _T] + Kt2.

Bien entendu, la méthode est exactement la méme!

» Une fonction x € €' (I) est solution de I'équation homogene tx’(t) + x(t) = 0 sur I si, et seulement si, il existe une
constante C telle que

vtel, x(t)=-—.
» On cherche maintenant une solution particuliere de la forme C(t)/; o1 la fonction C est de classe €’'. On trouve alors
—1 C
— +Kt? =t —— =C'(t).
t t
La solution générale est donc

vtel f(t)=
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# Comme d’habitude, on a tiré parti du fait que la constante K était quelconque pour remplacer le facteur constant /3 par le
facteur constant K;, ce qui allege un peu I'expression de la solution générale.

@ Premiére variante.
Si on cherche les solutions de I’équation homogene sous la forme x(t) = t*, on aboutit rapidement a

vtel, [o(e—1)—21t*=0
etdonca (a+1)(x—2) =0.

# Le détail des calculs (s'ils sont bien menés) rend la réciproque inutile.
11 reste alors a appliquer la méthode de variations des constantes pour en déduire la solution générale de I'équation complete.
Vérifiez que vous savez faire sans hésitation!

@ Deuxiéme variante.
Avec t = eV, les solutions de 1'équation homogene sont les fonctions de la forme Kye " + Kye?'. C’est trop beau
pour passer a coté! Nous allons changer de variable en posant t = e™.
On considere une fonction f € ¢?(1) et on lui associe la fonction ¢ définie par

VueR, ¢u)= f(\e‘:_/) cest-a-dire Vtel, f(t)=o@(nt).

el
D’apres les compositions de fonctions :
o RETLR fFISROSR
la fonction ¢ est de classe €2 sur R si, et seulement si, la foncton f est de classe €2 sur 1.
Comme
VueR, ¢'(u)=e“f'(e%) et ¢"(u)=-e"f'(e")+ e"f'(eV)
alors

VueR, ¢"(uw)—¢'(u)—20(u) = (e)?f"(e*) - 2f(e")
et comme exp réalise une bijection de R sur I, on en déduit que
VueR, ¢"(u)—¢'(u)—2¢u) =0 <= Vtel, t3f"(t)—2f(t)=0.
On a ainsi traduit 'équation homogéne en une équation homogeéne a coefficients constants, dont la résolution est sim-
plissime.

#1 A propos des équations a coefficients constants.
Nous venons de voir trois méthodes de résolution, toutes trois partant d'une astuce calculatoire : la décomposition magique en
deux équations du premier ordre; la recherche de solutions d’un type tres particulier; un changement de variable miraculeux.
Je vais maintenant relier la premiére et la troisieme astuce, histoire de vous indiquer ce qui se trame en coulisses.
@ On considere 'espace vectoriel E = €'*°(R) et I'endomorphisme D € L(E) défini par

VfcE, D(f)=f".
L’espace des solutions de I"équation homogene apparait alors comme le noyau d'un endomorphisme :
VueR, f’(u)—f(u)—2f(u)=0 &  (D*—D—2Ig)(f) =0k.

Cet endomorphisme est appelé un opérateur différentiel.
a Comme cet endomorphisme est un polynome en D, on factorise ce polyndome pour décomposer I'endomorphisme :

D?—-D—-2Ig =(D+1Ig)o(D—2Ig) = (D—2Ig)o (D + Ig).
Cela nous permet de caractériser le noyau de cet endomorphisme en deux étapes.
feKer(D?—D —2I¢) « (D?—-D —2I¢)(f) = O¢
& (D—2Ig)[(D+I)(f)] = Ok
{ g € Ker( D 21g)
D+Ig)(f)=g¢g

Yue€ R, g’(u)729(u):0
A {Vue]R, £(w) + f(u) = glu)

Comme on le voit sur cet exemple simple, il est naturel de ramener la résolution d'une équation du second ordre a la résolution
successive de deux équations du premier ordre.

@ Ca ne veut pas dire que ce procédé soit toujours simple a mettre en ceuvre, ni méme qu’il soit toujours possible de le mettre en
ceuvre!
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Solution 2 14-02

1. Changement d’inconnue
@ Soit I =]0,4o00[. Pour tout t € I, le réel t* est défini et strictement positif. Par conséquent,

x(t) = thz(t) &= z(t) =t *x(t)

et la fonction x est de classe %2 sur I si, et seulement si, la fonction z est de classe €2 sur L.
@ Pour tout t > 0, avec x(t) = t*z(t), on a

x'(t) = )\@ +t22/(1)
x"(t) = AN — 1)%0 + 20t T2 (1) + t 2 (b).

#v ]l est judicieux de penser a utiliser la formule de Leibniz pour calculer la dérivée seconde de ce produit.

Par conséquent, pour tout t > 0, l'expression
t2x" () + (1) + (2 — A%)x(t)

est égale a
227 (1) + (20 + D12/ (1) + 1M 22(t).

On peut factoriser par t**! > 0 et en déduire que

V>0, t2x"(t)+tx/(t) + (t2 = A%)x(t) =0 (By)
si, et seulement si,

Vt>0, tz’(t)+ (2A+1)z"(t) +tz(t) = 0. (B4)

# Ce si, et seulement si, est capital pour la suite!

2. Résolutiondanslecas A = —1/;
@ Pour A = —1/3, sur l'intervalle I o1 t ne s’annule pas, ’équation (B} ) devient une équation a coefficients constants :

Vt>0, z"(t)+z(t)=0.
Par conséquent, z est une solution de (B}) si, et seulement si, il existe deux constantes A et B telles que
Vt>0, z(t)=Acost+ Bsint.
On en déduit que x est une solution (B3 ) si, et seulement si, il existe deux constantes A et B telles que

cost sint
Vit>0, x(t)=t""?z(t)=A—= +B—.
Vit Vit

3. RésolutiondanslecasA =1/

@ Le parametre A est élevé au carré dans I'équation (B5 ). Par conséquent, les solutions de (B_») sont aussi les solutions
de (B)) : méme équation, mémes solutions!

@ D’apres la premiere partie, une fonction z est solution de (B} /2) si, et seulement si, x(t) = v/t.z(t) est solution de
(B1,2)-

D’apres ce qui précede, x est une solution de (B ;) si, et seulement si, il existe deux constantes A et B telles que

cost sint
Vt>0, x(t)=A—— +B——.
y o x(t) NG 7

Donc z est une solution de (B y ,) si, et seulement si, il existe deux constantes A et B telles que

t t int
Vit>0, z(t):)i([t):Acots +B¥.

# On peut résumer la démarche que nous venons de suivre par un diagramme.

(BL1/2) — (B_1/2) = (By2) — (34/2)
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Solution 3 14-03

1. Changement de variable
 La fonction [s — e*] réalise une bijection de classe ¢ de R sur R*.
Sa réciproque [t — €nt] est une fonction de classe €% sur R .
@ Par conséquent, si f est de classe ¢ sur R, alors la composée g définie par

R— R, —R
s — e —f(e®) =g(s)

est de classe € sur R et, réciproquement, si g est de classe ¢ sur R, alors la composée f définie par

R — R —R
t —int— g({nt) =f(t)

est de classe 2 sur R,
@ Sig(s) = f(e®) ou f est de classe €2, alors

VseR, g¢'(s)=ef
g//(s) — eSf/(eS) 4 eZSfl/(eS)
si bien que, pour tout s € IR,
g”(s) +2g’(s) +4g(s) = (e5)*"(e®) + 3e*f’(e®) + 4f(e®).
On en déduit que
VseR, ¢g"(s)+2g'(s)+4g(s)=¢e°+4

si, et seulement si,
VseR, (e%)*f"(e%)+3e’t'(e’) +4f(e®) = e® +4.

Comme [s — e® = t] réalise une bijection de R sur R, cette derniére équation équivaut a
VteRY, t3”(t) + 3tf/(t) +4f(t) = t + 4.

2.

& L'équation différentielle vérifiée par f est linéaire, mais on ne connait pas de méthode simple pour la résoudre.
Au contraire, I"équation différentielle vérifiée par la fonction auxiliaire g est linéaire et a coefficients constants : on connait
donc une recette pour résoudre cette équation.

Résolution de I’équation auxiliaire
@ Les racines de I'équation caractéristique sont —1+1+v/3, donc les solutions de I’équation homogeéne sont les fonctions
de la forme
VseR, ynl(s)=e *(Kjcos V/3s 4 K, sin v/3s).

@ Le second membre est la superposition d’une exponentielle et d"une constante.
Comme [s — e®] n’est pas une solution de I'équation homogene, on sait qu’il existe une solution particuliere de

y"(s)+2y'(s) +4y(s) =e®

de la forme y; (s) = Ae®. En substituant, on trouve A = /7.
De méme, comme [s — 4] n’est pas une solution de I'équation homogene, on sait qu’il existe une solution particu-
liere de
y"(s) +2y'(s) +4y(s) =4
de la forme y3(s) = p. En substituant, on trouve p = 1.
D’apres le principe de superposition, une fonction y est solution de 1'équation complete

y”(s) +2y’(s) +4y(s) =e* +4
si, et seulement si, il existe deux constantes K; et K telles que

VseR, y(s)=ynuls)+yi(s)+yals)

:e*s(K] COS\/§S+Kzsin\/§3) + 67 _|_].
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Résolution
@ D’apres la premiere partie, une fonction f est solution de I’équation

V>0, t2x”(t)+3tx'(t) +4x(t) =t +4 (%)

si, et seulement si, la fonction g = [s — f(e*)] est une solution de I’équation auxiliaire.
@ On en déduit que f est solution de (x) si, et seulement si, il existe deux constantes K; et K; telles que

Vt>0, f(t)j=y(nt)
= efent[K1 cos(vV3nt) + K, sin(\@fnt)] + 67 +1

K, cos(\/fént) JrKZsin(\/tgﬁnt) N ; 1

Solution 4 14-04

1. Changement de variable
@ La fonction [0 — tan 6] réalise une bijection de classe ¥ de

[ =]—m, 5[

sur R et sa réciproque [t — Arctan t] est une fonction de classe € sur R.
@ Par conséquent, si f est de classe ¢’ sur IR, alors la composée g définie par

I— R —R
f+— tan 0 +— f(tan ) = g(0)

est de classe €2 sur [ et, réciproquement, si g est de classe ¢ 2 sur 1, alors la composée f définie par

R— I — R
t — Arctant+—— g(Arctant) = f(t)

est de classe 7 sur R*.
@ Si f est de classe 4 sur R et g(0) = f(tan 0), alors
veel g¢'(6)=(1+tan?0)f'(tano)
g”(0) =2tan 0(1 + tan? 8)f'(tan 0) + (1 + tan® 0)*f"(tan 0)
et par conséquent I’expression
9”(0) —2g'(6) + g(0)

est égale a
(1+ tan? 0)%f” (tan 0) + 2(1 + tan? 0)(tan® — 1)f'(tan 6) + f(tan 0).

On a déja remarqué que le changement de variable t = tan 0 réalisait une bijection entre I'intervalle I et I'intervalle R,
donc I'équation différentielle
veel, ¢”(6)—-2g'(0)+9(0) =0

équivaut a I’équation différentielle
VteR, (14t2)2F7t)+2(14+t2)(t—1f'(t) + f(t) = 0. (%)

2. Résolution de I'équation auxiliaire
a L'équation différentielle y”(68) — 2y’(8) + y(0) = 0 est linéaire, homogene et a coefficients constants. Son équation
caractéristique est
X2 —2X+1=(X-1)?=0

donc g est solution de cette équation différentielle si, et seulement si, il existe deux constantes A et B telles que
voel g(0)=(A0+B)e’.

Résolution
@ D’apres ce qui précede, une fonction de classe € est solution de 1’équation différentielle (x) si, et seulement si, il
existe deux constantes A et B telles que

vVteR, f(t)=(A.Arctant+ B)eArctant.
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Solution 5 14-05

Le systeme étudié se traduit sous la forme X'(t) = A.X(t) avec

2 -1 2
A=110 =5 7
4 =2 2

et se résout habituellement en trigonalisant la matrice A.

#» Nous allons présenter trois méthodes :
— la premiere est une trigonalisation rapide, le but étant de résoudre au plus vite le systeme différentiel ;
— la seconde est une trigonalisation poussée, le but étant d’obtenir la forme normale de Jordan de A (ce qui fait passer la
résolution du systeme différentiel au second plan);
— la troisieme méthode se donne pour but de calculer la matrice exp(tA) le plus vite possible.

@ Analyse de la matrice A

On vérifie sans peine que

— le polyndme caractéristique de A est le polynome X2(X +1);

— le sous-espace propre Ker(A + I3) est la droite dirigée par (1,—1,—2);

— le sous-espace propre Ker A est la droite dirigée par (1, 2,0).

Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres (14 1 = 2) est strictement inférieure a la dimension de
I'espace (3), la matrice A n’est pas diagonalisable.

Comme le polyndme caractéristique de A est scindé, cette matrice est trigonalisable. En tenant compte de son
spectre et des multiplicités respectives de ses deux valeurs propres, la matrice A est donc semblable a une matrice T de
la forme

-1 %
0 0
0 0

*
*
0

# Plus précisément, puisqu’on a caractérisé les deux sous-espaces propres, dés que la matrice

1 1T *
P=|-1 2 =«
-2 0 =x
est inversible, on a
-1 0 *%
PT'TAP=[0 0 «
0 0 0

En effet, la premiere (resp. deuxieme) colonne de P est un vecteur propre de A associé i la valeur propre —1 (resp. 0), ce qui
détermine les deux premieres colonnes de P~' AP.

D’autre part, les matrices A et P~ AP sont semblables, donc leurs traces sont égales, c’est pourquoi le troisieme coefficient
diagonal de P~V AP est égal a 0.

11 ne reste plus qu’a choisir la troisieme colonne de P.

@ Premiere méthode
Quelle que soit la maniére de compléter la matrice P, on sait que la matrice P~! AP sera nécessairement triangulaire
et cela suffit pour rendre facile la résolution du systeme différentiel. On n’a donc plus qu’une seule contrainte : choisir
une troisieme colonne telle que la matrice P soit inversible.
Le choix le plus simple est ici

1T 11
P=|-1 2 0
-2 0 0

# Quels sont les autres choix possibles ? En fait, il suffit que la troisieme colonne n’appartienne pas au plan engendré par les deux
premiéres colonnes.
On peut trouver les coefficients d'une équation cartésienne de ce plan en calculant le produit vectoriel des deux premieres
colonnes. Il suffira alors de choisir une colonne qui ne vérifie pas cette équation cartésienne.
Mais on peut aussi comprendre qu’en choisissant une colonne au hasard dans R3, la probabilité pour que cette colonne
appartienne a un plan vectoriel donné est extrémement faible : si on a un tempérament joueur, on pourra choisir la troisieme colonne
au hasard.
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Pour déterminer la troisitme colonne de P! AP, on revient a la définition de la matrice d"une application linéaire :

1 2 1 1 1

Aol =(10)==2-[-1]+4-[2]+0-[0
0 4 -2 0 0
ce qui nous donne :
-1 0 -2
P'TAP=(0 0 4
0 0 0
En posant
u(t)
Y(t) = | v(t) | =PIX(),
w(t)

la résolution du systeme X’(t) = A.X(t) équivaut & la résolution du systeme
Y'(t) = (PTTAP).Y(t),

c’est-a-dire du systeme

u = —-u— 2w
v = Jw .
w = 0

Le triplet (u, v, w) est donc une solution si, et seulement si, il existe trois constantes réelles K;, K3, K3 telles que

u(t) = Kye t —2Ks3,
VteR, { v(t) = Ks+4Kst,
w(t) = Ks.

On en déduit que le triplet (x,y, z) est une solution du systéeme initial si, et seulement si, il existe trois constantes réelles
K1, K3 et K3 telles que

x(t) 1 11 Kie t —2K3
VteR, yt) | =1-1 2 0]. Ko + 4Kt
z(t) -2 0 0 K3

. Deuxieme méthode
D’apres un théoréeme de Camille Jordan (1838-1922), la matrice A est semblable a la matrice

—1

01
00

T

qui est a la fois diagonale par blocs et triangulaire.
Analysons cette matrice T : en considérant qu’elle représente I’endomorphisme f de R> défini par A = Matcan ()
dans une base # = (&1, €2, €3), il faut que :

Premiere colonne e ¢; soit un vecteur propre de f associé a —1;
Deuxiéme colonne e ¢, soit un vecteur propre de f associé a 0, c’est-a-dire un vecteur du noyau de f;

Troisiéme colonne o f(e3) = ¢ et donc que ¢3 appartienne au noyau de f? sans appartenir au noyau de f (il faut
que &, # 0, c’est un vecteur de base).

On voit clairement que le rang de la matrice

2 -1 1
Al=(-2 1 =1
4 2 =2

est égal a 1. Chaque ligne de cette matrice nous donne donc une équation cartésienne du noyau de A? :
Ker AZ = [2x —y+z=0].

On choisit un vecteur dans Ker A% mais pas dans Ker A, c’est-a-dire pas proportionnel a (1,2,0) : prenons par exemple
g3 = (0,1,1) et posons alors
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& Quel que soit le choix de e3 € Ker 2, le vecteur f(e3) appartient au noyau de f et est donc proportionnel a (1,2,0) (pas
forcément égal a (1,2,0) comme c’est le cas ici) : en posant e, = f(e3), on est stir que €, sera un vecteur propre de A associé a 0.
La seule contrainte i respecter est donc de choisir €3 dans Ker 2 \ Ker f (pour que e3 #01).

En posant cette fois

1 10
P=1(-1 2 1],
-2 0 1
on obtient
-1 0 0
P'TAP=| 0 0 1
0O 0 0

Le systeme triangulaire qui s’en déduit n’est pas plus simple que le précédent systéeme triangulaire — pas plus
compliqué non plus!
u =—-u

<
I

w
0

@ Variante de la deuxiéeme méthode
Comme le polynéme (X + 1)X? est un polyndme annulateur de A et que les facteurs (X + 1) et X? sont premiers
entre eux, on déduit du Théoreme de décomposition des noyaux que

R3 = Ker(A + 1) @ Ker A2,

Les deux sous-espaces Ker(A + I) et Ker A2 sont stables par A (ce sont tous les deux le noyau d"un polyndme en A). Par
conséquent, en choisissant une base de R> adaptée a cette décomposition en somme directe, on trouvera une matrice
semblable a A et diagonale par blocs.

On choisit €7 = (1,—1,—2) comme vecteur directeur de la droite Ker(A + I) (c’est le choix qui me parait le plus
simple — mais c’est une question de gofit).

Il reste a choisir une base de Ker A2 = [2x —y +z = 0] : le plus simple est de choisir pour commencer un vecteur de

Ker A (= vecteur propre associé a 0)
€2 = (1 ’ 2) O)

et de compléter ensuite comme on veut :
ez = (1,1,-1).

Par choix de €, on a f(e2) = 0 et comme €3 appartient au sous-espace stable Ker A? = Vect(e,, e3), il existe deux
scalaires a et b tels que
fle3) =a-ex+b-e3.
Effectivement,
1 -1
A. 1 =2 =(=1)-e2+0-¢3.
—1 0

Bref, dans cette nouvelle base (¢1, €2, €3), la matrice de f est

-1 0 0
T=10 0 -1
0 0 0

et on peut terminer la résolution comme plus haut.

# J'ai déja expliqué plus haut pourquoi on savait (avant de faire les calculs!) que o serait nul et que f(e3) serait proportionnel i
€2. Une seconde lecture ne peut pas faire de mal !

. Troisieme méthode

Pour calculer exp(tA), il faut calculer A™ pour tout n € N et pour aller vite, il faut éviter de changer de base.
On connait un polynéme annulateur de A : (X + 1)X?, qui nous donne la relation

A’ =—AZ%

# C’est le polyndme caractéristique, mais c’est aussi le polynome minimal : pourquoi ?
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On en déduit par récurrence que
Vn>2 A"™=(—1)"A?

et donc que, pour tout t € R,

+00 +o0 (—t)n
exp(tA)ZZm-A“213+t-A+<Z .y >~A2
n=0 n=2
=L+t-A+ (et —T+1t) A’
=(I3—A%)+t- (A+A%)+e bt A2,

Par conséquent,
VteR, X(t)=(I3—A%).X(0)+t-(A+A?).X(0)+e ' A2X(0)

ce qui nous donne la solution du systeme différentiel associée a la condition initiale

(to =0, Xp = X(O))

Solution 6 14-06
1. = Trigonalisation de A
La matrice A est triangulaire par blocs :
3 0% x
A=10 2 1
01 2

Son polyndme caractéristique Py est donc égal au produit de (X — 3) et du polynéme caractéristique du bloc

21
5= (7 1)-
CommetrB=4=1+43etquedetB =3 =1 x 3, les valeurs propres de B sont 1 et 3 et donc

Po = (X—=3)2(X—1).

#v La dimension d'un sous-espace propre est comprise entre 1 et la multiplicité de la valeur propre associée. Ainsi, le sous-espace
propre associé i une valeur propre simple est toujours une droite vectorielle.

@ Le sous-espace propre Ker(A — I3) est donc une droite et comme

2 2 2
A-Iz=10 1 1/,
011
on peut remarquer que C; — C3 = 0 et en déduire que
0
Ker(A—I3)=R-e1 ou ¢ =| 1
—1

# La dimension d'un sous-espace caractéristique est toujours égale a la multiplicité de la valeur propre associée.

. Le sous-espace caractéristique Ker(A — 313)? est un plan et comme le rang de la matrice

0o 2 2
A-3I3=10 -1 1
0 1 -1

est égal a 2, le sous-espace propre Ker(A — 313) est une droite vectorielle :

1
Ker(A—3I3)=R- |0
0
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# Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est strictement inférieure a la dimension de I'espace, la matrice A
n’est pas diagonalisable.
Comme son polyndme caractéristique est scindé, elle est néanmoins trigonalisable.

La matrice
0 0 0
(A=3L3)2=10 2 =2
0o -2 2

nous donne une équation cartésienne du sous-espace caractéristique :

Ker(A —313)? = ly—z=0].

# Si un vecteur du sous-espace caractéristique Ker(A — A,,)™ est un vecteur propre de A, c’est nécessairement un vecteur
propre associé a .

Choisissons un vecteur €3 dans ce sous-espace caractéristique, en veillant a ce que ce vecteur ne soit pas un vecteur
propre de A : ce vecteur doit vérifier 'équation cartésienne sans étre proportionnel au vecteur (1,0, 0). Le vecteur

0

€3 = 1

1

convient a 1’évidence.
Posons maintenant

4
€x = (A — 313)83 =10
0

@ Par hypothese, 3 € Ker(A — 3I3)% et (A —3I3)e3 # 0.
On en déduit que (A —313)e2 = (A — 313)%e3 = 0 et donc que

¢ € Ker(A — 3I3) C Ker(A — 313)2.

# On aurait pu remarquer que £3 appartenait au sous-espace caractéristique Ker(A — 313)? et que ce sous-espace est stable par
A (en tant que noyau d'un polyndme en A) pour en déduire que €, appartenait aussi a ce sous-espace caractéristique.

Comme ¢, est un vecteur propre et que ¢3 n’est pas un vecteur propre, ce deux vecteurs ne sont pas proportionnels.
Par conséquent, le couple (&2, £3) est une famille libre de deux vecteurs dans le sous-espace caractéristique Ker(A—313)2.
Comme ce sous-espace est un plan, on en déduit que (e;, €3) est une base de ce plan.

# Le raisonnement qui précede ne dépend pas du vecteur €3 choisi, il est strictement théorique.

@ D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux, comme chiy = (X — 3)2(X—1) estun polyndme annulateur de
A (Théoreme de Cayley-Hamilton) et que les facteurs (X — 3)? et (X — 1) sont premiers entre eux,

R? = Ker(A — I3) @ Ker(A — 313)2.

Par conséquent, en concaténant la "famille" (e1), qui est une base du sous-espace propre Ker(A — I3), avec la famille
(€2, €3), qui est une base du sous-espace caractéristique Ker(A — 313)?, on obtient une base

& = (e1,€2,€3)
de R3.
@ Récapitulons ce qu’on a décidé pour construire la base 2.
Agq = € (vecteur propre associé a 1)
Aer =3¢ (vecteur propre associé a 3)
Ae3z =3e3 + &2 (définition du vecteur ¢3)

Notons enfin f, I'endomorphisme représenté par la matrice A dans la base canonique.
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Dans la base Z = (¢1, €2, €3), la matrice de f est

100
J={0 3 1
00 3

Comme A et | représente le méme endomorphisme f dans deux bases différentes, ces deux matrices sont semblables.

#v La matrice de passage de la base canonique a la base 98 s’obtient en écrivant en colonnes les vecteurs de 2.

0 4 0
P=|1 01
-1 0 1
D’apres la formule de changement de base,
J=P 'AP.

On va voir par la suite que la connaissance de la matrice P est inutile.

a Puissances de A avec le polyndme minimal
# La connaissance d'un polyndme annulateur scindé permet de calculer assez facilement les puissances d’une matrice. Méthode
a maitriser!

On sait que le polyndme minimal de A divise le polynome caractéristique de A (Théoreme de Cayley-Hamilton) et
que ces deux polyndémes unitaires ont mémes racines. Il n'y a donc que deux candidats possibles : p = (X —3)(X —1) et
w=(X=3)2(X-1).

Comme A n’est pas diagonalisable, son polynéme minimal n’est pas scindé a racines simples, donc p = (X—3)?(X—
1) = Po.

@ Comme Py est un polyndme annulateur de degré 3, pour tout k € N, il existe un unique couple (Qx, Rx) de poly-
nomes tels que
Xk =P, Qx + Rk avec degRy < 2. (1)

11 existe donc trois réels ay, by et ck tels que
Rk = akXZ + b X + cxk.
On obtient deux relations en substituant les racines de Py a X dans la division euclidienne (1).

ax + bx +cx =1
9ak+3bk+ck:3k

Comme Py possede une racine double, on dérive (1) :
kX' =PlQix +PoQf + R avec Rj =2aiX+ by
et en substituant la racine double a X dans cette égalité, on obtient une troisieéme relation.
6ax + by = k3!
@ ]l s’agit donc de résoudre le systéme suivant.

ax + bx +cx =1
8ax + 2by =3k—1
6ax + by = k3!

(On aeffectué L, « 1, —L;.)
II faut remarquer que ay et by vérifient un systéme 2x2, qu’on peut résoudre avec les formules de Cramer. Avec un
peu de concentration, on trouve :

_71(3k —2k3%T 1),
by = _T] (—6.3% + 8k.3% " +6),

—1
ck =5 (5.3% —6k.3 T —9).

VkeN, ax=
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@ Comme Py(A) = 03, on en déduit que, pour tout k € N,

=32 k3T T2
A :T[A — 6A +513] + [A —4A+3Ig]+Z[A — 6A + 915]
ce qu’il vaut mieux écrire
K _3k k—1 1 5
A :T(A—I3)(A—513)+ (A—I3)(A—3I3)+Z(A—313)

pour simplifier le calcul des produits matriciels.

# Le calcul de A? n’est pas trés compliqué, mais il faut ensuite calculer simplifier trois polynomes en A. Les matrice (A — 13),
(A —313) et (A — 313)? ont déja été calculées et comme elles ne sont pas inversibles, les produits sont plus faciles a calculer.

@ Puissances de A avec l'identité de Bézout
On a appliqué plus haut le Théoreme de décomposition des noyaux :

R3 = Ker(A — 313)? @ Ker(A — I3). 2)

# La résolution de I'équation de Bézout va nous permettre de calculer les projections associées a cette décomposition en somme
directe, puis d’en déduire les puissances de A.

 Les facteurs P; = (X — 3)% et P, = (X — 1) étant premiers entre eux, les polynomes Q = (X — 1) et Q; = (X — 3)?
sont premiers dans leur ensemble. On peut alors vérifier (avec la méthode habituelle) que

15-XQ+ Q=1

Les projections associées a la décomposition (2) sont donc

Y

n1:}1(513—A)(A—13) et TT, = —(A—3I3)%. (3)

4

@ 11 faut suivre les indices pour sy retrouver : la projection T1y envoie sur le sous-espace caractéristique Ker(A — 313)? =
Ker Py (A) et la projection T, envoie sur le sous-espace propre Ker(A — I3) = Ker P, (A).
On remarquera qu’on a déja croisé ces deux matrices !

@ Sur le sous-espace propre Ker(A — I3) = ImTT,, l'application (A — I3) est identiquement nulle. Par conséquent,
(A—13) xTl, =03 Cc'est-a-dire A x Tl =TI,. 4)
De méme, sur le sous-espace caractéristique Ker(A — 313 )2 =ImTI,, I'application (A — 313 )? est identiquement nulle :
(A —313)% x TT; = 03. (5)

D’apres le cours, en restriction a ce sous-espace, la matrice A estla somme d’une homothétie et d"une matrice nilpotente.
En effet, en posant
N = (A—313) X l'h,

on a
A xTI; =311 + N

mais aussi
(A —=3I3)N =03 Cc’est-a-dire AN =3N.

Comme Py(A) = 03, on peut vérifier que

1 1
N:Z(A—313)(513—A)(A—13):E(A—Fﬂs)(/\—la) (6)
et donc que
N? = %(A—3IS)Z(A— I3)? = 0;.
:a Bref:

ATl =3IT; + N, ATll, =TI, AN =3N
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et on démontre par récurrence que
VkeN*, AN =341 + k3 'N et AT, =T1,.
Comme TTy + 1T, = I3, on en déduit que
Vke N, AR =3%T; + k3" TN +TT,.

Comme TTy +TT, = I3, cette relation est vraie aussi pour k = 0.
En revenant a (3) et (6),

3K K3k1 1
VkeN, Ak= ?(513 —A)A—-13) + (A —3I3)(A—13) + Z(/\—313)2.

a Exponentielle de tA

Par définition, pour tout t € R,
+oo tk
exp(tA) = — Ak,

k!
k=0

Ayant calculé les puissances de A, on a fait le plus difficile! Pour tout t € R,

3t t 3t et (

exp(tA) = —— (A — I3)(A —513) + %(Af I3)(A - 3L) + (A - 315)?

2 0 0 011
(A-I)A—=5I3)==2{0 1 1| et (A-I3)(A-=3I3)=4(0 0 0
0 11 00 0

avec

(La matrice (A — 313)? a été calculée plus haut.)
2. Soit (a,b,c) # (0,0,0).
Le vecteur (x,y,z) appartient au plan d’équation [ax + by + cz = 0] si, et seulement si,

(a b c)(

# Mais oui, mais oui! C’est bien un produit scalaire !

=0.

N e R

Ce plan est donc stable par A si, et seulement si, I’équation précédente entraine que
X
(a b ¢)A|y]|=0.
z
Cela signifie que le noyau de la forme linéaire représentée par la matrice ligne

(@ b ¢)A

contient le noyau de la forme linéaire représentée par la matrice ligne (a b c¢) et donc qu'il existe une constante de
proportionnalité A € IR (éventuellement nulle) telle que

(a b c)A=A(a b ¢
ou encore que la colonne (a,b,¢)" est un vecteur propre de AT.

@ Les matrices A et AT ont mémes valeurs propres : 1 et 3.
Calculons les sous-espaces propres de A .

Ker(AT —I3) = Ker

Ker(AT — 313) = Ker

NN O NN
o
—_ O
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Les plans stables par A sont donc les plans d’équation
0-x+1-y—1-z=0=y—-2z=0 e [0-x+1-y+1-z=0=[y+z=0.
3. Comme la matrice A est inversible (car 0 ¢ Sp(A)), la condition X’(0) = (1,1,1) T peut aussi s’écrire

/3
X0)=A"X0)=|1]|ely—z=0.
1

Pour une équation différentielle a coefficients constants, on sait que la solution du probleme de Cauchy associé a la
condition initiale (t = 0,X(0) = (1/3,1,1) T est donnée par

VtelR, X(t)=-exp(tA)X(0).

Version pédestre
On vérifie directement sur I'expression de exp(tA) que

VteR, (0 1 —l)exp(tA)=e'(0 1 —1)
et on en déduit immédiatement que
vteR, (0 1 —1)X{t)=e"(0 1 —1)X(0)=0

c’est-a-dire que la trajectoire décrite par X(t) est contenue dans le plan [y —z = 0].

Version aquiline

Le calcul de exp(tA) avec le polyndme minimal nous a montré que la matrice exp(tA) était un polyndme en A (avec
des coefficients qui dépendent de t).

Comme le plan [y — z = 0] est stable par A, il est stable par n'importe quel polynéme en A et en particulier par
exp(tA) pour tout t € R.

Et comme le vecteur position initiale X(0) appartient a ce plan, le vecteur X(t) = exp(tA)X(0) appartient encore a
ce plan pour tout t € R.

Solution 7 14-07
1. Par hypothese,

AX = AX.

On en déduit que
VkeN, AkX=2akX

et donc que
N

N
VN e N, (Z ]LAK> X= (Z ]1!?\") X. (%)
k=0 k=0
¢ Premier rappel de topologie : on considére une norme ||-|| sur ’'espace My, 1 (IK) et on suppose que (uy)ken est une
suite convergente de scalaires qui tend vers le scalaire (.
Alors, pour tout k € N,
e - X =€ X[ = fwe — € - [[X]].

Cette norme tend vers 0 lorsque k tend vers +oo, donc

Iim ue-X=4¢£-X.

k—+o0

# Nous démontrerons que toutes les applications linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie sont continues. Or 'appli-
cation [N — A - X] est linéaire! Donc elle est continue et le résultat que nous avons démontré par le calcul des normes n’est donc
qu’un cas d’application du Théoréme de composition des limites.

Deuxiéme rappel de topologie : on suppose que 'espace M (K) est muni de la norme |-] subordonnée a la norme
||| précédemment choisie sur My, 1 (K) et on suppose que (My )ken est une suite convergente de matrices qui tend vers
la matrice L.

Alors, pour tout k € N,

0 < [MiX = LX|| = (M — L).X]| < My — L [X].



Equations différentielles linéaires 23

Par encadrement, cette norme tend vers 0 lorsque k tend vers +oo, donc

lim M. X=LX.

k—+o00

# Comme M 1 (K) et M (K) sont tous les deux des espaces vectoriels de dimension FINIE, toutes les normes existant sur ces
deux espaces sont équivalentes.
En supposant que la suite des matrices converge vers la matrice L pour la norme subordonnée a la norme choisie sur My, 1 (K),
on suppose en fait que cette suite converge vers L pour une norme quelconque sur N, (K).
Par ailleurs, I'application [M +— MX] est linéaire! Comme précédemment, elle est continue et le résultat que nous avons
démontré par le calcul des normes n’est qu’'un nouveau cas d’application du Théoreme de composition des limites.

@ On peut alors déduire de (x) que
exp(A).X = e X

et comme X # 0 (par hypothese, X est un vecteur propre de A), on en déduit que X est aussi un vecteur propre de exp(A)
associé a e*.
2. Supposons que les deux matrices A et T soient semblables. Il existe donc une matrice inversible Q telle que

VYkeN, Q 'AKQ =Tk,

On en déduit que

N N
_ 1 1
VNeN, Q ‘(§ klAk)Q—E gTk.
k=0 k=0

Par définition, le second membre tend vers exp(T) et

N
. 1
im 3 Ak = espln

L'application @ = [M — Q- "MQ] est LINEAIRE sur 9, (IK), espace vectoriel DE DIMENSION FINIE, donc elle est
continue (voir les remarques précédentes). D’aprés le Théoréeme de composition des limites,

N N
. Z1 O Zl .
Nligrloo ® <k0 EA > B Ngr}}oo b E(D(A )

c’est-a-dire
Q*1 .exp(A).Q = exp(T).

3. Sile polyndme caractéristique de A est scindé, alors A est trigonalisable. Elle est donc semblable a une matrice de

la forme
uy *

e RN

*

0——0 uy
On sait alors que
uk *
vken, To=| O \
O
0——0 uk

n

et on en déduit que (combinaison linéaire, puis passage a la limite coefficient par coefficient)
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D’apres la question précédente, la matrice exp(A) est semblable a exp(T). Ces deux matrices ont donc le méme
polyndme caractéristique, donc le polyndéme caractéristique de exp(A) est scindé :

n
Xexp(A) = H(X -

k=1

# On peut étre plus précis en considérant la multiplicité des valeurs propres de A.
Si le polyndme caractéristique de A s’écrit sous la forme

T

XA = H(X — i)™,

k=1

alors
R

Xexp(A) = H(X - e)\k)mk-

k=1
Si les valeurs propres de A sont réelles, alors on peut en déduire les multiplicités des valeurs propres de exp(A).

En revanche, si les valeurs propres de A sont complexes, on risque des surprises : la fonction exp n'est pas injective sur C
(elle est 2im-périodique, je n’avais pas besoin de le rappeler), donc il se peut que exp(A) ait moins de valeurs propres que A...

@ Comme les matrices T et exp(T) sont triangulaires, on sait que

trT = Zuk et det(expT) = Heuk
k=1

Comme T et A sont semblables et que exp(T) et exp(A) sont semblables, on en déduit que

det(exp A) = det(exp T) = exp(tr T) = exp(tr A).

Solution 8 14-08

# Pour résoudre I'équation, on peut commencer par chercher une solution polynomiale (on détermine d’abord le degré, puis les
coefficients) et compléter la résolution au moyen des techniques usuelles.
Variante : on peut aussi chercher les solutions sous forme de sommes de séries entieres. C’est possible (au vu des solutions
fournies par I'énoncé), mais trés peu pratique.

L'équation étudiée équivaut a I'équation résoluble du premier ordre

Vtel=R, X'(t)=A(t)X(t) (R)

~(x(b) - 0 1
K= (3) Am‘(ﬂ‘ﬂiiz )

Il s’agit d"une équation homogene dont les coefficients (= les quatre coefficients de A(t)) sont des fonctions continues
de t € R. L'inconnue X est une fonction de classe %' a valeurs dans R?, espace de dimension 2.

L'ensemble Sk des solutions de (R) est donc un sous-espace vectoriel de dimension 2 de l’espace €' (R, R?) et
l’ensemble X} des solutions de

en posant

(1+t2)x" (1) — 2tx/ (1) —zi =0 (H)
1+1t2

est un sous-espace de dimension 2 de %?(R,R). (La deuxiéeme composante de X(t) est de classe € et comme elle est
égale a x'(t), on en déduit que x(t) est de classe ¢2.)
D’apreés le cours, le wronskien de 1'équation est proportionnel a

t t
epr trA(s )ds—epr i ds = exp In(1 +t2) = (1 +t2).

# Pour la suite, la forme résoluble de I'équation ne nous sera d’aucune utilité.

@ Comme le facteur (1 + t2) ne s’annule jamais, I'équation étudiée est équivalente a

VieR, (142t2+tH)x"(t) — (2t +2t3)x/(t) + (2t> — 2)x(t) =0.
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# Sous cette forme, tous les coefficients sont des polyndmes en t, ce qui va nous permettre de chercher les solutions sous forme
polynomiale ou comme sommes de séries entieres.

Cherchons pour le moment une solution polynomiale de degré d. Comme il s’agit d'une équation linéaire et ho-
mogene, x(t) est une solution si, et seulement si, A - x(t) est solution et on peut donc se borner a chercher une solution
polynomiale unitaire de degré d.

)=t KW=t e X)) =dld- D2
L’équation fait apparaitre trois termes polynomiaux, dont le coefficient dominant est évident.

(2t — 2)x(t) =242 4 -
—(2t 423X/ (t) = —2dt42 + ...
(1+t2)2x"(t) = d(d — Dt 2 4 ...

En sommant ces trois termes, on obtient
VteR, (d—2)(d—1t¥*2+...=0.

1l faut donc en particulier que le coefficient de t*2 soit nul, doncd = 1oud = 2.

» Six(t) =t+ a(pour d = 1), 'équation nous donne
VteR, 2at’—4t—2a=0

ce qui est impossible (a cause du terme de degré 1).
» Six(t) =t?+ at + b (pour d = 2), I'équation nous donne cette fois

VteR, 2(b—1)t?—4at+2(1—b)=0

ce qui est possible pour a =0etb = 1.

» Conclusion intermédiaire (toujours en tenant compte du fait qu’on résout ici une équation linéaire et homogene) : les
solutions polynomiales sont les fonctions proportionnelles a [t — 1+ t2].
@ Ona vu en cours que la connaissance d"une solution de 1'équation homogene (ici : K - (14 t?)) permettait en théorie
de trouver la solution générale.
@ En faisant varier la constante
On cherche une solution sous la forme x(t) = K(t) - (1 + t?). On a donc

x'() =K' (t)- (1 +t2) +--- et xX"(t)=K"(t)- (1+t2)+4K'(t) - t+---

(les quantités mentionnées vont nécessairement disparaitre lors de la substitution dans 1’équation, je peux donc me
permettre de ne pas les écrire) et donc
(1 4+ t2)K"(t) + 2tK'(t) =0

(apres quelques simplifications).

On reconnait une équation du premier ordre d’inconnue L(t) = K’(t), qu’on peut résoudre sans difficulté : L(t)
H%' puis K(t) < Arctan't et enfin x(t) oc (1 + t?) Arctant.

Conclusion finale : Comme £y, est un plan vectoriel, on en déduit que x € ¢%(RR,R) est une solution de (H) si, et
seulement si, il existe deux constantes K; et K, telles que

VteR, x(t)=K;-(14+t*)+Ky-(1+1t?) Arctant.

# Avec le wronskien
11 existe une solution de la forme K(t) - (1 + t?) avec

W (t) _ 1
(1+t2)2 1442

K'(t) =

c’est-a-dire avec K(t) = Arctan t.
On conclut comme plus haut.

# En théorie, la méthode de variation des constantes équivaut a l'utilisation du wronskien : ce sont les mémes calculs! En
pratique, la méthode qui exprime K'(t) en fonction du wronskien donne parfois de tres bonnes surprises (c’est le cas ici, mais ce
n’est pas toujours vrai).
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@ Nous allons maintenant chercher les solutions de (H) comme somme d’une série entiére. On suppose donc qu’il
existe une suite réelle (an)nen et unréel R > 0 tels que

“+o00
Vtel-R,R[, x(t)=) ant™
n=0

Comme R > 0, la fonction x est de classe ¥’ sur |—R, R[ et on obtient ses dérivées en dérivant terme a terme autant de
fois que nécessaire.

“+oo “+o0
Vtel-RRL,  x()=) nat™'  x"(t)=) nn—Ta.t"?
n=1 n=2

On agit alors avec calme et méthode, en écrivant petit et lisiblement a partir du haut d’une grande feuille...

+o0 too >
1+t () =) nn—Tant™ 2+ ) 2n(n—Tant™ + ) (n—2)(n—3)an ot"?
n=0 n=2 n=4

“+oo +oo
“2t(1+ 20X (1) = ) —2nant™+ ) —2(n—2)an ot"
n=1 n=3

“+oo “+o00
22 = 1x(t) = ) 2an 2t"+ ) —2ant"
n=2 n=0

On voit alors qu’il faut traiter a part les termes dont le degré est compris entre 0 et 3...
L’équation devient alors : V t € ]—R, R,

2(az — ap) +2(3az — 2a1)t + 2(6as — az + ao)t? +4(5a5 + az)t?
+oo
+ > [+ m+2)an2+2(n—1)? = 2an + (n—4)(n—3)an 2] t" =0.

n=4
Comme R > 0, par unicité du développement en série entiére, on en déduit que
a = Qo, 3(13 :2(1], 6(14 = az — Qaop, 5(15+(13 =0

et aussi
Yn>4, (m+1)Mn+2)ani2+2[(n—17%=2an+n—-4)(n—-3)a, 2 =0. (*)

La relation de récurrence sépare les coefficients en deux sous-suites : la suite des coefficients d’indice pair et la suite
des coefficients d'indice impair.

Concernant les indices pairs, on peut choisir ap de maniére arbitraire. Ensuite, on a nécessairement a, = ao, puis
a4 = ap —ap = 0 et ag = 0 puisque (relation (x) pour n = 4)

30ag + 14a4 +0-ay; =0.

Concernant les indices impairs, on peut choisir a; de maniere arbitraire. Ensuite, on doit avoir a3 = 221/3 et les
autres coefficients d’indice impair se déduisent de la relation de récurrence (x).
Conclusion (partielle) : la fonction analytique x(t) est une solution de (H) si, et seulement si, il existe deux constantes

ap et aj telles que
—+00

x(t)=ao- (T+t) +ar- Y () -t?PF0,
p=0
a Avec (ap,ar) = (1,0), on retrouve la solution polynomiale (au prix d'un calcul bien plus difficile que celui qu’on a
fait plus haut).
Avec (ag,a7) = (0,1), on retrouve (1 + t?) Arctant et R = 1 — a condition de déja connaitre le résultat !
En effet, je ne vois pas de méthode simple pour déduire que R > 0 de la relation de récurrence (*), ni de moyen de
déduire les az, 1 de cette relation...
En revanche, il n’est pas trés difficile de calculer le DSE de (1 + t?) Arctan't :

viel-1L1, (1+#)A REIS ol ESSS R A el DAPENTS
tel-1,1[, (1+1t?)Arctant = ( +t)pZ_02p+1t _t+;4p—1t

et on peut vérifier sans difficulté que ces coefficients vérifient la relation ().
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Solution 9 14-09

1. Commengons par réduire I'équation différentielle (H) sous forme canonique en suivant la méthode habituelle.
@ Une fonction x : R — R est de classe €2 sur R si, et seulement si, la fonction X : R — R2 définie par

VteR,  X(t) = (X(t)>

est de classe €' sur R et, dans ce cas,

VteR, X'(t) = <;‘,/,((tt))) .

# Comme d'habitude, on identifie ici le plan R? et le plan 90, 1(IR) des matrices colonnes. (Aucun risque d’ambiguité, on ne
changera pas de base.)

Une fonction x € €%(IR) est solution de (H) si, et seulement si,

—4t 2
1 _ / =
vVtelR, X (t)71+t2x(t) 1_|_t2x(t)
c’est-a-dire si
1
VteR, X'(t)=A(t)X(t) avec At) = ( _02 _4t ) (%)
1+t2 1+t2

Comme la fonction A : R — 9 (IR) est continue sur R, on peut appliquer la théorie de Cauchy sur les équations
différentielles linéaires du premier ordre.
@ D’apres la théorie de Cauchy, ’ensemble S, des solutions X € €1 (R,R?) de I'équation différentielle

vteR, X'(t) = A(t)X(t)

est un sous-espace vectoriel de ¢’ (R, R?) de dimension dim R? = 2.

# Le lien qu’on a fait entre x et X montre alors que I'ensemble Sy, des solutions de (H) est un sous-espace vectoriel de ¢ (R, R)
de dimension 2 (cette bijection est en fait un isomorphisme).

De plus, tous les wronskiens attachés a cette équation sont solution de ’équation différentielle
VteR, W (t) = [tr A(t)] W(t). W)

Une primitive de tr A(t) a pour expression —2{n(1 + t?). Par conséquent, tous les wronskiens attachés a l'équation

homogene (H) sont proportionnels &
1

eXp(—ZenU +t2)) == m.

# Pour les équations du second ordre a coefficients constants, on dispose d’une recette pour calculer toutes les solutions.
1l n’existe pas de recette pour les équations du second ordre dont les coefficients ne sont pas constants. A moins d’une indication
explicite, il est raisonnable de chercher des solutions développables en série entiere.
Ici, les solutions étant données, on constate qu’elles sont toutes développables en série entiere, c’est donc une bonne méthode.
Mais, comme les solutions sont données, on pourrait régler la question a la paresseuse en se contentant de vérifier que I’expres-
sion donnée dans I'énoncé est bien une solution de I'équation différentielle (H)!

@ On suppose donc que la série entiere Y_ axt* a un rayon de convergence r > 0 et on considére sa somme :
“+oo
k
Vtel]-rr, x(t) = E apt”.
k=0
D’apres le cours sur les séries entieres, la fonction x est de classe € sur l'intervalle ouvert |—r, [ et

+o0 too
viel-nrl,  xX(t)=) kat"* T et x"(t)=) kik—Dapt* 2
k=1 k=2
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Par conséquent, pour tout t € ]—r, [,

+o0 +o0 +oo +oo
(1 4+ 20" (1) + 40 (1) +2x(1) = ) k(k—Dart* 2+ 3 k(k—Daet* +4 ) kart*+2) axt®

k=2 k=2 k=1 k=0
+00 +o00 “+o00 “+o00

=) (k+2)(k+Dawiat" + ) klk—TNat* +4 > kart*+2) ayt"
k=0 k=0 k=0 k=0
“+oo

= Z(k +2)(k+ 1)(aks2 + axer)te
k=0

On en déduit que la fonction x est une solution de I'équation (H) si, et seulement si,

+o00

viel-nrl, Y (k+2)(k+1)(ar2 + a)t =0.
k=0

Comme le rayon de convergence r est strictement positif, on peut invoquer 1'unicité du développement en série entiere
et x est donc solution de (H) si, et seulement si,

VkelN, ax+2 +ax =0.
a Réciproquement, considérons une suite (ay)xen telle que ay, + ax = 0 pour tout k € N. Il est alors clair que
VneN, an = (—1)"ag et Arne1 = (1) "ay.

En particulier, la suite (ay)xen est bornée et le rayon de convergence de la série entiere Y ait* est au moins égal a 1.
Par conséquent, quels que soient les réels ag et a;, la fonction x définie par

+oo +o00
ap+aqt
vtel-1,1 t) = —)m2n —pngPntl = 22—
HIIL w0 a0 3 (M e 3 () o
est une solution de (H) sur ]—1, 1[.
a Considérons maintenant les fonctions fy et f1 définies par

1 t

VtEIR, fO(t):H—i‘tZ et f](t):]—i—itz'

Les calculs précédents ont montré que fo et f; étaient des solutions de (H) sur |—1, 1], il est assez clair que ce sont en fait
deux solutions de (H) sur R tout entier.
On a démontré plus haut que I'ensemble Sy des solutions de (H) était un plan vectoriel et nous venons d’en exhiber
deux vecteurs non proportionnels : on dispose donc en fait d’une base de I’espace Sy des solutions.
On peut donc conclure : une fonction x € %?(R,R) est solution de (H) sur R si, et seulement si, il existe deux réels
ap et ay tels que
t

VtEIR, X(t):a()' .14—7’[2'

71+t2 + aq

# Remarquons en passant que toutes les solutions de (H) sont développables en série entiere au voisinage de I’origine.
a L'isomorphisme qu’on a évoqué entre 1’espace Sy des solutions de (H) et ’espace S, des solutions de (x) nous

permet d’en déduire que les fonctions
f f
oo (i) ()

forment une base de 'espace S, des solutions de (x).
La matrice

T

fo(t) fy

qu’on en déduit est alors une fonction de classe %1 de R dans M, (R) telle que
VteR, M’(t) = A(t)M(t)

et cette fonction prend en fait ses valeurs dans GL, (R) :

1 1
VEER,  detM(t) =detM(0) 75y = ey




Equations différentielles linéaires 29

# Par définition, le déterminant de M(t) est un wronskien de I'équation (H) et on a déja calculé I'expression générale des
wronskiens. Quant au calcul de la matrice M’ (0), il est 1égitime d’étre assez paresseux pour se contenter de deux développements

limités a l'ordre 1 : (0) (0)
fo fq
M(0) = / / =1
(0) (fo(()) f] (O)) 2

puisque

L _1100) o fl)=— — 108

folt) = —— = 7 =
O() 1+1t2 t—o0 1412 t—0

2. Mise sous forme canonique, I'équation différentielle (E) devient

/ 1 0

# D’apres le Principe de superposition, connaissant une solution particuliere Xo € €' (R, R?) de I'équation (%x), on sait qu’une
fonction X € €1 (R, R?) est solution de (x*) si, et seulement si, il existe une solution X; € €' (R,R?) de I'équation homogene
(H) telle que X = Xo + Xj.

1l nous suffit donc d’expliciter une solution particuliere de (xx) et sait que la méthode de variation de la constante (ou des
constantes pour certains) peut nous en fournir une.

Nous cherchons donc une fonction A € €' (R, R?) telle que l'expresion X(t) = M(t)A(t) vérifie ’équation (7). Or,
d’apres la formule de Leibniz (dérivation d'un produit),

VteR, X'(t)=M(H)AL)+M)A(1).
On a justifié précédemment que M’(t) = AM(t), donc
VteR, X'(t) = AM(DA(t) - M)A/ (1) = AX(t) + M(t)A'(1)
et X est solution de (}) si, et seulement si,
VteR, M(t)A’(t) = B(t).

On sait que M(t) est inversible et les formules de Cramer nous donnent facilement son inverse :

1 2 2 1 _
nen atmo o= e (5 ) ()= e (5)

# C'est seulement maintenant, pour calculer M(t)~", qu’on a vraiment besoin d’expliciter la matrice M(t)...
On en déduit que

—1n(1+12)
_ 2
VteR,  A(t)=A0)+ ( Arctan t )

et que la solution générale de I’équation (x*) est de la forme

—Jn(1+12)
M(t)A(0) + M(t) ( zArctant > .

# Pour ces derniers calculs, il suffit de connattre la premiére ligne de M(t), c’est-a-dire les expressions fo(t) et f1(t) —on n'a

pas besoin de leurs dérivées.

Par conséquent, x € €?(RR,R) est une solution de (E) si, et seulement si, il existe deux réels a, et a; tels que

a +ait (1 +1t?) n t Arctant
1+ t2 2(1412) 14 t2

VteR, x(t)=
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Solution 10 14-10

1. Mise sous forme résoluble, I'équation différentielle

V>0, t2x"(t)—2tx/(t) +2x(t) =t—2 7)

devient
vt>0, X'(t)=At)X(t)+B(t) 8)

xo=(30) aw=(% 1) Bo=(2).

@ Cherchons des solutions polynomiales de I’équation homogeéne

avec

Vi>0, t2x”(t)—2tx'(t) +2x(t) =0 )
associée a (7) : si x est une solution polynomiale de degré d, alors

—_— — d .. —_—
Vt>0, [dld—1)—2d+2t°+ L 0
termes de degré < d

doncd(d—1)—2d+2=d*>—-3d+2=(d—1)(d—2) =0. Par conséquent, d = Tou d = 2.
On substitue alors x(t) = t+a, puis x(t) = t>+at+b dans 1'équation homogene (9) pour en déduire que x1 = [t +— t]
etx; = [t — t?] sont deux solutions de I'équation homogene (9).
Comme l'ensemble des solutions de ’équation homogene (9) est un plan vectoriel, on en déduit qu’il est engendré
par les solutions x; et x,.
@ Par conséquent, 'ensemble Sy des solutions de 'équation homogene

vYt>0, X'(t)=A{)X(t) (10)

est le plan vectoriel engendré par les fonctions f; et f, définies par

2
V>0, fﬂt)zG), fz(t):<§t>.

La matrice fondamentale associée au systeme fondamental (f7, f2) est donc

2
M(t) = G §t> :

@ Le déterminant de cette matrice (qui est le wronskien du systéme fondamental (f7, f2)) est égal a t* > 0, donc M(t)
est inversible et 1 5
2t —t
-1 _
M = (_] ! )
d’apres les formules de Cramer.

2. Une fonction X : I — R? est une solution de 1'équation homogene (10) si, et seulement si, il existe une (colonne)
constante A € M, 1 (R) telle que
vt>0, X(t)=M({)A.

Nous allons maintenant résoudre I'équation complete (8) en appliquant la méthode de variation des constantes, c’est-a-
dire en cherchant une fonction
A T—R?

de classe ¢! telle que X(t) = M(t)A(t) soit une solution de (8).
Par définition de la matrice fondamentale,

Vt>0, M'(t) =A(t)M(1).

Par conséquent,
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ce qui prouve que X(t) = M(t)A(t) est une solution de (8) si, et seulement si,

2t 2z 1
=M B = T |=| ¥ ¢
vi>0, A)=MU)"BM)=| T =]
3 2 t3
On en déduit que

—TZ—Bnt

Vt>0, At)= 1 1

T T

(en choisissant, pour faire simple, les deux constantes d’intégration égales a 0), ce qui nous conduit a la solution parti-
culiére suivante :

V>0, X(t)=MEAR) = (”“t* t- 1) .

# Un autre choix des constantes d’intégration nous aurait donné une autre solution particuliere : c’est sans importance, toutes
les solutions particulieres se valent.

# La quantité « est la dérivée de I'expression calculée (cf définition de X(t)) : son calcul est en général inutile.

Comme [t — t] est une solution de I’équation homogene (9), on déduit alors du principe de superposition que la
fonction x¢ définie par
Vt>0, xo(t) = (—tlnt—t—1)+t=—tlnt—1

est une solution particuliere de 1’équation complete (7) (un peu plus simple que celle qu’on vient de calculer).
Conclusion : Une fonction x : 1 — R est une solution de I'équation (7) si, et seulement si, il existe deux constantes
d’intégration Ky et K telles que
Vit>0, x(t)=(—tnt—1)+ Kjt+K,t?

sol. part. sol. géné. éq. homog.

# Une autre maniére, plus traditionnelle mais moins rigoureuse, de formuler la conclusion est la suivante :
La solution générale de "équation (7) est de la forme

Vit>0, x(t)=(—tint—1)+Kt+Kyt?.

(Sous-entendu : les constantes d’intégration Ky et Ky peuvent prendre n'importe quelles valeurs réelles.)

Solution 11 Gronwall

1. Pour tout x > q, la quantité
X

M(x) =K +J' g(t)f(t) dt

a

est positive. Considérons la fonction ¢ définie par

Vx> a, @(x) = M(x) exp (— JX g(t) dt).

a

Il est clair que ¢ est une fonction de classe €' sur [a, +o0o[ et que

a0/ = M- gmi] exp( - |

—| g(t) dt)

a

= g(x) [f(x) — M(x)] exp | — j o(t) dt).

Par hypothese, g(x) > 0 et f(x) < M(x), donc ¢’(x) < 0 pour tout x > a. On en déduit que ¢ est décroissante sur
[a, +ool et en particulier que

Vx>a, o(x)=M(x) exp(—JX g(t) dt) < @(a) =K.
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Par conséquent,
X

Vx>a, 0<f(x)<M(x)< Kexp(J g(t) dt).

a

# Le lemme de Gronwall est trés utile pour estimer 'ordre de grandeur d'une fonction a partir d'une "inéquation différentielle”.
Le plus remarquable est qu’on domine la fonction f a 'aide de la solution de I'équation intégrale

X

Vx> a, y(x):K—G-J' y(t)g(t) dt,

a

équation qui équivaut au probleme de Cauchy

2. Les solutions de I'équation différentielle étant continues sur R, il suffit de vérifier qu’elles sont bornées au voisi-
nage de +o0.
@ Comme la fonction q tend vers 0 au voisinage de +o0, il existe un réel x¢ tel que

vV x 2 xo, q(x) = /. (11)
@ 5iy est une solution de 1'équation différentielle (x), alors
Vu>=0, y”(uy'(w+ywy’'(uw)+quy)y’(w) =0

et donc, en intégrant sur [xo, xJ,

X

Vx = xo, (y’)Z(X)+y2(X)+J q(w) - 2y(wy’ (W) du = (y")*(xo) + y*(xo). (12)

X0
#o L'équation () ne présente pas de terme dissipatif (= pas de terme en y'(x)), donc I""énergie mécanique” est conservée, ce
qu’on a démontré en faisant apparaitre le facteur intégrant y'(x) : on est ainsi passé de I'expression d’une force nulle i celle d'une

puissance nulle et enfin a la conservation d une énergie.

@ Par hypothese, les fonctions q et y? sont de classe €', ce qui nous permet d’intégrer par parties :

Yxzxa, | gl 2yluly’w du=[gw v}, - |0yt due 13)
En posant
K = [14q(x0)] y*(x0) + (y')%(x0) =0,
——
=1
on en déduit de (12) et de (13) que
Yxzxe, [T+ a0d]y00 + (v1200 =K+ | a'w) -y du (14)

Avec (11), on en déduit enfin que

Vxzxo, gy < [T+ (] (x) + () )

<k | o] ¥ du

X0

On peut alors appliquer le lemme de Gronwall avec les fonctions continues et positives f = v°/> et g = 2|q’|, ce qui nous
donne x
Y x > xo, Ogyz(x)<2K.exp<J 2|q’(u)’du).

X0

Comme q’ est, par hypothese, intégrable au voisinage de +oco, on en déduit que le second membre est borné et donc
que la fonction y est bornée sur [xo, +ool.
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# Pour établir le résultat, il n’est pas nécessaire que q tende vers 0 au voisinage de +oo, il suffit que q tende vers une limite

> -1

En quelque sorte, si 1+ q(x) > w3 > 0, alors la force de rappel modélisée par I'équation est assez forte pour que les trajectoires
des solutions dans l'espace des phases soient assez proches de celles des solutions de I'équation du pendule harmonique et, en
particulier, restent bornées elles aussi.

Pour mémoire, les trajectoires dans 'espace des phases des solutions de I'équation y" (x) + wgy(x) = 0 ont pour équation
X%+ w3Y? = C" (oir X représente la position y et Y, la vitesse y'). Ces trajectoires sont les lignes de niveau de I'énergie mécanique
et ce sont des "courbes fermées” (les solutions de I'équation différentielle sont périodiques).

Solution 12 mt24-QT1

Ce systeme différentiel (linéaire, a coefficients constants) peut s’écrire sous forme matricielle :

X/(t) = AX(t) avec X(t)_(;g)) x'(t)_@",&)))

A—(_31 _31>—412—]

ol ] est la célebre matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.

@ On se souvient alors que
1 1 1 1
(1) =2:0) e () =0 (4)

ainsi que

En posant
Q=G H)emdkx
on a donc
Q'JQ = Diag(2,0)
et donc

Q 'AQ =41 - Q"'JQ = Diag(2,4).

@ On pose alors

vie = (3fy)) =@ "xw

et on obtient
u’(t) = 2u(t)

Y'(t) = Diag(2,4)Y(t), C’est-a-dire {v’(t) — av(t)

Ce systéme peut étre résolu de téte : la fonction X est solution du systeme différentiel initial si, et seulement si, il existe

deux constantes a et b réelles telles que
u(t))  [ae?t
ViER, (v(t)) - (be‘”)

c’est-a-dire

La solution générale est donc

Solution 13 rms095-260

1. Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe une suite (un Jnen d’éléments deux a deux distincts dans [a, b]
tels que f(un) = 0 pour tout n € N. Comme le segment [a, b] est compact, on peut en extraire une suite convergente
(uw[k] Jken-

Soit ¢ € [a, b], la limite de la suite extraite (wy (k) )ken. Par définition, f(uy(k)) = 0 pour tout k € N et comme f est
continue, f(c) = 0.

Comme f est de classe €2 sur R et que f(uwpk)) = f(Upk+1)) =0 (avec Uy (k) 7 Up(k+1)), on déduit du Théoreme
de Rolle qu'il existe un réel vic €l (k) ¢ U k11)[ tel que f/(vy) = 0.
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Par convexité du segment, il existe donc un réel ty € ]0, 1[ tel que
Vie = (T =t U i) + il (k1)

donc
ie — ¢l < (1T —ti)hug o) — e+t (1) — ef < ug ) — el + W er1) — ¢l

ce qui prouve que la suite (vi)xen converge aussi vers c. Comme f'(vy) = 0 pour tout k et que f’ est continue sur R, on
en déduit que f'(c) = 0.
La fonction f apparait donc comme une solution du probleme de Cauchy associé a I’équation différentielle (%) et a
la condition initiale
(f(C), f,(C)) = (0,0).

Il est clair que la fonction nulle est également une solution de ce méme probleme de Cauchy.

Or (x) est une équation différentielle linéaire homogene du second ordre, sous forme résoluble, a coefficients conti-
nus. Donc ce probléeme de Cauchy admet une seule solution (Théoreme de Cauchy-Lipschitz) et par conséquent f est
identiquement nulle sur IR.

2.

# Comme la fonction f n’a qu'un nombre fini de zéros sur le segment [a, bl, il est sensé de considérer des zéros consécutifs (toute
partie finie de R est bien ordonnée).

En écrivant 1’équation différentielle () sous forme matricielle, on obtient

XY (0 1\ (x(t)
VieR, (x”(t)) - (—q(t) o) (x'(t))'

La trace de cette matrice est nulle, donc les wronskiens de (x) sont des fonctions constantes.

@ Si le wronskien W(f, g) est identiquement nul, alors les solutions f et g sont proportionnelles. Comme f s’annule
en a et en b sans s’annuler sur l'intervalle ouvert ]a, b|, la fonction g s’annule en a et nulle part ailleurs sur l'intervalle
semi-ouvert [a, b[.

#> La fonction g s’annule aussien b, mais b ¢ [a, bl.

a- Sinon, le wronskien W(f, g) est de signe constant sur [a, b]. Pour fixer les idées, on supposera que W(f, g)(t) > 0
pour tout t € [a, b].

Comme f est continue sur l'intervalle ]a, b[ et ne s’annule pas sur cet intervalle, la fonction f est de signe constant
sur cet intervalle (Théoreme des valeurs intermédiaires). Pour fixer les idées, on supposera également que f(t) > 0 pour
toutt € ]a,bl.

On en déduit que

f'la)= lim ———— >0 et f'(b)= lim fit) — (0) <O0.
t—a+ t—a t—b— t—b
Par ailleurs,

fla) g(a)
f'(a) g'(a)

Par conséquent, f'(a) > 0 et f'(b) < 0, mais aussi g(a) < 0 et g(b) > 0.

0<W(f,g)(a) = =—f'(a)g(a) et, deméme, W(f,g)(b)=—Ff'(b)g(b) > 0.

# Sachant que f est une solution non identiquement nulle de (x) et que f(a) = 0, on pouvait aussi raisonner comme a la question
précédente pour établir que f'(a) # 0.

Comme la fonction g est continue sur l'intervalle [a, b] et change de signe sur cet intervalle, il existe au moins un
réel a < ¢ < b tel que g(c) = 0 (Théoreme des valeurs intermédiaires).
a- 5i la fonction g s’annulait au moins deux fois sur l'intervalle ouvert ]a, b[, alors on pourrait considérer deux zéros
consécutifs ¢y etcy de g:
a<cy<cy<bh.

# Comme T, la fonction g n’a qu’'un nombre fini de zéros sur le segment [a, bl, donc il est raisonnable de considérer deux zéros
consécutifs (puisqu’on a supposé que g admettait au moins deux zéros).

En appliquant a la fonction g sur le segment [c1, c;] le raisonnement qu’on vient d’appliquer a la fonction f sur
[a, b], on aboutit & une contradiction : il existerait un réel

O(G}C],Cz[C](l,b[



Equations différentielles linéaires 35

tel que f(o) = 0 alors que f ne s’annule en aucun point de ]a, bl.
a Par conséquent, la fonction g s’annule une fois, et une seule, sur le segment [a, b].

# Sur R, la fonction f peut admettre une infinité de zéros mais I'étude qui précede montre qu’il n’y a que trois cas possibles :
— la fonction f n’a qu'un nombre fini de zéros sur R (et éventuellement aucun);
— la fonction f a une infinité de zéros sur R et il existe une bijection croissante de IN sur 'ensemble Z¢ des zéros de f
(I'ensemble Z est alors bien ordonné) ;
— la fonction f a une infinité de zéros sur R et il existe une bijection croissante de 7 sur I'ensemble Z.
Dans tous les cas, les ensembles Z¢ et Z 4 sont de méme nature et sont "entrelacés” (au sens oit les zéros de g "séparent” les zéros
de f, tout comme les zéros de f "séparent” les zéros de g).
On pourra considérer les équations différentielles x"" +x = 0 et x” — x = 0 a titre d’exemples simples.

Solution 14 rms095-264

1. La fonction ¢ = [s — f(s)e®] est continue sur R, donc la fonction

O = [t — Jt o(s) ds}

0

est une primitive de ¢ sur R (Théoreme fondamental). Par conséquent, la fonction g : R — R définie par
VteR, g(t) =e 'O(t)
est de classe ¢! sur IR et
VteRR, g'(t) =—e 'O(t) + e 'D'(t) = —g(t) + e f(t)e' = —g(t) + f(t),

donc g est bien une solution de I'équation différentielle (x).
2. Six est une fonction périodique de classe ¢!, de période T, alors sa dérivée x’ est aussi périodique, de période T et
par conséquent, la fonction

f=x"+x
est périodique, de période T.
3.a. Sixj etx; sont deux solutions périodiques de période T, alors la différence y = x; — x2 est solution de 1’équation
homogene associée a (x) (Principe de superposition), donc il existe une constante K telle que

VteR, y(t)=Ke".
Une fonction continue et périodique sur R est bornée sur R et la fonction [t — e~ '] n’est pas bornée au voisinage de
—o0o,doncil faut K =0etx; = x5.

#o Siy est périodique de période T et continue, elle est bornée sur le segment [0, T] (puisque toute fonction continue sur un
segment est bornée sur ce segment) :
th[O,T], |y(t)| <M

Pour tout t € R, il existe un réel t' € [0, T] tel quet’ —t € TZ :

Par périodicité, on a alors y(t) = y(t’) et en particulier ly(t)| < M.
La fonction y est donc bornée sur R.

3.b. D’apres le principe de superposition, une fonction x € €' (R) est une solution de (x) si, et seulement si, il existe
une constante K € IR telle que
VteR, x(t) = Ke ' + g(t)

et comme g(0) = 0, il est clair que K = x(0).
@ Six est une solution périodique de période T del’équation différentielle (x), alors il faut que x(T) = x(0), c’est-a-dire

-
x(0) = ! Jo f(s)e® ds.

# On peut remarquer que la valeur spéciale est la moyenne pondérée de f sur le segment (0, T1, puisque

T
eT—1:J e® ds.
0
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@ Réciproquement, si x(T) = x(0), alors on peut définiry € %1(R) en posant
VteR, y(t) =x(t+T).
Comme f est périodique de période T, on en déduit que
VteR, y'{O)+ylt)=x"t+T)+x(t+T)=~f(t+T)=f(t),

donc y est bien une solution de 1’équation (x).
De plus, en posant uy = x(T) = x(0) € R, on a clairement y(0) = u, donc les fonctions x et y sont toutes deux
solutions du méme probléme de Cauchy, constitué de ’équation différentielle () et de la condition initiale (0,1,) € R?.
Comme (%) est une équation différentielle linéaire, du premier ordre, a coefficients continus et résoluble, le Théo-
reme de Cauchy-Lipschitz nous assure que chaque probleme de Cauchy admet une, et une seule, solution sur R. On a
donc
vteR, x(t)=uy(t) c’est-a-dire VteR, x(t)=x(t+T).

@ En conclusion, si f est périodique de période T, alors I'équation différentielle (x) admet une, et une seule, solution
périodique de période T et cette solution est donnée par :

et (T
VtelR, x(t) = g(x) + - L f(s)e® ds

—t ¢ S 1 ' s
—e <L f(s)e® ds+ o1 L f(s)e ds>.

#v ]l est intéressant de retenir que cette solution est caractérisée par la propriété x(T) = x(0).

Solution 15 rms120-391
S’il existe un endomorphisme T tel que T o T = D, alors tout sous-espace propre de D est stable par T.
Considérons la droite vectorielle F dirigée par la fonction ¢ = [t — e *]. Comme D(¢) = —¢, cette droite vectorielle

est contenue dans le sous-espace propre Ker(D + Id).
Cette droite vectorielle F étant I'ensemble des solutions de 1’équation différentielle x’ + x = 0, on en déduit en fait
que
Ker(D+Id)=F=R-e.

Par conséquent, le sous-espace vectoriel F est une droite stable par T. Autrement dit, le vecteur ¢ (non nul!) est un
vecteur propre de T et il existe un scalaire A € R tel que T(e) =A - e.

Mais D(e) = T?(e) = A2 - ¢ = —¢, donc A est un nombre réel tel que A> = —1 : c’est impossible.

On a démontré par I’absurde qu'il n’existait pas d’endomorphisme T tel que T o T = D.

Solution 16 rms120-549

1. Posons ¢ = f’ + «f. Cette fonction ¢ est continue et la fonction f apparait comme une solution de I’équation
différentielle

vteR,, x' (1) + ox(t) = @(t).
On sait résoudre cette équation linéaire du premier ordre a coefficients constants : il existe un réel x, tel que

t
VteR.,  f(x) = {ij e%(s)ds} o,
0

#v Sion raisonne en termes de probleme de Cauchy, le réel x¢ est caractérisé par £(0) = xo.

@ Notons a = Re o > 0.
Il est clair que xpe™ ! tend vers 0 au voisinage de +oo. Il reste donc a démontrer que

t
lim e""tJ' e p(s)ds

t—+4o00 0

tend vers 0 au voisinage de 400, sachant que ¢(s) tend vers 0.
Soit donc ¢ > 0 (fixé une fois pour toutes).
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Comme ¢ est continue sur R et tend vers une limite finie au voisinage de 400, cette fonction est bornée : on pose
M > 0 tel que

VseRy, |(p(s)| < M. (15)
Et comme ¢ tend vers 0 au voisinage de 400, il existe un réel A > 0 tel que
VsZA, fels)| << (16)

#o Le réel a est fixé (avant le choix de ¢) et strictement positif !

Par inégalité triangulaire intégrale,

t t
Vi A, |e’°‘tJ e ¢(s) ds| ge’“tJ e“*|o(s)| ds
0 0
A t
<e ot [MJ e ds + ej e®s ds} (d’apres (15) et (16))
0 A
aA
< Met? et + e
a
# On doit savoir que
T +oo
Va>0, O<J' eanSSJ' e ds =1/.
A 0

Les réels a, A et M sont fixés et e~ " tend vers 0 lorsque t tend vers +oo (puisque a > 0), donc il existe un réel
Ao > A tel que

Mea/\
Vit> Ao, 0< o et e,
On en déduit que
t
Vt> A, |e*°‘tl[ e (s) ds| < 2,
0

ce qu'il fallait démontrer.

@ On a bien démontré que la fonction f tendait vers 0 au voisinage de +oo.
2. Il s’agit essentiellement du méme probleme. Considérons donc 1'équation caractéristique de cette équation diffé-
rentielle linéaire du second ordre a coefficients constants :

X2+ X+1=(X=j)(X=j?),
On en déduit que
9" +9'+9=(9—-i*9) —ilg’ —j’9).
#o 1l faut étre conscient qu’on rencontre ici un avatar du Théoreme de décomposition des noyaux.
Si I'équation caractéristique admet la factorisation

X? +bX+c = (X—a)(X—B),
alors l'opérateur différentiel peut se factoriser
D?4+bD +cld = (D —«ld) o (D — BId),

ce qui revient a transformer la résolution d’une équation du second ordre en résolutions successives de deux équations du premier
ordre.
Si les racines « et 3 de I'équation caractéristique sont distinctes, on en déduit une décomposition en somme directe de I’espace
des solutions de I'équation du second ordre :
Ker(D? 4+ bD + cId) = Ker(D — «Id) & Ker(D — B Id).

(Bien entendu, I'opérateur D est la dérivation : D = [f' +— f] en tant qu’endomorphisme de I'espace vectoriel €>°(1,K).)

La fonction de classe ¢! définie par h = g’ — j2g vérifie donc
lim h'(t) —jh(t) =0

t—+o0
et Re(—j) = 1/2 > 0. On déduit donc de la premiere question que h tend vers 0 au voisinage de +oo.
La fonction g, de classe ¢! sur R, vérifie par conséquent

lim g'(t) —j?g(t) =0

t—+o00

et Re(—j?) = 1/ > 0. De méme, d’apres la premiere question, la fonction g tend vers 0 au voisinage de +-co.
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Solution 17 rms128-717

Si une fonction x est solution de 1’équation différentielle (E) sur un intervalle I, alors la fonction y = xP*! est solution
de I'équation différentielle linéaire

vtel y'(t) + a(t)y(t) = b(t). (E)

1
+1
Comme x(ty) = xo, alors y(to) = xg“ et on sait alors résoudre 1'équation (E’) : en notant A, la primitive de a qui

s’annule en 0,
t

viel, y(t)=xi" exp(—(p+ A1) + Jo b(s)exp(—(p+1)[A(t) — A(s)]) ds. )

# Comme a est continue sur l'intervalle IR, elle admet des primitives sur cet intervalles et parmi ces primitives, une seule s’annule
ent=0.

Comme xo > 0, alors y(0) > 0, donc y(t) reste strictement positive pour t assez proche de 0 et (toujours par
continuité) x(t) reste strictement positive pour t assez proche de 0. En notant Iy, un intervalle voisinage de 0 sur lequel
la fonction x et la fonction y définie par (}) restent strictement positives, on a

t

Vtely, x(t)=" ’i/xg“q exp(—(p+1A)) + Jo b(s)exp(—(p +1)[A(t) — A(s)]) ds. 1)

@ On vient ainsi de démontrer qu’il existait au plus une solution de (E) définie sur un intervalle Iy voisinage de 0
donné.
Réciproquement, les calculs qui précedent prouvent que la fonction x définie sur un intervalle I voisinage de 0 par
(%) est bien une solution de (E).

#v La théorie de Cauchy-Lipschitz pour les équations différentielles linéaires montre que toutes les solutions sont définies sur
Uintervalle qui figure dans I'équation.
L’équation (E) n’est pas linéaire et, pour ce type d’équation, on ne peut savoir a priori si toutes les solutions sont définies sur
Uintervalle 1 tout entier ou seulement sur un sous-intervalle de 1.

Solution 18 rms128-726

Fixons w € Q.
a Pour calculer les solutions de (E,), il faut connaitre les solutions de 1’équation caractéristique :

A+ (A(w) = 1)A +B(w) =0.

w Si le discriminant [A(w) — 112 — 4B est strictement positif, I'équation caractéristique posséde deux racines réelles
distinctes Ay et A2, dont le produit est égal a B(w) et donc strictement positif.

# Comme B suit une loi géométrique, toutes les valeurs de B sont supérieures a 1.

Les deux racines sont donc de méme signe et ce signe est celui de leur somme, c’est-a-dire le signe de T — A(w) < 0.

# Meéme remarque sur A Et comme le discriminant est ici supposé strictement positif, A(w) ne peut étre égal a 1.
Comme les racines Aq et A, sont strictement négatives et que la solution générale de (E,) est de la forme
VteR, x(t) = xeMt 4 per2t,

toutes les solutions de (E,) tendent vers 0 au voisinage de +oo.

@ Sile discriminant [A(w) — 112 —4B est nul, alors I'équation caractéristique posséde une racine double A = 17};(“’] <

0.

Si A(w) > 1, alors la solution générale est de la forme
VteR, x(t) = (a+ pt)er

et tend vers 0 au voisinage de +oo (puisque A < 0).
Si A(w) = 1, alors la solution générale est une fonction affine :

VteR,  x(t)=oa+pt
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et seule la solution identiquement nulle tend vers 0 au voisinage de +oco.
@ Si le discriminant [A(w) — 1]* — 4B est strictement négatif, alors I’équation caractéristique posséde deux racines
complexes conjuguées distinctes A £ ip.
La somme des racines est connue : 2A = 1 — A(w) < 0 et nous retrouvons la méme discussion.
Si A(w) > 1, alors la solution générale est de la forme

VteR, x(t) = xe™ cos(pt + @)

et comme A < 0, toutes les solutions tendent vers 0 lorsque t tend vers +oo.
Si A(w) =1, alors la solution générale est de la forme

VteR, x(t) = accos(ut + @)

et seule la solution identiquement nulle tend vers 0 lorsque t tend vers +oo.
@ En conclusion, toutes les solutions de (E,) tendent vers 0 au voisinage de +oo si, et seulement si, A(w) > 1.
@ Comme A suit la loi géométrique ¥(p), la probabilité pour que toutes les solutions de (E,) tendent vers 0 au
voisinage de +oo est égale a
PA>1)=1-PA=1)=1—p.

Solution 19 rms130-566

1. On raisonne par 'absurde, en supposant qu'il existe une infinité (xn)nen de zéros distincts dans [0, 1] pour la
fonction f.

D’apres le Théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire une suite (x4 x))ken qui converge vers £ € [0,1] et
qui vérifie aussi

VkeN, f(X(p(k)) =0.
# On peut aussi se permettre un peu de pédanterie et présenter [0, 1] comme une partie compacte de IR.

@ Comme les x4, (i) sont deux a deux distincts, seul I'un d’entre eux peut étre égal a la limite { et, a partir d'un certain
rang, tous les x () sont distincts de {.
: Par continuité de f,
f((%) = lim f(X(p (k)) =0.

k—+o00

Par dérivabilité de f (nouvelle application du Théoréme de composition des limites) :
f(x) — f(£)

f —f(L
#(0) = tim =IOy o] 21O
x—{ x—{ k—+o0 X (k) —¢

On a donc f(£) = f'(£) = 0. Mais par hypothese, I'équation
(f(x), f'(x)) = (0,0)

n’a pas de solution. Donc la fonction f n’admet qu'un nombre FINI de zéros sur [0, 1].
2. Lafonction F = (f,f’) : [0,1] — R? est une solution de 'équation différentielle linéaire homogéne canonique

Vxe 0,1, Y(x)=ARXVY() avec N’”‘(—qo(x) <]>)

Comme q : [0,1] — R est continue, alors A : [0,1] — 9, (R) est continue et le Théoreme de Cauchy-Lipschitz
s’applique : pour toute condition initiale (xo, (yo,vo)) € [0,1] x R?, I’équation canonique admet une, et une seule
solution Y telle que Y(xo) = (Yo, Vo).

En particulier, sil existe xo € [0, 1] tel que Y(xo) = (0,0), alors Y est l'unique solution associée a la condition initiale
(xo, (0, O)). Comme la fonction identiquement nulle est une solution évidente associée a cette condition initiale, on en
déduit que Y(x) = (0,0) pour tout x € [0, 1].

Comme f n’est pas identiquement nulle, la fonction F n’est pas identiquement nulle et, par contraposée,

Vxe[o,1], F(x) = (f(x), f'(x)) # (0,0).

D’apres la question précédente, la fonction f n’a qu’un nombre fini de zéros sur le segment [0, 1].
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Solution 20 rms130-600

1. On commence par un peu de trigonométrie pour y voir plus clair :

X X

cos tu(t)f(t) dt — cost' sintu(t)f(t) dt.

glx) ="f(x)+ sinxj
0

0
Comme les fonctions
[t — costu(t)f(t)] et [t~ sintu(t)f(t)]

sont continues, on peut appliquer le Théoréme fondamental et en déduire que g est de classe ¢! avec

X X

cos tu(t)f(t) dt + sinxJ sintu(t)f(t) dt

g’'(x) =f'(x) JrCOSXJ
0

0

(en dérivant les deux produits, il apparait deux termes qui se compensent exactement). Le Théoréme fondamental,
toujours lui, nous dit alors que g est en fait de classe ¢ avec

X X

cos tu(t)f(t) dt + cost sintu(t)f(t) dt

g"(x)=1"(x)— sinxJ
0

0
+ (cos? x + sin? x)u(x)f(x).

Or, par hypothese,

donc
Vx>0, g"(x)=—g(x).

2. Comme g est une solution de 'équation différentielle y” +y = 0 (équation du pendule harmonique), on en déduit
que g est bornée : il existe c € R tel que
vx 20, |g(x)|<ec.

Par définition de g et par inégalité triangulaire,
Vx>0, |[f(x)|= ’g(x) —J sin(x — t)u(t)f(t) dt

< |g(x)| + J: ’sin(x — t)u(t)f(t)| dt

<c+ JX lu(t)f(t)] dt.
0

3. Nous allons maintenant démontrer 1'inégalité de GRONWALL.
@ Pour tout x > 0, on pose

r X

D(x) = C+J

L 0

(11 dt] exp (— [ e dt>.

0
D’apres le Théoréme fondamental, la fonction @ est de classe ¢! et
r X

O’ (x) = [u(x)] - |f(x)\—c—f

0

[w(t)] [f(t)] dt} - exp (J [u(t)] dt).

0

Le premier et le dernier facteur sont évidemment positifs; le second facteur est négatif (d’apres ce qui précede); par
conséquent, la fonction @ est décroissante sur R, et en particulier

Vx>0, Ox)<O0)=c.
On déduit alors de la question précédente que
Vx>0, |f(x)‘ <c- exp(J [u(t)] dt).
0
Or la fonction u est supposée intégrable sur R, donc la fonction croissante

[x — JXIu(t)I dt}

0
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est bornée et comme exp est continue sur R, on en déduit que la fonction f est bien bornée.

# Cette démonstration est tres astucieuse : comment peut-on penser a étudier cette fonction auxiliaire O si on ne connait pas la
démonstration ?

a Reprenons 'encadrement établi a la question précédente et multiplions par |u(x)| pour obtenir une inéquation

différentielle : x

Vx 20, u]f(x)] <chulx)+ul)l | u(t)f(t)]dt.

Jo

Cette relation nous suggere d’étudier la fonction

y_ [x o J:m(t)nf(tn dt|,

qui est de classe €' avec
Par conséquent,

oil m est une fonction telle que
Vx>0, m(x)<c-ukx).

# C'est assez astucieux, j'en conviens ! Une inéquation différentielle est en fait une équation différentielle pour laquelle le second
membre n’est pas vraiment connu : on connatt seulement un majorant du second membre...

On sait résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre : il existe une fonction dérivable K telle que
Vx>0, Y(x)=K(x)- expV(x)

ol V est une primitive de [u], par exemple :

Vx>0, V(x)= Jxlu(t)l dt.
0

Comme ¥(0) =0, on a K(0) = 0 et la méthode de variation de la constante nous dit que
Vx>0, K'(x)=m(x) exp[-V(x)].

On en déduit que

Vx>0, Y(x)=expV(x)- JX exp[—V(t)] - m(t) dt
0

<exp V(x) - JX exp[—V(t)] - ¢ - [u(t)] dt.
0

Comme la fonction u est intégrable sur R, la primitive V est bornée sur R et le produit exp[—V/(t)]-|u(t)| est intégrable
sur R, (produit d"une fonction bornée par une fonction intégrable).
On en déduit que ¥ est majorée et d’apres la deuxiéme question,

Vx>0, [f(x)]<c+¥(x)

donc la fonction f est bien bornée sur R, .

Solution 21 rms130-601

1. Si f est une solution bornée de (E), alors f” = —qf est intégrable sur R, (produit d"une fonction intégrable q par
une fonction continue et bornée f). Or, comme f’ est de classe €',

vxe Ry, f'(x) :f’(0)+J f7(t) dt
0
et par conséquent, la dérivée f’ tend vers une limite finie au voisinage de +oc.
Si f’ tend vers une limite £ # 0, alors on déduit du Théoréme fondamental
X

VxeR,, f(x) :f(O)—&-J f'(t) dt
0
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que f(x) tend vers +oo (si £ > 0) ou vers —oo (si £ < 0) lorsque x tend vers +oo.

# En revanche, si f' tend vers 0 au voisinage de +oo, l'intégrale est une forme indéterminée lorsque x tend vers +oo (cf les
fonctions [t — t*]).

Comme f est supposée bornée, on en déduit que la dérivée f’ tend vers 0 au voisinage de +oo.
2. Une fonctiony € (IR, R) est solution de (E) si, et seulement si, la fonction Y = (y,y’) € €' (R, ,R?) est solution
de I'équation réduite

—q(x) 0

Comme q : R; — R est continue, alors A : Ry — M, (R) est continue, donc 1'équation réduite est une équation
différentielle linéaire homogene du premier ordre a coefficients continus et on peut appliquer le Théoréme de Cauchy-
Lipschitz.
a L'ensemble des solutions de (R) est donc un plan vectoriel et on peut donc considérer une base (F, G) de ce plan.
D’apres la réduction de (E), il existe deux solutions f et g de (E) telles que F = (f, f') et G = (g, g’).
Si toutes les solutions de (E) étaient bornées, alors f et g seraient bornées et, d’apres la premieére question, leurs
dérivées f’ et g’ tendraient vers 0 au voisinage de +oco. Par conséquent, le wronskien

VxeRy, Y'(x)=AK)Y(x) avec A(x)( y ‘). ®)

W(x) = = f(x)g’(x) — f'(x)g(x)

tendrait vers 0 au voisinage de +oo alors que
Vx e Ry, W(x) #0

puisque (F, G) est une base de 1'espace des solutions de (R).
D’apres le cours, tous les wronskiens de (R) vérifient I’équation différentielle

VxeRy, y'(x)=[trAx)]y(x)

et comme, ici, tr A(x) = 0 pour tout x € R, on en déduit que les wronskiens sont constants.

Une fonction constante non nulle ne peut tendre vers 0 au voisinage de 400, donc il est impossible que toutes les
solutions de (E) soient bornées.

11 existe donc au moins une solution de (E) qui n’est pas bornée au voisinage de +oo.

# ]I est intéressant de comparer ce résultat a I'équation du pendule harmonique : si la fonction q est strictement positive et
constante, alors toutes les solutions de (E) sont bornées mais la fonction q n’est pas intégrable au voisinage de +oco.

Solution 22 rms130-740
1. Dire que l'application M : R — 91, (R)

Vx€eR, M(x)=(my; (X))1

<i,j<n
est dérivable signifie que, quels que soient 1 < i,j < n, I'application
mij - R —-R

est dérivable. Dans ce cas,
M'(x) = (m{ (x))1<i

i’j X ngn‘

#v Quel que soit I'espace vectoriel E de dimension finie, si on connait une base 8 = (e1, ..., eq) de E, une application f a valeurs
dans E est définie par ses composantes relatives a la base 2 :

d
fx) =) filx)-ex
k=1

qui sont des fonctions a valeurs scalaires et la fonction f est continue (resp. dérivable, resp. de classe €'*) si, et seulement si, ses d
composantes fy, ..., fq sont continues (resp. dérivables, resp. de classe €').

@ L'application f est alors définie par

VxeR, f(x)= (Z mk,i(x)mk,j(x)>
k=1

1<i,j<n



Equations différentielles linéaires 43

Comme chacune de ses n?

de Leibniz :

composantes est dérivable, 'application f est dérivable et sa dérivée est donnée par la formule
VxeR, f'(x)=M{xT.Mx) +Mx)".M'x).
# On aurait pu aussi remarquer que l'application

O M (R) x Mo (R) — Ma(R)
(RQ) — P".Q

était bilinéaire et par conséquent de classe € (puisque M (R) est un espace vectoriel de dimension finie). D’apres le cours de
calcul différentiel,
¥ (Po, Qo, H,K) € M (R), d®(Po, Qo) (H,K) =H.Qo + Py K

et on conclut avec le Théoreme de composition des applications différentiables en remarquant que 'application
[x — (M(x),M(x))]

est dérivable, de dérivée

2. Comme M'(x) = A(x).M(x), alors

puisque la matrice A(x) est antisymétrique.
@ On déduit alors de la question précédente que

VxeR, f'(x)=—-M(x)".A(x).M(x)+M(x)".A(x).M(x)=0.

Par conséquent, I'application f est constante sur R (qui est un intervalle), égale a

On a ainsi démontré que M(x) était orthogonale pour tout x € R.
@w Comme M : R — M, (R) est continue (et méme de classe €'') et que det : M, (R) — R est continue (en tant que
fonction polynomiale des coefficients), 'application

detM : R — R

est continue.
Comme M(x) est orthogonale pour tout x € R, on sait que

VxR, detM(x)==l1.

Or R est un intervalle et I'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle (Théoréme des valeurs
intermédiaires), donc la fonction det M est constante.
Comme M(0) est une matrice de rotation, det M(0) = 1 et par conséquent, det M(x) = 1 pour tout x € R.
@ On a ainsi démontré que
Vx e R, M(x) € SO (R).

Solution 23 rms130-1172

1. 1l est clair que L,, est linéaire, mais c’est une application de ¢’ dans ¥*~'. Par conséquent, la composée L,, o Ly,
n’est définie que si k > 2.
Pour toute fonction f de classe €%,
(LuoLy)(f) = Lu(f" +u-f)
={f"+u-f) +u-(f'+u-f)
=f"+2u-f+ (u +u?)-f.

2. Résoudre I’'équation différentielle
y +2xy' + (1+x2)y =0



Equations différentielles linéaires 44

revient a résoudre I'équation
LyoLy(f) =0

avec u(x) = x.
@ Une fonction g appartient au noyau de L, si, et seulement si, elle est solution de I'équation différentielle du premier
ordre :
y' +xy=0

c’est-a-dire s’il existe une constante réelle A telle que
vVxeR, g(x)= Ae /2,

@ Une fonction f appartient donc au noyau de L,, o L, si, et seulement si, il existe une constante réelle A telle que f
soit solution de ,
y +xy=A.e*/2

En résolvant cette équation par variation de la constante, on constate que
(LyoLy)(f) =0
si, et seulement si, il existe deux constantes réelles A et B telles que

VxeR, f(x)= (A—i—Bx)e‘Xz/z.

Solution 24 rms130-1269

METHODE PHYSICIENNE.—
@ On remarque l'existence d"une intégrale premiere simple : comme

(y'+2z)=0
alors la fonction y + z est constante :
vteR, y(t)+z(t) =yo+ 2o.

@ On en déduit que
X" =y’ —z' =4x+ 2(yo + z0).

Par conséquent, il existe deux constantes réelles A et B telles que

VteR, x(t) :Ach2t+Bsh2t—yO;ZO.

@ On en déduit alors que
VteR, y(t)=I[Ash2t+Bch2t— (yo+zo)tl + [(yo + zo)t] + Cy
(en intégrant la seconde équation différentielle, connaissant x(t) et la somme y(t) + z(t)) et aussi que
VteR, z(t)=[-Ash2t—Bch2t+ (yo+zo)tl — [(yo + to)tl + C..
Finalement, les fonctions x, y et z s’expriment

x(t) = Ach2t+ Bsh2t— Yo ;ZO,

y(t) = Ash2t + Bch2t + (yo — B),
z(t) = —Ash2t — Bch2t + (zo + B).

VERSION MATHEMATICIENNE.—
La matrice du systéeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants est

o 1 -1
M=|2 1 1
-2 -1 -1

Le polyndme caractéristique de cette matrice est X(X — 2)(X 4- 2). La matrice M est donc diagonalisable et en posant

11 1
P=(-1 1 -1},
—1 =1 1
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on obtient une matrice inversible telle que
P~'MP = Diag(0,2,-2).

Par conséquent, en posant U; = P—1X,, on est ramené a
U; = Diag(0,2,—2).U;
et il existe trois constantes Ky, K, et K3 telles que

K
Ut = Kz 62t
K3 efzt

Par conséquent,
K+ KzeZt + ngfzt
Xy = PUy = | —Kj + Kze?t — Kze 2t
—Kq — KzGZt + K3€72t

On trouve bien les mémes solutions, sous une forme un peu différente :

Ky = _M) K,

_A+B A—B
5 == .

2 Y

# On peut vérifier que les intégrales premieres du systeme correspondent aux vecteurs propres de la matrice MT.

Solution 25 rms130-1395

1. Comme (H) est une équation différentielle linéaire homogene du second ordre et que le facteur de x”(t) ne s’annule
pas sur l'intervalle I = 0, +oo[, I'ensemble S des solutions de (H) est un sous-espace de ¢*(1, R) de dimension 2.
# La fonction x = [t — t"] est une solution de (H) si, et seulement si,

Vi>0, t2-rr—Nt 2 —=2t-rt" ' 4+2t" =0

c’est-a-dire
V>0, [2—3r+2it"=0

soit: 1?2 —3r+2=0.
Les racines de cette équation sont 1 et 2. Par conséquent, les fonctions [t +— t] et [t — t?] appartiennent a S.
a Comme dim S = 2 et qu’on vient de trouver deux solutions non proportionnelles de (H), ces fonctions forment une
famille libre (de deux vecteurs dans un espace de dimension deux), donc une base de S :

S = Vect([t — t], [t t7]).
2. L'équation complete (E) se traduit sous forme vectorielle

vtEI:]O)+OO[, X{:Atxt+Bt

x(t) / x'(t) 0 1 0
Xe = (X'(t)> » Xe= <X"(t)> A= (z/t2 2/t> » Be= (1 + 1/t2> )

On va chercher une solution particuliére de la forme Xy = MA; ol [t — A4] est une fonction de classe %2 de I dans

Dﬁz,](IR) et
t t?
vt e 1, I\/lt—<1 2t>'

Vtel, X{=MA+MA] = AMA + MA{ = A Xy + MALL

avec

On obtient ainsi

L’équation (E) équivaut donc a
VtE I, Mt/\{ :Bt.

Comme la matrice M, est inversible, cela revient a

- 112
Vtel, A{=M{'B= (1/t+1//;>
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et nous donne

_ —t+ 14
Vtel, Ac=Ao+ (entVth)'

En choisissant (par exemple) Ag = 0, on obtient une solution particuliere

2 1/, _ 42
Vel XtMt/\t(t gntt/z t).

Comme [t — tz] est une solution de (H), on peut conserver comme solution particuliére de (E) la fonction
Xo = [t 2 int+ 1/]

et en déduire que x € %(I,R) est une solution de (E) si, et seulement si, il existe deux constantes réelles a et b telles
que

1
Vi>0, x(t) :tzent+2+at+bt2.

Solution 26 rms130-1399

1. Comme x est réel,

T x—1 _ox—1i
x+1i  (x+i)(x—1i) 1+x2

et donc
1 X 1] —1
ST e AR
2. Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire et homogéne du premier ordre : on connait une formule
pour cela!
D’apres la question précédente, une primitive de %ﬂ est

%Enﬂ +x?) — i Arctanx

donc y est solution de I"équation différentielle si, et seulement si, il existe une constante A € C telle que

( i Arctanx )

1 :
Vx € R, y(x):?\exp[TﬂnU+x2)+%Arctanx} = 3

A
T2 P
# On peut remarquer que A = y(0).

3. Pourxe Q=Rettel=]0,+o0[, on pose

eixte—t

Vb

Pour tout x € Q, il est clair que [t — @(x,t)] est continue sur l'intervalle ouvert I; que

(P(X, t) =

t—+o0

1
o(x,t) = ole") etque (p(x,t)tzoﬁ,

Par comparaison a des fonctions intégrables, on a démontré que [t — @(x,t)] était intégrable sur I pour tout x € Q et
donc que l'intégrale f(x) était bien définie sur Q = IR.
4. Tlestclair que, pour tout t € I, 'application [x — ¢(x,t)] est de classe €' sur Q et que

fh) .
—(p(x, t) = ivte*te .

Y (x,t) € Q x I, ™

11 est tout aussi clair que I'application

[t — ?;E(x,t)}

est continue sur 'intervalle ouvert I et que

d
V(%) € QxI, ‘a—(j(x,t)’ <Vie .
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Le majorant étant une fonction intégrable de référence sur I (cf cours sur la fonction I'), on en déduit que, pour tout
x € Q, l'application
0
[t — (p(x,t)}

ox

est intégrable sur 1. Mieux, le majorant étant indépendant de x € Q (condition de domination), on peut appliquer le
Théoreme de dérivation sous le signe [ : la fonction f est donc de classe ¢! sur Q = R et

—+o00 a
VxeR, f’(x):J b
o 0x

5. Nous allons intégrer par parties : pour tout x € R,

+oo
(x,t) dt = J ivte te*t dt.

0

i[ iVt e(ixq)t} _ aﬁ(x t) + i elix—1)t
dtlix—1 ox (ix — 12Vt '
L’expression

‘ iVt pli=Dit| _ t ot

ix—1 1+ x2

—(px, t)] est intégrable sur

o(

tend vers 0 lorsque t tend vers 0 et lorsque t tend vers +oo0. De plus, 1'application [t —

10, +o0[, donc I'intégrale généralisée
+oo .
1 (ix—1)t
—— ¢ dt
J o (ix—1)2vt

est convergente et

Hoo i : i 1
VxeR, 0=f(x +J e gt = /() + s f(x) = f'(x) + —f(x
’ () o (ix—12vt () 2(ix—1) (x) () 2(x +1) ()
La fonction f est bien une solution de (E).
@ Le scalaire A est égal a f(0) =T'(1/2) = /7, donc
Y i Arctanx
VxeR, f(x)—mex ( > )
6. Nous allons a nouveau appliquer le Théoréme de dérivation sous le signe |.
Pour tout t € I =]0, ool et tout x € Q =R*, on pose
e *tsint
oGt) = ——F—
l'l)( ) ) \/‘E
Pour tout & € Q, l'application [t — P («, t)] est continue sur l'intervalle ouvert I. Comme
1.')(0(,t) = O(e_“t) et l-')((x)t) ~ \/{)
t—+o0 t—0
I'application [t — 1 («, t)] est bien intégrable sur I et 'application ] est donc bien définie sur 1.
Avec le changement de variable affine u = o,
1 [t e “sin(u/x)
[(x) = — J —————du
Ve Jo Vu
et par linéarité de l'intégrale,
1 VT . Arctan(1/a)
_ '~ 1 _
I(x) = \/&Jm(f( /o)) = <‘/]_Ff.(zsm 3 )
Comme 0 < Arctan '/« < 7/, le sinus est positif et I(«) est donc (strictement) positif pour tout o« > 0.
# On peut aussi exprimer 1( o) comme la somme d’une série convergente a I'aide de la relation de Chasles.
+o00 _ . + —alu . +oo _ .
o) ZJ“‘“)” e *tsint dt — ZOOJ'” e~ (Wt sin(u + k) du=Y (—1)ke ko r e *sinu
k=0 k7t \/{ k=0 0 Vvu+ kmt o o Vu+ k7t

On vérifie sans peine que
T 5— XU o3
_ e *tsinu
e kot J' d
0 u+ k7t
tend vers O en décroissant quand k tend vers +oo. Les conditions d’application du Critére spécial des séries alternées étant vérifiées,
on sait que la somme 1(«) est du signe du premier terme et donc positive.
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Solution 27 rms130-1401

1.
2. La fonction x est une solution de 1’équation homogene si, et seulement si, il existe un réel A tel que

1
Vt<1, X(t)—)\ﬁ.

La fonction xo = [t — K(t)x(t)] est une solution de I’équation complete si, et seulement si,

vVt<l, (1—t)-[K’(t)-11_t]:11_t

c’est-a-dire
Vi<, K(t) =Ko — In(1 —1).
La fonction x est donc solution de I"équation différentielle si, et seulement si, il existe un réel Ky tel que

Ko _ In(1—1t)

Vi<, x(t):17t -

Comme ' et {n(1—1) sont développables en série entiere au voisinage de 1'origine, alors toute solution de 1'équa-
tion différentielle est développable en série entiére au voisinage de I'origine (par produit et somme).
3. S'il existe une suite réelle (an)nen et v > 0 tels que

+oo
Vtel-rrl, x(t)= Z axt®,
k=0

alors
“+o0 “+o00o
viel-nrl, x'()=) kat*"' =) (k+Dagpth
k=1 k=0

puisqu’on peut dériver terme a terme la somme d’une série entiere dont le rayon de convergence est strictement positif.
L’équation (E) devient alors

+00 “+o0 —+00 +oo
Z(k+ 1)(lk+1tk — Z k(lktk — Z (lktk = Z tk
k=0 k=1 k=0 k=0

c’est-a-dire (en ajoutant un terme nul dans la seconde somme)

+o00o

+o00
D ((k+Darsr — (k+ Daw)tc = Yt~
k=0 k=0

pour tout t € ]—7, r[. Comme 1 > 0, on peut en déduire que
VkeN, (k+Dlaxr —ax) =1
par identification terme a terme.

Comme toutes les solutions de (E) sont développables en série entiére, on en déduit (par télescopage) que x est
solution de (E) si, et seulement si, il existe ap € R tel que

n
. 1
Vne N a“:ao"'ZE'
k=1
# On retrouve ainsi que
+o00 +00
Vtel-1,1[, x(t)=ao) t"+ ) Hpt"
n=0 n=1

en notant comme d’habitude les nombres harmoniques :

n

1

Vn e N, Hn:ZE.
k=1
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On vérifie ainsi I'expression générale trouvée précédemment :

x(t) =ag - % + (—n(1—1)) - ]]ft

# On aurait pu aussi bien tirer les coefficients du développement en série entiere de x(t) en appliquant le Théoreme sur le produit
de Cauchy : sachant que

1 +oo
vtel-1,1, — = 1-t"
1—t
n=0
-ﬁ-oo1
—m(1—t)=0+) —-t"
n=1

etqueco=0x1=0et

n n
- 1
Vne N Cn:kgzoakbn,kzox]+kgz1iX]:Hn,

on a bien

+o0 +o0o
Vtel-1,1[, x(t)=) aot"+ > Hut™
n=0 n=1

Au passage, on a enfin prouvé ainsi que le rayon de convergence était égal a 1 (au moins égal a 1 avec les calculs qui précédent, pas
plus grand que 1 au vu de la somme de la série entiére).

Solution 28 rms130-1402

1. Lafonction f = [t — (e~ '/!)/t] est continue sur l'intervalle ]0, +-co[. De plus, on sait que ue " tend vers 0 lorsque
u tend vers 400 et /4 tend vers +oo lorsque t tend vers 0 par valeurs supérieures. Par conséquent, en posant f(0) = 0,
on prolonge f en une fonction continue sur R.

L'intégrale h(x) est donc bien définie pour tout x € R, (intégrale d’une fonction continue sur un segment) et,
d’apres le Théoreme fondamental, la fonction h ainsi définie est une primitive de f sur R : c’est donc une fonction de
classe €' sur R,

2. Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre. La méthode est bien connue.
@ On vérifie sans peine que yo = [x — exp('/)] est une solution de 1’équation homogene sur l'intervalle I = ]0, +oo[
et qu’une fonction Yy est une solution de cette équation si, et seulement si, il existe une constante C € IR telle que

Vxel,  yn(x) = Cyol(x) = C.exp('A.

@ On fait alors "varier la constante”" : on cherche une solution de 1'équation complete de la forme y, (x) = C(x).e'/x
ott C est une fonction de classe ¢! sur I. Cette fonction y,, est solution de 'équation compléte si, et seulement si,

Vx el x%.C/(x) exp(1/4) = x
c’est-a-dire

vxel, C’(x):%exp(%]).

On déduit de la question précédente que la fonction y,, définie par

Vx el Yp(x) = h(x)e'/*

est une solution particuliere de 1’équation complete.
@ D’apres le principe de superposition, une fonction y € ¢ (I,R) est une solution de I'équation complete si, et
seulement si, il existe un réel A tel que

Vx>0, y(x) = yp(x) + Ayo(x) =h(x)e'/* +Ae!/*.

3. Comme x > 0, il est clair que la fonction

X
¥ = [th:%i—xu]
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est de classe ¢! et strictement décroissante sur [0, +oo[. D’apres le Théoréme de la bijection monotone, 1’application
réalise une bijection de [0, +oo[ sur 0, x].

# 1 suffit de calculer \p(0) et la limite de \p au voisinage de +oo pour déterminer l'intervalle image de cette bijection.

On vérifie ensuite que

—x2 —
et que dt:xidu d’ott dt xdu

1/x =1/t _ /x=1/t _ —u _
e' /e =e =e = .
(1T +xu)? t 1T+ xu

D’apres la formule du changement de variable,

e]/x Jx efl/tﬂ B JJroo efu XdLL B J'Jroo e U
= =X
0 t o T+ xu o TH4xu

4. Pour tout (x,u) € Ry x R4, on pose
efu
T4+xu’

ex,u) =

Régularité —
Il est clair que, pour tout u € R, la fonction [x — @(x, u)] est de classe € sur R et on vérifie par récurrence que

N oo (=)™ nlute v
VneN,V(x,u)ER+XR+, W(X)U)ZW
Domination —
Il est clair que, pour tout n € N* et pour tout (x,u) € Ry x Ry,
oo ute 4 _
E)xin(x’u)’ =n!- W <n-ue ™.

Le majorant est indépendant de x et intégrable sur R, .

# L'étude de la fonction T a montré que [u — u™e™"] était intégrable sur R pour tout n € IN.

Intégrabilité —
Il est clair que, pour tout x € R4 et pour tout n € N, la fonction

ot
[u — ey (x, u)}
est continue sur R et, d’apres la propriété de Domination qu’on vient de justifier, elle est donc intégrable sur R..

@ On peut donc appliquer le Théoréme de dérivation sous [, ce qui prouve que la fonction g est de classe ¢ sur R

et que
+o0

VyneN" VxeR, g(“)(x):(—l)“nlj _wle ™
’ ) 0 (] —|—Xu)“+1

#y On a résolu I"équation différentielle complete sur R
On déduit de ce qui précede que le produit [x — xg(x) = h(x)e'/*] est une solution de classe €°° sur R (et pas seulement
sur RY ) de I"équation complete.
Comme e'/* tend vers +oo lorsque x tend vers O par valeurs positives, on en déduit que cette fonction est la seule solution de
I'équation complete qui soit de classe €' sur Ry et aussi la seule qui reste bornée au voisinage de 0.

Solution 29 rms132-527
1. Ilestclair que N est bien définie sur E (norme infinie d’une fonction continue sur un segment); qu’elle est positive;
qu’elle est positivement homogene et qu’elle vérifie I'inégalité triangulaire (linéarité de la dérivation).

Enfin, si N(f) = 0, alors f est une solution de 1'équation différentielle linéaire homogene

x4+ 2x"+x=0

qui vérifie en outre x(0) = x’(0) = 0, donc f est la fonction nulle (soit par un calcul explicite sachant que f(t) =
(at+b)e !, soit en appliquant le théoreme de Cauchy-Lipschitz).
Donc N est bien une norme sur E.
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# Bien entendu, N n’est pas une norme sur €2 ([0,1]).

2. Lafonction f € E considérée est Ia solution du probléeme de Cauchy :
Vtelo, 1], x"(t)+2x'(t) +x(t) = g(t), x(0) = x'(0) = 0.

Les solutions de I’équation homogene sont de la forme x4 (t) = (at + b)e™* et la méthode de variation des constantes
nous donne une solution particuliere :

xo(t) =e™t L e*(t—s)g(s)ds

et en méme temps (puisqu’on raisonne sur le couple (x,x’) en faisant varier les constantes)

xh(t) =e " L e*(T+s—t)g(s)ds.

# On pourrait dériver et simplifier I'expression de x (t) : ce n’est pas compliqué, mais c’est un peu long. L'avantage de la méthode
de variation des constantes est de nous donner directement une expression simple de la dérivée — et de ne la donner que si nous en
avons réellement besoin.

Il apparait que x0(0) = x4(0) =0, donc f =xo!
3.  On déduit de 'inégalité triangulaire que :

t
vielo1], |f(t)|< J e (t—s)[lg], ds
0 N——"~—

>0
t
< N(f)e_tJ eS(t—s)ds.
0

(Les bornes de l'intégrale sont rangées dans 1'ordre croissant.)
Or, pour tout t € [0, 1],
0<e™ <1 et VOKs<t, 0<e’(t—s)<e-1

donc
t

Vtelo,1], Oge*tj eS(t—s)ds <e.
0

On a trouvé un majorant indépendant de t € [0, 1], donc on peut passer au sup :

VfeE,  |fll, <eN(f).

#y On vient de démontrer que la norme |-||  est dominée par la norme N.
Mais la norme N prend en compte les variations de f (présence de ' et de £), alors que la norme ||-|| ., ne tient compte que de
l'amplitude de f et pas de ses variations. Pour démontrer que les deux normes ne sont pas équivalentes, on va chercher des fonctions
dont I'amplitude est limitée et dont les variations sont de plus en plus rapides.

4. Pour toutn € N, on pose
Vtelo,1], fn(t)=tsinnt.

Il est clair que f;, est de classe ¢ sur [0, 1], que f(0) = f/ (0) = O et que ||fn ||, < 1.
Mais
Vtel0,1], fu(t)+2f.(t)+f/(t) =2+ (1 —n?)tlsinnt 4+ n(2 +t) cosnt

et en particulier f,, (0) 4+ 2f}, (0) + f//(0) = 2n, donc
vYneN, N(f,)>2n.

Le quotient N(fy,)/||fn ||, tend vers +oo, donc la norme N n’est pas dominée par la norme ||-|| . Ces deux normes
ne sont donc pas équivalentes.
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Solution 30 rms132-633

1. La fonction w est constante.

» Premiére méthode : comme y; et y; sont de classe %2, la fonction w est dérivable et

w' =y1yy —yiy2 =yi(—fyz) — (fy1)y2 =0.

La fonction w est donc constante sur l'intervalle IR.

» Deuxiéme méthode : la fonction w est un wronskien de 1'équation différentielle. Sous forme résoluble du premier
ordre, 'équation s’écrit

—f(x) 0

Pour chaque wronskien W (et en particulier pour w), il existe donc une constante K € R telle que

YxeR Y'(x)=AY(x) avec Az( 0 1).

VxeR, W(x)=K.explxtrAl

Comme la trace de A est nulle, on en déduit que tous les wronskiens sont constants.
2. Siune fonction y est de classe ¢ et bornée, alors le produit fy est intégrable (produit d"une fonction intégrable par
une fonction continue et bornée).

Si y est une solution de 1’équation différentielle, alors en fait y” = —fy est intégrable sur R. D’apres le Théoreme
fondamental de 1’Analyse, on en déduit que la dérivée y’ tend vers une limite finie au voisinage de +o0.

Comme la fonction y est supposée bornée, la limite de y’ est nécessairement nulle.

Ainsi, siy; et y, sont deux solutions bornées, alors le wronskien w est constant et tend vers 0 au voisinage de +oo
(chaque terme est le produit d’une fonction bornée par une fonction de limite nulle). Cela prouve que w est en fait la
fonction nulle et donc que y; et y» sont proportionnelles.

Or S est un plan vectoriel (ensemble des solutions d"une équation différentielle scalaire, linéaire et homogene du
second ordre), donc il existe des vecteurs non proportionnels dans S.

11 existe donc des fonctions non bornées dans S.

Solution 31 rms132-1028
1. Onpart de I'hypothese habilement réécrite :

VteR, ASt=StAo
et on dérive en appliquant la formule de Leibniz :
VteR, A{St+AS{=S{Ao.
Comme la matrice S; est inversible, on en déduit que

VteR, A[=B{A(—AB; avec By =S5/S;".

# Comme S est de classe €, l'application [t — S]] est continue et comme Sy € GL(RR) pour tout t € R, l'application
[t S.'] est de classe €. (Inutile de se fatiguer i calculer la dérivée !)

2. Réciproquement, on s’appuie sur le calcul précédent pour deviner ce que vaut S¢. On a en effet démontré que
VtEIR, S{: :Btst.

Autrement dit, S est une solution d"une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre : rien de plus simple
a résoudre!
@ Comme [t — B¢] est continue, elle admet une primitive [t — C¢] (de classe ¢1..) telle que Cp = 0n, et on pose

VteR, Si=expCs.
On a ainsi défini une application de classe ¢ telle que
So=explOn =1,

et on sait que
Vte R, Sé = C{(exp Ct) = (exp Ct)C£ = BtSt = StBt.

On sait aussi que
Vtel, 8{1 = exp(—Cq)
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et donc que
d[s;']

VteR, Franies —Cy.exp(—Cy) = —Bi.exp(—Cy) = —exp(—Cy).By.

@ On considere maintenant I’application F : R — 9, (IR) définie par

vteR, Fit)= S;lAtSt = exp(—C¢).At. exp(Cq).
En particulier,
F(0) =1."Aol, = Ao.
En tant que produit de trois applications de classe ¢!, la fonction F est de classe ¢! et on calcule sa dérivée : pour tout
teR,
F/(t) = —[exp(—Cq).B¢].A¢.exp(Cy) + exp(—Cy).A{.exp(Ct) + exp(—Ct).A¢. [Br. exp(Cy)]
= exp(—Cy).(At.Bt — B.Ay + Af).exp(Cy) = On
par hypothese sur By.
La fonction F est donc constante :
VteR, S;".A.Si=F(0)=A,.
Solution 32 rms132-1122

1. La matrice A est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable : ses valeurs propres sont réelles et ses sous-espaces
propres sont deux a deux orthogonaux.

# Je n’ai pas envie de calculer le polyndme caractéristique de A, méme si ¢a ne pose aucune difficulté particuliere, je vais me
débrouiller autrement.)

# Pour gagner un peu de place, je vais systématiquement assimiler les matrices colonnes et les vecteurs de R.

» La deuxiéme colonne de la matrice A nous indique que 1 est une valeur propre de A. De plus, le rang de

0 0 2
A-I3=(0 0 0
2 00
est égal a 2, donc Ker(A —I3) =R - (0,1,0).

» La trace de A est égale a 3 et comme A est diagonalisable, il existe deux réels 1 £ « tels que Sp(A) ={1 —; 1; 1+ o).
Le déterminant de A est égal a —3 (calcul rapide) et aussi a 1 — o?, donc o = 2 et

Sp(A) = {~1; 13},

2.0 2 2 0 2
A+L=[0 2 0] e A-3=(0 -2 o],
2.0 2 2 0 =2

onaKer(A+1I3) =R-(1,0,—1) etKer(A —3I3) =R - (1,0,1).

» En posant
1T 01
P=(0 1 0},
-1 0 1

Y Diag(—1, 1, 3)

» Comme

on a donc
P 'AP=A

d’apres la formule de changement de base (les colonnes de P forment une base de vecteurs propres de A, respectivement
associés aux valeurs propres —1, 1 et 3).

# On constate que les trois droites propres sont, comme annoncé, deux a deux orthogonales.
On aurait pu choisir une base orthonormée de vecteurs propres (ce qui nous aurait donné une matrice de passage P orthogonale),
mais ici, ce n'est pas franchement utile et j’ai privilégié la simplicité de la matrice.
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2. Enposant

Vte ]R» X(t) = y(t) )

il s’agit ici de résoudre I'équation différentielle linéaire et homogene du premier ordre (sous forme résoluble)
VteR, X'(t) = AX(t).
Nous allons résoudre ce systeme en utilisant les éléments propres de A.

#o Ce systeme différentiel est mal choisi : il s’agit en fait de résoudre d’une part I'équation différentielle y’ =y et d’autre part le
systeme

x'=2x+ z
z/ = x+ 2z

qui est associé a une matrice de S>(IR) : on n'est donc pas vraiment en dimension 3...

& Premieére méthode.
En posant

)
VteR, Yt)=P 'X1t)=|[vt) |,

on constate que, pour tout t € R,

X'(t) = AX(t) & P '.X'(t) =P T.AX(t)
= (P'X)(t) = (P TAP).(P".X)(1)
= Y'(t) = AY(t).

Il s’agit donc en fait de résoudre le systeme différentiel (découplé) suivant.

u'(t) = —u(t)
vi(t) =v(t)
w'(t) = 3w(t)
La solution générale est de la forme
u(t) =XK; e’t, v(t) = Kzet, w(t) = K3€3t

donc X = (x,y, z) est une solution du systéme étudié si, et seulement si, il existe trois constantes d’intégration K1, K et
K3 telles que
Kie t + Kzedt
VteR, X(t)=PY(t)= Kyet
—Kje t +Kze3t

#o Le systeme différentiel étant maintenant résolu, on doit considérer que I'exercice est terminé.
Cela dit, le cours nous dit que la solution X peut s’exprimer en fonction de la position initiale X(0) a I'aide de I'exponentielle
de matrice :
VteR, X(t)=exp(tA).X(0)

avec
x(0) —z(0)
Ky 2
K2 | =Y(0) =P~'X(0) = y(0)
Ks x(0) +y(0)
2
On en déduit (apres avoir calculé P~") que
3t —t 3t t
e —42— e o ¢ . e <(0)
X(t) = 0 et 0 y(0)
e3t _ et e3t f ot
5 0 5 z(0)
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et comme la colonne X(0) est quelconque, on peut en déduire exp(tA) par identification.
Mais ce calcul est plutot fastidieux.

@ Deuxiéme méthode
On a trouvé une base orthogonale de vecteurs propres pour A :

1 0 1
Uy=|0]|, uy={1], us={o
—1 0 1

D’apreés le cours, la projection orthogonale Py sur la droite R - Uy est donnée par

Uy Uy
Py = ok,
Uy Uy
On en déduit tres facilement que
1 1T 0 -1 0 00 1 (1 01
P1=2~ 0 0 0], P=1(01 0}, szi- 0 00
-1 0 1 0 00 1.0 1

Les valeurs propres associées aux vecteurs propres U;, U, et Uz étant —1, 1 et 3 respectivement, on en déduit que
VneN, A"=(-1)"-P;+1"-P,+3"-P;

et donc que
VteR, exp(tA)=e ' P;+e'-Py+e3t P;.

On en déduit enfin que la solution générale du systeme étudié est

X(t) = exp(tA).X(0) = e~ ' - P1X(0) + e' - P2X(0) + e3* - P3X(0).

# Cette méthode pour calculer exp(tA) est préférable a la précédente (cet avis n’engage que moi).

Solution 33 rms132-1155

1. & Onsait que ||-|| ., est une norme sur l'espace des fonctions bornées.

Soitf € E.

» Comme f et f’ sont continues sur le segment [0, 1], les trois fonctions f, f’ et (f + f’) sont bornées, donc N(f) et N’(f)
sont bien définies et évidemment positives.

» Par linéarité de la dérivation et par homogénéité de ||-|| ., les deux applications N et N’ sont positivement homogenes
et vérifient I'inégalité triangulaire.
» Comme 0 < [[f||, < N(f), si N(f) =0, alors f = Og (puisque |||, sépare les points).
De méme, si N’(f) = 0, alors f + f' = Og, donc il existe K € R tel que f(x) = Ke* pour tout x € [0,1]. Comme
f(0) =0, on en déduit que f = O¢.
Donc N et N’ séparent les points.
@ Donc N et N’ sont deux normes sur E.

2. Comme f est de classe €', la fonction

[t e (f(t) +f'(1)]
est continue sur l'intervalle [0, 1], donc (Théoréeme fondamental) le second membre est de classe €' et sa dérivée est
égale a

eX(f(x) +f'(x)) = % [eXf(x)]

pour tout x € [0, 1]. Par ailleurs, les deux expressions sont nulles pour x = 0.
Les deux expressions sont égales en un point et leurs dérivées sont égales sur l'intervalle [0, 1], donc les deux
expressions sont égales sur tout I'intervalle :

Vxel0,1], e*f(x)= JX et (f(t) + f'(1)) dt.
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3. Parinégalité triangulaire, N’(f) < N(f), donc a = 1 convient.
Réciproquement, d’apres la question précédente, pour tout x € [0, 1],

X 1
e*XJ et (f(t) + /(1)) dt’ < e*xj e'|f(t) + /()| dt < (e = DIf + /|| .-
0 0

00 =

Comme le majorant est indépendant de x, on en déduit que
[fllo < (e—T)N(f).

Par inégalité triangulaire,
1]l oo = I(F" + ) + (—F)ll oo < 1"+ Flloo + [Ifll o < eN'(f)
et finalement
VIEE, N(f)=|fly+I[fll, < (2e=1)N'(f).

Solution 34 rms132-1165

1. Ondiscute sur le signe de c.

» Sic =0, les solutions sont les fonctions affines : y(x) = ax + b.
» Sic = w? >0, les solutions sont périodiques :

y(x) = asin wx + b sin wx.

» Sic=—w? <0, les solutions divergent :
y(x) = ash wx + bch wx.

2. Comme f est une solution de (E), elle est continue sur R et, d’apres le Théoreme fondamental, pour touty € R
(fixé), 'application
[x — F(x,y)]

est de classe €' sur R et
VxeR, f'x)f(y)="~flx+y)—~flx—y).
Comme f n’est pas identiquement nulle, il existe yo € IR tel que f(yo) # 0 et par conséquent
~ f(x+yo) — f(x —yo)

VxeR, f'(x)= f(uo) .

Donc f est en fait de classe €' sur R.

#v Bien entendu, on peut continuer (par récurrence) et en déduire que f est en fait de classe € sur R.

@ Appliquons a nouveau le Théoréme fondamental : les dérivées partielles de F sont bien définies sur R? et

oF
0x
oF
dy

VM = (x,y) € R?, (M) =f(x+y) —f(x—y)

et (M) =f(x+y) — [~fx—y)] =flx +y) + f(x —y).

Comme F est de classe ¢! sur R et que les applications
[(xy)—x+yl et [(xy)—x—y]

sont de classe ¢! (elles sont linéaires), les dérivées partielles de F sont en fait de classe ¢! sur R? et donc F est de classe
€? sur R?.
@ D’apres 'expression des dérivées partielles,

o%F
ax2
0%F
oy’

VM= (x,y) € R?, (M) =f'(x+y)—f'(x—y)

et (M) =f'(x+y) —f'(x —y)

donc F vérifie bien 1’équation des ondes (ou équation de D’Alembert) avecc = 1.
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# En notant Py, une primitive de f sur (I'intervalle) R, on a
F(x,y) = Po(x +y) — Po(x —y)

oi1 Py est de classe €% : on ne devrait pas étre étonné de retrouver I'équation des ondes !

3. Dapres (E),
vVx eR, f(x)f(0)= J f(t) dt = 0.

Donc : ou bien f(x) est identiquement nul, et en particulier f(0) = 0; ou bien f(x) n’est pas identiquement nul et on a
quand méme f(0) = 0.
@ Comme f est une solution de (E), alors

Y (x,y) € R%,  F(x,y) = f(x)f(y)

et par conséquent
VM = 2 " " _azFM aZFM_O
=yl eRS, FIIfly) —FX)F(y) = 55 )—a?( ) =
d’apres la question précédente.
4. 1l est clair que la fonction nulle est une solution de (E). Dorénavant, nous ne nous intéresserons qu’aux solutions
non identiquement nulles de (E) en choisissant un réel yo tel que f(yo) # 0.

D’apres la question précédente,

f//
YxeR, £(x)— ¥ gy g
f(yo)
et nous reprenons la discussion menée dans la premiere question avec
_ f"(yo)
c=— )
f(yo)

en tenant compte de la contrainte f(0) = 0 établie précédemment.
» Sic = —f"(yo)/f(yo) = 0, alors f est une fonction affine telle que f(0) = 0, donc f(x) = ax. L'équation (E) devient
alors
Y (x,y) € R?, (ax).(ay) = 2axy.
IIn’y a que deux possibilités : a = 0 (solution identiquement nulle) et a = 2.
» Sic >0, alors f est de la forme asin wx et I’équation (E) devient cette fois

2asin w sin wy

¥ (x,y) € R?, (asinwx).(asinwy) = "

A nouveau, il n’y a que deux possibilités : a = 0 et a = /.

» Sic <0, alors f est de la forme ash wx et I’équation (E) devient maintenant

2ash wxsh wy

Y (x,y) € R?, (ashwx)(ashwy) = "

et une fois encore: a = 0 ou a = %/,,.
@ En reprenant les calculs qui précédent, on vérifie que les expressions trouvées sont toutes des solutions de (E),
indépendamment de la valeur choisie pour w € R7.
Les solutions de (E) sont donc les fonctions

2si 2sh
[x — 0], [x~ 2x], [X'—) smwx}) |:XI—> ° wx}

pour un parametre w € R arbitrairement choisi.
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Solution 35 rms132-1175

1. L'équation étant linéaire et homogene, on peut supposer que la solution y est une fonction polynomiale unitaire de
degré d:

y(x) = xd ...
otl les termes absents constituent une fonction polynomiale de degré strictement inférieur a d.

On en déduit que
xy'(x) =dxd 4+ et (xX*—Ty"(x)=d(d—1)x%+---

Par conséquent,
(¢ =Ny () = (x+ Dy’ (x) +y(x) = (@2 +d = 2)x + -

et comme le second membre est identiquement nul, il faut que
0=d’+d—2=(d—1)(d+2)

etdoncqued =1.
En substituant y(x) = x + a dans 1’équation, on trouve a = 0.
Par conséquent, y est une solution polynomiale de I’équation (E) si, et seulement si, il existe une constante réelle K
telle que
VxeR, y(x) = Kux.

2.

# L'énoncé suggere simplement d’achever la résolution de I'équation en appliquant la méthode de variation de la constante !

On cherche une solution y de la forme y(x) = xz(x). En supposant que z soit de classe ¢, on en déduit que

=
|

y( x
y'(x) =xz'(x) +z(x)
xz"(x) + 22" (x)

z(x)

et donc que
(x% — 1y (x) + 2xy’ (x) — 2y(x) = (x* — D)xz" (x) + (4x* — 2)2 (x).

La fonction z est donc une solution de I'équation
(x2 — Dxz"(x) + (4x* —2)z'(x) = 0. (E"

On remarquera que cette équation est en fait une équation du premier ordre en I'inconnue z’(x).
3. Avec les méthodes usuelles, on trouve rapidement

2—4x? -2 1 1

XX2—-1) X X—=1 X+1°
4. En considérant (E’) comme une équation d'inconnue z’(x), on déduit de la décomposition en éléments simples

précédentes que z est solution de (E’) si, et seulement si, il existe une constante réelle K; telle que

/( o Ky
2N = T T

Nouvelle décomposition en éléments simples :

1 -1 A 2

XX ENDX=1) X2 X+1 X1

et on en déduit que z est solution de (E’) si, et seulement si, il existe deux constantes réelles K; et K; telles que

2(x) = Kz + K; (%Jr%en %D

@ Par conséquent, y est solution de (E) si, et seulement si, il existe deux constantes réelles K; et K, telles que

y(x) =Ky (1 —&—%(’n‘}%’) + Kox.



Equations différentielles linéaires 59

# On a passé sous silence la question des intervalles de définition. Il y a ici trois singularités : x = %1 (qui se voient sur I'équation
différentielle elle-méme) et x = O (qui apparait lors de la mise en ceuvre de la méthode de variation de la constante). Par conséquent,
il y a quatre intervalles de résolution :

I]Z]*OO,*][, Iz :}71,0[, 13 :]0,”, 14 :]],‘FOO[

et, pour chacun de ces intervalles, il y a deux constantes d’intégration — soit en tout huit constantes d’intégration !
Plus précisément, pour tout k € {1, 2, 3,4}, il existe deux constantes réelles Ay et By telles que

1_
vVx ey, yx) :Ak<1 + gﬂn‘ﬁ‘) + Byx.

- Je rappelle que n [u(x)| est une primitive de ‘;/[(;‘]) sur tout intervalle sur lequel la fonction u ne s’annule pas.
1l est donc inutile de discuter sur 'intervalle pour calculer les primitives, c’est seulement pour simplifier I'expression des

primitives (= éliminer la valeur absolue) que la discussion est nécessaire.

# On peut ensuite se pencher sur la question des raccordements en x = 0 et en x = £1.
@ Pour que les solutions sur 13 et 14 se raccordent par continuité en x = 1, il faut d'une part que Az = A4 = 0 (pour qu’il y ait
une limite finie) et d’autre part que B3 = B4 (pour que les limites a gauche et a droite coincident).
11 est clair que la fonction [x — Bx] est solution sur 10, 4ool.
a Idem pour le raccordement autour de x = —1.
@ Pour le raccordement en x = 0, il faut que A, = Az (égalité de la limite a gauche et de la limite a droite pour la continuité) et
que B, = B3z (égalité de la dérivée a gauche et de la dérivée a droite pour la dérivabilité).
Réciproquement, quelles que soient les constantes A et B, sur l'intervalle 1—1, 1[, les solutions de la forme

Ax+B[1 +§€n(:;z)},

sont clairement développables en série entieres sur 1—1,1[ : on aurait donc pu trouver ces solutions en cherchant les solutions
développables en série entiere (ce qui aurait masqué la singularité en x = 0).

# Avec N
U(X) = Z anxn)
n=0

on obtient la relation de récurrence
n—1
ntl
@ Pour les indices impairs, le coefficient ay peut étre choisi arbitrairement et comme az = 0 X ay, tous les autres termes d’indice
impair sont nuls.
@ Pour les indices pairs, on trouve

VneN, ani2= an.

—ap

VpeN, azpzzp_]

donc

+oo sz
y(x) :a1x+ao(1 —; 2p—1)’

ce qui est conforme aux résultats trouvés plus haut.

# Enfin, pour I'anecdote, les solutions sur R sont les fonctions [x — Ax] (pour A € R quelconque).

Solution 36 rms132-1176

1. Version longue (en récitant le cours)
Pour une matrice A € M, (RR), il n'y a que trois possibilités :
— ou bien son polyndme caractéristique est scindé a racines simples (soit A > 0);
— ou bien il admet une racine double (soit A = 0);
— ou bien il est irréductible (soit A < 0).
Autrement dit :
— ou bien cette matrice admet deux valeurs propres distinctes et, dans ce cas, elle est diagonalisable;
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— ou bien elle n’a qu’une seule valeur propre :
XA = (X=2)

et dans ce cas,
— ou bien cette matrice est une homothétie : A = Al (ce n’est pas le cas ici);
— ou bien cette matrice est trigonalisable mais pas diagonalisable;

— ou bien elle n’est méme pas trigonalisable.

Ici, le polyndme caractéristique de A est égal a

X2 —(trA)X+detA =X>—2X+1=(X—-1)2

et par conséquent A est trigonalisable mais pas diagonalisable.
@ Version courte
La trace de A est égale a 2. Comme la trace est aussi la somme des deux valeurs propres, cela suggere d’étudier le

cas A = 1. Or la matrice
-2 —4
A_b<1 2)

n’est pas inversible, donc 1 est bien valeur propre de A.

D’apreés la trace, 1 est donc la seule valeur propre de A, ce qui prouve que A est trigonalisable (le polynéme carac-
téristique est scindé et admet 1 comme racine double), mais pas diagonalisable (sinon, A serait semblable a I, et donc
en fait égale a I).

2. D’apresl’expression de A — I,

(_2]) cKer(A—1L) et (A—1) <_O]) = (_2])
()o@ <G )

1l est clair que (&1, €2) est une base de R? et comme

On est ainsi conduit a poser

Aer =¢1 et Aey=c¢1+ €2,

on déduit de la formule de changement de base que

# On sait que (A — 1)? = 0, et donc que
Im(A — 1) C Ker(A —15).

Quel que soit le vecteur €, choisi, on aura forcément
(A — 12)(52) S Ker(A — Iz) =R &

et donc
JaeR, Ae;=¢r+x-¢€q.

Six=0,alors e; € Ker(A —1,) =R - €1, donc ¢, serait proportionnel a €7 : ce serait un mauvais choix!
En conséquence, quel que soit €, non proportionnel i €1, la famille (1, €;) est une base et, d’apres la formule du changement
de base, la matrice A est alors semblable a
1 «
6 %)

Inutile de s’inquiéter, on est siir de trouver une matrice de passage convenable!

x(t)

3. Enposant X(t) = <y(t)

>, le systeme différentiel a résoudre peut s’écrire

VteR, X'(t)=AX({).

En posant alors
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cette équation équivaut a I’équation

Y'(t) = P7'.X/(t) = PTTAP.PTTX(t) = WLY(t)

uw —u=v
v —v=0

On en déduit dans un premier temps qu’il existe une constante K, telle que

c’est-a-dire au systeme suivant.

v(t) = K,.et.
La premieére équation devient alors
u'(t) —u(t) = Ky.et

et il existe une constante K; telle que
u(t) = Ky.e' + Ko .tet.

(On rappelle qu’il existe une recette simple pour trouver une solution particuliere de I’équation complete : il suffit de
I'appliquer.)

En conclusion : (x,y) est une solution du systeme différentiel étudié si, et seulement si, il existe deux constantes K
et K, telles que

X0 _ vy _ (2 1 (Kiet +Katet) (2K —Ka).et + 2K te!
vVteR, <y(t)> =X(t) =PY(t) = (_] 0 > ( K;et B —Kj.et — K. .tet

o (2K =K, v 2Kz
—e ( T, ) et (50

@ Variante
On déduit de la formule du bindme que

VneN, U"= (g) T{) =nU+ (1-n)l,

Par conséquent,
VneN, A"=nA+(1-n) =L +n(A-1).
On en déduit que

+oo n

t
VteR, exp(tA)= ) e At =et I, +tet- (A—1,)
n=0
et donc que
VteR, X(t)=exp(tA).X(0)=e"X(0)+ te*.(A —12).X(0).
Solution 37 rms132-1177

1. Le systeme (S) peut aussi s’écrire sous la forme d’une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre a
coefficients constants sous forme résoluble :

0 1T -1
VteR, X'(t)=AX({t) avec A=|—-1 0 1
1 -1 0

Comme I = IR est un intervalle, la Théorie de Cauchy-Lipschitz nous assure que, pour la condition initiale particuliere
(t = O)X(O) = (]>O»O)>)

le systeme (S) admet une, et une seule, solution.
2.  En tant que fonctions polynomiales des fonctions x, y et z (qui sont de classe ¢! sur I), les fonctions f = x +y + z
et g =x% +y? + z? sont de classe ¢"' et, d’apres (S),
VteR, f'(t)=x"(t)+y'(t)+2'(t)=0
g'(t) = 2(x(tx'(t) + y(t)y' (1) + 2(t)z' (1)) =0

donc les fonctions f et g sont constantes sur l'intervalle 1.
D’apres la condition initiale, f(0) = g(0) = 1.
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La trajectoire
M= {(x(t),yt),z(t), t € R}

est donc contenue dans I'intersection du plan affine d’équation [x+y+z = 1] et de la sphére d’équation [x* +y?+z? = 1]:
elle est donc contenue dans un cercle.
REMARQUE.— Il est trop tot pour établir que l'inclusion réciproque est vraie.

# Variantes
@ Si AX = AX, alors A™X = A™X pour tout entier n € N et par conséquent,

1l est clair que le second membre tend vers et - X. Comme I'application
M — MX]

est continue (application linéaire définie sur un espace vectoriel de dimension finie), on déduit du théoreme de composition des
limites que

lim (Mn.X):< lim Mn).X
N—+o00 N—+o0

et donc, par unicité de la limite, que
VteR, exp(tA) -X=e . X

Ce qui vaut pour les colonnes vaut aussi pour les lignes : comme
(1 1 1)-A=(©0 0 0)=0-(1 1 1),
alors
VteR, f(t)=(1 1 1)-X(t)=(1 1 1)-exp(tA) -X(0)=¢€"*-(1 1 1)-X(0)=f(0)=1.
@ On peut aussi remarquer que g(t) = X(t) T.X(t).
» On en déduit que

VieR, g¢/(t)=[X ()] X1 +X(0)T.X(t) = [AX1)] " X(t) +X(t) LAX(E) = X(6) T.(—A)X(t) + X(6) T.AX(t)
—0

puisque la matrice A est anti-symétrique.
» Mais on peut procéder d'une autre maniere! Comme X(t) = exp(tA).X(0), alors

VteR, X(t)".X(t)=X(0)".[exp(tA)]".exp(tA).X(0)

ce qui prouve que l'expression g(t) = X(t) T.X(t) est bien indépendante de t.
3. La matrice A étant anti-symétrique, elle n’est pas diagonalisable dans 2i3(IR) mais elle I'est dans Mi3(C) (un peu

de culture mathématique ne peut pas nuire).
Comme je n’ai pas envie de calculer dans C, je vais calculer le polynéme minimal de A pour en déduire 1’expression

générale des puissances de A.
-2 1 1
AZ=(1 =2 1 etque A% =-3A.

1T 1 =2

» On vérifie sans peine que

On en déduit (de proche en proche, par titonnements) que

VpeN, AP =(-3)PA etque VpeN*, A% =(-3)P 'A%
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& Le polynome X3 + 3X = X(X? + 3) est un polyndme annulateur de A, c’est méme son polyndme minimal et son polyndme
caractéristique — mais c’est inutile de le savoir, ¢a ne simplifierait pas nos calculs.

On en déduit que
+oo 3)P— 1t2p +oo (_3)pt2p+1
VteR, exptA-h—i—(Z >.A2+(Z>.A
I = 2p+ 1)
N (f f”‘”“) Al (f(—wﬁt)) A2
3t 5 = et 3\5 2p)!
B 1, sinv/3t cosv3t

En tenant compte de la condition initiale,

1 (° 2 —2 0
X(t) = 3 (:} + \/g [cosf 7 ] +sinV3t- 7 —11 }
pour tout t € R.

Comme les deux vecteurs qui apparaissent dans le crochet sont unitaires et orthogonaux, on reconnait bien le

paramétrage d’un cercle de rayon /23 et de centre % - (5,—1,—1).
On vérifie sans peine que ce cercle est contenu dans le plan [x +y +z =1].

Solution 38 rms132-1220

1. Comme f est continue sur R, on déduit du Théoréme fondamental que T(f) est de classe ¥ T sur R* et que

—T(f)(x) + f(x)

Vx£0, [T(f)(x) = %21 J: f(t) dt + %f(x) - -

2.  Onrecommence avec le Théoreme fondamental !
En notant F, une primitive de f sur R,

vV x # 0, T(f)(x) =

Comme F est une primitive de f, on en déduit que

lim T(f)(x) = F/(0) = £(0) = T(£)(0),
x—0
ce qui prouve que T(f) est continue en 0.
@ On a déja démontré que T(f) était continue sur R*, donc T(f) est bien continue sur R et T est bien une application
de E dans E.
@ La linéarité de l'intégrale permet de vérifier facilement que

Vx eR, T(Af+g)(x)=AT(f)(x)+T(g)(x)

quelles que soient les fonctions f et g dans E. Par conséquent, T est bien un endomorphisme de E.
3.a. Soit A € R, une valeur propre de T. Il existe donc une fonction f € E non identiquement nulle telle que T(f) = Af.
D’apres la premiere question,

Vx#£0, Axf'(x)+Af(x) = f(x). (%)

SiA =0, alors f doit étre identiquement nulle sur R* et comme f est continue sur IR, il faudrait que f soit identiquement
nulle sur R : c’est impossible par définition des vecteurs propres.
Donc 0 n’est pas valeur propre de T et 'application linéaire T est injective.
3.b. Onreprend les calculs précédents. Comme A # 0, I’équation différentielle (x) donne :
1T—A f(x) T—A

. f(x)=a- avec a:T.

Vx>0, f'(x) =

Une fonction f est solution de I'équation différentielle y’(x) = £y(x) sur |0, +oo[ si, et seulement si, il existe une
constante K € R telle que f(x) = Kx® pour tout x > 0. On impose icifet , donc il faut que f ait une limite finie au
voisinage de 0 et donc que a € R,..
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L'étude du signe de a = 15 montre que : si A est une valeur propre de T, alors 0 < A < 1.

# Il est facile de vérifier la réciproque : pour tout réel 0 < N < 1, le parametre a = 52 est positif et on déduit de I'équation
différentielle (x) que f est un vecteur propre de T associé a la valeur propre A si, et seulement si, il existe deux constantes K, et K_
telles que

Vx <0, f(x)=K_[x|* et Vx>0, f(x)=K.x

La continuité de f n’impose aucune contrainte sur les constantes K_ et K., donc le sous-espace propre de T associé a A est un plan.

Solution 39 rms134-1479

1. Comme f est positive, I'inégalité (x) montre que sa dérivée seconde f” est positive. On en déduit que f est convexe
sur R,.

2. Supposons qu’il existe un réel ty > 0 tel que f'(to) > 0. La tangente au graphe de f au point d’abscisse to a pour
expression

y = f(to) + (x — to)f'(to).

Comme f est convexe, son graphe est au-dessus de ses tangentes et donc
VxeRy, f(x)=f(to) + (x —to)f'(to).

Comme f'(tg) > 0, le second membre tend vers +oco au voisinage de +oo et, par comparaison, f tend vers +oco au
voisinage de +o0. Cela contredit I'hypothese sur f (la fonction est supposée majorée).

Par conséquent, la dérivée est négative : f/(t) < 0 pour tout t € R;..
3. Comme la dérivée est négative, la fonction f est décroissante. Par hypothese, elle est positive, donc minorée et elle
admet donc une limite finie £ > 0 au voisinage de +oo.

Sif > 0, alors

(puisque f est décroissante) et, d’apres (),
D’apres le théoreme des accroissements finis,

Vt>0,3c >0, ——— 2 =f"(cy) > Lo

et donc
Vi>0, f'(t)>f(0)+ la’t.

# Comme f est supposée deux fois dérivable et non pas de classe €2, on ne peut pas appliquer ici le Théoreme fondamental. On
peut le remplacer par le Théoréeme des accroissements finis, car f' : Ry — IR est dérivable sur R, donc elle est continue sur le
segment [0, t] et dérivable sur l'intervalle ouvert 10, t[.

Le minorant tend vers +oo lorsque t tend vers +oo (car o > 0 et £ est ici supposé strictement positif). Par comparai-
son, la dérivée f’ tend vers +oo alors qu’il s’agit d"une fonction négative : c’est absurde!

Par conséquent, la fonction f tend vers 0 au voisinage de +oc.
4. Lafonction f’ est croissante (puisque f est convexe) et négative (on vient de le démontrer), donc elle tend vers une
limite finie {’ < 0 au voisinage de +oo.

Supposons que {’ < 0. Comme f’ est croissante, on a alors

Vx>0, f'(x)<U.

Comme f est de classe ¢! sur R, on déduit du Théoreme fondamental que

Vx>0, f(x)=f(0)+ r /(1) dt < £(0) + ¢'x.
0

Comme ¢’ < 0, on en déduit par comparaison que f tend vers —co au voisinage de +oo, ce qui est absurde (la fonction f
est, par hypothese, positive).
5. On considere la fonction g = o?f? — (f')? : comme f est deux fois dérivable, la fonction g est dérivable sur R, et

Vx>0, g'(x)=20F(x)f"(x) — 2f"(x)f"(x) = 2" (x) [o*f(x) — "' (x)].
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Or la dérivée f’ est négative et le crochet est négatif, donc la dérivée g’ est positive. La fonction g est donc croissante.
Comme
g(x) —— o lim [f(x)]* — lim [f'(x)]* =0,

X—+00 X—+00 X—+00

la fonction g est donc négative sur R..
6. En factorisant g :
g(x) = [af(x) — ' (x)] [ecf(x) + f'(x)] <O

on obtient que
Vx>0, of(x)+f'(x)<0.

# On sait que « > 0, on a démontré que f(x) > 0 et que f'(x) < 0. Par conséquent, si le premier crochet est nul, alors
f(x) = f'(x) = 0 et le second crochet est nul aussi.
Notre conclusion est donc vraie méme lorsqu’on semble diviser par zéro!

Comme f est deux fois dérivable, nous définissons une fonction continue et positive g en posant

VxeRy, g(x)=of(x)+f(x).

# ]l y a un cours sur les équations différentielles, il n'y en a pas sur les inéquations différentielles !
La méthode que nous présentons ici est aussi astucieuse que fructueuse : on introduit une fonction auxiliaire g pour pouvoir
considérer f comme la solution d’une équation différentielle (tres facile a résoudre) et on étudie les propriétés de f selon les propriétés
de g.

La fonction f est donc une solution de I'équation différentielle
Vx € Ry, y'(x)+ay(x) = g(x).

11 existe donc une constante A € IR telle que

vVxeRy, f(x)= e*""‘(AJrJ

et dt).

Pour x = 0, on obtient f(0) = A, donc

Vx €Ry, f(x)="F(0)e 4+ e_“"J e*tg(t) dt

puisque la fonction g est négative sur R..

Solution 40 rms134-1522

1. La fonction f est une solution de I'équation différentielle

VxeR, y'(x)+ylx)=e*
Les solutions de I'équation homogene sont de la forme
y(x) = Ae™™

et une solution particuliére est de la forme
x

Yo(x) = Bxe™

donc il existe deux réels A et B tels que
Vx eR, f(x)=(A+Bx)e ™.
On en déduit (par croissances comparées) que
lim f(x) =0.

X—+00

# Un calcul rapide montre que B = 1, mais on n’a méme pas besoin de connaitre la valeur de B pour conclure!

2. Puisque la fonction f est donnée, on peut définir une fonction auxiliaire g en posant

Vxe€R, g(x) = f'(x) + f(x).
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Comme f est de classe ¢!, la fonction g est bien continue sur R et, par hypotheése, elle tend vers 0 au voisinage de +oo.
On peut alors voir la fonction f comme une solution de 1’équation différentielle suivante.

VxeR, y'(x)+yx)=gx). ()
Les solutions de I’équation homogene associée a (x) sont de la forme
y(x) = Ae ™.
On en déduit la solution générale de (x) en faisant varier la constante :
y(x) =A(x)e ™ avec Al(x)e ™ = g(x),

donc A est une primitive de [x — g(x)e*].
Comme la fonction f est une solution de I’équation différentielle (x), il existe une constante K telle que

VxeR, f(x)=e* (K + r g(t)et dt).
0

La valeur de K importe peu, il reste a démontrer que

lim e_xJ g(t)etdt =0.

X—+00 0

# Tout cela est particulierement astucieux et aussi classique qu’astucieux... Impossible de traiter cet exercice sans connaftre
I'astuce!

@ Soit ¢ > 0. Comme la fonction g tend vers 0 au voisinage de +o0, il existe un seuil A > 0 tel que
Vx> A, {g(t)! <e.
Sur le segment [0, A], la fonction g est continue, donc elle est bornée : il existe un réel M > 0 tel que
vxe0,A], [g(t)] <M.

Pour tout x > A, la relation de Chasles et I'inégalité triangulaire nous donnent :

0 0

A
J g(t)et dt’ +
A

r g(t)e dt’ <

JX g(t)et dt‘

A x

gJ lg(t)|e* dt—i—J lg(t)]e" dt
0 A

A x

etdt+eJ et dt

<m|
A

0
< Me? + ee*.

On en déduit alors que

Vx> A,

X
e*XJ g(t)et dt‘ < Mete ™ +¢.
0

Comme Me”.e ™ tend vers 0 lorsque x tend vers 400, il existe un seuil A’ > 0 tel que
Vx> A/, 0< Mete ¥ <e

et finalement
¥V x > max{A,A’},

e*"J g(t)et dt‘ < 2e,
0

ce qui prouve le résultat attendu.
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Solution 41 rms135-767

Il est clair que 1’ensemble des solutions de 1’équation (*) est un sous-espace vectoriel de 1’espace des fonctions dérivables
de R? dans R.

# ]I faut noter que I'équation () n'est pas une équation différentielle du premier ordre : elle ne relie pas f' et f, mais f’ et la
fonction composée [x — f(1/x)]. On ne dispose donc d’aucun outil théorique pour prédire le résultat que nous allons trouver.
@ Comme la fonction inverse [x — 1/x] est de classe € de R dans RY et que f est dérivable sur R*, I'équation

considérée nous assure que f’ est en fait de classe 4" sur R’ et donc que f est de classe € sur R? .

# On peut démontrer par récurrence que f est nécessairement de classe € sur R*..

En dérivant (%), on obtient

—1 1 —1
" _ L i .
Vx>0, f'(x) = = f (x) 2 f(x)

d’apres (x). Par conséquent, toute solution de I'équation (x) est aussi une solution de I'équation

Vx>0, x2f"(x) + f(x) = 0. ()

# L'équation (1) est bien une équation différentielle linéaire, homogene, du second ordre. Malheureusement, sa résolution ne saute
pas aux yeux :
— les coefficients de I'équation ne sont pas constants;
— si on cherche une solution développable en série entiere au voisinage de O, on ne trouve que la fonction nulle.
1l reste a trouver I'astuce qui va bien...

@ Puisqu’on étudie une équation différentielle avec x > 0, on peut poser x = e' avec t € R. On remplace donc la
fonction inconnue f(x) par g(t) = f(e!) : il est clair que g est de classe % sur IR si, et seulement si, f est de classe ¢ sur
RY et

VteR, g'(t)=¢e'

donc
VteR, (eD)f"(e") + fle') = g”(t) — g(t) + g(t).

Par conséquent, la fonction f est une solution de (1) si, et seulement si, la fonction g est une solution de

VteR, g”’(t)—g'(t) +g(t) =0. &)

# Bingo! 1l s’agit cette fois d'une équation du second ordre a coefficients constants, on connait la recette pour calculer les solutions
de cette équation.

Les racines de 1’équation caractéristique sont

1.V3
_ 4+ Y2
272
donc la fonction g vérifie I'équation (1) si, et seulement si, il existe deux réels a et b tels que
3t 3t
VteR, g(t):et/z-(acos\fT—kbsinfT).

@ Par conséquent, si f est solution de I'équation (x), alors il existe deux réels a et b tels que

V3inx . \/gfnx>
> .

Vx>0, f(x) :\/;c(acos 3 + bsin

# On dispose d’une recette pour calculer toutes les solutions de I'équation a coefficients constants (). On a seulement démontré
que (1) se déduisait de I'équation () (sans méme étudier I'équivalence), donc on connait la seule forme possible pour f(x), sans
savoir pour le moment quels coefficients a et b conviennent.

En injectant cette expression dans I'équation (x), on obtient en particulier

vVteR, (—a+V3b)cost+ (vV3a—3b)sint = (—a + v3b)(cost — v3sint) = 0
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c’est-a-dire —a + v/3b = 0.
Finalement, les solutions de "équation (x) sont les fonctions proportionnelles a

V3inx +sin \/§€n>c)
2 2 ’

ﬁ(\/gcos

# Variante
Une autre astuce est possible pour résoudre I"équation (1) : chercher des solutions de la forme f(x) = x*.
L'équation (1) donne alors «(ox — 1) + 1 =0, c’est-a-dire

1+1V/3
2

On en déduit que I'expression
VX - [Aei\/g"/2 + Be’i\/g"/z]
est une solution de (1), quels que soient les nombres complexes A et B. Par conséquent, I'expression

7

V3x .
VX - [acosTersm 3

est une solution réelle de (1), quels que soient les nombres réels a et b.
La théorie de Cauchy nous assure que "ensemble des solutions de (1) sur l'intervalle I = R est un plan vectoriel et nous
venons d’expliciter deux solutions qui ne sont pas proportionnelles, donc nous connaissons toutes les solutions de ().

Solution 42 rms135-784

Comme A est une application continue sur l'intervalle I = R, on déduit de la Théorie de Cauchy-Lipschitz que l'en-
semble Sy, des solutions X € €' (I, C™) de ’équation différentielle linéaire et homogene

vteR, X' (1) = A(t)X(t)

est un espace vectoriel de dimension n.
@ Soit X € Sy et posons
VteR, OX)(t)=X((t+T).

1l est clair que @(X) est une application de classe ¢! de I dans C™. De plus, comme A est périodique de période T,
VteR, [@X)](t)=X(t+T)=At+TX(t+T)=AD@X)](t),

ce qui prouve que @ (X) € Syy.
@ On vérifie sans peine que @ est une application linéaire.
Ainsi, @ est un endomorphisme de Sy, espace vectoriel complexe de dimension finie, donc ® admet au moins une
valeur propre A € C. Il existe donc X, € Sy, non identiquement nulle (un valeur propre n’est jamais nul).
Enfin, par définition de @,
VteR, Xi\(t+T)=2AX)(t).

Si la valeur propre A était nulle, on pourrait en déduire que
VteR, Xi(t)=AX(t—T)=0,

ce qui est absurde puisque X, est un vecteur propre.

Solution 43 rms135-962

1. Soity, une fonction développable en série entiére : il existe un réel r > 0 et une suite réelle (an)nen tels que

+oo
Vxel-nrl, ykx) = Z apx®.
k=0

Comme 1 > 0, la fonction y est de classe ¥ et (indéfiniment) dérivable terme a terme sur l'intervalle ouvert |—r, 7],
donc

+oo +oo
Vxel-nrl, y'x)= Z(k+ Tas1x5, 3xy'(x) = Z 3kagxk,
k=0 k=1

+oo

+oo
() = ) (kt Tkagerx’, Py =) k(k—Tax.
k=1 k=2
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# 1l faut d’abord effectuer tous les changements d’indice nécessaire pour obtenir des sommes dont le terme général est toujours
de la forme by.x*.
1l faut ensuite penser a ajouter, autant que possible, de termes nuls pour que les index des différentes sommes soient analogues,
voire, dans le meilleur des cas, égaux.

Par conséquent, pour tout x € |—r, r[, 'expression x(1 —x)y”(x) + (1 — 3x)y’(x) —y(x) est égale &

+oo +oo +o0o +oo +o0
Z(k—l— Dkagp1x® — Z k(k — D ax® + Z(k—l— Nags1x< — Z 3kagx® + Z axs.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Apres simplification, la fonction y est solution de "équation (E) si, et seulement si,

+o0
Vxel-nrl, Y (k+ 1) (@ —a)x =0
k=0

Comme v > 0 et que les deux membres de I'égalité sont développables en série entiére, on peut identifier les deux
sommes terme a terme :
VkEN, ax4+1 = Q.

On a ainsi démontré que toute solution développable en série entiere de (E) est proportionnelle a la fonction [x — 1/1 —«].

# On a raisonné par condition nécessaire en commengant par supposer que y était une solution développable en série entiére.
11 faut maintenant vérifier que les fonctions trouvées (qui sont les seules possibles) sont effectivement des solutions de (E).
Au lieu de raisonner sur la série entiere (ce qui nous obligerait a rester sur l'intervalle ouvert de convergence 1—1,1[), nous
allons calculer sur la somme et donc sur R\ {1}.

@ Réciproquement, avec

1 ! o 1 " o 2
, ona fl(x)_(]_x)z et f1(x)—7m_x)3.

On en déduit facilement que f; est solution de (E) sur les deux intervalles ]—oo, 1[ et ]1, +o0l.

# L'équation différentielle homogene (E) peut étre écrite sous la forme canonique

vxel, Y'(x)=AKX)Y(x) (©)
avec ) 1 ( )
~ (ylx _ 0 (T—x)x
(0 @ - e (0
L’application A est continue sur les trois intervalles I; = ]—o0,0[, I; =10, 1[et I3 =1, +ool. On peut donc appliquer le Théoréme

de Cauchy-Lipschitz sur ces trois intervalles (et sur tout sous-intervalle d'un de ces trois intervalles).

On en déduit que, pour k € [1, 3], pour tout instant xy. € Iy et toute "position initiale” (yi,v) € R2, il existe une, et une
seule, solution Y € €1 (1,R?) de I'équation canonique (C) sur l'intervalle Ty telle que Y(xy) = (Yx, Vi )-

En remarquant que y est solution de (E) sur 1 si, et seulement si, Y est solution de (C) sur 1, on peut reformuler les conséquences
du Théoreme de Cauchy-Lipschitz : pour k € [1;3], pour tout instant xy. € Iy et pour tout couple (yx,v) € R?, il existe une, et
une seule, solutiony € €*(1,R) de I'équation (E) sur l'intervalle 1y telle que

ylx) =yx et y'(xi) =vx.

Quelle que soit la formulation (canonique ou non), ’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension
2 et pour l'instant, les solutions que nous avons trouvées sont toutes proportionnelles a f1 — nous étudions un plan et
nous n’en connaissons qu’une droite.
2. La théorie de Cauchy nous assure que ’ensemble des solutions de (E) sur I; (resp. sur I, resp. sur I3) est un plan
vectoriel. Nous connaissons un vecteur f; # 0 de ce plan et nous allons chercher un second vecteur de ce plan, non
proportionnel au premier, en faisant varier la constante.

# Comme c’est le cas la plupart du temps, les calculs de dérivées et de primitives sont les mémes sur les trois intervalles 15, 1, et
I3. Nous allons donc rédiger la résolution sur un intervalle Iy indéterminé.
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Nous cherchons donc une fonction a € €2 (I, R) telle que la fonction

~alx)
T 1—x

fo = |x — a(x)fi(x)

soit une solution de (E) sur Ix. On en déduit que

Vx ey, fix)=a(x)-fi(x)+alx)-f](x),
) (x) = a”(x) - f1(x) + 2a’(x)f1 (x) + a(x)fy (x).

# On aura bien silr pensé a utiliser la formule de Leibniz pour calculer la dérivée seconde !

# On injecte ensuite ces expressions dans (E) en regroupant les termes en facteur de a(x), de a’(x) et de a”(x). On peut se
dispenser de calculer le cofacteur de a(x), puisqu’il est nul : par définition, la fonction f1 est une solution de (E)!

Ainsi,
a’(x)  2xa’(x) 2a”(x)
1—x  (1—x)? (1—x)3

Vx e Iy, =0

ou, plus simplement,
vxely, xa”’(x)+a’(x)=0.

# [l ne s’agit pas vraiment d’une équation du second ordre, mais d'une équation du premier ordre en a’. Il en va toujours ainsi
lorsqu’on applique la méthode de variation de la constante.

On en déduit tout d’abord que a’(x) est proportionnelle a 1/, puis que la fonction

¢
fz = [XI—> 1’1|X|:|

1—x

est une solution de (E) sur Iy.
@ En conclusion, pour 1 < k < 3, une fonction y est solution de (E) sur l'intervalle I si, et seulement si, il existe deux
réels ay et by tels que
1 fnlx|

Vx € Iy, y(x):(lk~m—f—bk-]_X

# ]l est clair que la fonction £, n'est pas développable en série entiere au voisinage de I'origine (limite infinie en x = 01). Cest
pourquoi toutes les solutions développables en série entiere sont proportionnelles a f1.

3. Siyestune solution de (E) autour de x = 0, alors il existe des réels a;, by, a; et b, tels que

Vx <0, y(x):wﬂnIXI et Vo<x<l, y(x)zm.
1—x 1—x
Comme {n|x| tend vers 0 au voisinage de 0, il faut que by = b, = 0 pour que y soit bornée au voisinage de 0. Il faut de
plus que a; = a; pour que y soit continue en 0.
Réciproquement, on sait déja que la fonction f; est une solution de (E) sur |—oo, 1[.
a Siy est une solution de (E) autour de x = 1, alors il existe des réels a,, by, az et b3 tels que

by ¢
VOo<x<l, y(x):%zxnx et Vx>1, yx)=

as + bz nx
1—x

On sait que fnx ~ (x — 1) pour x voisin de 1, donc

ax

y(X) —bk+o(1).

xio 1—x
Pour que y soit continue en 1, il faut donc que a, = a3 =0 et que b, = b3.

Réciproquement, la fonction f, est évidemment de classe € sur I, U I3. En posant f,(1) = —1, on définit un
prolongement de f, qui est méme développable en série entiére au voisinage de 1 : comme

8

+ _1\n+1xn
vhel-tn, MER 5 ETLR

3
I
o
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ona
x—1 (x—1)2

20 =fa2(1+(x—1)) = —T+ . -

Cela nous montre que f5(1) = /2 et donc que la fonction f; ainsi prolongée vérifie (E) pour x = 1 également.

+0((x—1)%).

# La formule de Taylor donne le développement en série entiere et le développement limité de f, : inutile de se fatiguer pour
calculer un développement limité si on connait un développement en série entiere !

@ Enfin, les discussions précédentes montrent que la seule solution de (E) sur l'intervalle I = IR est la fonction nulle.

Solution 44 rms135-963

1. Apres injection de y(x) = x* dans (H), on simplifie et finalement on cherche les réels « tels que

Vx>0, (o —3a+2)x* = 0.

Les seules solutions sont « = 1 et ox = 2.

Réciproquement, il est clair que toute fonction polynomiale de la forme [x — ax + bx?] est solution de (H) sur R
(et non pas seulement sur 0, +ocol).
2. @ Réduction ala forme canonique —

Sur un intervalle I exempt de singularité, 'équation différentielle (E) peut s’écrire sous la forme canonique

vVxel Y'(x) = A(x)Y(x) + B(x) (©)

2
Alx) = xlz <—Oz )Z(x> et Blx)= Xlz (2 +Ozx>

et une fonction y € ¢?(1, R) est solution de (E) (resp. de (H)) si, et seulement si, la fonction
y(x) 1 2
Y=|x— e? (LR
[x (y’(x))] LR

est solution de (C) (resp. de I'équation homogene (Cy,) associée a (C)).

@ Sur les intervalles I = ]—o0,0[ et I, = ]0, +ool, les deux fonctions A et B sont continues. Dans ces conditions, le
Théoreme de Cauchy-Lipschitz nous assure en particulier que ’ensemble des solutions de 'équation homogéne (H) sur
un intervalle I contenu dans I_ ou dans I, est un plan vectoriel.

@ D’apres la question précédente, les applications F; et F, définies par

e ()] @ ne e ()]

sont deux solutions non proportionnelles de I’équation homogene (C1,), donc le couple (Fy, F2) est une base du plan des

solutions de (Cp,).
2
M= (3 3)

Par conséquent, la matrice
est inversible pour tout x € I et on peut trouver une solution particuliere de 1'équation (C) sous la forme Y(x) =
M(x)A(x) ot A € € (1,IR?) (méthode de variation des constantes).
@ On vérifie sans peine que Y(x) = M(x)A(x) est solution de (C) sur l'intervalle I si, et seulement si,

avec

Vx el M(x)A'(x) = B(x)
c’est-a-dire 5 5
oy 2 [—x—x

Vx el A(x) = <1+x>'

En choisissant

1 [/2x — 2x% tn|x|
Alx) = X7 < 1 2x y

on en déduit qu'une solution particuliere de (C) sur I, est donnée par

Y(x) = M(x)A(x) = <X X2> Alx) = (1 ~ 2xtnlx| — zx> |

* * *



Equations différentielles linéaires 72

# Comme, par définition,

et qu’on s’intéresse essentiellement a y, il est inutile d’effectuer les calculs sur la deuxieme ligne.

a Une solution particuliere de (E) est donc donnée par

Vx el Yo(x) =1 —2x{n|x|.

# On peut supprimer le terme —2x, puisqu’il s’agit d"une solution de I'équation homogene (H)!

D’apres le principe de superposition, pour I = I_ et pour I = I, une fonction y € 4¢%(I,R) est solution de
I'équation différentielle (E) si, et seulement si, il existe deux réels a et b tels que

Vxel,  y(x)=lax+ bx?] + [1 — 2xn|x].
3. Sif est une solution de (E) sur IR, alors il existe des réels a_, b_, a et b, tels que
Vx <0, f(x)=ax+b_x>+1—-2xnx et Vx>0, f(x)=a,x+byx*+1—2xenlx|.

Quels que soient les réels a_, b_, ay et by, le raccord en x = 0 est continu (limite nulle & gauche et a droite de 0) mais
n’est pas dérivable en x = 0 (tangente verticale).
L’équation (E) n"admet donc pas de solution sur R.

Solution 45 rms135-964

1. Quels que soient le réel a et le vecteur x € IR3,il est clair que la fonction f = [t — e%x] est de classe €' sur R et que
VteR, f'(t) = ae®x.

@ Soit A € R, une valeur propre de la matrice A. Il existe donc un vecteur propre x, € R? de A associé a A et, par
définition, ce vecteur n’est pas nul.
La fonction fp = [t — e x, | est de classe €' sur R et

VteR, f1(t) = Aettxy = e Axp = A - fia(t).
a Réciproquement, si f est une solution de (H), alors en particulier
Aoxa =AM x = 15(0) = Afa(0) = A - (eM0 - xy) = Axy,

et comme le vecteur x, est supposé non nul, on en déduit qu’il s’agit d"un vecteur propre de A associé a la valeur propre
A
2.a. Comme

0 1 1
fapc(t)=a|2] +be' [-1] +cet|0],
1 0 1

il est clair que F est le sous-espace de €*°(RR,R) engendré par les trois fonctions f1 0,0, fo,1,0 et fo,0,1. C’est donc un
espace vectoriel et sa dimension est inférieure a 3.
On peut rapidement vérifier que le rang de la matrice

o 1 1
P=12 -1 0
1 0 1

est égal a 3, donc cette matrice est inversible, ce qui prouve que les trois vecteurs f1,0,0(0), fo,1,0(0) et fo,0,1(0) sont
linéairement indépendants et donc que la famille (1 0,0, fo,1,0, f0,0,1) est une base de F et dim F = 3.

# Si trois fonctions f, g et h de R dans R3 forment une famille liée, alors il existe un triplet de scalaires (a,b,c) # (0,0,0) tel
que
VteR, af(t)+bg(t)+ch(t)=0

et en particulier af(0) +bg(0) +ch(0) = 0, ce qui prouve que les trois vecteurs £(0), g(0) et h(0) forment une famille liée (puisque
les trois scalaires a, b, ¢ ne sont pas tous nuls).
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1 1
fape(t)=bet [ =1 —ce " [0].
0 1

La relation f’(t) = Mf(t) est vérifiée pour toute fonction f € F si, et seulement si, elle est vérifiée pour les trois fonctions
1,0,0, To,1,0, To,0,1 (qui constituent une sorte de base canonique de F). On cherche donc une matrice M telle que

(-6 ) () <))
( o) 0
[

0 1 1
MP 0 -1
0 0 1
T 1 =1
P 2 1 =22
-1 -1 2
0 1 3
M= ([0 -1 P =
0 0
est la seule matrice qui convienne.

2 4
-2 -1 2
11 =2
@ En remarquant que 1'équation (f) peut aussi s’écrire

00 0
MP=P|0o 1 0|,
00 —T

M = P Diag(0,1,—1)P~".

2.b. Quels quesoienta, b, cett,

c’est-a-dire

On obtient rapidement

et on en déduit que la matrice
—1

0
—1

on obtient

Par conséquent, la matrice M est diagonalisable et Sp(M) = {0, —1,1}.

#o Le cours sur les systemes différentiels a coefficients constants montre que les solutions de I'équation x'(t) = Mx(t) sont les
fonctions f € €' (1,1R3) de la forme
VteR, f(t)=-exp(tM).f(0).

b+c a a 1 0 0 a
fap,c(0)=|[2a—b|=P|Db et fapc(t)=P| bet | =P |0 e 0 b
a+tc c ce ¢ 0 0 et c

ce qui nous donne

Ici,

1 0 0
fapct)=P |0 € 0 | P ' fop,c(0)
0 0 et

et comme cette propriété est vraie pour tout (a,b,c) € R3, on en déduit que

1 0 0
VteR, exp(tM)=P (O et 0 ) P~! = Pexp[Diag(0, t,—t)| P~
0 0 et

= exp[tP Diag(0,1,—1)P™']

(puisque exp(Q'AQ) = Q" exp(A)Q, quelles que soient la matrice A et la matrice inversible Q).
NB : L'application exp n’est pas injective sur M, (R).
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Solution 46 rms135-1151

Le cours sur les systemes différentiels a coefficients constants nous montre que les solutions du systeme homogene
x'(t) = Ax(t) sont les applications x € €' (R, R™) telles que

VteR, x(t)=exp(tA)(x(0)).

a Comme la matrice A est diagonalisable, I'espace R™ est la somme (directe, forcément directe) des sous-espaces
propres de A :

R"= (P Ker(A—al,).
xESp(A)

En notant (o )1<k<r, les valeurs propres (deux a deux distinctes) de A, il existe une, et une seule, famille de vecteurs
(U—k)lgkgr telle que

:Zuk et Vi<k<r, uxe€Ker(A—ogly).

On en déduit que

VteR, x(t Z exp(tA)(wy) Z et®e . 1)
k=1

# ]I faut bien distinguer I'application exp = [M — exp(M)] de M, (R) dans M, (R), qui est développable en série entiere, et
I'application exp(M) = [x — exp(M)x], qui est linéaire de R™ dans R™ puisque exp(M) € M, (R).

# Avec Mu = o - u, on a M*u = o - u pour tout k € N et donc

N MK Nk
VN e N, <Z kl)(u) = (Z k!) ‘u
k=0 k=0
Par définition de exp(M),
. — MK
i, e 53 <o
k=0
et par définition de ||,
N N
Mk MK
YNEN, | exp(M)u) - (Z k,) (u)H < [lexpov - 3~ M| .
k=0 k=0
On en déduit que
. N OCk ‘ “+o00 (Xk
ngﬂoo exp(M)(u) — (];) k‘> uH =0 Clest-a-dire exp(M)(u) = (1;) k!) u=-¢e%* u.

@ Supposons que les valeurs propres de A soient indexées de maniere décroissante :
X1 >0 >0 > Ky

De plus, la trace de A est égale a la somme des valeurs propres (comptées avec multiplicité). Comme cette trace est
strictement positive, la matrice A admet au moins une valeur propre strictement positive, donc oty > 0.
On déduit de la décomposition () que

u = 7toc1x E e (ot —x1)

et donc que

.
VteR,  0< | <e ™ x(t)]|+ > e jjuy].

Comme x(t) tend vers le vecteur nul et que (xx — &) < 0 pour tout k > 2, on en déduit que le second membre tend
vers 0 lorsque t tend vers +oo. Par conséquent, |Ju;|| = 0 et u; est le vecteur nul.
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# On pourrait continuer sur cette lancée et en déduire (par récurrence finie) que uy = 0 pour tout entier 1 < k < r tel que
(0693 > 0.

@ On en déduit que

T
VteR, x(t)e Vect(uz,...,u,)C @Ker(A— o In).
k=2

Par définition, la dimension d'un sous-espace propre est toujours au moins égale a 1, donc
T T
dim @) Ker(A — oIn) = ) dimKer(A — o In) < dimE.
k=2 k=2
D’apres le Théoreme de la base incomplete, il existe un hyperplan H de E tel que

T
@Ker(A —oln) CH
k=2

et donc tel que x(t) € H pour tout t € R.
Tout hyperplan est le noyau d'une forme linéaire non nulle, donc il existe une forme linéaire ¢, non identiquement
nulle, telle que H = Ker £ et donc telle que
vteR, E(x(t)) =0.

Solution 47 rms135-1575

1. Surl'intervalle I, 'équation (E) peut étre mise sous la forme canonique

X'(t) = A(t)X(t) + B(t) (©)

2
A(t)zé(o] tt) et B(t):é(tzi&

ot les deux applications A : T — M, (R) et B : I — R? sont continues car 0 ¢ 1.

Par conséquent, pour toute condition initiale (to, (x0, vo)) € I x R?, il existe une, et une seule, solution F de (C) sur
I telle que F(to) = (x0, Vo).

Comme x € €%(I,R) est solution de (E) si, et seulement si, X = (x,x’) € €' (I, R?) est solution de (C), on en déduit
que, pour tout triplet (to,x0,vo) € I x R x R, il existe une, et une seule, solution f de (E) sur I telle que f(to) = xo et
f'(to) = vo.

2. Comme f est de classe € sur I et que

avec

R—I—R
x — eX¥ — g(x) = f(e¥)

l'application g est de classe € sur R et
Vx e R, g'(x) =eXf'(e¥) et g"(x)=e*f'(e*) +e?f"(e).

On en déduit que
VxeR, g”(x)+g(x)=(eX)2f"(eX) + eXf'(e) + f(e).

Pour tout x € R, le réel t = e* appartient a I'intervalle I et comme f est une solution de (E), alors
1
VxeR, (e¥)2f"(e*)+ e*f'(eX) + f(e¥) = = +e* =2chx.

La fonction g est donc une solution de 1’équation différentielle a coefficients constants

VxeR,  y'(x)+ylx)=e e, (Eo)

#y On a raisonné par condition nécessaire ("si f est solution de (), alors g est solution de (Eo)”), il faudra étudier la réciproque
a un moment ou un autre. Il n’est pas utile d’attendre!
Le changement de variable t = e peut aussi s'écrire x = Int, c’est donc aussi une bijection de classe ¢ de 1 dans R. De ce
fait, en reprenant les calculs qui viennent d'étre faits : si g(x) est une fonction de classe €% qui vérifie I'équation (Eo) sur R, alors
f(t) = g(tn't) est une fonction de classe €* qui vérifie I'équation (E) sur 1.
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3.  On reconnait I'équation du pendule harmonique. Donc une fonction yo € %?(RR,R) est solution de ’équation
homogene associée a (Eo) si, et seulement si, il existe deux réels a et b tels que

Vx€R, yo(x)=acosx+ bsinx.

L'équation y”(x) + y(x) = e* admet une solution particuliére de la forme y;(x) = be*. Apres substitution et
simplification, on trouve que b = /5.
De méme, I'équation y”(x) + y(x) = e~ * admet une solution particuliere de la forme y,(x) = ce™ ™. On trouve que

c=1 /2.
Finalement, une fonction g € ¢%(IR, R) est solution de (Eo) si, et seulement si, il existe deux réels a et b tels que

VxeR, g¢g(x)=acosx+bsinx+chx.

. On a justifié plus haut qu’on pouvait en déduire les solutions de (E) : une fonction f € (I, IR) est solution de (E)
si, et seulement si, il existe deux réels a et b tels que

t 1
— 4

vVt>0, f(t):acos(’,nt+b51n€nt+2 e

Solution 48 rms135-1577
1. On vérifie facilement que le polyndme caractéristique de A est (X + 1)(X —2)(X — 3).

#o ]l faut manifestement développer par la troisieme colonne !

Une matrice de 213 (IR) admettant trois valeurs propres distinctes est diagonalisable :
R* = Ker(A + 13) & Ker(A — 213) & Ker(A — 313)

et les trois sous-espaces propres sont des droites vectorielles. Par conséquent, il suffit de trouver un vecteur non nul
dans chacun de ces trois droites pour en déduire une base de R* constituée de vecteurs propres.

# Sion connait une décomposition en somme directe E = V1 ®- - - @ V., alors il suffit de connaitre une base de chaque sous-espace
Vi pour en déduire par concaténation une base de E.

On écrit les trois matrices

-1 -2 0 —4 -2 0 -5 -2 0
A+lz=|2 4 0 A-23=12 1 0 A-3z=|2 0 0
1 0 4 1 0 1 1 0 O

et on en déduit facilement que
Ker(A+13)=R-(4,—2,—1), Ker(A—-2I3)=R-(1,-2,—1), Ker(A—-3I3)=R-(0,0,1).

La matrice
4 1 0

P=|-2 -2 0
-1 -1 1

est donc inversible et P~' AP = Diag(—T1,2,3).
2. Comme la matrice P est inversible et constante (indépendante de t), le produit U = P~"X est de classe ¢ si, et
seulement si, la fonction X = PU est de classe ! avec

VteR, u'(t) = P 'X'(1).

# Comme la matrice P~ est constante, les composantes de la colonne U(t) sont en fait des combinaisons linéaires des compo-
santes de la colonne X(t) (et réciproquement). On applique donc la regle pour calculer la dérivée d'une combinaison linéaire de
fonctions dérivables.

De plus, pour tout t € R,
X'(t) = AX(t) &= P 'X'(t) =P TAX(t) (multiplication & gauche par P~")
e U'(t) =P TAP-P'X(t) (astuce taupinale)
e U'(t) = D.U(b).
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@ Comme la matrice D est diagonale, le systeme (A7) revient a résoudre trois équations différentielles indépendantes :
u'(t) = —u(t), v/ (t) = 2v(1), w’(t) = 3w(t).
Donc U est solution de (A7) si, et seulement si, il existe trois constantes Ky, K, et K3 telles que
VteR, U(t) = (Kye™t, Kae?', Kze")
et finalement une fonction F € ¢ (R, R?) est solution de (S1) si, et seulement si, il existe (K7, K2, K3) € R3 tel que

4 1 0 Kie™t
VteR, Fit)=PU(t)=|—-2 -2 O Kye?t
-1 -1 1 Kze3t

#v e ne suis pas convaincu de la nécessité d’effectuer ce produit matriciel, car je ne vois pas en quoi l'expression développée

Kie '+ Kye?t
F(t) = —2Kje t —2Kyet
—Kqje t — KzQZt + K263t

est plus claire ou plus utile que I'expression factorisée ci-dessus.
J'irais méme jusqu’a préférer une expression completement factorisée (en notant A = (Kq,Kz,K3)) :

et 0 0 K4
Ft)=P[ 0 et 0 K2 | =P-exp(tD) - A
0 0 e 3t K3

afin de faire apparaitre exp(tA) :
F(t) =P-exp[t(P'AP)| -A =P [P -exp(tA) - P| - A = exp(tA) - PA.
On comprend ici que PA = F(0).
# Si on choisit une autre base de vecteurs propres (et pourquoi pas?), on obtiendra une expression analogue de X(t), mais les
constantes d’intégration K; seront différentes :
F(t) = exp(tA) - P1 Ay = exp(tA) - P2A,.

Cela dit, si on impose une condition initiale (to, Xo) € R x R3, on doit trouver la méme solution, quelle que soit la base de vecteurs
propres choisie! En effet, la condition initiale F(to) = Xo se traduit par

P - Ay =P - Ay = exp(—toA)Xo.
Ce n'est donc pas P, ni A\ qui compte, mais uniquement le produit PA.
3.a. Comme plus haut, on résout (S;) en se ramenant au systeme découplé
VteR, u’”(t) = DU(t) (A2)
qui revient a résoudre trois équations différentielles indépendantes :
u”’(t) +u(t) =0, v (1) — 2v(t) = 0, w” (1) —3w(t) =0.

Par conséquent, une fonction U € €?(1,IR3) est solution de (A;) si, et seulement si, il existe six constantes d’intégration
Aj, Ay, Az, By, B, et B; telles que

Ajcost+ Bysint
Vtel, ut) = [ Az exp(ﬁt) + B> exp(—\@t)
Az exp(\/?;t) + B3 exp(f\/§t)

et, comme précédemment, une fonction F € €?(1,R?) est solution de (S;) si, et seulement si, il existe six constantes
d’intégration A, Az, Az, By, B2 et B3 telles que

4 1 0 Ajcost+Bysint
VEER,  FO=PU® = (-2 -2 0] |Asexp(vZt) + Brexp(~v2t)
—1 =1 1) \Azexp(v/3t) + B3 exp(—/3t)
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3.b. Considérons une norme ||-|| sur R? et la norme subordonnée || sur I'espace M3 (IR).

#v Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, donc la norme choisie importe peu.
En particulier, la norme choisie est équivalente a la norme produit pour laquelle une fonction a valeurs dans R> est bornée si,
et seulement si, ses trois composantes sont bornées.

Le systeme différentiel (S;) est un systeme différentiel linéaire et homogene du second ordre, donc I'ensemble S,
de ses solutions est un sous-espace vectoriel de (IR, R3).
L’ensemble E est I'intersection du sous-espace S, avec I'ensemble 42 (IR, R?) des applications bornées de classe €2,
qui est un sous-espace "bien connu" de 'espace vectoriel €2 (R, R3).
Donc E est un espace vectoriel en tant qu’intersection de deux sous-espaces vectoriels de l’espace vectoriel (IR, R3).
- Par définition, U(t) = P~"X(t) et donc X(t) = PU(t). Comme la norme subordonnée est sous-multiplicative,

VteR, [[U@)||<IPX@)| et [[X@)|<IPH[U®)-

Comme |P~'| et |P| sont des facteurs indépendants de t, on en déduit que la fonction X est bornée si, et seulement si, la
fonction U est bornée.
Comme e*! tend vers +oco au voisinage de +oo lorsque o > 0 (resp. au voisinage de —co lorsque o < 0), la fonction
U est bornée sur IR si, et seulement si, les constantes A,, A3, B, et B3 sont nulles.
Ainsi, une fonction F € €2 (R, R3?) est une solution de (S>) qui reste bornée sur R si, et seulement si, il existe deux
réels A et By tels que
Ajcost+ Bysint
vVteR, F(t)=P 0
0

En particulier, la dimension du sous-espace E des solutions bornées sur IR est égale a 2.



