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Calcul différentiel

Le point de vue affine

1. On considere ici des fonctions définies sur un espace vec-
toriel normé E de dimension finie (ou sur une partie de E), a va-
leurs dans un espace vectoriel normé F de dimension finie lui
aussi.

Une fonction f : E — F est dite numérique lorsque son espace
d’arrivée F est égal a R.

Nous utiliserons la structure affine de ces deux espaces vecto-
riels, c’est-a-dire que leurs éléments seront considérés comme des
points. Les vecteurs, qui servent alors a passer d’un point a un
autre par une translation, seront notés en lettres grasses.

2. Voisinage d’un point
Une partie V de E est un voisinage du point My si, et seulement
si, elle contient tous les points de la forme

M=My+h
ol la norme du vecteur h est assez proche de 0, c’est-a-dire

3r>0,V|h|<r, My+heV.

3. Ouvert

Une partie U de E est un ouvert si, et seulement si, c’est un voisi-

nage de chacun de ses points : pour tout point My € U, il existe

r > 0tel que
VheE, |h|<r= (My+h)el.

Lorsqu’une fonction f est définie sur un ouvert, on peut étu-

dier localement cette fonction autour de chaque point de son en-
semble de définition.

4. La fonction f est continue en M lorsque l'expression
réelle || f(Mo + h) — f(Mp)]| tend vers 0 lorsque le réel || || tend
vers 0.

5. Ordres de grandeur au voisinage de M
Pour tout & > 0, on note

f(Mo+h) =o(||1]|*) ou f(Mo+h)=O(|n|")

pour signifier respectivement que le rapport

| f(Mo+h)||
||l

tend vers 0 ou reste borné lorsque le vecteur déplacement h tend
vers Of.

Pour « = 1, on allege les notations en écrivant o(h) et O(h) au
lieu de o(||k||) et O(||h||) respectivement.

6. Applications linéaires

Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, toute appli-
cation linéaire définie sur E est continue, quelle que soit la norme
sur E, quel que soit I'espace vectoriel d’arrivée F.

6.1 Toute application linéaire ¢ € L(E,F) est continue sur
E et en particulier bornée sur la sphére unité de E. De plus, en
posant

llell = sup [lo@u)|
1

ullp=
on obtient la propriété de Lipschitz pour ¢ :

VxeE, lo@lle <llollllxlg

6.2 En particulier,

lorsque h tend vers Og.
6.3 Si ¢(h) = o(h) au voisinage de 0, alors ¢ est 1’applica-
tion nulle.

I

Fonctions différentiables

7. Contrairement a IR, un espace vectoriel E de dimension
supérieure a 2 n’est pas naturellement ordonné. Par conséquent,
I’étude des variations d’une fonction f définie sur E n’a pas de
sens.

On se borne donc dans un premier temps a comparer localement
une telle fonction f aux fonctions les plus simples qui soient,
c’est-a-dire aux fonctions affines. Les fonctions dites différen-
tiables sont les fonctions pour lesquelles cette comparaison est
possible.

1.1 Application linéaire tangente

8. Sil C Restunintervalleetsi f : I — F est dérivable en
tp € I, alors il existe une application linéaire ¢ : R — F telle que
fto+h) = f(to) + ¢(h) + o(h) lorsque h tend vers 0.

9. Différentiabilité en un point

Soit U, un ouvert de E.

9. # Lafonction f : U — F est différentiable en My € U lors-
qu'il existe ¢ € L(E, F) telle que

f(Mo+h) = f(Mo) + ¢(h) + o(h)

lorsque h tend vers 0.

9.2 Il existe au plus une application linéaire ¢ € L(E, F) telle
que f(Mo + h) = £(Mo) + (k) + o(h).

9.3 & Si f est différentiable au point My € U, I'unique application
¢ € L(E,F) telle que f(Mo+ h) = f(Mo) + ¢(h) + o(h) pour h
voisin de 0 est appelée différentielle de f en My, ou application
linéaire tangente 4 f en My, et notée df(My).

9.4 = Sil'application f est différentiable en My, alors elle admet un
développement limité a ’ordre 1 :

f(Mo+h) = f(Mo) + df (Mo)(h) + o(h)

pour h voisin de 0.
10. L’'image d’une droite par une application affine est elle

aussi une droite. Une application f : R?> — R? qui n’est pas
affine transforme en général une droite en une courbe.
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101 Etant donnés deux vecteurs u et v, on peut définir deux
points B et C en posant

B=A4+u et C=A+vo.
Le développement limité [9.4] de f nous assure alors que
B' = f(A)+ df(A)(u) ~ f(B)

et que
C' = f(A) + df(A)(v) = £(C)

pourvu que les normes de u et v soient assez petites pour que les
points B et C soient assez proches de A.
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10.2  On voit sur ces figures que la déformation d'un petit
voisinage de A par une application différentiable f est assez
proche de la déformation de ce voisinage par 1’application li-
néaire df(A), conformément a [9.4].

10.3  On voit aussi que 'image de la base (u,v) par les dif-
férentes applications linéaires tangentes n’est pas toujours la
meéme : en général, 'application linéaire tangente df(A) varie
en fonction du point A. —[15]
11. Exemples

111 SiU estun intervalle ouvert de E = IR, alors la fonction f
est différentiable en My € U si, et seulement si, elle est dérivable

en M et
f'(Mo) = df(Mo)(1).

112 Lapplication f = [M + tr(M?)] est différentiable en
tout point My € M, (R) et

VHeM,(R), df(Mp)(H)=2tr(MyH).
12. Différentiabilité et continuité
121 Si f est différentiable en M), alors

f(Mo +h) — f(Mo) = O(h).

12.2 = Si f est différentiable en My, alors f est continue en M.

1.2 Différentielle

13. Différentiabilité globale
Soit U, un ouvert de E.
13.1 # Lafonction f : U — F est différentiable (sur U) lorsqu’elle
est différentiable en tout point My € U.
13.2 @ Si f : U — F est différentiable, la différentielle de f est la
fonction

df : U— L(E,F)

qui, a tout point My de I"ouvert U, associe I'application linéaire tan-
gente df(My) : E — F.

Exemples fondamentaux

14. = Si f : U — F est constante, alors f est différentiable sur U et
en tout point de U, I'application linéaire tangente a f est I'application
nulle :

vV My e U, df(Mo):w:[xHOF].

15. = Toute application linéaire f € L(E, F) est différentiable sur E
et en tout point de E, l'application linéaire tangente a f est égale a f :

df(Mo) = f.

16. = Une application bilinéaire f : Vy x V, — F est différentiable
surE=Vy x Vet

VY My €E,

df (Mo) = (', %) = f(', M3) + f (M3, 1)
pour tout Mo = (M}, M3) € E.

Opérations sur les fonctions différentiables

17. = Une combinaison linéaire de fonctions différentiables en M est
différentiable en My et

d(Af +8)(Mp) = Ad(f)(Mo) + dg(Mo).

18. = Si f est différentiableen My et sig : F — G est linéaire, alors
g o f est différentiable en My et

d(go f)(Mo) = g o [df(Mo)].
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19. = Une fonction a valeurs dans un espace produit
f=Mm (AM),...,fu(M))] : U—=F=Fx---xF

est différentiable en My si, et seulement si, toutes ses composantes fi
sont différentiables en My et

df(Mo)(h) = (dfi(Mo)(h),..., dfu(Mo)(h)).

20. Formule de Leibniz
20.1 = Si f et g sont deux applications différentiables en My € U a
valeurs dans R, alors le produit fg est différentiable en M et

d(fg)(Mo) = g(Mo) - df(Mo) + f(Mp) - dg(Mp).

20.2 = Soient f1, ..., fp, des applications différentiables en Mo € U a
valeurs dans des espaces vectoriels Fy, ..., Fy de dimension finie et

®:Fx---xFp—G
une application p-linéaire. Alors I'application

g = [Mis ®(f(M),..., f,(M)] : UG
est différentiable en M et
4
dg(Mo)(h) = ) @(f1(M), ..., dfe(Mo)(h), ..., fr(Mo))

k=1

pour tout h € E.

21. Différentiation d’une composée

211 = Si f : U — F est différentiableen My € U,sig : V = G
est différentiable en Py = f(My) € Vet si fo(U) C V,alors (go f)
est différentiable en M et

d(go f)(Mo) = dg(Po) o df(Mo).

212 = Siy : I — E est dérivableen ty € Ietsi f : U — F est
différentiable en My = «y(tg) € U, alors f o +y est dérivable en tg et

(for)(t) = df(Mo)(v'(to))-

En particulier, si y(t) = My + t - v, alors

(fo1)(0) = df(Mo)(2).

21.3

1.3 Dérivée selon un vecteur

22. Pour étudier une fonction de plusieurs variables au voi-
sinage d"un point My, il peut étre utile de se ramener a I’étude de
fonctions d’une seule variable réelle au voisinage de 0.

221 Soit My € U. Pour tout v € E, I'application

go = [t f(Mo+1-0)]

est définie sur un voisinage de 0 et si f est différentiable en M),
alors

f(Mo+t-0) = f(Mo) +t- df(Mo)(v) +o(t).

22.2 # Soient My € U et v € E. L'application f admet une dérivée
selon le vecteur v au point My lorsque I'application

Po = [t = f(Mo+t-0)]
est dérivable en t = 0. On note alors

Dy f(Mo) = (0)'(0)

la dérivée de f selon v au point My.
223 Siwv = 0g, alors Dy f(Mp) = Of.
22.4
VaeR, Dtx-vf(MO) = K- va(M()).

22.5 = Si f est différentiable en My, alors f admet une dérivée au point
M selon tout vecteur v € E et

Do f(Mo) = df(Mo)(v).
23. Exemples
23.1  La fonction définie par f(0,0) = 0 et par
3

_ Yy

admet une dérivée en My = (0,0) selon tout vecteur v € R2.

v (x,y) # (0,0),

23.2  La fonction définie par f(0,0) = 0 et par
Yy £ 00, fn= Y
/}/ 7 ’ /}/ - x4—‘,—y2

admet une dérivée en My = (0,0) selon tout vecteur v € R2.

23.3  L'application définie par f(0,0) = 0 et par
x
V(oy) £ 00, fly) =

admet une dérivée en M selon les vecteurs e; et e, de la base
canonique.

1.4 Dérivées partielles

24, #v Soit B = (eq,...,ep), une base de E.

Si, pour tout 1 < j < p, une fonction f : U — F admet une dérivée
selon ej au point My, on dit qu’elle admet des dérivées partielles de
f relatives a la base %.

Les dérivées partielles de f sont notées 91 f, ..., dpf et définies par

9;f(Mo) = De; f(Mo).

25. Les dérivées partielles secondes sont les dérivées par-

tielles des dérivées partielles (si elles existent). On utilise la nota-

tion habituelle pour la composition des applications. Ainsi, 9;0; f

désigne la i-eme dérivée partielle de la dérivée partielle 9;f.

26. Caractérisation des fonctions différentiables

Soit # = (ey,...,ep), une base de E. On notera
h=hi-e1+---+hp-ep

la décomposition de tout vecteur h € E dans cette base.
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26.1  Si f est différentiable au point My, alors elle admet des
dérivées partielles relatives a la base # au point M et

p
df(Mo)(h) = Dpf(Mo) = ) _ hj-9;f(Mp).
j=1
Par suite, pour h voisin de 0,

4
f(Mo +h) = f(Mo) + ) hj - 9;f (M) + o(h).
j=1

26.2
si

Si les dérivées partielles de f sont définies au point My et

p
f(Mo+h) — f(Mo) — Z;lhjajf(Mo) = o(h)
e

lorsque h est voisin de O, alors f est différentiable en M.

27. Exemples

271 Suite de [23.1] - La fonction f est différentiable au point
M et l'application linéaire tangente df (M) est l'application
nulle.

27.2  Suite de [23.2] — La fonction f n’est pas différentiable au
point (0,0).
27.3  Suite de [23.3] - L'application f n’est pas différentiable en

My = (0,0). Elle est différentiable en M; = (1,0) avec
f(My+h) = (ex|h) +o(h)

pour h voisin de 0.

27.4  Lapplication [u — ||u ] de R? dans R n’est pas diffé-
rentiable en My = (0,0)

Matrice jacobienne

28. Soit f : U — F, une fonction différentiable. On choisit
deux bases # = (eq,...,ep) et € = (e1,...,€,) des espaces E et
F respectivement.

28.1 # La matrice jacobienne (relative aux bases # et ¥) au
point My € U de 'application différentiable f : U — F est définie par

Jac(f)(Mo) = Matg (df (Mo)).

28.2  Lecture en colonnes

La j-eme colonne de Jac(f)(Mj) est la matrice relative a la base
¢ dela j-eme dérivée partielle d;f (M) € F relative a %.

28.3  Lecture en lignes

Les composantes de f relatives a la base % sont les applications
fl, ..., f"de U dans R définies par

YMel, f(M)= fff(M) €.

Comme f : U — F est différentiable, alors fi : U — R est
différentiable et )

d(f")(Mo) € L(E,R).
La i-eme ligne de la matrice jacobienne de f est la matrice jaco-
bienne de la i-eme composante de f relative a la base %
29. #SiE = Fet%# = ¢, lejacobiende f en My est le déterminant
de I'application linéaire tangente df(Mp).
301 =>Sif : U— Fetg : V — G sontdeux applications différen-
tiables et si f.(U) C V, alors

Jac(g o f)(Mo) = Jac(g) (f(Mo)) x Jac(f)(Mp).

302 >Si f : U — F est différentiable et g :
application linéaire, alors

F — G est une

VMp€F, d(gof)(My)=go[df(Mo)]
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1.5 Gradient d’une fonction numérique

31. Points critiques

L'application linéaire tangente a f : U — R en un point quel-
conque My de U est une forme linéaire sur E.

31.1 # Le point My € U est un point critique de f lorsque la forme
linéaire tangente df(My) est identiquement nulle.

31.2 = Soient U, un ouvert de E et f : U — IR, une fonction diffé-
rentiable.

Le point My € U est un point critique de f si, et seulement si, quelle
que soit la base & = (ey,...,ep) de E, les dérivées partielles de f
relatives a % sont nulles au point My :

V1<j<p, 3jf(Mo)=0.

32. On suppose que f : U — R est une application différen-
tiable et que 'espace E est un espace euclidien.

32.1 # Le gradient de f au point My est le vecteur, noté V f (M) ou
grad f(My), de E défini par —[7.68.3]

VhEE,  df(Mo)(h) = (VF(Mo)|I).

322 Ledéveloppement limité [22.1] devient alors

F(Mo+t-0) = f(Mo) +t- (VF(Mo)|0) +o(t).

32.3 = Le point My € U est un point critique de f si, et seulement si,
le gradient de f au point My est nul : V f (My) = Of.

32.4 = Si la base 9% est une base orthonormée de E, alors les coordon-
nées relatives a A du gradient V f (M) sont les dérivées partielles de
f relatives a cette base :

d1f(Mp), ..., dpf(My).

1.6 Notation de Leibniz

33. Soit f : U — F.
33.1  Ayant choisi une base Z = (ey, ..., ep) de E, on identifie
souvent un point M € U a ses coordonnées relatives a 4.

(x1,...,xp) €ERF

332 De méme, ayant choisi une base ¢ = (¢1,...,¢,) de F, on
identifie la fonction f : U — F a une fonction de U dans R".

F1(M) e (F1 (M), ..., f(M))

—

1=

1

33.3  Lesbases # et ¢ étant fixées, on identifie donc 1’applica-
tion f a la famille (f1,..., f*) de ses composantes vues comme
des fonctions de plusieurs variables

fi(xll' .

définies sur un ouvert de R”.
33.4  On utilise alors la notation de Leibniz pour écrire les dé-
rivées partielles de f :

S Xp)

2 = 4 ().

a 8x]

Avec cette notation, la dérivée [26.1] de f en M selon le vecteur
h s’écrit

P
af(Mo)(h) = Dy f(Mo) = Y- by - oF (aay).
=1 j

34. On considere ici une fonction f : U — R définie sur un
ouvert U de R3.
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341 Siun point de R? est représenté par (x,y,z), alors les dé-
rivées partielles 01 f, 0 f et d3f sont en pratique notées

of of of
a(x,y,Z), E(x,y,z), et g(x,ylz)

ou plus simplement

of of of Y :
3’ @ et 32 ou fy, fy et f; voire fy, fyetf;
s’iln’y a aucun risque d’ambiguité.

342  Comme f est une fonction a valeurs réelles, I'application
linéaire tangente df (M) est une forme linéaire sur R3 et la ma-
trice jacobienne au point My = (xo, yo, zo) s"écrit

Jac(f)(Mp) = (%(xozyolzo) %(onyolzo) %(Xofyolzo)).

343 Ledéveloppementlimité au premier ordre [9.4] qui carac-
térise les fonctions différentiables devient

f(xo 4 hx, yo + hy, zo + hz)

hy
= f(x()/yO/ZO) +]aC(f)(xo,yo,Zo) : (l;ly) + 0((hx/hy/hz))
z
= f(x0,Y0,20)
o) e) e)
+ hx% (%0, Y0,20) + hyé (x0,Y0,20) + hza_é (%0, Y0, 20)
+ o((hx, hy, hz)).
34.4  Les dérivées partielles secondes 0191 f, 0291 f... sont no-
tées
92 02 .
a_xj; ay—afx ... ou fh, ff/y voire fi2, fxy. ..

35. On considere cette fois une application f : U — R? défi-
nie sur un ouvert U C R?.

351  On identifie chaque point M de R? a ses coordonnées
(x,y) relatives a la base canonique et la fonction f a ses com-
posantes u, v : U — R définies par

V(xy) R’ flxy) = (u(xy), o(x,y)).
352  Lapplication f est différentiable au point My = (xo, yo)

si, et seulement si, ses composantes u et v sont différentiables au
point My [19] et la matrice jacobienne de f s’écrit

ou ou

5= (Mo) - (M)
Jac(f)(Mo) = | 25
e (M) y (Mo)

353  Si f est différentiable au point My = (xo, o), son déve-
loppement limité au premier ordre devient

o+ o + ) = (B0 pact (o) () + olh)
otth = (hy, hy) et o(h) désigne une colonne
eu(h)
(&)

dont les composantes vérifient

Entrainement

36. Questions pour réfléchir

1. Pourquoi ne peut-on étendre les notions de taux d’accrois-
sement et de sens de variation aux fonctions de plusieurs va-
riables?

2. Silafonction f est définie sur un ouvert U de I'espace affine
E, alors son application linéaire tangente df(My) est définie sur
|'espace vectoriel E tout entier.

3. Pour tout k € N, I'application fy = [M +— M!] est diffé-
rentiable en tout point My € M, (R).

4. Sila fonction f : U — F est différentiable, alors elle est
continue.

5. Comment est-il utile de généraliser la notion de fonction
différentiable en dimension infinie?

6. Sif : I — E est dérivable sur I, alors f est différentiable
sur I et sa différentielle est 'application

[fo — [X — x-f/(i’())H.

7. Suite de [14] — Quelle est la différentielle d'une fonction
constante ?

8.  Sil'application f : E — F est linéaire, alors sa différentielle
df : E — L(E,F) est constante.

9. Soit f : U — F, une fonction différentiable.

9.a L'application df(My) peut-elle &tre constante?

9.b L'application df peut-elle étre égale a f7? peut-elle &tre
linéaire?

10.  Une application n-linéaire f : V" — F est différentiable.
Etudier le cas de detgz : V* — R.

11.  Soit f : U — R. Quels que soient My € U et h € E,

| df (Mo)(R)| < IV f(Mo) |l [I1]-

12.  Exprimer les coordonnées de V f(Mj) dans une base quel-
conque de E.

37. Soit f : E — F, une application différentiable telle que
V(Ax)eRXE, f(A-x)=A-f(x).
Pour toutx € E,

FA-x) = A+ dFOF)) +o(A)

donc f(x) = df(0g)(x) : I'application f est linéaire.
38. Calculer les dérivées partielles et les dérivées partielles
secondes des expressions suivantes.

2y (2% —yh) xcosy — ye* n(x* —y)
X2 —3xy+y—1 ysinxy xsin(y — 3z)
39. Soit f, une fonction de classe ¢ sur R?.
39.1  Onpose g(x,y) = f(y, x). Relier les dérivées partielles
% 9% % %
ax (x/]/) ay(xly) ax (ylx) ay(ylx)

aux dérivées partielles de f.
39.2  Comparer les dérivées partielles fy et fy
1. lorsque f est symétrique :

Vivy) el flxy)=f(yx)
2. lorsque f est antisymétrique :

Vixy) el flxy)=—f(yx).

40. Différentiabilité d’une application affine
S'il existe une application linéaire ¢ € L(E, F) telle que

VheE, f(Mo+h)=f(Mo)+¢(h),
alors f est différentiable sur E et df(My) = ¢ pour tout My € E.
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41. Soit f = det : M, (R) — R. Les applications partielles

(Pi,j = |:f — f(MO + fEi,]'):|
sont affines et la matrice
(DEi,/'f(MO)) 1<i,j<n

des dérivées partielles de f est égale a la comatrice de M.

I

Applications de classe ¢*

42. # L'application f : U — F est de classe ¢! (ou continiment
différentiable) lorsqu’elle est différentiable sur U et que I'application

df = [M+— df(M)] : U — L(E,F)

est continue sur U.

II.1 Théoréme fondamental

43. Le théoreme fondamental [44] permet de prouver qu'une
application est continiment différentiable sans avoir a expliciter
sa différentielle.

44. = Théoreme fondamental (admis)

Soient & = (ey, ..., ep), une base de E et € = (ey,...,€,), une base
de F. On note f1, ..., f", les composantes de f : U — F relatives a la
base € :

YMel, f(M)= ifi(M) “gj.
i=1

Alors la fonction f : U — F est de classe " si, et seulement si, pour
chaque composante f* de f, toutes les dérivées partielles

A (f), - 3p(f)

relatives a % sont définies et continues sur U.

45. Exemples fondamentaux

45.1  Toute application linéaire de E dans F est de classe ¢.
452  Toute application polynomiale de R dans R est de classe
%' et ses dérivées partielles sont aussi polynomiales.

453  Toute fonction rationnelle de R? dans R est de classe %!
sur son ouvert de définition et ses dérivées partielles sont aussi
rationnelles.

46. Exemples

Pour le calcul des dérivées partielles, 'espace E = R? est rap-
porté a sa base canonique.

46.1  Suite de [23.3] — La fonction f est de classe €1 sur le plan
R? privé de l'origine {0}.

46.2  La fonction f définie par f(0,0) = 0 et par
xty
V(x,y) #(0,0), flxy) = 2+

est de classe ¢! sur R?.
46.3  L'application f définie par f(0,0) = 0 et par

v (X, y) 7é (01 0)/ f(x/ ]/) = (xZ — ]/2) fn(xz + yZ)
est de classe €1 sur R? et

Vi ert ey =L,

46.4  Lafonction définie sur R? par f(0,0) = 0 et par

v (x,y) #(0,0),

. 1
X, 1Y) = XY SIn ———
flxy) =xy N

est différentiable au point (0,0) sans étre de classe %! sur R?.
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46.5  Lapplication f définie sur D =]—1,1[ x |—1,1[ par
+o0 XN
fey) =2 7
; Ly

est de classe ¢!
46.6  Sif € €'(R), l'application g définie sur U = [x # 0] par

1 vy
glxy)=—_ [ f(t)dt
X
peut étre prolongée en une fonction de classe ¢ sur R? et

Bl = [Cuf G du et Bx9) = £y

pour tout (x,y) € R2.
46.7  La fonction f définie par f(0,yy) = 0 pour tout y € R et

par
_ .2 Y
flx,y) =x cos(x)
sur [x # 0] est différentiable au point (0,0) mais n’est pas de
classe ¢! sur R?.

I1.2 Opérations sur les fonctions de classe %'

47. Une combinaison linéaire d’applications de classe ¢ sur
U est une application de classe ¢! sur U.

48. Composition

48.1  Soient f € €Y(U,F) etg € €'(V,G) avec f.(U) C V.

L’application
[M — dg(f(M)) o df(M)]

est continue de U dans L(E, G).

48.2 = Soient U, un ouvert de E et V, un ouvert de F. On consideére
deux applications f : U — Fetg : V — G de classe €' et on
suppose que f(U) C V.

La composée (g o f) : U — G est de classe € et

d(go f)(Mo) = [dg(f(Mo))] o [df(Mo)].

48.3 = Si vy : I — E est de classe &1 sur Uintervalle ouvert I C R;
si f : U — F estdeclasse €' sur I'ouvert U et si v.(I) C U, alors
alors f o v est de classe €1 sur I et

(f o) (to) = df(Mo) (7' (t0))

VMO e U,

Vigel,

ot My = ’y(fo) e u.
484  Soient f € €1 (U,R)etg € €' (I, F), ot1 I estun intervalle
ouvert qui contient f,(U). Alors go f € €' (U, F) et

d(go f)(Mo)(h) = [df(Mo)(h)] - &'(f(Mo))

quels que soient My € Ueth € E.

Formule de Leibniz

49. = Soient fy : U — Fyet f : U — F,, deux applications de
classe €1 et @ : Fy x Fy — G, une application bilinéaire.
L'application F : U — G définie par

VMe u, F(M) = q)(fl(M), fz(M))
est de classe €1 et
dF (M) (h) = ®(df1(Mo)(h), f2(M))
+ @ (f1(My), df2(Mp)(h))

pour tout My € U et tout h € E.

50. Comme on I'a vu, la formule de Leibniz [49] s’étend aux
"produits" ® de p applications de classe ¢ —[20.2]
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II.3 Fonctions de classe ¢*, k > 2

51. # Classe ¢

L'application f : U — F est de classe €2 lorsqu’elle est de classe €
et que ses dérivées particlles 91 f, ..., 9, f sont de classe €.

52. Théoréme de Schwarz et matrice hessienne

Lorsqu’une fonction est de classe ¢ 2 T’ordre dans lequel est cal-
culée une dérivée partielle seconde est indifférent.

52.1 = Si f : U — F est de classe &2, alors

Vi j, 0;0jf(M)=0;0;f(M).
52.2 @ Soit f : U — R, une fonction numérique de classe € sur
louvert U C R™.
Pour tout point My € U, la matrice hessienne de f en M est définie

par
He(Mo) = (aiajf(MO))lgi,jgn'

52.3 = Si f : U — Rest de classe &2 sur 'ouvert U, alors la matrice
hessienne Hy(Mo) est symétrique réelle en tout point M de U.

53. La fonction f : R? — R définie par £(0,0) = 0 et

Flx,y) = (2 —y*)xy

v (x,) # (0,0), S

est de classe ¢! sur R?, mais pas de classe ¢ car

>f L &f
W(O’O) =1= *ayﬁ(o’o)'

54, Suite de [46.7] — Bien que la fonction f ne soit pas de classe
%2 sur R?, les dérivées partielles f1y(0,0) et £,/(0,0) existent et
sont égales.

55. # Le laplacien* d’une fonction f de classe € sur un ouvert de
R est défini par

P
Af(M) = Ea,ajf(M).
j=

Une fonction f est harmonique® sur un ouvert U lorsque son lapla-
cien est identiquement nul sur U.

56. Pour tout k > 3, on définit la classe €* (U, F) de maniere
récursive, comme on a défini €2 (U, F) a partir de ¢! (U, F).

57. # L'application f : U — F est de classe € lorsqu’elle est de
classe € et que ses dérivées partielles 01 f, ..., O f (relatives a une base
quelconque de E) sont de classe €*~1.

58. Si f est de classe ¢*, le Théoreme de Schwarz [52.1] s"ap-
plique aux dérivées partielles d’ordre 2 < p < k. —[124]
59. # Classe ¢

Une fonction appartient a la classe € (U, F) lorsqu’elle est de classe
€% (U, F) pour tout k € N.

60. Opérations sur les fonctions de classe ¢
Les régles de calcul dans la classe 42, dans les classes €* et dans
la classe € sont les mémes que dans la classe .

61. Exemples fondamentaux

61.1  Les applications linéaires sont de classe €.

61.2  Les applications polynomiales de R” dans R sont de
classe €.

61.3  Une fonction rationnelle de RP dans R est définie sur un

ouvert U de R? et de classe €* sur U.

II.4 Formule de Taylor-Young au second ordre

62. Contexte général
On consideére ici une fonction numérique

f:U—=1R

définie sur un ouvert U de R", de classe €2 sur U.

621 Comme R" est un espace vectoriel de dimension finie,
toutes les normes sur R" sont équivalentes et il n’est en général
pas nécessaire de préciser quelle norme on utilise pour mener les
calculs.

62.2  Si on utilise un produit scalaire (par exemple, pour défi-
nir le gradient ou pour représenter la matrice hessienne par un
endomorphisme auto-adjoint), la norme considérée sera bien en-
tendu la norme associée au produit scalaire.

62.3  Dire que le vecteur h = (hy,...,hy,) tend vers le vecteur
nul 0 signifie que la norme ||| tend vers 0, ¢’est-a-dire que toutes
les coordonnées h; tendent vers 0 (toutes les normes sont équiva-
lentes & la norme produit ||| )

62.4  Endimensionn = 2, il est souvent intéressant de calculer
en coordonnées polaires :

x=rcos, y=rsinh, r=/x2+y?

ce qui revient a utiliser la norme euclidienne canonique :

(x,y) = (0,0) < r—0.

63.1 = Formule de Taylor-Young

Soit f : U — R, une application de classe ¢ sur I'ouvert U.

Pour tout point My € U, lorsque I'accroissement h tend vers le vecteur
nul 0,

f(Mo+h) = f(Mo) +Jac(f)(Mp) - h

1
+5 W' Hp(Mo).h+ o(||h||?).
63.2  Notations de Monge
En dimension n = 2, on note traditionnellement

=S, q=Fom, (1 5) =)

et le développement limité a 1’ordre deux de f au voisinage du
point My = (xo, o) s'écrit

f(xo+hx,yo+hy) = f(Mo) +p-hx+9q-hy
1
+ 5 (1 I+ 25 hchy + £ )

+o(h5 + h).

Entrainement

64. Questions pour réfléchir

1. Soient f € €1 (U,R); % et B,, deux bases de E.

1.a Les dérivées partielles de f relatives a %, sont des combi-
naisons linéaires (a coefficients constants) des dérivées partielles de
f relatives a ;.

1.b Les dérivées partielles de f relatives a #; sont de classe %
si, et seulement si, les dérivées partielles de f relatives a %, sont
de classe €.

Par conséquent, la définition [51] a bien un sens.

2. Soient #; et H,, deux bases de E et 4] et 43, deux bases
de F. On note P, la matrice de passage de %, a %, et Q, la matrice
de passage de %71 a %>.

Dﬁatgnggz ( df(M())) = Q*1Mat@],<@ ( df(Mo))P

3. L'ensemble des fonctions harmoniques [55] de U dans R
est est un espace vectoriel.
4. Sif et g sont de classe €2 sur U, alors [55]

A(fg) =A0f-8+2(Vf|Vg) +f-Ag.

65. Calculs de gradients [48.4]
Soient f et g, deux fonctions de classe ¢ 1 sur un ouvert U C R”,
a valeurs réelles.

1 V(f8)(M) =g(M)- V(M) + f(M)-Vg(M)
2. V(e/)(M) = exp[f(M)]- Vf(M)

18.7
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3. V() (M) =2f(M) - Vf(M)

4.  Si f est strictement positive sur U, alors
1
f(M)

5. Si f ne s’annule pas sur U, alors

V(tn f)(M) = - VF(M).

-1

V()00 = 7o

7 Vf(M).

66. Soit E, un espace euclidien.
1. Lafonction f définie par

VxeE, flx)=|x|?

est de classe ¥ sur E et Vf(x) =2 - x pour tout x € E.
2. Les fonctions définies par

1 1
81(x) =[x, 82(x) = Tl 83(x) = —
x ||
sont de classe € sur E \ {0¢} et
x x x
Vai(x) = 7 V&alx) = ———=, Vg(x) = -2 —
¢l e (e

pour tout x # Og. Les dérivées partielles des fonctions g; ne sont
pas définies en x = Of.
3. Lafonction ¢ définie par

x
vx#OE/ (p(x) = —
[x
estde classe ¥ sur E \ {0g} et
Vx# 0 VheEE, dqo<x><h>—|1|2~(hz<’|‘|’;> ).
x x

67. Soit ¢ : R" x R" — R, une application bilinéaire. Si f
et ¢ sont deux fonctions de classe %! de I dans R”, alors I'appli-
cation /i définie par

Vtel, h(t)=e(f(t),g(t)

est de classe €1 et

Viel, H(t)=e(f'(t)gt) +o(f(1).g (1)

d’apres [11.1].

68. Mouvement circulaire uniforme
L’arc paramétré ¢ : I — R? décrit un mouvement circulaire et
uniforme : il existe deux constantes » > 0 et v > 0 telles que

Viel, |y#)]|=r et [¥ ()] =0

1. D’apreés [67], le vecteur vitesse 7/ (t) est orthogonal au
vecteur position 7y (#) ainsi qu’au vecteur accélération " (¢), donc
il existe un scalaire k(t) tel que

7' () = k(t) (1)

2.  En dérivant la relation

(v®[2'(1) =0,

on montre que l’accélération est centrale et de norme constante :

Vtel,

Vte I,
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69. Moment cinétique et couple

La position par rapport a 1’origine d’une particule de masse m
en mouvement dans R? est décrite par un arc paramétré (I,7)
de classe 2. Le moment cinétique (par rapport a l'origine) est
défini par

Vtel, L) =(t)A[my (1)

1. Lafonction L : I — R3 est de classe ¢! et sa dérivée est
égale a —[67]

T(t) = y(t) A [my" ()]
2. Sila particule se déplace dans un champ de force central,

alors T(t) = 0 pour tout ¢ € I et la particule se déplace dans le
plan (fixe) issu du point 7y (f) et normal au vecteur L(t).

70. Champ de forces conservatif

Un champ de forces conservatif sur R" est une application F de
R" dans R" pour laquelle il existe un potentiel V € ¢'(R",R)
tel que

VxeR", F(x)=-VV(x).

I — R" de classe €2 est une particule
., my tels que

Un arc paramétré ¢ :
semi-newtonienne lorsqu’il existe des réels m, ..

Vte L, V1<i<n, F(o(t)=me!(t)

L'énergie cinétique K et 1'énergie potentielle P de cette particule
sont définies par

K() =5 Y mi[gl(n]?

=

- et P(t) = V(g(1)).
i=1

Comme ) )

P'(t) = (VVp(®)]|9'(1)),
la somme K(t) + P(t) est indépendante de ¢ : il y a conservation
de l'énergie.

III

Régle de la chaine

71. La regle de la chaine traduit les différentes versions de la
formule de différentiation des fonctions composées [48] sous une
forme générale et facile a mémoriser.

72. On considere une fonction f : U — R différentiable sur
un ouvert de R" et une fonction différentiable ¢ : V — R" sur
un ouvert de R, telle que ¢ (V) C U.

721 D’apres [30.1],

Jac(f o ¢)(M) = Jac(f) (9(M)) x Jac ¢(M)

pour tout M € U.
Autrement dit, pour tout 1 < j < p,

9%

Aoty - Y- 3L (g

ouj i—1

722 L’abus de notation usuel consiste alors a considérer que
les deux applications f et ¢ = f o ¢ représentent une méme gran-
deur A :
1. La fonction f représente A comme une fonction des va-
riables x1, ..., xX;.
A=f(x1,...,x)
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2. La fonction f o ¢ représente A comme une fonction des
variables u1, ..

o Up
A= (foo)(u,..

comme si, cette fois, les variables xq, ...,

S lp)

X, étaient des fonctions

deuy, ..., up.
Vi<i<n, x5 =xi(uy,... up).
723 Les coefficients de Jac(f o ¢)(M) € 97 ,(R) sont alors
notés 9A
L lieu de E(M)'

j j
ceux de Jac(f)[¢(M)] € My ,(R) sont notés

0A . 0A
o, au lieu de pr [p(M)]

et ceux de Jac ¢(M) € My, ,(IR) sont notés

9%i

au lieu de
au]- Ll]'

% ().

72.4 = De la sorte, la formule de dérivation des fonctions composées
devient
0A (- 0A dx;

vi<isp au]- axlau]

72.5  La simplicité de cette formule repose sur le fait que x;
joue tantot le role de variable (au dénominateur), tantot le role
de fonction (au numérateur).

72.6  Un paradoxe

On suppose que w = x + y + z avec z = x +y. D'apres la régle
de la chaine,

Jw dwdx Jwdy Jw oz
9x  dx ox 9y dx = 9z dx
_Jw  ow
AT

et une interprétation erronée conduit a 9%/, = 0 alors que mani-
festement 9v/y; = 1. Expliquer!

III.1 Calculs au premier ordre

73. Formules générales
Toutes les fonctions considérées ici sont supposées de classe ¢'!.
731 Pour g(t) = f(x(t),y(t)),
dg _of dx  of dy
dt  9x dt dy dt
etpour g(t) = f (x(t), y(t),2()),
dg _9f dx of dy  of dz
dt  9x dt 9y dt 9z dt’
732 Pour F(x) = f(x,y(x)),
dF _of L of dy
dx  o9x dy dx
etpour F(x) = f(x,y(x),z(x)),
dF _odf df dy  of dz

dx  ox 9y dx 9z dx’

733 Pour F(x,y) = f(x,y,z(x,y)), —[72.6]

of oz

of oz ; oF _ of
9z oy’

oF _of  of oF
ox ox 9z ox © ay ay

734 Pour F(x) = f(x,y(x),z(x,y(x))),
dF _3f OF dy  OF (0 0 dy)
dx ox 9y dx 9z \ox 9y dx
735 Pour F(s,t) = f(x(s,t),y(s,1)),
OF _of ax of dy . OF _3f ox of %
d9s Odx ds Jy Os ot ox ot  dy ot
74. Applications
741 Dériver g(t) = f(x(t),y(t)) avec:
flx,y) =", x(t) = cost, y(t) =sint;
flx,y) = %2 +y2, x(t) = ¢, y(t) = Int.
74.2  Calculer les dérivées partielles de
F(x,y) = f(z(x,y))
avec f(z) =sinzetz(x,y) = 3x — 4y.
74.3  Calculer les dérivées partielles de
F(x,y) = f(u(x,y), v(x,y))
avec f(u,v) = u—v, u(x,y) = x>y etv(x,y) = xy°.
III.2 Calculs au second ordre
75. Pour calculer une dérivée seconde, il suffit de savoir dé-

river la dérivée premiere!
75.1  Pour dériver la formule [72.4], il faut savoir la lire : il s’agit
d’une somme

P?A & 9 (aAaxl)

oupou; auk dx; O

dont chaque terme est un produit (formule de Leibniz)

0 (9Adn) _ 0 (9A\ox
auk axiauj _auk axi aM]

ot le premier facteur 94/y, est une composée de deux fonctions
différentiables (regle de la chaine) —[72.3]

0 [0JA L

75.2  Les calculs deviennent longs et I'un des avantages consi-
dérables de la notation de Leibniz est de pouvoir controler faci-
lement '’homogénéité du résultat.

8714 Bzxi
axi aukauj

P4 dx
ox,0x; uy

76. Formules générales
Toutes les fonctions considérées ici sont de classe €2.  —[52.1]
76.1  Suitede [73.1] - Pour g(t) = f(x(t),y(t)),
dg_of dx o dy
d2  9x dr2 9y dt?
P EL(SxyP, OF dx dy B dyy3
ox2 \ dt oxdy dt dt oy? \dt
76.2  Suitede [73.2] - Pour F(x) = f(x,y(x)),
SE_PE(PF P a) v of
dx2  9x? axay o2 dx) dx oy dx?

18,9
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76.3  Suitede [73.5] - Pour F(s,t) = f(x(s,t),y(s,t)),
FE_op 2x of
9s2  0x 09s2  Jy 0s?
2f ,ox\2 9% f 9x dy  0°f [dy\2
2l (& 22 2 Y ) (Y
T (as) N oxdy 0ds ds = Jy? (85) ’
PE_8f ¥x 3f ¥y
dsot  dx 0Jsdt Jy Osot
9x2 0s ot 9y2 9s ot
P (ox ay o oy
dxdy \ds 9t ot 9s )’
Applications
77. On suppose que g = g(u,v) est une fonction de classe €2

de R? dans R. Calculer en fonction des dérivées partielles de g
les dérivées partielles secondes de

flxy) =g(ulxy) v(x,y))

avec (u,v) = (xy,2x + 3y), puis avec (1,v) = (x%y,3x + 2y).

78. On suppose que ¢ = g(u) est une fonction de classe €2
de R dans R.

781  Siu = u(xy,...,x,) est une fonction de classe €2 de R”
dans IR, alors la fonction f définie par

flx, o xn) =g(u(xy, ..., xn))
est de classe €2 et —[55]
Af = &" ()| Vul? + g’ (u)Au.
78.2  Fonctions harmoniques radiales
Sur O = R"\ {0}, on pose —[66]
u(xy, ..., Xp) = \/x3 + -+ x5
1' 2 2
oxz2 u ud

2. Lafonction f est harmonique sur Q) si, et seulement si,

n-1 , .
&) =0

VYu>0, ¢'(u)+

3. Sin > 3etsi f est une fonction harmonique radiale sur
), alors il existe deux constantes a et b telles que

a

Vx#0, f(x)=_—— +b.
%]
78.3  On choisit maintenant
2., .2
X4y
u(x,y,z) =
(x,y,2) )
sur 'ouvert O = R x R x RY.
4.
2
446
|V :4u+2u et Au= +2 "
z z

5. La fonction f = g(u) est harmonique sur () si, et seule-
ment si,

Yu>0, 2(u+u?)g"(u)+ Bu+2)g (u) =0

c’est-a-dire sl existe deux constantes Kj et K; telles que

Vu>0 g(u)=KArgthv1l+u+K,.

18.10

79. Soit f = f(x,y), une fonction de classe ¢ sur R?.
1. La fonction g définie par

g(u,v) = f(u+v,uv)

est de classe €2 sur R?.
2. Si g est harmonique [55] sur R?, alors

P 2,

-7 2 _ —
T Zxaxay i -2) 9y?

sur I'ouvert Q = [x2 — 4y > 0].

III.3 Changement de variables

80. Un changement de variables est une application qui per-
met d’exprimer les variables x1, ..., x; en fonction des variables

Yy Yn:
-/]/n)

., Y en fonction des variables xq, ...,

(x1,...,xn) = @(y1,--
mais aussi les variables vy, ..
Xy

Y1, yn) = @ Hxq, .o, xn).
80.1 #» Une application ¢ est un changement de variables*, ou dif-
féomorphisme*, lorsqu’elle réalise une bijection de classe ¢ d'un ou-
vert V.C R"™ sur un ouvert U C R dont la bijection réciproque est
aussi de classe €.
_r
(y1,---,yn) €V Us (xq,..
4’71

-/xn)

80.2 On peut ainsi exprimer une grandeur A aussi bien
comme une fonction des variables x1, ..., x;, que comme une
fonction des variables y1, ..., yx :

A :f(xl,..

les deux fonctions f et g étant liées par le changement de va-
riables ¢.

-/le) :g(]/1/~--/]/n)/

-1
v u-t.r ut v R

Uu—— =R
f=gop™!

V—r— 1R
g=fop

80.3  Si ¢ est un difféomorphisme de V sur Uetsig = fo g,
alors f est de classe @ L sur U si, et seulement si, g est de classe

&1 sur V.

81. Jacobienne d'un changement de variables
Soit ¢ : V — U, un difféomorphisme.

811 Pour M € U,onnote N = ¢~ (M) € V.
—1 -1
vut v ulov_ou
812  L'application linéaire tangente d¢(N) est inversible et

-1 _
[de(N)] ™" = d(g™h)(M).
Autrement dit, les matrices jacobiennes

(Jacg)(N) = (S]J/C;(N))lﬂ

<ij<n
et

(Jac 9~ 1)(M) = (%(M))1 i
<i,j<n

sont inversibles et inverse I'une de l’autre.
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82. La régle de la chaine s’écrit

vick<n =¥ B Wi

axk i—1 aiyl axk
en fonction des variables x1, ..., X, et
Vi<i<n Z %(N )
’ ayl axk y;

en fonction des variables y1, ..., Y.

Changement de variables linéaire

83. Tout automorphisme ¢ € GL(R") est un difféomor-
phisme.

84.  Soitf : R? — F.
841  L’automorphisme ¢ € GL(IR?), représenté dans la base
canonique par la matrice inversible

a b
= (C d) ,
réalise une bijection de classe ¢ 1 de R? sur lui-méme, dont la

réciproque est également linéaire et donc de classe .
842  Lafonction g : R? — F définie par

g(u,v) = (foo)(u,0)

est de classe ¢! sur R? si, et seulement si, la fonction f est de
classe ¢! sur R2.

= f(au + b, cu + do)

84.3  Calcul des dérivées partielles
Dans ce cas, en fonction des variables u et v,
,of L of 9g _,of . jof
Bu “ox te oy et v ax + day
et en fonction des variables x et y —[81]
of _d9dg cag of _—bog adg
ax Ao Adw © dy A du AJv
ol A = det(¢) = ad — be.

84.4  Calcul des dérivées partielles secondes
La fonction g est de classe ¢ 2 sur R? si, et seulement si, f estde
classe €2 sur R? et, d’apres [75.1],

Py _ SPf L Pf P
Al R e R
Pg 0 Pf Pf | pdf
g0 = Vo Ty s +d a2
aZg f 32 aZf
500~ ba 5> + (ad +bc)—a oy +c day

en fonction des variables u et v.

On obtient des formules analogues pour exprimer les dérivées
partielles secondes de f en fonction des dérivées partielles se-
condes de g.

Coordonnées polaires

85.1  La base polaire est la base orthonormée directe de R? dé-
finie par

= (cos,sinb), ug = (—sin6, cosb).
85.2  Contrairement & la base canonique (ex, e,) dont les vec-

teurs sont fixes, les vecteurs de la base polaire varient en fonction
du parametre 6 et

= Up, = —Uy.

de do

85.3 D’apres la formule de changement de base,

U =0x-ex+Uy-ey =70y U+ 0y Uy
si, et seulement si,
U = Uy cos 0 + vy sinf, Vg = —Uxsin 6 + vy cos 6
c’est-a-dire

Uy = Uy cosf —vysinb, vy = vy sinf + vy cos 0.

86. Les coordonnées polaires d’'un point M € R? distinct de
I'origine sont les réels r > 0 et 0 € |—7, 7] tels que

OM =71 -u; = (rcosf) - ex + (rsinf) - ey

87. Principes généraux
871  Soit A, une grandeur scalaire dépendant de deux para-

metres et représentée par une fonction f : R?> — R.

A= f(xy)

1. Calculer le laplacien de A en coordonnées polaires, c’est ex-
primer la grandeur scalaire

G

AA =
ox2 ' ay?

en fonction des dérivées partielles de la fonction g définie par

g(r,0)

2. Calculer le gradient de A en coordonnées polaires, c’est dé-
composer la grandeur vectorielle

= f(rcos®,rsinf).

_9of of
VA—E'EX+@'Ey

dans la base polaire (u,,1y) en exprimant ses coordonnées en
fonction des dérivées partielles de la fonction g. —[85.3]
87.2  Si A est un champ de vecteurs dépendant de deux para-

metres et représenté par une fonction f : R? — R?:

A=f(xy) = fu(x,y) -ex+ fx(x,y) - ey

calculer la divergence de A en coordonnées polaires, c’est exprimer la
grandeur scalaire
J fx 5} fy

div f = By

en fonction des coordonnées g, et gy de la fonction g relatives a
la base polaire (u;, ug) : —[85.3]

g(r,0) = f(rcosf,rsinb)

= &r(1,0) - ur + go(r,0) - ug

18.11
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88. Formulaire
L’application ¢ définie par

@(r,0) = (rcos6,rsinf)
est une bijection de classe %! de 'ouvert
U =10,+oo x |—m, 7|
sur 'ouvert
V=R>*\[x<0]N[y=0].

On peut démontrer que la bijection réciproque est de classe ¢ 1
sur V, sans qu'il soit nécessaire d’expliciter cette bijection réci-
proque (théoreme d’inversion globale).

88.1  Matrices jacobiennes [81]

En considérant x et y comme des fonctions de r et 6 :

ox ox . ay . ay
g—COSQ 0= rsinf g—sme £—7C089
et en considérant r = \/x2 + y2 et § comme des fonctions de x et

y:

o_x r_y ¥_-y H_x
ox dy ox 2 dy rr
88.2  Matrices hessiennes [75.1]
9%x 9%x 9%x .
ﬁ—o ﬁ——rCOSQ W——sme
0%y 0%y . 0%y
ﬁ—o W——rSInQ W_COSG
air_rz—xz &_rz—yz ?*r  —xy
a2 7 ayr oxdy 13
P60 _ 2y ¥o_ amy P _y-o
ozt awr oxoy ot
89. Résultats usuels [87]
g 1ag 10%g
M= tiatrw
08 109
VA—g’ur‘i’;%’u@
o1 ogr  10gy
divA =&+ 5, 7%
Coordonnées sphériques
90. Pour 0 < et 0 < ¢ < 271, on consideére la base ortho-

normée définie par
uy =sinfcos ¢ - ex +sindsing - ey +cost - ez,
ug = cos0cos ¢ - ex +cosfsing - e, —sind - ez,

Uy = fsingo-ex+cosq)~ey.

90.1  Les coordonnées sphériques d’un point M € R3 distinct
de l'origine sont les trois réels

r>0, 0<0<m et 0<¢@<2m
définis par
OM =r-u,
= (rsinfcos @) - ex + (rsinfsin ) - ey + (rcos ) - e..

90.2  Les composantes sphériques d’un champ de vecteurs A :
U — R3 sont les trois fonctions A, Ag et Ap de U dans R3 défi-
nies par

VMeU, A(M)=A M) u+ Ag(M)- g+ Ap(M)-u,.
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90.3  Calculer en coordonnées sphériques, c’est utiliser la fonc-
tion des variables r, 6 et ¢ qui représente une grandeur scalaire :

A=g(r,0,¢)

ou les fonctions qui représentent en fonction des variables r, 0 et
¢ les composantes sphériques d'un champ de vecteurs :

A= gr(rlel 4’) s Uy +g9(7’,9, (P) “Up +gq’(r/91 4’) “Ugp.

Dans ce dernier cas, comme pour les coordonnées polaires, les
vecteurs uy, ug et u, sont eux-mémes des fonctions des variables
0 et .

91. L'application ¢ exprime les coordonnées (x,y,z) d'un
point dans la base canonique en fonction des coordonnées sphé-
riquesr, et ¢: —[90.1]

P(r,¢,0) = (rsinbcos ¢, rsinfsin ¢, r cos 0)

est une bijection de classe ¢! de 'ouvert
U =10, 400 x | =7, [ x | =7/, /2]

sur I'ouvert
V=R3\[x<0]N[y=0].

911  Son jacobien est égal a r% cos 6 et on peut démontrer que
la bijection réciproque est de classe ¢! sur V (théoréme d'inversion
globale).

91.2  Onpeutdonc considérer les trois coordonnées sphériques
r, 0 et @ comme des fonctions de classe &' sur l'ouvert V des co-
ordonnées cartésiennes x, y et z et en déduire les relations sui-
vantes.

a(r?) by O _x %r  rr—x2
ox ox 1 oz 8
Entrainement
92. Questions pour réfléchir

1. Proposer une interprétation physique de la régle de la chaine
[72.4].

93. Calculer les dérivées partielles des fonctions définies par

v v
flx,y) :/ etimtdt et g(x,y,z) :/2 el fn(tz) dt
JLX

JX

dont on précisera I'ouvert de définition.

94. Soient ¢ et 1, deux fonctions de classe 42 de R dans R.
941  La fonction définie sur R? par

u(x,y) = xp(x +y) +yp(x +y)
vérifie I’équation
P,
ay2  “oxdy’

#u
ox2

94.2  La fonction définie sur R? par v(x,y) = (x + ¢(y)) vé-
rifie I’équation
dv 9%v _ dv %

9x 0xdy dy ox?

95.  Soit f € 1R, R).

95.1 La fonction u définie par u(x,y) = f(¥/x) vérifie I'équa-
tion aux dérivées partielles
xa—u + u_ 0
ax Y dy

sur son ouvert de définition.



III REGLE DE LA CHAINE

95.2  La fonction u définie par u(x,y) = f(x? + y?) vérifie
I’équation aux dérivées partielles

ou ou

yg_X@ZO

sur son ouvert de définition.
96. Si f : R? — R est une fonction différentiable telle que

VteR, Y (xy) e R% f(x+ty+1t)=f(xy)

alors

Vi eR, Ly Lo -o

97.  Equation de la chaleur
Quelles que soient les constantes réelles a et k, les fonctions f; et
g définies par

2

fa(x,t) = e K%l gingx et g(x, t) = 7i exXp oy

vérifient I’équation de la chaleur

it
ot ox%’
98. Equation des ondes en dimension 3

Soit c € R, une constante. Quelle que soit la fonction ¢ de classe
€2 sur R, la fonction f définie sur R3 privé de I'origine par

flxy,z) = %g(t—%) o r=\/2 2+

est une solution de 1’équation
PfLOf P 1P
ox2 = 9y2 922 2 o’

99. La fonction F définie par F(x,y) = ¢(¥/x), ot ¢ est une
fonction de classe 42 sur R, est de classe ¢ sur le demi-plan
ouvert U = [x > 0] et —[55]

2 X2+2
MF(x,y) = 50/ (V) +

¢ (v/%).

En particulier, la fonction F est harmonique sur U si, et seulement
si, la fonction ¢ vérifie I’équation différentielle :

VieR, (1+2)¢"(t)+2t¢'(t) =0

c'est-a-dire si ¢ = [t — Kj Arctan t + Kj].
100. L’application ¢ définie sur U = [x < y| par

e(x,y) = (s(x,y), p(x,y) = (x +y, xy)

est une bijection de classe > de U sur V = [s> — 4p > 0].

1. Son jacobien est égal a (x — y) et la bijection réciproque
est donc de classe € sur V (théoreme d’inversion globale).

2. Parinversion de lajacobienne de ¢,

2 a1 Wy w1
s x—y dp y—x 9 y—x Iy x—y
d’ot1 en particulier
Fx _ _2ny
952 (y—x)*

Comparer avec la dérivée partielle seconde de s — /s — 4p par
rapportas.

101.  Soitk € R*. Sur l'ouvert U = R3\ {0}, on pose

2
Ploy,2) = (X(ow,2), Y(03,2), Z(6y,2)) = o (0,2)

ot 12 = x% + y* + 22.

1. Lapplication ¢ est de classe ¢! sur U. Son jacobien est
égala —ko /1.

2. Enremarquant que

k4
I S—
X2 4+Y24 2%

on peut démontrer que ¢ réalise une bijection de U sur U, expli-
citer la bijection réciproque et en déduire que cette réciproque est

une fonction de classe ¢ sur U.

3.
0X 0X 0X

(1) Xa-i‘]/aiy'i‘Zg——X
9X\2  /9X\2 ,9X\2 k*

@ (a)*bﬂ*(g)*ﬁ

. OX9Y XY  aXdY _
dx 0x Jdy dy 9Jz 9z

(4) azl azl + azl _ X
ox2 - oy2 922 2

102.  Soit v > 0. La fonction définie par

u(x,t) = a(1—th? [B(x + vt)])
est une solution sur R2, non constante, de

ow_Fu o
of  9x3 ox

si, et seulement si,a = —vh et b = V7).

103.  Fonctions analytiques

Soit Y a,z", une série entiére de rayon de convergence R > 0.
L’application complexe f définie sur I'ouvert U = [x* +y? < R?]

par
—+00

Vy) el flxy) =) an(x+iy)"
n=0
est de classe 42 et harmonique sur U [55].

104.  Un prolongement par continuité
1. Sif € ¢'(R,R), alors la fonction F définie sur R? \ {0}

par
(2492 - £(0)
F e
() =
tend vers f/(0) au voisinage de 0.
2. Si f est de classe %2, la fonction F peut étre prolongée
en une fonction différentiable sur R2. Ce prolongement est-il de
classe ¢! sur R??

18.13
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v

Equations aux dérivées partielles

105.  Une équation aux dérivées partielles (en abrégé : EDP)
est une contrainte imposée a une fonction f € €*(Q, R) : cette
contrainte relie la fonction f a ses dérivées partielles.

106.
la fonction f est définie est toujours un rectangle.

Dans les équations étudiées, l'ouvert Q) C R2 sur lequel
—[107.3]

QO =]a,b[ x]c,d[ C R

IV.1 Equations élémentaires

107.
1071

Equation du premier ordre
Soit f € €1(Q, R) telle que

V(x,y) €Q, %(x,y) =0.

Alors, pour tout yg € ]c d[, Vapplication [x — f(x,1p)] est
constante sur |a, b].
107.2=> Une fonction f € € (Q, R) vérifie I'équation

YV (x,y) €Q, %(x,y) =0

si, et seulement si, il existe g € €*(]c,d[,R) telle que

Vvy) € f(xy)=gy).

107.3 Contre-exemple fondamental
Sur l'ouvert QO = [y # 0] U[x < 0] C R?, qui est connexe par
arcs, il existe une application f € €1 (Q, R) telle que

v (xy) € Q, %(x,w ~0

et dont la valeur dépend quand méme de y. —[106]

108.
108.1

Equation du second ordre [106]
On suppose que trois fonctions f, g et i sont reliées par

Vi(xy) €Q, flxy)=xg(y)+hy).

Si f € €%(Q), alors g et h sont de classe €2 sur |c, d[.
108.2=> Une fonction f € €2(Q) vérifie I'équation

0% f

Y (x,y) €Q, 2

(x,y)=0
si, et seulement si, il existe g et h de classe €2 sur |c, d| telles que

Vxy) € flxy)=xg(y) +hy).
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108.3=> Une fonction f € €2(Q) vérifie I'équation

0% f
V(x,y)eﬂ, m—o

si, et seulement si, il existe g € €*(|a, b[) et h € €2 (|c, d|) telles que
Vioy)€Q  flxy)=gx)+hy)

109.  Suite de [106] — Certaines EDP tres simples sont des équa-

tions différentielles a peine déguisées.

109.1 Avec 0 < a < b, une fonction f € €2(Q,R) est solution
de I'équation :

Yy €0, 2 (ny) = flxy)

si, et seulement si, il existe une fonction ¢ € %2 (]c, d|) telle que

Vi(xy) €Q, flxy)=x8y)-

109.2  Une fonction f € ?(Q), R) est solution de I’équation :
*f 2
V(xy) €Q, @(x/y)‘ﬂdf(x/y):o

(ot w > 0) si, et seulement si, il existe deux fonctions g7 et g», de
classe €2 sur |c, d[ telles que

Vxy) €Q, f(xy) =g (y)coswx+ g(y)sinwx.

IV.2 Résolution par changement de variables

110.  Un changement de variables bien choisi permet parfois
de ramener une équation aux dérivées partielles a 'un des cas
élémentaires précédents ou a une équation différentielle qu'on
saura résoudre.

Changements de variables linéaires

111.  Une fonction f € 1 (R?, R) vérifie 'EDP
of  of _
Fi i 0

si, et seulement si, la fonction ¢ € ¢! (R?, R) définie par

{u=x—-yv=y}
—[107.2]

avec

g(u,v) = f(x,y)

vérifie 'EDP élémentaire suivante :

)
2 s
v (u,v) € R7, 3 (u,0) =0.

112.  Equation des ondes et principe de Huyghens
Soit ¢ > 0.
1121 Si g et h sont deux fonctions de classe %2 sur R, alors la

fonction f définie par
V(x,t) €R?,  f(x,t) = g(x +ct) +h(x —ct)
vérifie I"équation des ondes :

0% f
@(xlt)

1 9*f

2
V(x,t)EIR, _Cizﬁ

(x,t) =0.

1122 Soit f € ¥%(IR?), une solution de I'’équation des ondes.
1. L'application définie par
e(x,t) = (x4 ct,x —ct)

est un difféomorphisme de R? sur R? et la fonction F = f o ¢!
est de classe €2 sur R?.
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2. Tlexiste deux fonctions g et  de classe ¢ sur R telles que

f(x,1)

112.3  Si une corde horizontale dont les extrémités sont fixés
est mise en vibration, 1’expression f(x, ) permet de représenter
I'écart (vertical) a I'instant t du point d’abscisse x par rapport a
sa position d’équilibre. Cette vibration parait ici comme la super-
position de deux ondes progressives de sens opposés.

113.  Autres exemples

Les EDP linéaires a coefficients constants peuvent se ramener a
une EDP élémentaire par un changement de variables linéaire
bien choisi.

113.1  Résoudreles EDP suivantes en effectuant les changements

VY (x,t) € R?, =g(x+ct) +h(x —ct).

de variables indiqués. —[84]

of _,9f _ _ _
1) 5—3@_0 {fu=2x+y, v=3x+y}

of _,9f _ _
() 35—2@ 0 {u=x+y, v=2x+3y}
O P+g sy fu=x0=y-x}

of af _ _ o
@ Grdewrn? u=riyo=xoy
113.2  L’expression
of ., 9of

est le produit scalaire de V f avec un vecteur n = (a,b) de R.
Si g € GL(R?) etsi f = go ¢, alors

(Vfln) = (Vg|on))

et on peut choisir ¢ pour que I'EDP en g soit élémentaire.
113.3 Résoudre les EDP suivantes au moyen de changements de
variables linéaires. —[84]

Rf
© e T
Rf L Rf
(©) ax2 728x8y + a2
Rf L Rf S
@) 29 ey Tap

Calculs en coordonnées polaires [88]

114.  Une fonction f € (R x R, R) vérifie I'équation aux
dérivées partielles

of

V(o) ERXRL, x3h(ry) 43 ey) = flxy)

si, et seulement si, la fonction de classe !
¢ :]0,400[ x]0,7[ = R

définie par
g(r,0)

vérifie 'EDP suivante :

= f(rcosf,rsinf)
—[109.1]

% 10, 7], 9810y =

v (r,0) € R} 3

g(r,0).

115. Soitg= fo¢.
115.1

1. Si f est de classe ¥ sur QO = R?\ {0}, alors la fonction
[6 — g(r,0)] admet un prolongement 27t-périodique et de classe

%* pour tout 7 > 0.

2. Si f estcontinue sur R?, alors la fonction g une limite finie
au voisinage de 0.
115.2  Fonctions radiales
La relation
Of L of 98

+yay "or

permet de résoudre les EDP suivantes.

M) xi +y% =0

2) +yay m
®) g—f g -
@ s g~ f) = -2 +P)
®) (< +vi)r) =~ 47

Interpréter géométriquement la premiere équation.

115.3 Fonctions orthoradiales
La relation
of of dg
Yoy Yox T 96

permet de résoudre les EDP suivantes.

Of _of

©) ay “Yox T 0

) A
ay ax xz + ]/2
8 af

Interpréter géométriquement la premiere équation.

116.  Fonctions harmoniques

Soit f € €%(Q,R) ot Q = R?\ {0}.

116.1  Si f est une fonction radiale : f(x,y) = g(r), alors la fonc-
tion f est harmonique [55] sur Q2 si, et seulement si,

1
Vr>0, g”(r)—&—;g/(r) =0.

116.2  Si f est une fonction orthoradiale : f(x,y) = g(0), alors la
fonction f est harmonique sur () si, et seulement si,

1
V0 cR, r—zg”(e) =0.
Calculs en coordonnées sphériques
117.  Fonctions harmoniques [91]

Soient O = R?\ {0}, f € €2(Q, R) et g € €%(R%, R) telles que

V(xyz2) €Q  flxyz)=g0)

2
Af(xy,2) =g"(r) + 28'(r).
2. Lafonction f est un vecteur propre radial du laplacien si,
et seulement si, il existe un réel A tel que la fonction g soit une
solution de I'équation différentielle

2
Vr>0, g"(r)+ g (r) —Ag(r) =

18.15
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Entrainement
118.  L’application ¢ définie sur 'ouvert A = R* x R par
24 .2
us+v
o0 = (5 0)

réalise une bijection de A sur I'ouvert U = [y? < 2x]. Cette bijec-
tion et sa réciproque sont de classe ¢2.

Une fonction f € €%(U, R) vérifie I’équation

si, et seulement si, il existe deux fonctions A et B de classe €2 sur

R telles que

f(ey) = Aly)eh/2x — y2 + B(y) sh /20—y
pour tout (x,y) € U.
119. L’application ¢ définie sur 'ouvert U = R* x R’ par

p(x,y) = (xy, 5)

réalise une bijection de U sur U. Elle est de classe 2 sur U,
comme sa bijection réciproque.
119.1  On utilise ¢ pour effectuer le changement de variables :

(u,0) = ¢(x,y)-

1. Eninversant la jacobienne de ¢, on obtient —[81]

ox 1 ox 'y dy 1 8_y_—y2

ou 2y’ 9o 2° au 2x' 9w  2x
2. Soient f et g, deux fonctions définies sur U, telles que

flx,y) =

2.a Lafonction f est de classe €2 sur U si, et seulement si, g

est de classe €2 sur U.
2.b

Vxy) eu (go9)(xy) = g(u,v).

af of _,,98
er dy “ou
2.c ’ )
0 f o f d (0g g
2 207 0 (08N 08
w V=¥ 0|20 au (60) 80]
119.2 EDP du premier ordre
Résoudre les EDP suivantes.
f of _x
1) Y o~y
3f of _
119.3 EDP du second ordre
La résolution sur U de I'EDP
32f 2% f
¥ Tor Vg

se ramene a celle de I’équation différentielle

Vit>0, 2tZ/(t)—z(t) =0.

120.  Soit ¢, I'application définie sur 'ouvert U = R% x R par

(P(x/y) = (x/ z)

X
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120.1 L’application ¢ est une bijection de U sur U. Elle est de
classe ¢!, ainsi que sa bijection réciproque. De plus,

Gacg)e) = (g 1)) Uaco Do) = (3 9).

120.2  Soient f(x,y) et ¢(u,v), deux fonctions de U dans R, de
classe €72, telles que

Vixy) el guv)=I(go9)(xy)=f(xy).

1. La fonction f est une solution de

o of
Yox yay x

sur U si, et seulement si, il existe une fonction i € (R, R) telle
que
V(u,v)el, g(uv)=uvinu+h(v).

2.a
0%g ,°f 0% f azf
ouz [ ox2 2 yaxay v’ o2 ]

2b La fonction f est une solution de

32
o f O’f Pf_
82+ yaxay+y 92

sur l'ouvert U si, et seulement si, il existe deux applications a; et
a, de classe €2 sur R telles que

YV (u,0) e U, g(u,v)=a1(v)u+ax(v).



QUESTIONS, EXERCICES & PROBLEMES

Questions, exercices & probléemes

Perfectionnement

121.  Questions pour réfléchir

1. La propriété [9.2] subsiste-t-elle si I'ensemble de définition
de f n’est pas un voisinage du point My ?

2. L'application linéaire tangente au point My s'écrit

p
df(Mo) =) %(Mo) dx;.
=1 9%j

Quelle est la nature algébrique des expressions dxj? On a coutume
d'interpréter physiquement dx; comme une variation infinitésimale

de la coordonnée x/. Commenter.

Relier la formule de Leibniz qui exprime la dérivée de
flo(t),p(t)) a la formule de différentiation des fonctions compo-
sées.

4. On suppose que, pour tout vecteur v € E, I'application f
admet une dérivée selon le vecteur v en My. L'application f est-elle
différentiable en My ?

5. La base polaire (e;,eg) est une base orthonormée de R? et
cependant
of

L) £ df()(eo).

6. L'application f : U — IR est de classe €2 si, et seulement
si, elle est de classe €' et sa différentielle df : U — E* est de
classe €.

7. Une application f : E — F est polynomiale lorsqu'il existe
une base # de E et une base ¢ telles que les composantes de f re-
latives a la base € sont des fonctions polynomiales des coordonnées
relatives a la base A.

7.a La notion d’application polynomiale est indépendante des
bases % et € choisies.

7.b Sila fonction f : E — F est polynomiale, alors sa différen-
tielle df : E — L(E, F) est polynomiale.

Approfondissement

122.  Sig € ¢'(R) est une application contractante :

J0<k<1,VxeR, |[¢(x)|<k

alors le jacobien de I'application ¢ : R? — R? définie par

V(xy) €R? olxy) = (x+3(y),y+g(x))

n’est jamais nul.

123.

Soient f : R2 — R, une fonction de classe €2 et g, la fonction
définie sur 'ouvert U = |0, +-00[ x |0, 27t[ par

Fonctions harmoniques et propriété de la moyenne

g(r,t) = f(rcost,rsint).
1. L’application ¢ : R — R définie par

27

p(r) = A f(rcost,rsint)dt

est de classe €2 et si

of of
2 _ _— —
Yoy R xgi(ny) +yg, () =0

alors ¢ est constante.

2. Silafonction f est harmonique sur R? [55], alors

0/ dg

—|r = +

or ( ar>
I'expression r¢’(r) est constante et la fonction ¢ est constante.
Interpréter.

124.1 1l existe une bijection entre les listes (k..
telles que

10%g
PET

. k) € N"

k1+"'+kn:P

et les familles (K3, ..., Ky) € N” telles que

1<Ky < <Ky=p+n.

124.2  Une application f : R” — R possede a priori n? dérivées
partielles d’ordre p. Si elle est de classe 67, il suffit d’en calculer

* :ﬁ;l) pour les connaitre toutes.

125.  On suppose que Q est un ouvert de R? et que les fonc-

tions f, sont de classe ¢! sur Q. Si la série de fonctions ¥ f,
converge simplement sur () et si les séries des dérivées partielles

dfy ofn
LY e LY

convergent uniformément sur un ouvert (g C (), alors la somme
S de la série de fonctions ), f, est de classe &1 sur O et

aS X9, aS X 9f,
)= L Fron, 5 = 3 o)

pour tout M € Q.

126.  La fonction F définie sur R? \ [y = 0] par
Flxy) =e? —Sh(yxy :

admet un prolongement continu sur R? dont les dérivées par-
tielles sont continues sur R?.

127.  Soit }_a,z", une série entiere de rayon de convergence
R > 0. La fonction S définie par

—+oo

S(x,y) = Z;Oan(er iy)"

est de classe ¢! sur l'ouvert U = [x* + y*> < R?]. Comparer les
dérivées partielles

0S aS
a(x,y) et @(x,y)
sur U.
128.  Pour tout entier n > 1, on pose
efnt
VteR, un(t) = "
La fonction S définie par
—+o0
V(oy) €RY, S(oy) =Y ua(® +y)
n=1

est continue sur R? et de classe ¢ sur R2.

18.17



Pour aller plus loin

129.  Questions pour réfléchir

1. Onsuppose que f est différentiable en My € U.

1.a  Définir le sous-espace affine tangent au graphe de f au
point M.

1.b Endonner une représentation paramétrique et en déduire
sa dimension.

1.c Considérer le cas d’'une fonction numérique f : U — R;
le cas d’une fonction dérivable f : I — RR.

2. Comment définir la différentielle seconde d"une applica-
tion de classe €2 ?
130.  Fonctions homogeénes

Une fonction f, définie sur U = R? \ {(0,0)}, est dite homogeéne
de degré o € R lorsque

Vuel, Vt>0, f(tu)==t"f(u).

1. Soit f € € (U), une fonction homogene de degré a.
1.a Sia > 1, alors les dérivées partielles f7 et f; sont homo-

genes de degré (a — 1).
1b Il existe une fonction ¢ € ¢'1(R) de période 27 telle que

V(r,0) e RT xR, f(rcos6,rsinf) =r*g(0).

Condition pour que f admette un prolongement continu sur R2?

de classe ¢! sur R2?
2. Soit f € €1 (U, R).
2.a Si f vérifie la relation

*) xh+vi — o,

alors, pour tout (x, y) € U, la fonction définie par
V>0, ¢(t) = f(tx, ty)
est une solution de classe ¢! sur R* de 'équation différentielle
ta'(t) = ax(t)

et la fonction f est homogene de degré a.
2b Etudier la réciproque.

131.  On étudie la fonction f définie sur l'ouvert U = GL, (K)
de M, (K) par
fM) =M1

131.1  Lorsque la matrice H € 9, (K) est proche de la matrice
nulle, la matrice I, + H est inversible et

(I, +H)™' =1, — H+ o(H).
1312 La fonction f est différentiable et
VM e GLy(K), VH € My (K), df(M)(H)=M ‘HM L

131.3 La fonction f est de classe ¥ sur GL,(K), car ses com-
posantes sont des fonctions rationnelles des coordonnées.

132.  Développement limité de det
Lorsque la matrice H € 9, (R) tend vers la matrice nulle,

det(I, + H) =1+ tr(H) + o(H)
et, en notant Cjy, la comatrice d’une matrice inversible M,
det(M + H) = det M + tr(CJ;.H) + o( H).

On retrouve le résultat de [41] par densité.



