Lycée Pierre CORNEILLE MP/MPI
ANNEE SCOLAIRE 2025/2026

Composition de Mathématiques
Le 11 février 2026 — De 13 heures a 16 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliguant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans I'appréciation de la copie.

Les calculatrices et les objets connectés sont interdits.

Dans tout le probleme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
a L'espace M1 (IR) des matrices colonnes a coefficients réels est muni de son produit scalaire canonique :

VX, Y €M, 1(R), (X]Y)=X".Y.

La norme associée a ce produit scalaire est notée |-||.
a [’espace My, (R) des matrices carrées a coefficients réels est muni de son produit scalaire canonique :

VA,BecM,(R), (A[B),=tr(AT.B).

La norme associée a ce produit scalaire est notée ||-||,.
@ Une matrice symétrique A est dite positive (ce qu’on note A € S;7(R)) lorsque

VX eEM1(R), X .AXZ>0.
Elle est dite définie positive (ce qu'on note A € S;/*(R)) lorsque
VX e M1 (R)\{0}, XT.AX>o0.
@ Une partie non vide C d’un espace vectoriel réel E est dite convexe lorsque
vVx,yeC, vtel0,1], (1—t)x+tyeC.

On admet que : si C est une partie convexe de E, alors pour tout entier p € N*, pour tous p-uplets (x1,...,xp) € CP et
(A1y.. o, Ap) € RE telque Ay +---+Ap =1,

P

Z Aix; € C.

i=1

Une application f : C — R définie sur une partie convexe C de E est dite convexe lorsque, quels que soient x ety dans C,
vtelo,1], f((1—tx+ty) < (1—0)f(x)+ tf(y).
Une application f : C — IR est dite concave lorsque —f est convexe, c’est-a-dire, quels que soient x et y dans C,

vte0,1], f((1—tx+ty) > (1—t)f(x)+ tf(y).
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Partie A.
1. Soit S € Sn(R), une matrice symétrique réelle. Démontrer que S est positive si, et seulement si, Sp(S) C R...

On admettra dans la suite que qu’une matrice symétrique réelle S est définie positive si, et seulement si, son spectre est
contenu dans IR, .

2. Démontrer que S;(R) et S;i*(IR) sont des parties convexes de M, (R). Ces parties sont-elles des sous-espaces
vectoriels ?

3. Soit A € §;7(R). Démontrer qu’il existe une matrice S € S (IR) telle que A = S2.

4. Soient I, unintervalle de R (de longueur strictement positive) et f : I — IR, une application convexe. Démontrer que,
pour tout entier p € N*, pour tout p-uplet (x1,...,%,) € IP et tout p-uplet (Aq,...,A,) € RY telque Ay +---+ A, =1,

P P
f(Z 7\1Xi> < Z }\if(Xi).
i=1 i=1

' On pourra procéder par récurrence sur p.

Partie B.

Soit M € S (IR), une matrice non nulle.

5. Démontrer que

%trM > (detM)/™,

Dans la suite de cette partie, on admettra que, quels que soient les réels positifs x1, ..., Xn,

n

(x — 9)2 < Znnax{x],...,xn}<:1 Z XK — g>
k=1 k=1

ol on a posé

n
1/
9= ka e
k=1

Exprimer la norme |[M||, en fonction des valeurs propres de M.
7. En déduire que

o

L (M) — (detm)/m > ! M — (det M)/ 1,5
n

~ n|M|l,
Partie C.

8. Soient A € S}i*(R) et B € Sy(R). Démontrer qu’il existe une matrice diagonale D € 9t,(RR) et une matrice
inversible Q € GL, (R) telles que

B=Q.D.Q" e A=0Q.Q'".
Que dire des éléments diagonaux de Dsi B € S;} "(R)?
¥ On pourra utiliser le résultat établi en [3.].

9. Etudier la convexité de la fonction f = [t — ¢n(1 + e')] et tracer I’allure de son graphe.
10. Soient A et B, deux matrices de S;i "(R). Démontrer que

[det(A+B)]'/™ > (detA)'/™ + (detB)'/™.
11. Soient A et B, deux matrices de S;; " (R). Démontrer que
Vse 0,1, det((1—s)A+sB) > (detA)' *(detB)*.

Démontrer que cette inégalité reste vraie pour A et B dans S,/ (R).
12. Que peut-on en déduire sur la fonction [A — {n(det A)] sur S} *(R)?

Partie D.
Soit A € §;*(RR). On considere I'application g : R — IR définie par
VteR, g(t)=det(I,+tA).
13. Exprimer g(t) en fonction de t € R et des valeurs propres de la matrice A. En déduire que la fonction g est de classe
¢ sur R.

14. Démontrer que
VteR,y, Indet(l,+tA) < (trA)t.
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Partie E.
Soient A € S " (IR) et M € S, (R). On considere alors I’application f4 : R — R définie par

VteR, falt)=det(A+tM).

15. Démontrer que fa est de classe "> sur RR.
16. Démontrer qu’il existe un réel ¢y > O tel que

Vtel—eo,eol, A+tM e S (R).

17. Démontrer que A~ M est diagonalisable.
= On pourra appliquer le Théoréme de réduction simultanée établi en [8.].

18. Démontrer que
fa(t) = detA + detA.tr(A""M).t + o(t).
—

19. En déduire f}, (t) pour t € ]—eo, eol.
20. Démontrer que l'application ® définie par

Vtel-eoeol, D(t)=(A+tM)

est de classe ¢*°. En déduire que
Ot) = AT A TMA Tt +o(t).

t—0

= On remarquera que O (t) x (A +tM) = I, pour tout t € ]—eo, €ol.
Soit o, un réel non nul dans l'intervalle ]=1/n, +o00[. On considére maintenant 'application @ o définie par

Vitel-eocol, @ult)= ];[det(AthM)}‘“.

21. Démontrer que @ est dérivable sur ]—¢g, €o[ et que

—tr[(A+tM)" M
Vtel—eo,eol, @ult)= t[ii[e(t(;i’ch)/l)]“]

22. Démontrer que ¢ est deux fois dérivable en 0 et que

altr(A"TM)]? + tr[(A~TM)?]
(det A)x ’

ex(0) =

23. En déduire que ¢/ (0) > 0.
= On pourra appliquer le résultat de [17.].

24. On suppose que @%(0) > 0. Démontrer qu'il existe un réeln > 0 tel que
(detA)* 1

Vtel— > — —tr(ATTM)L
€=, aldet(A +tM)]* 7 « rl )

LK/
¢
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Solution &% Deéterminant et convexité

Partie A.

1. Question de cours!
a Supposons que S € S;7(R). Par définition,

VXeEM1(R), X .SX=0.
Considérons une valeur propre A de S et X € M, 1 (R), un vecteur propre de S associé a A. On a donc
0< XT.8.X =X".(AX) = AXT.X = A|IX]||?

et comme X # 0 (puisque X est un vecteur propre), on a aussi ||X||* > 0. En divisant I'inégalité précédente par ||X||*, on
obtient A > 0. Par conséquent, le spectre de S est contenu dans R ..
@ Supposons réciproquement que S € S, (R) et que le spectre de S soit contenu dans R ..
Considérons X € M, 1(R). D’apres le Théoréme spectral, il existe une famille de colonnes (X )aesp(s) telles que

VAESP(S), SXa=AXa et VA#p Xi.X,=0.
On en déduit que

xT,s_x:( S XA)T.( S pXu): S o= Y A Xal?zo0
)

—~—
AESP(S) neSp(S) AESP(S AESP(S) >0 >0

et donc que S € S/ (R).
@ On a ainsi démontré quune matrice symétrique S est positive si, et seulement si, ses valeurs propres sont toutes
positives.

SiS € S (R) : pour toute valeur propre A de S et pour tout vecteur propre X de S associé i A,
0 < XT.8.X =A|X|?

puisqu’un vecteur propre est, par définition, non nul. On en déduit que A > 0 et donc que Sp(S) est contenu dans R
® Réciproquement, si le spectre de S € Sn(IR) est contenu dans R?, alors (avec les notations précédentes)

T _ 2
VX €M (RN}, X'.SX= ) D IXxl7 >0
A€ESP(S) >0

car I'un des vecteurs Xy (au moins) n’est pas nul (sinon, la somme X des X serait nulle). Donc S est bien définie positive.

2. Exercice classique!
Soient A et B, deux matrices de S, (R) et t € [0, 1].
a Comme S, (R) est un sous-espace vectoriel de 91, (R), la matrice Sy = (1 — t)A + tB est une matrice symétrique
(réelle).
@ Pour toute colonne X € M, 1 (R),

XT.SeX=(1T—-t)XT.AX+tX".B.X>0

puisque (1 —1t) >0, X".A.X>0,t>0etX .B.X>0.
Par conséquent, S € S} (R) pour tout t € [0, 1], ce qui prouve que S, (RR) est convexe.

@ Si A et B sont définies positives, on reprend le raisonnement précédent. Si la colonne X n’est pas la colonne nulle,
alors XT.A.X > 0et X".B.X > 0. De plus, (1 —t) et t sont deux réels positifs dont la somme est strictement positive (elle
est égale a 1), donc I'un des deux (au moins) est strictement positif et par conséquent XT.S:.X > 0. Ainsi, Sy € S (R)
pour tout t € [0, 1], ce qui prouve que S *(IR) est convexe.

@ Aucun de ces deux ensembles n’est un sous-espace vectoriel de M, (R). En effet, la matrice symétrique I, est définie
positive (et en particulier positive) et Sp(—I,) = {—1} ¢ R, ce qui prouve [1.] que —I,, n"appartient pas a S, (R) (et
donc pas non plus a S;; "(IR)), ce qui devrait étre le cas si cet ensemble était un sous-espace vectoriel.

3. Exercice classique!
Comme A € §7*+(R), on déduit du Théoreme spectral qu’il existe une matrice orthogonale P telle que

PT.AP= Diag(A1,...,An)

ol les valeurs propres Ay sont strictement positives. On peut donc poser

A =Diag(y/AM1,...,V/An) et S=PAPT =PAP'
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(puisque P est orthogonale).
Comme une matrice diagonale est symétrique,

ST =(PAPHT =PATPT =PAPT =5,

donc la matrice S est bien symétrique. D’autre part, les réels v/Ay sont les valeurs propres de S et comme ils sont tous
strictement positifs, on déduit de [1.] que S € S;i*(R). Enfin,

52 = [PAP']? = P.AZP! = P.Diag(Ar,...,A\n).P7 = A.

Dans le raisonnement précédent, on a supposé que les valeurs propres de A étaient positives, on n’a pas besoin de les supposer
strictement positives. Le résultat s’applique donc a toutes les matrices symétriques positives et pas seulement aux matrices
symétriques définies positives.

Exercice classique!

On peut démontrer que la matrice S qu’on vient de définir est en fait la seule matrice symétrique positive dont le carré est
égal a A. Pour cela, il est plus simple de raisonner en termes d’endomorphismes auto-adjoints.

® Soit u € S*(E), un endomorphisme auto-adjoint positif. D’apreés le Théoréme spectral,

1
E= P Ex(uw) o VYAeSp(u), Ex(u)=Ker(u—Alg). (%)
A€Sp(u)

S'il existe un endomorphisme v € S*(E) tel que v* =, alors wet v commutent car wov = v3
sous-espaces propres Ex (u) de u sont stables par v.
Pour tout A € Sp(u), on note vy, I'endomorphisme de E, (u) induit par restriction de v. En tant qu’endomorphisme induit

par restriction d'un endomorphisme auto-adjoint positif, vy est aussi auto-adjoint positif et

= vou. Par conséquent, les

VA€ Sp(u), Vx e Ex(u), vi(x) =v

Par conséquent, X?> — A = (X — v/A) (X + V/A) est un polynome annulateur de vy.

Si A > 0, alors —/A < 0 donc [1.] —/A n'est pas une valeur propre de vx. Par conséquent, X — \/A est un polynome
annulateur de vy, ce qui prouve que vy = VA ().

Si A = 0, alors le polynome minimal de vo divise X?. Comme v est diagonalisable (Théoreéme spectral), son polyndme
minimal est scindé a racines simples, donc le polynome minimal de v est égal a X, ce qui prouve que vo = We (v

On connait donc une décomposition de E en somme directe :

E= Ex(u)
AESp(u)

et, pour chaque sous-espace Ex(u), on a exhibé un endomorphisme @ de Ex(w). D’apres le Théoréme de caractérisation des
applications linéaires, il existe un, et un seul, endomorphisme v de E tel que

VA eSp(u), Vx € Ex(u), v(x) = ea(x). (%)

On a ainsi prouvé ["unicité de v.

© Quant a l'existence, on I'a déja prouvée matriciellement. Mais on pourrait aussi vérifier directement sur (%) et (%) que
I'endomorphisme v qu’on vient de définir est auto-adjoint, avant de conclure avec [1.1, puisque les valeurs propres de v sont
les scalaires \/Ax.

4. Question de cours!

Pour p = 1, I'inégalité a établir se réduit a 'inégalité évidente f(x1) < f(x1) (puisque Ay =1).

Pourp =2,0onaA; =1—A; etil s’agit exactement de la définition des fonctions convexes.

Supposons le résultat établi pour un certain entier p > 2. Considérons alors des abscisses x1, ..., Xp, Xp41 dans
I'intervalle I et des scalaires positifs A1, ..., Ap, Ap 1 dont la somme est égale a 1.

En particulier, 0 < Ap 1 < 1.

SiApy1 =1, alors Ay = 0 pour tout T < k < p et I'inégalité a établir n’est autre que f(xp1) < f(xp41), ce qui est
évidemment vrai.

Supposons alors que 0 < A1 < 1. Dans ces conditions,

p+1

P
A
> Move= (1= A1) (D e Xic) + Aps1Xp o ()
k=1 k=1 Pl
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et on remarque que

A
V]ékgp, ﬁ}() etque Z1_
P

1_}\p+1 -1

p+1 1= 7\p+1

Tout notre raisonnement repose sur la propriété (x), dite associativité du barycentre : un barycentre de x1, ..., Xp, Xp+1
est le barycentre de x,1 et d'un barycentre de x1, ..., Xp.

Par convexité de f,
p+1

f(zm) 1 A3

)+ Ap 1 f i)
k=1 Ap

et par hypothese de récurrence,

Comme (1 —Ap41) > 0, on en déduit que

p+1 P p+1

f(; Akxk) < (1T=Apsa {Z 1= )} +Ap1f(xp+1) Z Aif (i)

La propriété (dite inégalité discrete de Jensen) est ainsi démontrée par récurrence.

p+1

Partie B.

5. Comme la matrice M est symétrique réelle, elle est diagonalisable (Théoreme spectral), donc la trace de M est la
somme des valeurs propres et le déterminant de M, le produit des valeurs propres.
De plus, comme M € S/ (IR), ses valeurs propres 1, ..., ity sont positives [1.]. La trace et le déterminant de M sont
donc positifs.
a Si les valeurs propres 1, ..., Ly de M sont strictement positives, alors on déduit de I'inégalité de Jensen et de la
convexité de la fonction — fn sur I = R% que

(3 ) > 3 o= con T T o

Précisons qu’on applique ici I'inégalité de Jensen avec les réels strictement positifs xi. = Wy et avec les coefficients A\ = 1/n
pour 1 < k < n: ce sont bien des réels positifs dont la somme est égale a 1.
Les notations choisies par I'énoncé ne simplifient pas la tiche!

Comme la fonction exp est croissante, on en déduit que

c’est-a-dire 1
—trM > (detM)'/™,

@ Sil'une des valeurs propres de M n’est pas strictement positive, c’est-a-dire si 0 est une valeur propre de M, alors
le déterminant est nul et la trace positive, donc I'inégalité est évidente.
6. Comme M est symétrique réelle, elle est semblable & une matrice diagonale Diag(i1,. .., n) et par conséquent, la
matrice M? est semblable & Diag(u%, NTES

Par définition, ||MH§ = tr(MT.M) = tr(M?) (puisque M est symétrique) et donc
n
Ml = | 3w
k=1

Comme la matrice M n’est pas la matrice nulle, elle admet au moins une valeur propre non nulle et on a donc bien ||M||, > 0.
Le résultat a été établi en supposant que la matrice M était symétrique réelle, on n’a pas eu besoin de faire d’hypotheése sur le
signe des valeurs propres de M. 1l est donc vrai pour toute matrice M € S, (R) et pas seulement pour M € St (RR).
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7. Par hypothese [1.], les valeurs propres 11, ..., in de M sont positives. On peut donc appliquer 1'inégalité donnée
par I’énoncé aux réels xj = pyx € Ry :

n n n
Y =) m=trM et g:HXL/n:(detM)]/“.
k=1 k=1 k=1

@ Soit my, = max{,..., Hun} (toute partie finie de R admet un plus grand élément). Il est alors clair que
n
2
IM[3 =) ng=m.
k=1

Comme la matrice M est symétrique, positive et non nulle, ses valeurs propres sont positives [1.] et non toutes nulles,
donc
IMIl, > my > 0.

Si toutes les valeurs propres de M € Sy (R) sont nulles, alors M est diagonalisable (Théoréme spectral), donc semblable i la
matrice nulle et donc égale a la matrice nulle.

a Par ailleurs, la matrice M — gl,, est symétrique réelle et v est une valeur propre de M — gl,, si, et seulement si, il
existe une valeur propre p de M telle que v = p — g. On déduit alors de la question précédente que

n

mn
2
IM—=glall; =) vi=> (m—9)
k=1

k=1

La matrice M — gl,, est symétrique mais ses valeurs propres ne sont pas toutes positives ! Il était donc essentiel de remarquer
a la question précédente que I'expression de la norme était valable pour toutes les matrices symétriques et pas seulement pour
les matrices symétriques positives.

@ En appliquant le résultat donné par I’énoncé,

1 2 trM
M = glufl3 < 2my (<= — g)

dong, puisque |M||, > my >0,

1 2 1 2
“trM—g> M—gl.?> ——|[M— gl
St g annH gl 2n||M||2|| glnll3,

ce qui est bien la relation demandée.

Partie C.

8. Exercice classique!
Comme A € S (R), il existe une matrice S € S,/ "(RR) telle que A = S? d’apres [3.]. En particulier, la matrice S est
inversible et son inverse S~ est une matrice symétrique.

Si une matrice symétrique est inversible, alors son inverse est aussi une matrice symétrique.

Premiére démonstration : en transposant les égalités SS™1 = S~'S = 1,,, on obtient que (S™1)T = (ST)~" = S~ puisque
S est symétrique.

Deuxiéme démonstration : comme la matrice S est inversible, son inverse est un polyndme en S (grice a l'existence d'un
polynéme annulateur dont le coefficient constant n’est pas nul).

Considérons alors la matrice ST'BS™' : comme B et S~! sont symétriques réelles, cette matrice est symétrique
réelle :
(ST'BS T =(sHTBT.(SHT =s1.B.S.

D’apres le Théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale P € O,,(IR) et une matrice diagonale D € 9, (R) telles
que
PT.(ST'BST!).P=D.

On pose alors Q = SP : la matrice Q est inversible en tant que produit de matrices inversibles. Comme S est symétrique
et que P est orthogonale,
Q.D.Q" =(SP)D(PT.ST)=SP(PT.S"'BS'.P)PT.S=B

et
Q.Q" =(SP)(PT.ST)=S.P.PT.S =52 =A.
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Cet exercice est classique, mais difficile : il faut d’abord penser a définir la racine carrée définie positive de A (= la matrice S)
et ensuite a considérer la matrice ST'BS™!, qui a la bonne idée d'étre symétrique réelle.

Un raisonnement par condition nécessaire conduit a la matrice ST'BS~1.

S'il existe une matrice inversible Q telle que A = S* = Q.Q", alors (sachant que S est symétrique et inversible),

L,=Q 'S%(QN) "=Q7'S85".(Q ") =(Q '9).(Q ',

ce qui prouve que P = Q'S est une matrice orthogonale. On cherche donc une matrice Q de la forme Q = SP~1 = S.PT,
oit P est orthogonale, et telle que Q~'.D.(Q )™ soit diagonale. On peut alors constater qu'il s’agit d’appliquer le Théoreme
spectral i la matrice ST'BS™1.

@ Supposons pour finir que B € S} "(IR). Par construction, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de
la matrice symétrique S~ 1BS~'. Pour toute colonne X € M, 1(R) nonnulle, la colonne Y = S~ 1X est non nulle (puisque
S~ est inversible!) et

XTST'BS ' X=Y"B.Y>0

puisque B est définie positive. D’apres [1.], les valeurs propres de S~'BS™', c’est-a-dire les coefficients diagonaux de D,
sont donc des réels strictement positifs.
9. La fonction f est clairement de classe €' sur R et

et 1

vteR, f/(t):1+et_1+e*t'

Il est clair que f’ est positive mais aussi croissante. Donc f est croissante et convexe.
De plus, f tend vers 0 au voisinage de —oo par composition de limites (asymptote horizontale) et

f(t)=tnle*(T+e ) =t+m(1+e ") = tell),

donc le graphe de f admet y = t pour asymptote oblique au voisinage de +oc.

10. On applique (évidemment!) le résultat établi en [8.] :

detA =detQ.det(Q") = (detQ)?,
detB = detQ.detD.det(Q") = (detQ)?. det D,
det(A + B) = det[Q.(I,, + D).Q "] = (det Q)%.det(I,, + D).

Comme la matrice Q est inversible, le facteur (det Q)? est strictement positif et il s’agit en fait d’établir 1'inégalité

[det(I, +D)]"™ > (detI,)"/™ + (detD)"/™. (%)

Comme la matrice symétrique B est ici définie positive, on sait [8.] que les coefficients diagonaux de D sont strictement
positifs : on notera donc
D = Diag(ds,...,dn) et V1i<k<n, & =Indg.

L'inégalité (x) devient alors
n

[HU + dk)}]/Tl 21+ (ﬁ dk)

k=1 k=1

c’est-a-dire, en composant par {n (fonction croissante!),

(F28) =wfirer(p X o))< g Zme =15 o)
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On reconnait alors I'application de 'inégalité de Jensen [4.] a la fonction convexe f [9.], aux abscisses 01, ..., on et aux
coefficients Ay = 1/n pour 1T < k < n.
11. Soit s € [0, 1]. On reprend les calculs du [10.] :

det((1—s)A + sB) = (det Q)* det((1 —s)I,, + sD)
(detA)'(detB)® = [(detQ)z}lfs[(detQ)z]s(detD)s = (detQ)z(de’[D)s

Comme Q est inversible, on peut diviser par (det Q)% > 0: il s’agit donc de démontrer que
det((1 —s)In 4 sD) > (detD)®

c’est-a-dire, avec les notations introduites en [10.],

n

(M=s)T+sdi) > 1" ai.
k=1 k=1

a Comme B est supposée définie positive, les coefficients dy sont strictement positifs [8.]. On peut donc invoquer la
convexite de —{nsur [ = RY :

V1<k<n, —tn((1—8)1+sdx) < (1—s)(—n1)+s(—ndy) = —sindy.
Par croissance de la fonction exp, on en déduit que
V1<k<n, 0<di < ((1—s)+sdx)

et donc que
n n
Hdsk < H(] — s+ sdy)
k=1 k=1
(puisqu’on multiplie des inégalités entre réels positifs).
On a ainsi démontré que

Vsel0,1],  det((1—s)A+sB) > (detA)' *(detB)

en supposant que A et B étaient définies positives.
@ Supposons maintenant que A et B soient symétriques et positives (sans étre nécessairement définies positives). Pour
tout réel h > 0, les matrices Ay, = A 4 hl, et By, = B + hl,, sont évidemment symétriques réelles et

VXeMa (RN}, XT.ARX=X".AX+hX".X>h|X|*>0

>0
donc Ay, est définie positive. De méme, By, est définie positive.
On peut donc déduire de ce qui précede que
Vsel0,1], Vh>0, det((1—s)An + sBr) > (detAp)' *(detBp)*. (%)

Les fonctions
[h— detA, =det(A +hl,)], [h+— detBy] et [h— det((1 —s)An + sBp) = det(hl,, + (1 —s)A + sB)]

sont continues sur R (polynomiales!) et a valeurs positives (par convexité de S;*(R) [2.] et par [1.]) et les fonctions
[x — x%] et [x — x! _S] sont continues sur R . On peut donc faire tendre h vers 0 dans () et en déduire que

Vse 0,1,  det((1—s)A+sB) > (detA)' *(detB)*.

12. Lorsque A et B sont définies positives, les trois déterminants sont strictement positifs [1.]. Par croissance de {n, on
peut déduire de I'inégalité [11.] que

Vs e [0,1], tndet((1 —s)A +sB) > (1 —s){ndetA + sindetB,

ce qui signifie que la fonction [A — {n(det A)] est concave sur S;; " (RR).
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Partie D.
13. Comme A € S, " (R), il existe des réels strictement positifs x1, ..., &, et une matrice inversible P tels que

A = P.Diag(a,..., on).P N

I Le Théoréme spectral nous assure qu’on peut choisir une matrice de passage orthogonale. Ici, c’est sans intérét.
On en déduit que, pour tout t € R,

I, +tA = P.Diag(1 + toq,..., 1+ to,).P .

Deux matrices semblables ayant méme déterminant, on en déduit que
n
VteR, =0 +te).
k=1

En particulier, g est polynomiale, donc de classe > sur RR.

Le déterminant est une fonction polynomiale des coefficients et comme les coefficients de 1., + tA sont tous polynomiaux en
t, la fonction g est polynomiale, méme lorsque la matrice A n’est pas diagonalisable. Cf [15.]

14. Comme les valeurs propres oy sont strictement positives, les expressions 1 + toy sont strictement positives pour
tout t € R, . Par conséquent,

vVte Ry, fng(t 1+ toy).

Hrqﬁ

Par concavité de {n,
Vi<k<n VteR,, In(1+ toge) < toge

et, en sommant ces inégalités,

VteRy, (ndet(Iy+tA)<t) on =(trA)t

puisque la trace d'une matrice diagonalisable est la somme de ses valeurs propres.

La trace d’une matrice est égale a la somme des valeurs propres pour toute matrice admettant un polynome annulateur
scindé, c’est-a-dire pour toute matrice trigonalisable (quel que soit le corps de base IK) et donc en particulier pour toute
matrice diagonalisable.

Ce résultat n’est en revanche pas vrai pour toutes les matrices réelles!

Partie E.
15. Pourtoutt € R,
n
falt) = Z H Ay, o(k) Tty o(x))-
[QUSC k=1
La fonction f5 est polynomiale en t et donc de classe € sur R.

On aurait pu raisonner comme en [13.] et appliquer le Théoréme de réduction simultanée [8.] : comme A € S+ (R) et
M € Sn(R), il existe une matrice inversible Q et des réels 1, ..., un tels que

A=Q".Q e M=Q'.Diag(u,...,1n)-Q.

Par conséquent, pour tout t € R,
n

fa(t) = (detQ)* [ (1 + tr),

k=1

ce qui prouve également que f A est polynomiale.
16. Comme S, (IR) est un espace vectoriel, la matrice A 4+ tM est symétrique pour tout t € RR.
a D’apres [8.], il existe une matrice inversible Q et des réels p, ..., Uy tels que

A +tM = Q.Diag(1 + tpry..., 1 +tu,).Q .

Par conséquent, pour toute colonne X € M, 1 (R),

n

XT.(A+tM).X = (QX)".Diag(1 + tur, ..., T+ tpn).(QX) = Y (1+ tw)ui
k=1
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en notant y1, ..., Yn les coefficients de la colonne Y = QX.
Si X # 0, alors Y # 0 (puisque Q est inversible) et par conséquent 1'un des yZ au moins est strictement positif.
L'ensemble {|ux], T < k < n} est fini, donc il existe un réel r tel que |puy| < r pour tout 1 < k < n. En prenant
€0 =14 >0,0onadonc

Vtel]—eg,col, T4+t =1 —eolpx] >1—¢eor=0.
Par conséquent, la somme
n
> (1 +tw)yi
k=1

est strictement positive : tous les termes sont positifs et I'un d’eux (au moins) est strictement positif.
On a ainsi démontré que A +tM € S} "(R) pour tout t € ]—e¢o, €ol.

Variante un peu savante
Le spectre de M est une partie finie de R, donc le rayon spectral de M est bien défini :

p(M) = max{|Al, : A € Sp(M)}.
On déduit des calculs menés au [1.] que

YXEMua(R), IXTMXI< > NIXP<eM) Y [Xa* = p(M)[X]%.
AESp(M) AESp(M)

De maniere analogue, le spectre de A est une partie finie de R?._, donc son plus petit élément est strictement positif :
oo =minSp(A) > 0.
Les calculs du [1.] donnent cette fois

VXEMui(R), XTAX= Y APz Y Xl = «llX|*.
AESP(A) AESp(A)

Par conséquent, pour tout t € R,
YXEMui(R), X .(A+tM).X > (a—[tlp(M))[|X]|.
En choisissant €9 = %/p(m) > 0, on obtient alors

Vtel—eo eol, YX €M (R)N(O),  XT.(A+tM).X > (ax—eop(M))[IX]* =

11 est important de se rendre compte que ce qui précede est possible car S;i(IR) est un ouvert relatif a S;t(RR).

17. Comme A € S} *(R) et que M € S, (RR), on peut appliquer le théoreme de réduction simultanée établi en [8.] :

M =(Q.QN) QD.Q)N=(QN(Q'Q.D.Q"=(Q")".D.Q".

On vient d’écrire que A~ M était semblable a la matrice diagonale D, donc A~'M est bien diagonalisable.
18. Comme A est inversible (en tant que matrice symétrique définie positive),

VteR, fa(t) = detA.det(I,, + tA~'M).

On reprend les notations de [10.] : D = Diag(ds,...,dn) et comme A~TM est semblable a D, alors I,, + tA~'M est
semblable a
Diag(1 + tdy,...,1+tdn),

ce qui nous donne
n
= detA - (H + tdy) )
k=1

On en déduit (formule de Leibniz) que

VteR, f;\(t):det/\-i(dk- H (1+tde)>
k=1 1%;571
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et en particulier que
n
4 (0) = detA - Z d = detA - tr(A""M).
k=1

Comme f4 est de classe ¢’ [15.], on peut appliquer la formule de Taylor-Young a 'ordre 1 :

fa(t) = fA(0) + tf4(0) + o(t) = det A 4+ det A - tr(A~"M) - t + o(t).

19. On a déja calculé f}, (t) a la question précédente.
@ On peut aussi remarquer [16.] que A + toM € S, *(R) pour tout to € ]—eo, o[ et que, pour tout t € R assez petit
pour que to +t € ]—¢o, €ol,
fa(to +t) = det((A + toM) + tM) = fa i om(t)

et par conséquent

Y to € ]—eo, ol fi(to) = fari,m(0) = det(A + toM) - tr((A + toM)~'M)
= fa(to) - tr((A + toM) " 'M).
20. Pour tout t € ]—¢o, eol, la matrice A + tM est symétrique définie positive, donc inversible. Par conséquent, la

fonction fA ne s’annule pas sur ]—eo, €ol.
D’apres les formules de Cramer,

Vte]—eo, ol D(t) = fA](t) -Com(A +tM)T.

Les coefficients de la comatrice Com(A + tM) sont des expressions polynomiales en t, donc la fonction
t— Com(A +tM) T

est de classe ¢ sur R. Comme f est de classe > sur IR [15.] et ne s’annule pas sur ]—¢¢, €o[, on en déduit que @ est
de classe € sur |—¢g, €ol.
@ Comme O est de classe € sur |—¢o, €0l et que

vtE]_EO)EO[) (I)(t)(A+tM):In,
on déduit de la formule de Leibniz que
Vte]—¢o,eo0l, Q') (A+tM)+O(t)-M =0,

et donc que
Vtel—eo,€o0l, O'(t)=0(t) - M- (A+tM) ' =(A+tM)' - M- (A+tM)!

puisque A + tM est inversible [16.].
On déduit alors de la formule de Taylor-Young que

D(t) =, AT HtATTMA T +0(1)

t—

puisque ®(0) = A~ et ®'(0) = A" TMA~ .
21. D’apres [16.], la fonction f est strictement positive sur |—¢g, eo[. Par ailleurs, la fonction

X a x> =a e *nx]
est de classe €’ sur 0, +oo[. Par composition, la fonction ¢ est de classe € sur |—¢o, €o[ et

— —a—1

Vtel—eo,eo0l, @g(t) = o [fa(t)] SFa(t)
A+ tM)'TM]
[fa(t)]>

d’apres [19.]
22. On a déja démontré que ¢« était de classe € sur |—¢o, o[ et que

Vte]—ﬁo»€0[> (p(/x(t) :_[fA(t)]_atr[q)(t)M]- (*)
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On a calculé f), (0) en [18.] et ®’(0) en [20.]. L'application [N — tr(NM)] étant linéaire (et donc de classe ) sur M, (R),
on déduit de la formule de Leibniz (dérivation d’un produit de fonctions dérivables) et de la regle de la chaine (diffé-
rentiation d’'une composée de fonctions différentiables) que

V't € ]—eo, eol, QL (t) = of A (D)FA (D] - Ar[@(1)M] — [fa (1)) - tr[@/ (t)M]

et en particulier que

Vo detA.tr(A~TM) . i 1 i o
@L0) =« A (0o tr[A7 M] + ROIE tr[(A~ " MA~ " )M]
_altr(ATTM))2 4 tr[(ATTM)?]
(det A)x )

A propos de la régle de la chaine, on rappelle que : si @ : 1 — E est une application dérivable et si\p : E — F est linéaire,
alors P o @ : 1 — Fest dérivable et que

vtel, (Vo) (t)=v(e'(t).
On peut aussi voir cette regle de calcul comme une généralisation de la linéarité de la dérivation.

Variante moins savante

On pouwait se contenter de répondre a la question posée sans faire de zéle en justifiant I'existence d'un développement limité
a l'ordre 1 au voisinage de t = O pour la fonction @|,. D’apres l'expression (x) et les développements limités calculés en [18.]
et [20.],

) - —tr[(A7T —tATTMAT + o(t))M]
Pt S0 [detA + tdetAtr(A—"M) + o(t)]”

—tr(A""M) + ttr(A"TMATM) + o(t) o s
= = (linéarité et continuité de tr)
(det A)*[1 + ttr(A=TM) + o(t)]

= (det%)“ =AM + ttr(ATTMATTM) + o(t)] [T — at tr(A7TM) + o(t)]
_—w(ATTM) | alir(ATTM)I? 4 r[(ATM)
T Tdetar Y (detA)? +o(t).

23. Comme A est définie positive, ses valeurs propres sont strictement positives [1.], donc le dénominateur (det A)*
est strictement positif.

@ D’apres [17.], la matrice A~ TM est diagonalisable, donc semblable & une matrice Diag(A1,...,An) et son carré
(A~TM)? est alors semblable a Diag(A?,...,A%). On déduit alors de l'inégalité de Schwarz que

(A~ TM)? = (i AL - 1)2 < (i xﬁ) (Z 1 ) — ntr[(A"TM)2.
k=1 k=1

Comme o > ~1/n et que [tr(A~"M)]? > 0, on en déduit que
altr(A7TM)]? + tr[(A"TM)?] > % Ctr(ATTM))? + %[tr(A’1 M))? =0

et donc [22.] que ¢ (0) > 0.

L'inégalité de Schwarz (appliquée ici pour le produit scalaire canonique sur R™) est un cas particulier de I'inégalité de
convexité [4.] avec f = [x — x?

24. On a démontré que ¢ était de classe ¢? [21.]. En particulier, la fonction @/, est continue et si ¢ (0) > 0, alors il
existe un réel n > 0 tel que @4 (t) > 0 pour tout t € |—m,nl[.
Par conséquent, la fonction ¢ « est convexe sur l'intervalle ]| —n,n[ et en particulier

vtel-nml,  @«lt) = 9a(0) + teL(0)

c’est-a-dire [21.]
1 1 —tr(A""M)

> .
aldet(A + tM)I® ~ w(detA)® T U (detA)™

Vte ]—ﬂm[)

c'est-a-dire, en multipliant par (det A)* >0,

(detA)* 1
al[det(A + tM)]

L'inégalité de 1’énoncé était donc fausse pour —1/n < & < 0.

Vtel-nnml, — ttr(A"'M).



