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Solution % Fonction ( et probabilités

Partie A.
1.a. Série dont le terme général est O(1/,2).
1.b. Calcul immédiat.
1.c. Pourtoutx € R\Z, ilestclairquex+1¢c R\ Z.
Par télescopage, g(x + 1) = g(x) pour tout x € R \ Z. Pour justifier ce télescopage correctement (= sans faire
apparaitre de séries divergentes), il faut revenir aux sommes partielles.
Pourx € R\ Z et N € IN¥,

N+1 —
1

1 1 1 1
x+1+;((X+1)+n+(x+1)—n)_x+1+ n

X+T1
n=1 n=1
N

1 1 1 1 1
;+le_1(x+n+x—n)+x+(N+1)_X—N'

Le membre de gauche converge vers g(x + 1) et celui de droite vers g(x).
@ Comme sin et cos admettent 7t pour anti-période, la fonction f est périodique de période 1. Donc D est périodique
de période 1 par combinaison linéaire.
1.d. Comme g est périodique de période 1, il suffit de prouver qu’elle est continue sur l'intervalle ouvert ]0, 1[ pour
conclure qu’elle est continue sur R \ Z.
On peut isoler les termes a probleme :

Vxelo, 1] (X)*l-k L + ! ++ZOOZ—X
b 9= T T T X =1 nzz(x—l—n)(x—n)'

Les trois premiers termes sont continus sur ]0, 1[. D’autre part, pour toutn > 2,

2x 2x 2
- < )
(X+n)(x—n)‘ Mm+x)n—x) " (n—1)2

Vxel[-1,1],

Le majorant est indépendant de x € [—1, 1] et c’est aussi le terme général d'une série convergente. On a ainsi prouvé la
convergence normale sur [—1, 1] d"une série de fonctions continues sur [—1, 1]. Par conséquent, la somme, définie par

+oo 2y
Vxel[-1,1, Skx)= —_
; (x+n)(x —n)

est continue sur [—1, 1]. Par combinaison linéaire, la fonction g est continue sur 0, 1] et, par périodicité, sur R \ Z.

a ]l est clair que f est continue sur R \ Z. Par combinaison linéaire, la fonction D est donc continue sur R \ Z.
2.a. Sixhou (1+x)/2appartient a Z, alors x € Z. Par conséquent, si x € R \ Z, alors ¥/ et (1 + x)/2 appartiennent
tous deux a I'ensemble de définition de f et de g.

@ Un peu de trigonométrie ensuite en se rappelant que cos(6 + 7/2) = —sin 0 et sin(0 + 72) = cos 0. Ajouter 7/, c’est
dériver.
2.b. Comme au [1.c.], il faut revenir aux sommes partielles pour justifier correctement le télescopage.
3.a. Par périodicité, si on peut prolonger D en une fonction continue en 0 avec D(0) = 0, alors on prolonge D en une
fonction continue sur R en posant

vVneZ, ﬁ(n) =0.

@ Comme f et g ont des limites infinies au voisinage de 0, il faut calculer un développement asymptotique pour lever
I'indétermination.
Un équivalent ne suffit pas, car f(x) et g(x) sont clairement équivalents a /x et par conséquent

1 1
_ = (= 1 (= 1 — o1
f00 =900 = (< +eh) = (< +olh) = oA,
ce qui ne léve pas I'indétermination.

@ Avecsinu = u+ o(u?) et cosu = 1 + o(u), on obtient
n 14+o(x) =

Sox Trel) ~x Tellk
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Inutile de faire plus compliqué! Mais si on fait moins précis, on ne pourra pas conclure.
@ D’apres [1.d.], la fonction S est continue en 0 et comme S(0) = 0, on en déduit que S(x) = o(1) lorsque x tend vers

0. Donc : : ] ]
= — _— _— = - ]
g(x) x+x+1+x—1+s(x)x—>ox+o()
et par différence,

f(x) —g(x) = o(1),

x—0

ce qui signifie que D tend vers 0 au voisinage de 0.

pas anticipé, il aurait fallu produire deux raisonnements analogues. Il est toujours bon de lire une partie en entier avant de se
lancer.

On a gagné beaucoup de temps en traitant [1.d.] d'une maniére qui permettait de répondre facilement a [3.a.] : si on n’avait

3.b. La fonction D est continue sur le segment [0, 1], on peut appliquer le théoréme des bornes atteintes (Weierstrass).

@ Par combinaison linéaire, la fonction D vérifie la méme équation fonctionnelle que f et g. De plus, D est nulle sur
7., donc cette propriété est encore vraie sur RR.
Comme 0 < o < 1, alors @4 € [0,1] et (1 + «)/2 € [0, 1]. Donc

5(3) <M et B(57)

o=~ [5(3) +5(152)] - pa-5(5)]+ -5(%)

>0 >0

N
<

et par conséquent,

Une somme de termes positifs est nulle si, et seulement si, les termes sont tous nuls. Par conséquent,

~/x ~ /T4«
D(3)=Db(7")-M
2 2
et on conclut par récurrence.
4. Par continuité de D en 0 et unicité de la limite, on obtient

M= lLim 6Cﬁ)=6m)=a

n—-+oo n
Par définition de M, on en déduit que D est négative sur [0, 1].

Contrairement aux habitudes, on a étudié ici le maximum de D et non pas le maximum de IDI. II faut faire attention aux
valeurs absolues — méme quand il n’y en a pas.

Par périodicité, la fonction D est négative sur R. Par imparité, elle est aussi positive sur R, donc elle est identique-
ment nulle.
5.a. Le rapport du jury indique que “le changement d’ordre de permutation devait étre méticuleusement justifié”, ce qui
signifie sans doute que l'affirmation "tous les termes sont positifs” ne doit pas étre considérée comme satisfaisante (méme
si le programme le permet). Le jury est souverain (= il a toujours raison).

I fallait donc d’abord définir une famille (Wn i) (n,k)en+ xN= :

vhneNt»wm:zC—J
2m

en indiquant tres clairement que ces nombres réels étaient positifs.
Ensuite, rappeler que [x| < 27 et donc |x/(2mn)[? < 1 pour tout n € N*. Par conséquent, pour tout n € N*, la
sous-famille (uy n )ken- est sommable (série géométrique dont la raison appartient a ]0, 1) et sa somme est connue :

+oo
) _, _x/em)?
P B

2x?
(2m)2 —x2°

Enfin, il suffit de constater que la série ) o, est absolument convergente puisque o, = O(/n2) pour pouvoir
conclure : la famille (Ui n)(k,n)en+xn+ est sommable et par conséquent,

“+o0 +o00 +o0o +oo

D ) wkn=) ) Uk

k=1 n=1 n=1k=1
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Le reste des calculs est sans mystere.
5.b. Un peu de trigonométrie dans C.
6. On connait deux fonctions f et g développables en série entiere : f est la somme d’une série entiére dont le rayon de
convergence est infini (fonction de référence) et g est la somme d’une série entiere dont le rayon de convergence est au
moins égal a 27t (d’apres [5.a.]).

D’apres le Théoreme du produit de Cauchy, le produit fg est la somme d’une série entiere dont le rayon de conver-
gence est au moins égal a 27r.

D’apres [5.b.], on a

Vx €]-2m2n[, f(ix)g(ix) = ix.

(Bien str, on indique clairement qu’on a traité a part le cas x = 0.)
Par conséquent, la fonction
z — f(iz)g(iz) — iz

est développable en série entiere avec un rayon de convergence R strictement positif (R > 2m) et cette fonction est
identiquement nulle sur I'intervalle ouvert |27, 2n[. Par conséquent, elle est identiquement nulle sur le disque ouvert
D(0, 2).
7.a. Il est clair sur la définition que h est de classe "> sur R*. D’apres [6.], la fonction h est développable en série
entiere sur |—27, 27t[, donc elle est de classe € sur R.

Il reste a invoquer la formule de Taylor pour les séries entiéres.
7.b. On ainvoqué le théoreme sur le produit de Cauchy en [6.] sans faire de calculs, c’est le moment de s’y mettre!

On sait que, sur un voisinage de 0,
+o00 1 +o00o +o00
_ ok k| n
2= (X ) (L o) = X ens
k=1 k=0 n=1

avec pour le terme d’ordre 1:
]:C] :O'b] +1 'bo:bo

et pour les termes d’ordren > 2:

n 1 n—1 b
O=cn= _bnfk:Z(
k=1 k=0

I reste a remarquer que I'énoncé a procédé a un changement d’indice pour conclure.
7.c.  Calculs longs, sujets a erreurs (il y a des fractions partout). A moins d’aimer vraiment ¢a (ou de ne déja plus
savoir quoi faire dans le sujet), il me parait avisé de passer directement a la suite.

A titre culturel, on pourra retenir que ((2k) est le produit d"un rationnel et de 7t** pour tout entier k € N*. (On
déduit facilement de la relation établie a la question précédente que les b, sont tous rationnels.)

Partie B.

8.a. Pour un ensemble fini ou dénombrable E, la tribu par défaut est la tribu discrete £ = B(E). Toute mesure de
probabilité sur E est donc une application
o P(E) — [0,1]

8.b. Question de cours.

11 faut bien évidemment commencer par indiquer que ||f|| est bien défini en tant que réel positif. Si cela va sans dire,
cela va toujours mieux en le disant.

Ensuite, il reste a vérifier les propriétés des normes : homogénéité, séparation, inégalité triangulaire.

Un seul oubli et la question ne rapporte aucun point.
9. Laconvergence uniforme sur B(E) implique la convergence simple, en particulier en se restreignant aux singletons.
10.a. On peut choisir la voie probabiliste (Théoréeme de convergence croissante) ou la voie analytique (le reste d'une
série convergence tend vers 0) pour justifier 1'existence de F..

@ Comme F, est un ensemble fini, la somme

D (%) — ()]

x€E€F,

est une somme de suites de limite nulle, donc c’est aussi une suite de limite nulle et I’existence de I’entier N, s’en déduit.
10.b. On décompose A sur le systeme complet (F¢, F¢) : pour toute mesure de probabilité v,

V(A) =v(ANTF) +v(ANTFS) < v(ANTF) +v(F)

puisque A N F¢ C FE. On obtient alors I'encadrement par inégalité triangulaire.
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: Par définition de la norme,
‘Hn(A NFe) —pu(AN Fa)| < lpn — -

La borne supérieure est un majorant.
Par astuce taupinale,

tn (FS) = [pn (FE) — u(FS)] + n(FE)
| ttn (FE) — w(FE)| 4 p(FE)
|

<
< lun = wl 4+ w(FS).

II ne reste qu’a rassembler les morceaux.
10.c. Il n'y a qu'une remarque a faire, mais elle est essentielle : I'entier N, est indépendant de la partie A € PB(E)
choisie. Pour cette raison seulement, on peut passer a la borne supérieure dans la majoration précédente et conclure que

Ve>0, IN: e N, Vn >N o lun —ul e

11 fallait ici prendre conscience qu’une hypothese de convergence simple (sur les singletons de E) se révélait en propriété de
convergence uniforme sur B(E).

11. Pour tout n € N, la distance ||8, — dn41|| est égale & 1, donc la suite est nécessairement divergente. Pire, aucune
suite extraite ne converge!

Certains ont cru pouvoir appliquer le résultat qui venait d’étre démontré. Catastrophe! C’était indiquer d’une part qu’on
n’avait vraiment pas pris conscience que la convergence considérée était la convergence uniforme (définie par la norme) et
d’autre part qu’on n’avait pas bien lu le contexte de la question [10.] oit on supposait que la "limite simple” w était une
mesure de probabilité. (Ceux qui se sont fourvoyés ont en général bien identifié la "limite”, il s’agissait de la mesure nulle —
qui n’est évidemment pas une mesure de probabilité.)

12. Application typique du procédé diagonal d’extraction, soigneusement guidée (merci!).
Un point délicat : justifier que \{ est strictement croissante (ce n’est pas une composée d’applications strictement
croissantes). Inutile cependant de se compliquer la tache, il suffit de comparer (k) et Pp(k + 1)!
Si fastidieux que ce soit, il faut écrire suffisamment de termes pour justifier correctement les différentes propriétés
étudiées ici.
12.d. En tant que valeur d’adhérence d’une suite de réels positifs, o (x;) est positif pour tout i € N*.
@ Pour tout N € IN¥,

N
VREN' D o) =ty {xr,...,xn}) < 1.
i

Comme N est fixé, on peut faire tendre k vers 4-oco et en déduire que

N
NEN, ) poolx) <.
i=1

La série ) oo(xi) est une série de terme général positif et on vient de prouver que ses sommes partielles sont toutes
majorées par 1, donc la série converge et sa somme est elle aussi majorée par 1.

I Si cette somme est strictement inférieure a 1, alors (1o, n'est pas une mesure de probabilité sur E!

12.e. Il faut dans un premier temps adapter le raisonnement précédent pour démontrer que, sous ’hypothese de
tension, la somme de la série ) 1o, (xi) est bien égale a 1.

Cela ne suffit pas! Si la somme est bien égale a 1, alors la famille (Moo (x1))ien= est bien une distribution de probabilité
discrete sur €, mais I'application W, est-elle encore o-additive sur B(E) ?

C’est bien le cas, mais pour le prouver, il faudrait reprendre les calculs qui ont prouvé que la somme de la série était égale i 1
et en déduire que | est bien o-additive. Tres fastidieux et ce n’était probablement pas attendu par le jury!

@ Dans un second temps, il faut vérifier que ||y, (k) — Koo tend bien vers 0 lorsque k tend vers +oo! C’est une consé-
quence simple de la question [10.] : cette fois, on sait que u,, € M(E), on peut donc appliquer le résultat établi en
[10.].



MP/MPI s Composition du 21 janvier 2026 7

Partie C.

13. Question de cours, pas toujours bien traitée.
14. Pour tout A € B(E), on peut associer a I'évenement [X € A] la variable aléatoire de Bernoulli 1;xcaj, dont le
parametre est aussi l'espérance :

E(Lixea)) =P(X € A) = px(A).

Par linéarité et inégalité triangulaire,
lux(A) =y (A)] = | E[Tixea) — Livea)] | < E(ITixea) — Liveal)-

11 est clair que |1xca] — Liveajl est une variable aléatoire de Bernoulli (quelles sont les valeurs prises?) et on montre
rapidement que

Lixeal = Liveall = Lixealaiveal < Lixzv-
On conclut par croissance de I'espérance :
VA €P(E), [ux(A)—uy(A)| <PX#Y)

et comme le majorant est indépendant de A, on peut passer a la borne supérieure.
15.a. Pour w € Q, on considere I'ensemble

Z(w)={neN : Xp(w) #X(w)}.

C’est une partie de IN : ou bien elle est vide (et alors L(w) est, par définition, égal a 0); ou bien elle n’est pas vide et on
déduit des hypotheéses qu’elle est majorée, ce qui prouve I'existence du maximum.
15.b. On revient a la définition de ’ensemble aléatoire Z(w) pour remarquer que : si

VweQ, Xn(w)#Xw),

alors 'ensemble aléatoire Z(w) contient au moins I'entier n, ce qui prouve que L(w) > n.

On conclut par croissance de la mesure P.
15.c. Question classique (sur la fonction de répartition), il suffit d'invoquer le théoreme de continuité décroissante et
de remarquer que

nelN*

puisque L est une variable aléatoire a valeurs dans N.

Partie D.



