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Calcul différentiel 2
Exercice 1 16-01  Exercice 5 16-05
Etudier I'application définie par Soit f = f(x,y), une fonction de classe ¢ sur R”.

1. La fonction g définie par
Xy
Y (x, 0,0), flx,y)=—""-"—. -
(x,y) # (0,0) (%, y) X+ Iyl g(u,v) =f(u+v,uv)
) est de classe €% sur R?.
Exercice 2 16-02 5 gj g est harmonique sur R, alors
On pose Q = R?. o2f o2f o2f
Z N1 _— _— 2 — _— =
1. Résoudre a 'EDP 2axz + 2x %3y +(x* —2y) ay? 0
, — [y2
VM = (x,y) € Q, %( )—22—;(?\4):0 (H) sur 'ouvert Q =[x~ —4y > 0].
Exercice 6 16-06
2. Résoudre I'EDP (E) : . -
L'application f définie par f(0,0) = 0 et par
VM= (x,y) € Q, %( )—Zg—;(M)—y (E) Y (x,y) # (0,0), f(x,y) = (x* —y?) n(x* +y?)
est de classe ¢! sur R? et
Exercice 3 16-03 v xy) € B2 (1) of (4.%)
X, € ) ) = —3- W X).
1. Calculer les dérivées partielles de Y 0 Y oy Y
F(x,y) = f(z(x,y)) Exercice 7 16-07
La fonction f définie par f(0,y) = 0 pour touty € R
avec f(z) = sinz et z(x,y) = 3x — 4y. et par
2. Calculer les dérivées partielles de f(x,y) = x2 cos (g)
Fix,y) = f(ulx,y), v(x,y)) sur [x # 0] est différentiable au point (0, 0) mais n’est pas
de classe ¢! sur R?.
avec f(u,v) = u—v, u(x,y) = x>y et v(x,y) = xy>.
Exercice 8 16-08
Exercice 4 16-04

On suppose que g = g(u) est une fonction de classe
%? de R dans RR.
1. Siu=u(xq,...,xn) est une fonction de classe € de
R™ dans IR, alors la fonction f définie par

f(x1y.0yxn) = g(u(x1,...,xn))

est de classe € et son laplacien est donné par
Af = g" (W) Vul? + ¢’ (w)Au.

2. Sur Q =R"™\ {0}, on pose

W(X1y.eeyXn) = /X3 + -+ X2

Pu 1 X
Vi<k<n, 5=k
oxy u w

2.b. La fonction f est harmonique sur Q si, et seulement
si,
n—1

g"(u) + —

Yu >0, m

9'(w) =0
2.c. Sin > 3etsifest une fonction harmonique radiale
sur Q, alors il existe deux constantes a et b telles que

a

= ——— +b.
||

Vx #£0, f(x)

La fonction f définfesur A =0 <x<a<b<ylC
R? par
(x +y)?

V(xy) €A, Xy

f(X, y) =
atteint un minimum absolu sur A.

16-09

1. On suppose que trois fonctions f, g et h sont reliées
par

Exercice 9

Vixy) € Q, flxy)=xg(y)+hly).
Sif € €%(Q), alors g et h sont de classe € sur |c, d[.
2. Une fonction f € €?(Q) vérifie I'’équation

2f
2 (x,y) =0
si, et seulement si, il existe g et h de classe €2 sur Ic, d[
telles que

Vxy) e Q,

V(xy) €Q, f(x,y)=xg(y)+h(y).

3. Une fonction f € 42(Q) vérifie I'équation
X
oxoy

V(x,y) € Q,
si, et seulement si, il existe g € €2 (la,b[) et h € €*(Ic,d[)
telles que

V(xy) € Q, f(x,y)=g(x)+h(y).
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Exercice 10 16-10 Exercice 15 16-15

La fonction f définie par f(0,0) = 0 et par On poursuit I'étude menée au [16-14] avec des EDP

4 du second ordre, en reprenant les mémes notations. Nous

Y (x,y) # (0,0), f(x,y) = ZX Y . devrons dans un premier temps appliquer la regle de la

X“+y chaine pour les dérivées partielles secondes (méthode a

ost de classe €' sur R2. connaitre). Autre nouveauté : il faut ici trouver soi-méme
le changement de variables.

Exercice 11 16-11 Résoudre les EDP suivantes au moyen de change-

L’application f définie sur D =]—1,1[ x ]—1,1[ par

est de classe €.

Exercice 12 16-12

La fonction définie sur R? par f(0,0) = 0 et par

v (X»U) 7é (O)O)> f(X»U) =Xy sin

_

Vx2 +y?

est différentiable au point (0, 0) sans étre de classe € sur
R2.

Exercice 13 16-13

Soient ¢ et 1, deux fonctions de classe €% de R dans
R.
1. La fonction définie sur R? par

u(x,y) =x@(x +y) +yb(x +y)
vérifie I'équation
9%u  0%u 02u
— 4+ -—=2 .
ox2  oy? oxdy

2. La fonction définie sur R? par v(x,y) = ¥ (x + ¢(y))
vérifie I'équation

o o oy
ox 0xdy dy ox2’

Exercice 14 16-14

Dans un cadre scolaire (et dans un cadre scolaire uni-
quement!), il suffit souvent d’un changement de variables
linéaire pour pouvoir résoudre une EDP, en se ramenant a
une EDP de référence.

Résoudre les EDP suivantes en effectuant les change-
ments de variables indiqués.

1.
of of
-3 — :2 —
™ 36y 0 fu=2x+vy, v=3x+vy}
2.
of of
a*‘a—ﬂ&%ﬁ {U—XM’—U—X}
3.
of of
— - =(x+y?  {u=x+y,v=x-y

ox 0y

ments de variables linéaires.

1.
o o
ox2  oy?
2.
e o o
ox2  “oxdy oyr
3.
o o e

ox2 T oxdy + dy?

16-16

[0,1] — U, deux fonctions de

Exercice 16

Soit f :
classe €.
1. Siy(0)=aecUety(l)=0b e U,alors

U— Fety :

1

(b) — f(a) = J dt(y(0) (v'(1) dt.

0

2. Soient U, un ouvert convexe et f € €' (U,F). L'ap-
plication f est constante si, et seulement si, 'application
linéaire tangente df(M) est I'application nulle pour tout
M e U

Exercice 17 16-17

Soit E, un espace euclidien.
1. Lafonction f définie par

vx el fx)=|x|’

est de classe ¥ sur E et Vf(x) =2 - x pour tout x € E.
2. Les fonctions définies par

1 1
g1(x) =xll, g2(x) = — g3(x) =
(]| [[]|*
sont de classe € sur E \ {Og} et
X X X
Vgi(x) = —, Vga(x)=——=, Vgs3(x)=-2-
Il Ix])® I*

pour tout x # Og. Les dérivées partielles des fonctions g;
ne sont pas définies en x = O.
3. La fonction ¢ définie par

X
Vx#0, @)=

]|
est de classe > sur E \ {O¢} et

Vx # 0, Vh€E,
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16-18

On suppose que w = x+Yy+zavecz = x+y. D’apres
la régle de la chaine,

Exercice 18

ow Owox  O0wdy 0w 0z
dx  Oxdx 0y ox | 0z Ox
_Oow 0w
T x 2z

et une interprétation erronée conduit a 9%/, = 0 alors que
manifestement 9W/y, = 1. Expliquer ce paradoxe!

Exercice 19 16-19

Soit Q =]a,b[ x Je, dL.
1. Une fonction f € €'(Q, R) vérifie I'équation

of
~—(xy)=0

vV (xy) € Q, Ox

si, et seulement si, il existe g € €' (Ic, d[,R) telle que

Vixy)eQ, f(x,y)=gy).

2. Surlouvert Q = [y # 0JU[x < 0] ¢ R?, qui est
connexe par arcs, il existe une application f € & 'Q,R)
telle que

of
Vixy) e Q, @(MU):O

et dont la valeur dépend quand méme de y.

Exercice 20 16-20

Soit ¢ > 0.
1. Si g et hsont deux fonctions de classe ¢ sur R, alors
la fonction f définie par

V(x,t) e R?, f(x,t) = g(x +ct) + h(x — ct)

vérifie ’équation des ondes :

0%f 1 92f

2
vV (x,t) € R7, W(X’t) T2z

(x,t) =0.
2. Soit f € %?(R?), une solution de I'équation des
ondes.
2.a. L’application définie par

o(x,t) = (x + ct,x — ct)

est un difféomorphisme de R? sur R? et la fonction F =
fo @ ! est de classe €2 sur R?.

2.b. Il existe deux fonctions g et h de classe €2 sur R
telles que

V(x,t) e R%, f(x,t) = g(x+ ct) + h(x —ct).

Exercice 21 16-21

Un autre exemple de changement de variables non linéaire.
La bijectivité de ¢ est ici établie en exprimant la réciprogue
@~ 1. Cette expression ne nous servira i rien d’autre...
Comme d’habitude, le changement de variables nous sert a
transformer 'EDP en une équation différentielle (qu’on sait
résoudre).

1. L’application ¢ définie sur I'ouvert A = R’ x R par

u? 42
(P(Uﬂ’) = (T) V)
réalise une bijection de A sur 'ouvert U = [y? < 2x]. Cette

bijection et sa réciproque sont de classe €.
2. Une fonction f € ¢%(U, R) vérifie 'équation

o%f  of
2 o
si, et seulement si, il existe deux fonctions A et B de classe
%7 sur R telles que

f(x,y) = Aly) chv/2x —y? + B(y) sh/2x — y?

pour tout (x,y) € L.

(2x —y?) f=0

Exercice 22 16-22

Soit f : R? — R définie par
f(x,y) =x* +xy +y? —5x —y.
1. Il existe une matrice symétrique et inversible S €

S2(R) et une matrice colonne B € M1, 1 (R) telles que

X 1
vx_<;y fh@)ZEXT&X—BTX

2. Quelles que soient X, et H dans 92 1 (R),

f(Xo +H) = f(Xo) + (Xg.S—BT)H+ %HT.S.H.
On choisit Xo = S~'B. Pourquoi?
3. Soit A = Diag(3,1). Il existe une matrice orthogonale
P € O3(R) telle que PT.S.P = A.
4. Pour tout H € M, 1(R) non nul,

H'SH=H"PAP"H>H'PTPH=H".H>0.
5. La fonction f atteint son minimum global strict en Xg

et n’est pas majorée sur R?.

Exercice 23 16-23

Lorsqu'une fonction est de classe €1 sur un ouvert, la re-
cherche de ses extrema éventuels commence par l'identifica-
tion de ses points critiques.

Dans un second temps, il faut réussir a déterminer la nature
des points critiques : lieu d'un extremum local, point selle,
autre chose encore... Pour cela, il faut passer par un dévelop-
pement limité.

Le développement limité a 'ordre 2 et le spectre de la hes-
sienne permettent alors (parfois) de conclure.

Attention! Il se peut que la recherche d’extrema sur un ou-
vert reste vaine : sur une partie ouverte de R? comme sur un
intervalle ouvert de R, une fonction peut trés bien n’avoir ni
maximum, ni minimum tout en étant continue et bornée (en
pareil cas, le sup n'est pas un max et I'inf n’est pas un min).

1. La fonction [(x,y) — x> +y> — 3xy] n’est ni majorée,
ni minorée sur R2.

2. Elle admet deux points critiques :
M; = (1,1).

3. Elle atteint un minimum local strict en M. La valeur
en My n’est pas un extremum local.

Mo = (0,0) et
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Exercice 24 16-24

Exercice 30 rms130-920

L’expression définie sur 10, 1[" N [x; +- - +x,, = 1] par

(p(xh'-')xn):Z L

1—x
k=1 k
atteint son minimum absoluenx; = -+ = x4 = /n.

Exercice 25 16Kh-01

Soit f : R™ — IR, une fonction de classe ¢’'. On sup-
pose que

VxeRY, (Vf(x)|x) >0.

1. Soit x € R™. Démontrer que la fonctiong : R — R
définie par

VteR, g(t)="~f(t-x)

est de classe €' et calculer g’(t).
2. En déduire que f atteint un minimum global au point
0 =(0,...,0).

16Kh-02

On pose My = (0,0) et on consideére la fonction défi-
nie par f(My) = 0 et par

Exercice 26

B 2 _xsiny —ysinx
VM*(XWU) GIR/ \{MO}) f(M)* X2+y2 .
L'ensemble Q = R? \ {M;)} est un ouvert.

La fonction f est de classe € sur R? \ {Mo}.

La fonction f est de classe €' sur R?.

La fonction f n’est pas de classe ¢’ sur R?.

Ll .

16Kh-03

Soit A : R — M, (R), dérivable. Calculer la dérivée
de

Exercice 27

[t — detA(t)].

Exercice 28 CCP33

On pose f(0,0) =0 et

Xy

VX2 ry?

1. Démontrer que f est continue sur R?.

2.  Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout
point de R?.

3. La fonction f est-elle de classe ¢ sur R*?

4. La fonction f est-elle différentiable au point O ?

V(% y) € RZ\{(0,0)}, flxy)=

Soit Q =R x R C R,
1. Déterminer les fonctions f € €1 (Q, R) telles que

of of
Vixy e, x—(xy) +y@(x,y) = af(x,y)

ox

pour un certain o € R.
2. Déterminer les fonctions f € €' (Q,R) telles que

of of X
V(X)y)GQ) Xf(X,y)#»y—(x’y):f x3 +y3‘
Exercice 31 I'm5130—981

Soient U, un ouvert convexe de R™ et f, une applica-
tion de classe €' de U dans R.

Démontrer que f est convexe sur U si, et seulement si,

Vabel,

f(b) = f(a) + (Vf(a)|b—a).

rms130-1038

On note Sc, I'ensemble des fonctions f a valeurs
réelles, continues sur le fermé [0, +o0o[ x IR, de classe ¢
sur 'ouvert ]0, +oo[ x R et qui vérifient I'équation aux dé-
rivées partielles

Exercice 32

V(630 €10, bool xR, o (tyx) 4 (t,x) S (8,1 = 0. (5)

ot

On consideére une fonction u : R — R, de classe €' et

croissante.
1. Soientt € Ry etx € R. Démontrer qu’il existe un, et
un seul, réel a(t, x) tel que

x = a(t,x) + tu(a(t,x)).
On admettra que la fonction
[(t,x) — a(t,x)]

est continue sur R x R et de classe ¢! sur R* x R.
2. Soitf : Ry x R — R définie par
V(t,x) € Ry xR, f(t,x) =u(a(t,x)).
2.a. Démontrer que
vxeR, f(0,x)="f(x).

2.b. Démontrer que f € Sc.

Exercice 29 rms128-718  Exercice 33 rms130-1176
On pose H(0,0) =0 et On définit une application f : [0,1]> — R en posant
f(1,1) =0et
Y (x,y) € R*\{(0,0)}, H(x )—ﬁiy
Y yVl5 »Y T Xy xy(1—x)(1—y)

1. Démontrer que H est de classe ¢ sur U = R?\{(0,0)}
et continue sur R2.
2. Lapplication H est-elle de classe €' sur R??

V(Xﬂj)#(])])» f(X»U)Z

1 —xy

1. Démontrer que f est continue.
2. Déterminer le maximum de f.
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Exercice 34 rms132-642

Démontrer qu’une fonction f de classe ¢! sur R? est
une solution de I’équation aux dérivées partielles

of

ay(l\/l)zO

of
¥ M = (x,y) € R?, nya(M) +(1+y?)
si, et seulement si, il existe une fonction g € €'(IR) telle
que

2 _ X
V(xy) € R7, f(x,y)—g(iwyz)-

Exercice 35 rms132-1165

On cherche a résoudre I'équation

xX+y
¥ (x,y) € R?, f(x)f(wzj fldt  (F)

X—y

ot 'inconnue f est une application continue de R dans IR.

1. Donner les solutions de I"équation différentielle
y” +cy=0.

(On discutera sur ¢ € R.)
2. Soit f, une solution de (E) autre que la fonction iden-
tiquement nulle. On pose

X+y

Y (x,y) e]Rz, F(x,y) :J f(t) dt.

x—y
Démontrer que F est de classe ¢ sur R? et que

o2F

%F o O°F
0x2

M 2
¥M € R2, -

M) (M) =0.

3. Soit f, une solution de (E). Calculer f(0) et

£ (x)f(y) — Fx)F" (y).

4. En déduire les solutions de (E).



CALCUL DIFFERENTIEL (SOLUTIONS)

Solution 1 16-01

# Notations et préliminaires topologiques
On note comme d’habitude O = (0, 0) l'origine du plan; on pose

U=R*\{0} et V=[x#0N[#0.

Tout ensemble fini est fermé, donc la partie U est un ouvert (en tant que complémentaire d’une partie fermée).
Les ensembles [x # O] et [y # O] sont ouverts puisque ce sont les images réciproques respectives de I'ouvert R* par les
applications continues (polynomiales !)
[(y)—x] et [(x,y)—yl.

La partie V est donc ouverte en tant qu’intersection de deux ouverts.
11 est clair que la fonction définie par

Xy
f =
Cov) = L

est définie sur L.

a Régularité de f sur 'ouvert V
On sait que les applications linéaires de R? dans IR sont de classe €’ sur R? et que les applications [t — [t]] et [t — 1/]
sont de classe ¢ sur R*.
Les composées
vV —mR—R ot vV —mR—R

(% y) — x — x| % y)—y — Nyl
sont donc de classe ¢€*°. La somme de deux applications de classe € sur V est de classe €° sur V. Par conséquent, la
composée

v — R* —R

(%, y) = x|+ Yyl —

est de classe ¥*° sur V.
La fonction (polynomiale) [(x,y) — xy] est de classe > sur V. Par produit, la fonction f est donc de classe € sur

V.
a [’ouvert V est 'union de quatre quarts de plan ouverts Vi, V,, V3 et V,4 sur lesquels on peut calculer les dérivées

partielles de f.

A1z
V; Vi
A A
2375 14
V3 Vy
Azq
» Pour tout point M = (x,y) € Vi,
X of 2 of x2
M) =2, M)y =L (M) =
x+y  0x (x+y) Jy (x+y)
» Pour tout point M = (x,y) € V3,
X of 2 of —x?
f(M)=—9— Z(M)= > Z(M)= :
—x+y 0x (x—vy) dy (x—vy)
» Pour tout point M = (x,y) € V3,
—x of —y? of —x?
(M) = =2, (M) = P, (M) =
x+y  0x (x+y) Jy (x+y)
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» Pour tout point M = (x,y) € V4,

oy of _ —y? of _ x?
R T T

#o [l faut penser a utiliser les symétries de f pour éviter de faire plusieurs fois le méme calcul ou presque !

@ Régularité de f sur 'ouvert U
La fonction [t — [t]] est continue sur R.
Les composées
U —R—R ot uUu —R—R
(%, y) — x — x| % y)—y — Nyl
sont donc continues. La somme de deux applications de classe continues sur U est continue sur U. Par conséquent, la
composée
u — R* —R

(%, y) = x|+ Yyl —

est continue sur U.
La fonction (polynomiale) [(x,y) — xy] est continues sur U. Par produit, la fonction f est donc continue sur U.

# Deux problémes se posent donc.
— Peut-on prolonger la fonction f, qui est continue sur U, en une fonction continue sur R? tout entier ?
— La fonction f, qui est de classe €' sur V, est-elle aussi de classe €1 sur I'ouvert U (qui contient I'ouvert V) ?

@ Prolongement par continuité
On prolonge la fonction f a R? en posant f(O) = 0.

#v On choisit cette valeur apres avoir fait les calculs qui suivent, on ne la choisit surtout pas par hasard !

& Pour justifier la continuité de f au point O, il faut définir une norme sur R?. Peu importe laquelle : sur R?, espace vectoriel
de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, donc le choix de la norme n’aura aucune conséquence sur la continuité du
prolongement. Il s’agit de choisir la norme qui rendra les calculs aussi commodes que possible.

On choisir de munir I'espace R? de la norme euclidienne canonique. Autrement dit, on passe en coordonnées
polaires : pour tout point M # O, il existe 0 € IR tel que

M = (rcos 8, rsinB) ol r=||OM].

On en déduit que

|cos 6 sin ) T |OM]|
YM=#£O fiM) —f(O)|=r ———F—— < — = —
#0, [f(M)-f(0)|=r |cos 8] + |sinB] — mo mo
oll on a posé
mo = min |cosB|+ [sinB] > 0.
0<0<m/2

En effet, la fonction [0 — [cos 8] + |sin B]] est strictement positive (le sinus et le cosinus ne peuvent pas s’annuler simulta-
nément), continue et 71/2-périodique, donc elle atteint un minimum my strictement positif (puisque la fonction ne prend
que des valeurs strictement positives).

L’encadrement ainsi obtenu prouve que

lim f(M) = f(O)
|OM||—0

et donc que la fonction f, telle que nous I'avons prolongée, est continue au point O.
La fonction f est donc continue sur R? tout entier.
# Toute fonction différentiable est continue, mais toute fonction continue n’est pas différentiable.
11 est donc naturel de se demander si ce prolongement de f, qui est continu au point O, est aussi différentiable au point O.
wa Différentiabilité a I’origine

# Par définition, la fonction f est différentiable au point O si, et seulement si, elle admet un développement limité a l'ordre 1 au
voisinage de O.
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On sait de plus que le seul développement limité possible est de la forme

of of
f(O +h) o f(0) +x5-(0) +y@(0) + o(|[R[]).

Nous allons donc d’abord calculer les dérivées partielles avant de vérifier si nous avons bien un développement limité a I'ordre 1.

Pour tout t # 0,
f(t,O) — f(O) O) _ f(o) t) — f(o) 0) -0
t N t N

donc les deux dérivées partielles de f sont définies en O et

of  of

Comme f(O) = 0, il reste donc a vérifier si

HO+1) = ol[n]).

2y Comme pour la continuité, le calcul sur les ordres de grandeur impose de choisir une norme sur R

Nous conservons la norme euclidienne canonique sur R? pour calculer en coordonnées polaires. Comme on I'a déja
vu,
|cos 0 sin O]

fO+h)=r —M——
(O+h)=r |cos 0] + [sin ©|

et comme le facteur de v = ||h|| est indépendant de r, il ne peut pas tendre vers 0 lorsque r tend vers 0. Par conséquent,

O(h) mais f(O+h) # o(h).

—0 h—0

f(o+h)h

Par conséquent, la fonction f n’est pas différentiable au point O.

# Variante
On peut aussi raisonner par I'absurde.
Supposons que f soit différentiable au point O. Alors I'application linéaire tangente df(O) est une forme linéaire sur R? et
cette forme linéaire est alors caractérisée par I'image de la base canonique (e, e2) :

af(O)(e1) = §110) =0, df(O)(ez) = £1(0) =0

Par conséquent, la forme linéaire df(O) est identiquement nulle.
Considérons maintenant le vecteur w = (1, 1). On sait que la dérivée de f au point O suivant w peut se déduire de I'application

linéaire tangente :
Dy (f)(0) = df(O)(u) =0

(puisque I'application linéaire tangente est identiquement nulle).
Mais si on revient i la définition de la dérivée suivant u, on obtient

Dy(f)(0) = lim f(O+t-u)—f(0) — lim f(t,t) —f(0,0)  lim L)
-0 t t—0 t t—0 2t

ce qui est absurde (la limite a gauche différe de la limite a droite).
Par conséquent, 'application f n’est pas différentiable au point O.
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:a Différentiabilité sur U

@ Pour démontrer que f est de classe ¢ sur \, il nous suffit d’étudier  sur les quatre demi-axes ouverts de coordonnées (on sait
déja que f est de classe € sur V).
Dans ce but, nous allons bien entendu appliquer le Théoreme fondamental :
— dans un premier temps, nous allons vérifier que les dérivées partielles de f sont bien définies en chaque point Mo de V ;
— ensuite, nous allons vérifier que les dérivées partielles de f sont continues en chaque point Mo de V.
Le premier point est tres facile, il ne demande que de revenir a la définition des dérivées partielles.
Le second point est plus délicat et il impose une fois de plus de choisir une norme sur R? pour étudier la limite.

@ Nous noterons A4 (resp. Ay, resp. Az3, resp. Azy), la demi-droite ouverte qui sépare les quarts de plan V; et V4
(resp. Vi et V,, resp. V; et V3, resp. V3 et Vy).
1l s’agit de vérifier que la fonction f est de classe ¢"' sur U, sachant qu’elle est de classe ¢ sur V, et donc d’étudier
f au voisinage des points M appartenant a 1'une de ces quatre demi-droites A;;.
@ La fonction f admet deux dérivées partielles en chacun de ces points.

» Si My € Ay UA;3, alors Mo = (x0,0) avec xo # 0 et, pour tout t # 0 assez petit,

f(Mo+t-er1) —f(Mo)  f(xo +1t,0) —f(x0,0)

= :0

t t ’

f(Mo +t-ez) —f(Mo) _ flxo,t) = flx0,0) _  xo0
t t xo + [t

En faisant tendre t vers 0, on en déduit que les dérivées partielles sont définies et que

of of
7(MO):O) 7(Mo):1.
ox dy

> Si Moy € Ajx UA3zy, alors Mo = (0,yYo) avec yo # 0 et, pour tout t # 0 assez petit,

f(Mo+t-e;)—f(Mo)  flt,yo) —f(0,yo) Yo

t t i +yo’
f(Mo +t-e2) —f(Mo) _ f(0,yo +1t) —f(0,y0) _ 0
t t )

En faisant tendre t vers 0, on en déduit que les dérivées partielles sont définies et que

T =1, 2 (Mo) =0,
X dy
@ ]l reste a démontrer que les deux dérivées partielles de f sont continues en chaque point My considéré.

Pour éviter de faire plusieurs fois presque la méme chose, nous allons nous restreindre aux points My € Aqy, de
coordonnées (xg,0) avec xo > 0.

Pour étudier la continuité, nous allons choisir la norme produit (la norme euclidienne canonique n’est pas plus
simple).

A ce sujet, on rappelle que, pour tout point M = (x,y), le vecteur h = MM est en fait égal a (x — xo, y). Par
conséquent, la norme produit de ce vecteur est définie par

[MoM]| = max{|x — xol, lyl}
et nous utiliserons les deux encadrements suivants.
x —xol < [[MoM| [yl < [[MoM]|

@ Puisqu’il s’agit d’étudier f au voisinage du point Mg, nous allons choisir un réel « > 0 tel que 0 < & < x¢ et nous
restreindre aux points M = (x, y) tels que [MoM|| < «.
11 s’agit des points M situés a l'intérieur du carré bleu sur la figure ci-dessous. On constate qu’il faudra distinguer
trois cas : M € V; (C'est-a-dire y > 0); M € A;; (c'est-a-dire y = 0) et M € V4 (c'est-a-dire y < 0).
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V, \%
M :.(va)
/
()
Mo = (Xo, 0)
V3| Va : :
X0 — & X0 + &
 Etudions la continuité de la premiére dérivée partielle.
» Pour M = (x,y) € Vq,
of of y? IMoM||?
- . — <
6X(M) ax(M )‘ (x+y)? = (xo— )2

puisque 0 <xp —ox <x+y(car0 <xo —ax < xety > 0).
» Pour M = (x,y) € V4,

of of y? IMoM||?
— (M) — —(Myp)| = <
ax( ) ax( O)’ (x—y)? = (x0—«)?

puisque 0 < xp —ax <x —y(car0 <xp —ax < x ety < 0).

» Pour M = (x,0) € Ay,
of of
Tmy) - Lm ’:.
&M - T Mo)| =0

Bref : pour tout point M tel que [MoM|| < acavec 0 < & < xo, on a démontré que

of of

3 M) —

_ IMomP?

S (xo — )2’

Lorsque le point M tend vers le point My, le numérateur tend vers 0 et le dénominateur reste constant. Par encadrement,

on en déduit que

of of
li —(M
Mi»nl\l/lo ax( )= 0x

~—(Mo)

et donc que la premiere dérivée partielle est continue au point M.
@ On reprend la méme démarche pour la seconde dérivée partielle.

» Pour M = (x,y) € Vi,
of of

A1y

12xy +y?| - R(xo + o) + ol - [MoM||

2

(M) — =~ (Mo)| =

ay dy (x+y)? = (xo — o)

puisque 0 < x <xo+ &, 0 <y < xet0 < xg — o« < x +y (comme plus haut).
» Pour M = (x,y) € V4,

of of

12xy —y?| < 2(xo + &) + o] - [MoM]|

(M) — ==(Mo)| =

dy oy (x—y)2 ° (xo — )2

puisque 0 < x <xo+ &, 0 <y < xet0<xp—ax <x—y.
» Pour M = (x,0) € Ay,

of of
3y M~ 5, (Mol =0.
A nouveau, pour tout point M tel que |[MoM|| < aavec 0 < & < X0, on a démontré que
of of 2x0 + 3
5y (M) = 5. (Mo)| < 270 - [MoM.
oy dy (xo —

11



Calcul différentiel 12

Le premier facteur est indépendant de M. On en déduit par encadrement que

. of of
lim —(M)=—(My)
M—M, 0y oy
et donc que la seconde dérivée partielle est continue au point M.
w D’apres le Théoréeme fondamental, la fonction f est donc de classe ¢! en chaque point de la demi-droite A14.
. Enrépétant la démarche sur les trois autres demi-droites, on peut conclure : la fonction f est de classe ¢! sur 'ouvert
.

Solution 2 16-02

#v On sait, apres avoir traité différents exemples, qu’on peut résoudre ces EDP a I'aide d’un changement de variables linéaire. Com-
ment choisir un changement de variables convenable ? Quelles différences voit-on apparaitre entre deux changements de variables ?

1. @ LEDP (H) nous dit que le gradient d"une solution est constamment orthogonal au vecteur (1,—2). Le gradient
de f en un point M quelconque est donc proportionnel au vecteur (2, 1), c’est-a-dire au gradient de la forme linéaire

¢ =I[(x,y) —» 2x +y].
On devine ainsi que la fonction f est constante sur les droites affines d’équation
2x+y=C]

et qu’il est donc intéressant de poser u = 2x +y.
@ Considérons le changement de variables linéaire (u,v) = @ (x,y) défini par

©-C7)-6 )0)

La matrice J est (clairement) inversible, ce qui prouve que @ est bien un changement de variables et la matrice inverse

(01
=0 )

nous donne les variables x et y en fonctionde uetv:

D))

VMeQ, f(M)=g(o(M).

Comme l'application @ réalise une bijection de Q sur Q, qu’elle est de classe ¢"' et que sa réciproque est aussi de classe
%" sur Q, on en déduit que f est de classe %1 sur Q si, et seulement si, g est de classe €' sur Q :

@ On pose

YNeQ, g(N)=f(@ '(N)).

@ D’apres la regle de la chaine,

0g _df ox  of dy _of of

v dx dv dy v ox dy
Plus précisément,
0 of of
YMeQ, “2(@(M)) =5 (M)—25 (M) (#)
ov 0x dy

et comme @ réalise une bijection de Q sur (), on en déduit que la fonction f est une solution de I'EDP (H) si, et seulement
si, la fonction g est une solution de I'EDP (H’) :

VYN =(u,v) € Q, @(N):o. (H)
ov

@ Le cours nous donne les solutions de (H’) : une fonction g de classe %' sur Q est solution de (H’) si, et seulement
si, il existe une fonction G de classe €' sur R telle que

Y (u,v) € Q, glu,v)=G(u).
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Par conséquent, une fonction f de classe ¢ sur Q est solution de (H) si, et seulement si, il existe une fonction G de classe
%" sur R telle que
V(x,y)eQ, flxy)=g(Qxy))=G(ulxy))=G(2x+y).

2. D’apres la regle de la chaine (#) et le changement de variables (&), la fonction f est une solution de (E) si, et
seulement si, la fonction g = f o ®~! est une solution de (E’) :

VN =(uv) € Q, g—g(N):u—ZV. (E"

D’apres le cours, une fonction g de classe ¢ T sur Q est une solution de ’EDP (E’) si, et seulement si, il existe une
fonction G de classe ¢! sur IR telle que

vV (wv) € Q, g(uv) =uv—v? + G (u)

otl on reconnait la superposition d"une solution particuliére et de la solution générale de I'équation homogene (H).
On en déduit qu’une fonction f de classe €' sur Q est une solution de (E) si, et seulement si, il existe une fonction
Gi € €' (R) telle que
V(xy)eQ, f(lx,y)=x+y)x+Gi(2x+y).

@ Variante : Autre changement de variables
Considérons maintenant le changement de variables linéaire (s, t) = W(x,y) défini par

(16) =~ -6 )
) e (v -()

@ On pose maintenant f(x,y) = h(‘l’(x, y )) : comme plus haut, la fonction f est de classe € ! sur Q si, et seulement si,
la fonction h est de classe €' sur Q et, d’apres la régle de la chaine,

oh  of ox  of aiy_—y(af 2af)_

3t "o ot Tay ot 2 \ax Yy

Cette fois,

On en déduit que la fonction f est solution de (E) si, et seulement si, la fonction h est solution de

oh
YP=(s,t) eQ, -—2-: E(P) =y(s,t) =t
c’est-a-dire solution de (E”) :
B oh B j "
VP=_(s1t) €Q, at(P)_ 5 (E")

Comme plus haut, la fonction h € €1(Q,R) est solution de 'EDP (E”) si, et seulement si, il existe une fonction G, €

%' (R) telle que
42
V(s,t) € Q, his,t)= e + Ga(s).

On en déduit que f € €1(Q,R) est solution de (E) si, et seulement si, il existe une fonction G, € €' (R) telle que

2

VoY) €0, flxy) = - +Ga(2x +y).

#y Les solutions de (E) trouvées avec ces deux changements de variables ne différent qu’en apparence !
En effet, pour tout (x,y) € Q,

2 2
Yy (2x+y)
(x+y)x= 1 + 7
donc 5 5
— 2
x+y)x+Gi(2x+y) = :j + (ny) +Gi1(2x +y)

et par conséquent les fonctions Gy et G, sont liées par la relation suivante :

2
VzeR, Gz(Z)ZG](Z)-I—ZI.
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Solution 3 16-03

1. Sion fixe y, on se retrouve avec la composée de

x = g(x,y)

par
z — F(z).

Il s’agit donc de la composée de deux fonctions d’une variable réelle et il suffit d’appliquer la regle de dérivation des
fonctions composées : la régle de la chaine est ici hors sujet.

OF df )
30y = a[g(x,y)] X a—i(x,y)

= cos[3x — 4y] x 3 = 3cos(3x — 4y).

» Méme chose en fixant x...

oF _df 0g
—(xy) = a[g(x,y)] x @(x,yJ

9y
= cos[3x — 4y] x (—4) = —4 cos(3x — 4y).
» On retrouve (heureusement!) ces résultats en explicitant la fonction F et en dérivant directement (= sans faire appa-

raitre f et g) :
F(x,y) = sin(3x — 4y).

# Quand on maitrise vraiment le fonctionnement de la régle de la chaine, on peut sous-entendre le point oil les dérivées partielles
sont évaluées. Dans un délai raisonnable, vous écrirez donc

oF df 9g . oF _df ag
il L lieu de a—x(x,y) = a[g(x,y)} X a—x(x,y).
Pour le moment, privilégiez encore la sécurité a la vitesse d’exécution !
# Savez-vous démontrer rapidement que la fonction F est de classe ¢ sur R??
2. Ona
oF of ou of ov
a(x)y) - a(g(x»y)»h(x,y)) X a(X»U) + a(g(x)y)»h(x»y)) X a(xay)
=1 (2xy) + (1) x y? = (2x —y)y
puisque u(x,y) = yx? et v(x,y) = y*x.
De méme,
oF of ou of ov
oy 09 = 5y (906 u) 06 y)) x 500 y) + 50 (90 y), hiy)) < 5000 y)

=1x (x?)+ (1) x (2xy) = (x — 2y)x.

#y Les dérivées partielles de f étant constantes, il serait trés agréable de pouvoir se contenter d’écrire
OF _of ou_ df v . OF_2f du df v
ox du 0x dv 0x dy ou dy OJv Jy

pour s’épargner de la peine. C’est possible a condition de bien maitriser son outil !

# [ci encore, on peut retrouver ces résultats sans passer par la régle de la chaine, en partant directement de I'expression simplifiée
de F(x,y).
Fix,y) =x*y —xy? = xy(x —y).

# Savez-vous démontrer rapidement que la fonction F est de classe ¢ sur R??
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Solution 4 16-04

# On voit ici des calculs assez simples, parce que la situation physique est elle-méme trés simple : on sait, grice a une pro-
priété de symétrie, que les quantités étudiées ne dépendent du vecteur position (x1,...,xn) que par l'intermédiaire d une fonction
u(uy, ..., un) — par exemple que les quantités sont radiales et sont donc représentées mathématiquement par g(r).

C’est bien d'une composition de fonctions qu’il s’agit :
f(X],...,Xn) = (9 Ou)(X1,...,Xn).

Mais ce n’est pas un changement de variables (on n’a pas le méme nombre de parametres pour calculer f et g), c’est beaucoup plus
simple.

1. Comme g et usont de classe 42, la fonction composée f = gou : R™ — R est de classe €.

n u:u(x1 )~-~)Xn)

R R g=g(u) R

@ On suppose que 'espace R™ est muni de sa norme euclidienne canonique, pour laquelle la base canonique est une
base orthonormée. Dans cette base, les coordonnées du gradient de u sont égales a

ou ou ou

ox:’ oxz’ T Oxn

et comme cette base est orthonormée N
2 ou \2
Ivul? =Y (5-)"
b an
a D’apres la regle de la chatne,
of dg ou

o du o
# Comme g est une fonction d'une seule variable, on peut remplacer les 0 par des d.

V1<k

N

Pour calculer la dérivée partielle seconde, on applique la formule précédente a elle-méme. Pour tout T <k < n,
PR v

[2(d9y). e o u

ol Ndu/l ooxe T du 9k

:[d<dg) au} ou  dg *u

2
ot~ o (o o)

(dérivée d'un produit)

Tla) ) e T @ (Fle du ler ordre)
d’g ,sou\2 dg ?%u
=t (o) " @ o
etensommantsur 1 <k <n:
ar— F0 vl + 29 Ay
du? du )

#o Cette égalité doit étre comprise comme une égalité entre fonctions des variables x1, ..., xn (car f et u sont des fonctions de x1,
..., Xn). On peut alourdir la formule pour la rendre plus explicite :

¥Yx e R",  Af(x) =g”(u(x)) - [|[Vux)|? + g’ (u(x)) - Au(x)
en notant x = (x1,...,xn) pour que la formule reste lisible!

2.a. Onrappelle I'astuce usuelle du calcul radial. Comme u? = x7 + - - - 4 x2, alors

mns

ou? _

[

On en déduit en particulier que

2
Vul” =

ou ou X1

— =2x etdonc — = —.

' 0xy 0xXy u
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#y On calcule ici dans la base canonique, qui est orthonormée pour le produit scalaire canonique.

@ Pour tout 1 < k < n, on peut dériver cette expression comme un produit de deux fonctions de x :

azu. an 1 a“/d
— = —  — Xy dérivée du produit
axi X u K 0xy ( P )
1 -1 ou . .
=1 —4+xx — 57— (dérivée de l'inverse)
u u?  0xy
_1ox
u  ud’
# On rappelle que u est une fonction de x1, ..., Xn.
@ En sommant sur 1 < k < n, on obtient
n 1 & n u2 n—1
AUu=———- XZZ———:i_
u  ud 1; KT uouwl u

2.b. D’apres la relation générale établie a la premiere question,

n—1
VxeQ, Af(x)=g"(u(x)) - 1+¢g"(u(x)) - R
@ La fonction u = u(x1,...,xn) est une application de Q dans R . Par conséquent, si
—1
Vr>0, ¢"(n+—g'(n =0,
alors en particulier
n—1
VxeQ, g”(ux) 1+g (ulx))- ) 0
et Af(x) =0.
@ Réciproquement, la fonction u = u(x1,...,xn) est clairement surjective sur R . Ainsi, pour tout r > 0, il existe (au
moins) unx € Q) tel que r = u(x) et si Af(x) = 0 pour tout x € Q, alors
vr>0 3dxeq, {T5nx
r>0 3axedd g”(u(x))~1+g’(u(x))-3(;‘):O
et donc
" n—1I l
Yr>0, g"(r)+ -g'(r)=0.

T

# Une fois de plus, j'ai détaillé exagérément les calculs pour distinguer les deux moments de I"équivalence et en particulier mettre
en valeur la propriété de surjectivité de la fonction u, qui est essentielle pour conclure ici.

2.c. Soit f, une fonction de classe ¥ et harmonique radiale sur Q. On admet qu’il existe une fonction g € ¢2(R%)
telle que
Vx € Q, f(x) = g(u(x)).

# Ceux qui refusent d’admettre une telle propriété n’auront qu’a la prendre pour définition des fonctions harmoniques radiales.

a D’apres la question précédente, cette fonction g est une solution de I'équation différentielle

n—1
T

Vr>0, g’(r)+ g'(r)=0.
On remarque qu'il s’agit ici d’une équation différentielle linéaire, homogene, du premier ordre en g’(r). On en déduit

qu’il existe une constante K telle que
K

rn—1

Vr>0, g¢g'(r)=

et donc qu'il existe deux constantes a = 55— et b telles que

Vr>0, g(r):rni_erb
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et donc telles que
a

VxeQ, fx)=—r—5+
[x™

#v En particulier, si une fonction harmonique et radiale est bornée sur Q, alors a = 0 et cette fonction est nécessairement
constante.

Solution 5 16-05
1.

#v On utilise ici un changement de variables non linéaire. Comme on doit s’y attendre en pareil cas, il n’est pas simple de justifier

la bijectivité de @ et encore moins simple d’exprimer la réciproque @~ .

Posons @(u,v) = (1 + v, uv) pour tout (u,v) € R2.
Il est clair que @ : R? x R? est une application de classe ¥, car ses deux composantes :

x=[u,v)—u+v] et y=I[(u,v)—uw]

sont de classe > sur R? (polynomiales).
@w Comme f : R? — R est de classe ¢ par hypothese, on en déduit que la composée

g: R2 QEE™ R2 fe€? R

est de classe 2 sur R%.
@ Avant d’aller plus loin, étudions ¢ pour voir s'il s’agit bien d"un changement de variables.
» Tout d’abord, ¢ n’est pas injectif! En effet, ¢(u,v) = @(v,u) pour tout (u,v) € R2.
On pourrait se restreindre au demi-plan [u > v], mais ce demi-plan n’est pas un ouvert de R”. En effet, ce demi-plan
contient I'origine mais n’est pas un voisinage de l'origine (faites une figure!).
Nous allons donc nous restreindre au demi-plan U = [u > V], qui est bien un ouvert de R? (faites une figure!).

» Soit (x,y) € R% Il existe (u,v) € U tel que ¢(u,v) = (x,y) si, et seulement si, u et v sont les racines du polynéme
X2 — xX + y (cf. relations entre coefficients et racines d’un polynome).

Dans U, il faut que u > v et donc que les racines du polyndmes soient réelles et distinctes. Il faut donc que son
discriminant : x* — 4y soit strictement positif.

Réciproquement, si x> — 4y > 0, alors le polynome X? — xX + y admet deux racines réelles 1 et v et si on impose
u > v, alors le couple (u,v) est unique.

» On vient ainsi de démontrer que @ réalise une bijection de I'ouvert U sur l'ouvert

Q= [x2—4y > 0].

# Faites une figure pour démontrer que Q est un ouvert de R? |

> Par ailleurs,

74 N 1

mais, fort heureusement, nous n’utiliserons pas ces formules...

u(Xay) =

2.

# Il nous reste a relier 'EDP Ag = 0 a I’'EDP en f et pour cela il faut exprimer les dérivées partielles secondes d une des fonctions
a l'aide des dérivées partielles de I'autre. Mais dans quel sens procéder ?

@ D’apres 'expression de o,

ox 0x
fouw ov)| /1 1
Yl ety Jacotwy = |38 ) (1 1), 0

u o
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Avec les formules de Cramer, on en déduit que

v (x,y) €Q, Jacle )(xy) = [Jace(ulx,y),vix,y))]

Jou Ju

1 (u =1\ [0 oy

_u—v<v 1)_ v v | (2)
ox Jy

Bien entendu, dans cette expression, il faut comprendre que u et v sont des fonctions de x et y (puisque le membre
de gauche est lui-méme une fonction de x et y) et non pas des variables comme dans la jacobienne de .
Plus précisément,
Vi(xy €, (wv)= (U(X»y),V(MU)) :((971)("»14)‘

# Méme si l'expression de @~ (x,y) est compliquée (voire impossible a formuler), on peut facilement calculer la jacobienne de
o' ¢ il suffit d’inverser la jacobienne de .

@ Appliquons la regle de la chaine en tenant compte de la jacobienne (1) de .

og _of ox  of dy _of  of

au_ax'$+@ ou  0x V.@
dg of ox of oy 0of  of

v 0x Ov 0dy Ov 0x oy
Avant de continuer, il faut bien comprendre le sens exact de ces deux relations. La premiére signifie :

Vi el 2wy = 3 (olmv) +v- 5 (ol v)

et la signification de la seconde est analogue.
@ On en déduit les dérivées partielles secondes de g. Comme f est supposée de classe ¢, on peut simplifier les
dérivées partielles secondes croisées avec le Théoreme de Schwarz.

d%g 0 ,of of 0 sof of
aw = Lo lon gt v sy (oo v gy
Ry O (L L
~loxz  ax oy Oxdy oxdy Oy Oy oy?
o%f %f 5, %
= W +2v- axay + v ayiz (Par (2))
g 0 /of of 0 sof of
W—{a(a”'@)}”'{@(a*“'@)}
(e O 2 {azf L
~loxz  ox 9y Oxdy oxdy dy Oy oy?
0% f o%f , 0*f ,
T2 o oxdy tu oy? (par (2) aussi)
@ On peut alors calculer le laplacien de g.
0% f o%f o%f
=2—+2 . 2. 2=
Ag 2 +2(u+v) oxdy + (u” +v7) o2

Une fois encore, il faut faire apparaitre le changement de variables ¢ pour expliciter le sens de cette égalité (c’est une
égalité entre fonctions de u et v).

V(u,v) el, Agu,v)= Zﬁ(cp(u V) +2(u+v) - o°f

ox? ’ oxdy

2 g, O

+ (u” +v7) - @((P(U»V))

(plu,v))

@ Tenons maintenant compte de I’hypothese d’harmonicité pour g.
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Comme ¢ réalise une bijection de U sur (), on en déduit que

Y(x,y) e Za—zf(x )+ 2[ulx,y) +v(x )]-if(x )
Y ) X2 Y Y »Y Ixdy Y
) ) 0% f
+ [u (X,UH-V (X)U)] : ayz (X)U)ZO

Par définition de @', on a

X
Vi(xy) €Q, < ullxy)+vi(xy) = ulxy)+v(x,y)? —2ulx,y)v(x,y)

=x? - 2.

Par conséquent, la fonction f vérifie I’équation

0 f 0% f o2 f

22— 2% —— 2 2 — =

a2 P2 ey T )52 =0
sur 'ouvert Q.
Solution 6 16-06
Les applications

(%, y) = xl, [(x,y) = x> +y?] et [(xy) = x* —y?]

sont de classe ¢’ sur R? en tant que fonctions polynomiales.
En tant que composée de fonctions de classe ¥, la fonction

R*\{0}— R:* —R
(x,y) —x2+y?—m(x? +y?)

est de classe € sur I'ouvert U = R? \ {O}.

# Toute partie finie est fermée, donc U est un ouvert (en tant que complémentaire d'un fermé).

En tant que produit d’applications de classe €, ’application f est donc de classe €"*° sur 'ouvert U.

@ L'énoncé définit la fonction f sur R? tout entier : est-elle de classe €' sur R? ou seulement sur U?
@ Pour M = (x,y) #0,0na

of x? —y? of x? —y?
_ x| 2 2 i —yl——3 _ 2 2 )
aX(M) X X2+yz+€n(x +y)|, ay(M) y i n(x* +y~)
Pour M =0,ona
(0 + h,0) —(0,0)
h

£(0,0 + h) — £(0,0)
h

=hfnh> ——0 et =_—hfnh?> ——0
h—0 h—0

donc af of
—(0)=—(0) =0.
3 ©) o (0)
Ainsi, les dérivées partielles de f sont définies sur R? tout entier.
@ On munit R? de sa structure euclidienne canonique.

# Autrement dit : on passe en coordonnées polaires. De la sorte, le point M tend vers l'origine O si, et seulement si, le réel
T = ||OM|| tend vers 0.

D’apres les expressions des dérivées partielles de f calculées plus haut,

of of
™M~ 5

(O)’ = 2r|cos 0] |12n 1 + cos 20| < 2r + 4r|inT|

et de méme
of 7 ﬁ

—(M) (O)‘ < 2r +4rlin|.
dy oy
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On a trouvé un majorant indépendant de 6 et qui tend vers 0 lorsque r tend vers 0, donc on a démontré que les deux
dérivées partielles de f étaient continues en O.

Ainsi, les dérivées partielles de f sont définies et continues sur R? tout entier, donc la fonction f est de classe €' sur
R? tout entier (théoréme fondamental).

# Sion sait bien appliquer la régle de la chaine, on peut se contenter de ne calculer qu’une seule des deux dérivées partielles de f.
Pour exploiter la forme de symétrie de f, on considere I'application linéaire ¢ définie par

o(xy) = (e1(%,1), 92(x,Y)) = (y,x).

On sait alors que
dy 0x
0 =—=1 0 =—=0
Z@I(X»y) ay ) ZmZ(X)y) ay
et que
v (XJJ) e u, f(XﬂJ) =—(fo @)(XJJ)

Comme f est de classe € sur U (démontré plus haut) et que ¢ est de classe €>° de U dans U (en tant qu’application linéaire
injective définie sur un espace de dimension finie), on en déduit que la composée f o @ est de classe € sur U et que, pour tout
M= (x,y) el,

02f(M) = =01 f(@(M))d2¢1(M) — 02f(9(M))d292(M)
=—0:1f(@(M))

c’est-a-dire, avec les notations habituelles (Leibniz)

Solution 7 16-07
On note U, I'ouvert [x # 0].

#v La partie U est I'image réciproque de I'ouvert R* (= union de deux intervalles ouverts) par l'application continue [(x,y) — x],
donc c’est une partie ouverte de R?.

L'application polynomiale [(x,y) — x?] est de classe ¢"> sur R? et 'application

u — R —R
(%, y) — Y/x — cos Y/x

est aussi de classe ¥ sur U en tant que composée d’une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur
U par une fonction de classe > sur R.
En particulier, la fonction f est bien de classe €' sur U.

& L'énoncé définit f sur R? tout entier : cette fonction est-elle de classe ¢ sur R tout entier ?

@ Pour M = (x,y) € U,

of of
—(M) :Zxcosl‘i—kysinE et — (M) :—xs'mli.
0x X X X

Pour M = (0,y) € [x =0],
f(0+h,y) —f(0,y)

T = hcos A~ 0 et n =0
donc les dérivées partielles de f sont bien définies sur [x = 0] et
VM e [x =0], ﬁ M) :ﬁ(M) =0.
ox oy

@ Nous allons étudier la continuité de 9f/dy en un point My = (0,yo). Nous allons mesurer les distances avec la
norme produit : si M = (x,y), alors

MoM = (x,y —yo) et [[MoM| =max{[x|,ly —yol}.
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[x =0
Miaceeee e
u
Mo N
D’apres les calculs précédents,

of of
=2 (M) = == (Mo)| = | = xsin 2| < I < [[MoM|
dy oy X

donc af of
M) ——

— —(Mo).
oy M—Mo ay( o)

Autrement dit : la dérivée partielle 0f/dy est continue en chaque point M, de I'axe [x = 0] et comme f est ¢! sur U, on
en déduit que 9f/dy est continue sur R? tout entier.

@ Nous allons maintenant étudier la continuité de 9f/0x en un point My = (0,yo) € [x = 0] distinct de l'origine. En
conservant les notations précédentes,

E(M) — ﬁ(Mo) = 2x cos Yy
0x ox X

inY
+ysmx.

Comme précédemment,
‘2xcos E‘ < 2||[MoM||
3

donc le premier terme tend bien vers 0 lorsque M tend vers M.
En revanche, lorsque M tend vers My, le quotient Y/, est équivalent a Yo/x et tend donc vers oo (selon le signe de
Yo). Comme sin n’a pas de limite en 400, ni en —oo et que y tend vers yo # 0, on en déduit que la variation

of of
™M~ 50

(Mo)
n’a pas de limite lorsque M tend vers M, et donc que la dérivée partielle 3f/0x n’est pas continue en M.

@ Enfin, nous allons étudier la continuité de 0f/0x a I’origine et pour cela, nous allons utiliser la structure euclidienne
canonique de R? (passer en polaires).

Pour tout 0 € IR,
of of
— t-e.)—
6x(o +t-er) ox

Ainsi, la dérivée partielle 9f/9x est continue a I'origine.

(0)] < 2l + tyl < 3t —» 0.
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s En conclusion, les dérivées partielles de f sont définies sur R? tout entier; la dérivée partielle df/dy est continue
sur R? tout entier mais la dérivée partielle df/dx n’est continue en aucun point de l'axe [x = 0] autre que l'origine.
La fonction f n’est donc pas de classe ¢! sur R?.

#y Au voisinage de I'origine, avec h = (hy, hy) et hy #0,

[f(O +h)| =h

h
cos 12| < hZ < ||’
hy
(qu’on choisisse la norme euclidienne canonique ou la norme produit). Il est clair que I'encadrement
(0 +h)| < [[h]?
est encore vrai si hy = 0 : il est donc vrai au voisinage de I'origine et on en déduit que
2
f(O+1) =O([n]%)

et donc que
f(O+h) =f(O) + w(h) + o(h)

pour h voisin de 0. La fonction f est donc différentiable a I'origine et I'application linéaire tangente a f en O est I'application nulle
w (ce dernier point étant prévu, puisque les deux dérivées partielles de f en O sont nulles).

Solution 8 16-08

# Pour justifier I'existence d'un extremum sur une partie qui n’est pas compacte, on peut quand méme recourir a un argument
de compacité.

a La partie A sur laquelle la fonction f est définie est un rectangle infini :
A=0<x<anb<yl=]0,a] x [b,+ool.

La partie A n’est pas un ouvert de R? : le point (a, b) appartient & A mais visiblement A n’est pas un voisinage de
ce point.
La partie A n’est pas fermée non plus : la suite de terme général

a
M, = (7, b)
n
est constituée de points de A, elle converge vers le point M, = (0, b), mais ce point n’appartient pas a A, donc A n’est
pas stable par passage a la limite.

O « a
a La fonction f est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur A (ni x, ni y ne s’annulent sur

A), donc f est continue sur A.
a Pour 0 < o < aetf; > b, on peut définir une partie compacte

K = [e, a] x [b, B] C A.
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(I est clair que K est une partie fermée et bornée de IR?, espace vectoriel de dimension finie.)
Sur ce compact, la fonction continue f est bornée et atteint ses bornes : il existe (au moins) deux points Py € K et
P; € K tels que
VM e K, f(P1) < f(M) < £(Po).

# Le réel £(Po) est le maximum de la fonction f restreinte au compact K et le réel f(P1) est son minimum.
Pour le moment, on peut choisir librement « et 3. Il nous reste a voir comment bien les choisir.

» Soit P = (x,y) € A, un point situé en dehors du compact K : on distingue deux cas.
— QOubieny > 3 et, dans ce cas,

(x+y)? > y*>py >0 B
{ 0 < xy < av, donc f(x,y) > o
— Oubieny < B et0 < x < «xet, dans ce cas,
(x+y)? > y? > b? b2 b2
> — > —.
{ 0 < xy < PBx, donc  flxy) 2 Bx = ap

» Comme (a,b) € A, nous allons enfin prendre f(a, b) comme valeur de référence.
On peut choisir 3 assez grand pour que

P> fa,b)
a

et, maintenant que {3 est fixé, on peut choisir « assez proche de 0 pour que

b2
~_ > f(a,b).
o > flat)

Pour un tel couple («, 3), on a démontré ci-dessus qu'il existait un point P; € K C A tel que
VMeXK, f(M)=f(Py)
et en particulier tel que f(a,b) > f(P;) (puisque (a, b) € K). On a également démontré que
VMe A\K, f(M) = f(a,b)>f(Py).

Par conséquent, on a bien démontré que
YMeA, f(M)=f(Pr)

c’est-a-dire que f atteint une valeur minimale sur A (égale a f(P1)).

# Et f(Pq) ? Cette valeur maximale sur K est sans intérét | Lorsque x tend vers 0, la valeur de f(x, b) tend vers +o0, donc f n’est
pas majorée sur A.
Nous avons prouvé que f atteignait un minimum sur A. Allons-nous en rester 1o ? Ou au moins essayer de calculer la valeur
de ce minimum ?

@ Premiere méthode.
IIn’y a que deux possibilités : ou bien f atteint son minimum a l'intérieur de A, c’est-a-dire sur 'ouvert

A° =10, al x ]b,+ool,
ou bien f atteint son minimum sur le bord de A, c’est-a-dire sur I'un des deux intervalles suivants :

H:{(x,b),0<x<a}, VZ{(G)U)>b<y}

» [Premier cas] Si f atteint son minimum en un point Py de I'ouvert A°, alors le point Py est un point critique de f. Or

of _ (x—y)lx+y) of _ (y—x)(x+y)
=222 et =2 2
ox x2y dy xy?2
donc les points critiques de f sont les points de la médiatrice [y = x].
Seulement voila : la médiatrice ne rencontre pas A°! En effet, si (x,y) € A°, alorsx < a < b <y, doncx < y.
La fonction f n’a donc aucun point critique sur 'ouvert A° et, faute de point critique, elle n’atteint pas son minimum
sur A°.
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» [Second cas] La fonction f atteint donc son minimum sur l'intervalle horizontal H ou sur l'intervalle vertical V.

Pour tout (x,y) € H,on a
b

0<x<a et f(x,y)zf(x,b)z%—i—Z—i— o

Une étude de fonction montre que le second membre est décroissant sur ]0, b] et croissant sur [b, +oo[. Or x € ]0,a] C
10, b], donc

in f =f(a,b).
(xr,ﬂﬁréH (x,y) = f(a,b)

De méme, pour tout (x,y) € V,ona
b<y et f(x,y)="~f(lay)= S +2+ %.

C’est la méme chose! Et comme y € [b, 400l C [a, +o0], on en déduit que

in f = f(a,b).
in (x,y) = f(a,b)

Conclusion : On connait la valeur minimale de f

in f =f(a,b
hin (x,y) = f(a,b)

et le raisonnement précédent nous assure aussi que cette valeur n’est atteinte qu’au seul point (a,b) (minimum global
strict).
@ Deuxiéme méthode.
On peut aussi appliquer la méthode des crétes puisque f est définie sur un rectangle.

» [Balayage en y] On fixe 0 < xo < a et on étudie les variations de la fonction

X0 Yy
= fxo,y) = = + 2+ =
y = f(xo0,Y) y o

sur l'intervalle [b, 4+-o00[. C’est déja fait! Comme
y € [b,+oo[ C [x0,+o0l,
on sait que

V0 <xo <a, rr;igf(m,y) = f(xo, b).

=

» [Balayage en x] Il reste a étudier les variations de
[x — f(x,b)]

sur l'intervalle ]0, a] et c’est déja fait. Comme
x €]0,a] C]0,b],

on sait que
Or<r;11<1a f(x,b) = f(a,b).
Par conséquent,
hin fx,y) = Jmin [ryrggf(X)y)} = f(a,b).
Solution 9 16-09
1.

# Tout est dans I"analyse du probleme! 1l faut ici comprendre que f(x,y) est une fonction affine de x et se souvenir que les detix
coefficients d"une fonction affine sont déterminés par la donnée de deux points du graphe.

» Soient donc a < x1 < x2 < b. On sait alors que

f(x1,y) = gly) +x1h(y)
vy €le dl, {f(Xz,y) = g(y) +x2h(y)
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et comme x; —x7 # 0,

hly) = f(Xz,}:z) :i(]th) pente

Vg E]C)d[»

x2f(x1,y) —x1f(x2,y)
X2 — X1 )

gly) = ordonnée a l'origine
Ainsi les fonctions g et h sont de classe € sur]c, d[ en tant que combinaisons linéaires de [y — f(x1,y)] etde [y — f(x2,y)],

qui sont toutes les deux de classe €? sur]c,d[.

Je,d P, o €@ g
)
y —  (x0,Y) — f(xo0,Y)

2. Onsuppose qu'il existe deux fonctions g et h de classe ¢ sur Ic, d[ et on pose
Vixy)eQ, fix,y)=xg(y)+hly).

w La fonction [(x,y) — x] est de classe €’ sur Q (application linéaire sur IR?). Les fonctions [(x,y) — g(y)l et [(x,y) — h(y)]
sont aussi de classe €2 sur Q.

. 2 x
xy) — y — e(y)

Par produit et somme (dans cet ordre), la fonction f est aussi de classe €% sur Q.

# [l n'y a aucun calcul compliqué ici! Mais il y a quand méme une vraie difficulté théorique : il est crucial de tenir compte que
f est une fonction de deux variables (c’est-a-dire une fonction du couple (x,y) en fait) et qu'il faut justifier la régularité de f en
tant que fonction de deux variables — et surtout pas en examinant la régularité selon x et selon y séparément.

Cela dit, on vérifie facilement que
2

of 92f
V(xy) € Q, a(x,y)zg(y) et donc que ﬁ(’%y):(l

@ Réciproquement, on suppose que f est de classe ¢ sur Q et que

V(x,y)eQ ﬁ(x ) =0
»Y ) Ox2 yYy) =L
» Fixons yo € Ic, d[. La fonction
[x = f(x,y0)]

est de classe €2 sur l'intervalle ]a, b[ comme composée :
x = (x,Yo) — f(x,Yo)

et que cette fonction est affine (puisque sa dérivée seconde est identiquement nulle sur un intervalle). Il existe donc deux
constantes réelles, qui dépendent a priori de I’'ordonnée y, choisie et qu'on note donc g(yo) et h(yo), telles que

Vxela,bl, f(x,yo)=xg(yo) +h(yo).
» On a ainsi défini deux fonctions g, h : |c, d[ — R telles que
Vixy)€Q, flx,y)=xg(y)+hly).

D’apres la question précédente, ces deux fonctions sont de classe ¢’ sur Ic, d[.
3. On applique exactement la méme méthode.
@ On suppose qu'il existe deux fonctions g € ¢%(]a, b[) et h € ¢*(Ic, d[) telles que

vV(xy) € Q, f(x,y) = g(x) + h(y).

> La fonction f ainsi définie est bien de classe ¢’ sur Q, en tant que somme de deux fonctions de classe ¢ sur Q.

2

o yogb SR o Iogea R
xy) —  x = g(x) (xy) — 'y = hy)
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# On voit une fois de plus sur ce diagramme sagittal qu’il est toujours possible de considérer une fonction d"une variable comme
s’il s’agissait d'une fonction de deux variables...
Pour une fonction de plusieurs variables, il est vraiment nécessaire de faire un diagramme sagittal avant de s’en servir.
(Pardon!)

> Le calcul des dérivées partielles est sans mystere.

of o 0%t ~ 0lg’(x)]
V(x,y) € Q, a(xﬂj)—g (x) etdonc m(x)y)— dy

(X) y) =0
Ceux qui ne font pas confiance au Théoreme de Schwarz peuvent recommencer.

22 ()]
oxdy oy = 0x

V(xy) € Q, ﬁ(X,y)Zh’(y) et donc

ay (X)y):O

@ Réciproquement, supposons que f soit une fonction de classe €% sur Q et que

Y (x,y) € Q ﬁ( ) =
Y " dydx Yl =

( b ) b a ( a ) ( b ) .

On sait dans ce cas qu’il existe une fonction n = 1(y) de classe €' sur Ic, d[ telle que

V(Xay) EQ) %(X»y):ﬂ(y)

> Pour tout xo € ]a,b[, la fonction [y — f(x0,y)] est de classe ¢ sur I'intervalle Ic, d[ (propriété maintenant tres
classique). D’apres le Théoreme fondamental du calcul intégral,

Y
ﬁ(x, z)dz

¥ (o) €0, Yy eledl, ) = flxyol + | &

Yo
Y

— flxyo) + | nlz)d
Yo
et donc, pour un ¢ < yo < d arbitrairement choisi,
YV (xy) € Q, f(x,y)="~(x,yo)+ Ho(y)

ot1 H est de classe €2 sur ]c, d[ en tant que primitive den € €1 (lc,d[) et [x — f(x,yo)] est de classe € sur ]a, b[ en tant
que composée de [x — (x,yo)] par f (qui sont toutes deux de classe ¢2).

Solution 10 16-10

La fonction f est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur 'ouvert U = R? \ {O}. Elle est donc
de classe €° sur U.

# Pour étudier la régularité au point O, la méthode est connue :
— calculer I'expression générale des dérivées partielles sur U;
— calculer les valeurs particuliéres des dérivées partielles (SI elles existent!) au point O;
— vérifier si les dérivées partielles sont bien continues au point O, c’est-a-dire

of of . of of
Jim a(M) = &(O) et ]\}l{no o M) = @(O).

La fonction f est alors de classe ¢ Vsur R? si, et seulement si, toutes ces conditions sont remplies.

En un point M = (x,y) # O, les régles de dérivation bien connues donnent

of 23y (%% + 292 of x4 (x%2 —y?
=R e o = T
0x (x2 +y?) dy (x2 +y?)
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#v La théorie nous assurait que ces fonctions étaient continues sur Ul avant méme de poser les calculs.

Pour les dérivées partielles au point O, on revient a la définition. Comme

f(x,0) —£(0,0) f(0,y) —f(0,0)
0, —————=0 et 0o, ———————=0
Va0, SRm et Vy£0, =
il est clair que les dérivées partielles existent et que
of of

@ Pour étudier la continuité de maniere efficace, nous allons munir R? de la norme euclidienne canonique.
# Rappelons avant d’aller plus loin que
2.2 _.2
Ix| <1, yl <, X +y =1
En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et cette norme simplifie considérablement I'expression des dénominateurs,

ce qui en fait tout l'intérét.

On note M = (x,y). Onadonc % = || OM||2. Par inégalité triangulaire,

of of 2xy| (x* + 2x*y?) 5
ax( ) 6x(o)‘ (x2 +y2)? or,
of of x*x? —y?| )

ZM) - — (o) =2 <o,
69(M) ay(o)‘ 6Zrynz =7

Lorsque le point M tend vers l'origine O, la distance r = ||OM|| tend vers 0 et, par Théoréeme d’encadrement, on déduit
des relations précédentes que

La fonction f est bien de classe ¢! sur R?.
@ La méme méthode permet de démontrer que f est de classe ¢’ sur R?.

. i, . . of ~of . ‘ . .
#v ]I s’agit de vérifier que les dérivées partielles P et 3y U sont pour 'instant des fonctions continues sur R? et de classe ¢!
x 0y

sur l'ouvert U, sont en fait des fonctions de classe ¢’ sur R2.

Tout d’abord, les quatre dérivées partielles secondes sont bien définies au point O.

of of

&(X,O)*a(o,()) _9 _ﬁ(o)
x—0 - X x—0 o aXZ ’

of of

aix(o’y) - afx(())()) _ 0 _ 0%f
y—0 Yy y—o dyox

of of

@(X)O)_a(o)o) _ﬁ 0 aZf (O)
x—0 x x—0  oxdy

of of

@(0)9)—@(())0) _9 o_ﬁ(o)
y—0 oy y—o oy

# Au passage, les valeurs des dérivées croisées sont cohérentes avec le Théoreme de Schwarz.

Ensuite, il faut calculer les quatre dérivées partielles seconde sur U et vérifier qu’elles tendent toutes vers 0 au
voisinage de l'origine.
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On s’arme de courage et on trouve :

0% f 2x%y + 6xty3 + 12x%y5
VM:(X)U)#O) W(M): (X2+y2)3 .
Par conséquent,
0 f 0 f 20r7
i - <= =2
ox? (M) ox? ©) e o
PR , . o f . .
et le Théoreme d’encadrement nous dit que 2 est continue au point O.
On recommence avec
o%f 0% f 27 4 6x°y? — 4x3y?
S M) = (M) = T
Ox0y Ooyox (x? +y?)

O%f  —6x°y + 2xMy?
oy2 T (x2+ y2)3
et on vérifie toujours de la méme maniére que ces trois fonctions sont continues au point O.

La fonction f est bien de classe €2 sur R2.

#y Si on pousse la curiosité a I'ordre 3,
3 5012 _ 2
O gy - 2y )
ox3 (x? +y2)*
et en passant en polaires : x = 1cos 0, Yy = rsin 6, on obtient
03f 5.2 2
w(M) = 24 cos 0 sin” O(sin” 6 — cos” 0).

Cette expression est indépendante de v mais pas de 0, donc elle n’a pas de limite lorsque M tend vers O (si elle avait une limite, cette
limite dépendrait de I'angle © 1), donc la fonction f n'est pas de classe € sur R? (elle est de classe € sur U seulement).

Solution 11 16-11

Pour tout n € IN, on pose

XTI.

2 _
YV (x,y) € R, un(x) = Ty

1l est clair que chaque u,, est une fonction rationnelle et que le dénominateur ne s’annule pas sur R2. Ces fonctions 1,
sont donc toutes de classe € et, par restriction, elles sont de classe ¢ sur l'ouvert U =]—1,1[ x ]—1,1].

# Comment démontrer que U est bien un ouvert de R? ?

@ Commengcons par le commencement : la convergence simple sur U.
Comme |y| < 1, il est clair que 1 + y?™ tend vers 1 et donc que un (x,y) ~ x™. Comme |x| < 1, la série géométrique
> x™ est absolument convergente et, par comparaison, la série ) un (x,y) est absolument convergente.
Ainsi, la somme

“+oo
S=1|xy)— Z Un (%, Y)
n=0
est bien définie sur I'ouvert U.
. Ensuite la continuité sur U.
Comme 1+ y?™ > 1, il est clair que
vV (x,y) € U, [un(x,y)| < IxI™.

Comme le rayon de convergence de la série entiere ) x™ est égal a 1, on sait ce qu’on doit faire!

Pour0<a<1,ona
n

YV (x,y) € l—a,al x ]-1,1[,

un(x>y)| <a

et la série ) a™ est absolument convergente. Par conséquent, la série de fonctions >_u,, converge normalement sur
l'ouvert
Ug =]—a,al x]-1,1]
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et comme les fonctions u,, sont continues sur U, on en déduit que la somme S est continue sur

# Cette étude n'est pas vraiment nécessaire : toute fonction de classe €' est différentiable et a fortiori continue, il suffirait donc
de prouver que S est de classe €.

# Comment démontrer que Uq est un ouvert ?

@ On continue et on attaque vraiment le sujet de 1’exercice. D’apres le théoréeme fondamental, il s’agit de démontrer
que les dérivées partielles de S sont bien définies sur U et qu’elles sont continues sur U.

# Bien entendu, nous allons pour cela appliquer un théoreme de dérivation terme a terme!
Dans un premier temps, je raisonne en fonction de x, a y fixé.

@ Pour tout (x,y) € U,
un _ e 2un| <
x  1+y2n ox

|n—1

Comme le rayon de convergence de la série entiere }_ x™ est égal a 1, celui de la série dérivée 5 nx™~ ! est aussi égal a
1, donc
oun,

Vo<a<1l,Vn>=1,V(xy) € Ug, i

n—1
Srboy)| <n g
ot la série }_na™ ! est convergente
gente.
@ Résumons : a Yo fixé et donc avec x comme seule variable :
— lasérie > un(-,yo) est une série de fonctions de classe "' sur]—1,1[

o P u R
x — (% Yo) = unlx,yo)

— la série de fonctions )} un(-,yo) converge simplement sur ]—1, 1[;

— la série des dérivées Z a““ (-, yo) converge normalement sur tout segment [—a, a] C |—1,1[.

D’apres le théoreme de derlvatlon terme a terme, la somme de cette série de fonctions est de classe ¢’ en tant que
fonction de x € ]—1,1[et

vVxel-1,1[, xyo Z (%, Yo)-

@ Considérons maintenant cette dérivée partielle en tant que fonction de (x,y) € U.
Sur 'expression précédente, on voit que cette fonction est la somme d’une série de fonctions continues sur U qui
converge normalement sur I'ouvert U, pour tout 0 < a < 1. (C’est la signification de (x).)

Par conséquent, la dérivée partielle
0S

0S
&= v o 5 ixul

est bien continue sur 1’ouvert U (continue, j'insiste lourdement!, en tant que fonction du couple (x,y)).

# On est prié de retenir la grande différence avec le cas ordinaire des fonctions d'une seule variable : ici, dans un premier temps,
on exprime la dérivée partielle; dans un second temps, on vérifie sa régularité.
(Pour les fonctions d’une seule variable, la régularité et I'expression de la dérivée sont établies en méme temps par le Théoreme
de dérivation terme a terme.)

a Second temps : méme démarche en fonction de y, en supposant donc que x est fixé (x = xo € ]—1, 1[) — méme si, le
temps d’établir quelques encadrements on laisse x varier librement.
@ Pour tout (x,y) € U,

oun onx“’]yZ“q
ody  (T+y?)?
Orly| < 1,donc [y?™ | < 1 < 1+ y?" et par conséquent
n
%' x| < 2nx|™.

dy |~ 1+y2n
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@ Comme plus haut, on en déduit que

ou,

Vo<a<1l,Vn>=1,V(x,y) € Ug, E

(xy)| < na® 0

A

et on sait (les raisons ont déja été données) que la série ) na™ est convergente.
@ (A partir de tout de suite, x est fixé, égal a xo.) Comme plus haut, on en déduit que

0S
VUE]—LT[, @(XO)U): 7()‘0)9)

et comme plus haut (cette fois a l'aide de (1)), on en déduit que

as
oy

0S
[(x,y) - ay(x,y)}

est une fonction continue sur U.
@ Mission accomplie : la fonction S est définie sur ’ouvert U, elle admet des dérivées partielles par rapport a chaque

variable en tout point de U et ces dérivées partielles sont continues sur U, donc S est bien de classe ¢! sur U.

Solution 12 16-12

La fonction [(x,y) — xy] est polynomiale et donc de classe ¢’ sur R2. D’autre part, la fonction

1 .
olyn. /\/-
u =2 Re AN R: R
2 2 1 : 1
X — X~ + — — Sin
') Y o ot

est de classe ¥ sur U = R? \ {O} en tant que composée de fonctions de classe €.
Par produit, la fonction f est de classe ¢’ sur 'ouvert U = R? \ {O}.
@ Avec O = (0,0) et h = (x,y), on obtient

|70+ h)| = [f(xy)] < byl <7* = [n]?

pour la norme euclidienne canonique sur R2. (On rappelle que, sur un espace de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes et qu’on peut choisir celle qu’on veut.)
Par conséquent,

f(O+h) =O(||h|*) = o(h

)
(0) + w2 () +o(h),
= T %

ce qui prouve que la fonction f est bien différentiable au point O = (0, 0).
@ En particulier, df(O) = w2 et par conséquent

of of

—(0) = df(O)(ey) =0 et —(0) = df(O)(ez) = 0.
0x dy

# La question n'est pas posée, mais on peut y répondre quand méme : la fonction f est continue au point O (en tant que fonction
différentiable en ce point) et comme elle est de classe €'> sur U, elle est donc continue sur R? tout entier.

a Nous allons utiliser une trés importante astuce de calcul pour préparer la suite. A retenir absolument!
On peut dériver directement I'expression 12 = x* + y? ou considérer que 2 est une composée de fonctions déri-

vables : ) )
o(r o(r or
ox 2x x r ox
donc 3 3
T et, de méme, A
ox T oy 1

#v On peut aussi dériver \/x? +y?2, mais c’est plus fatigant.
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@ On a déja calculé les dérivées partielles de f au point O. On calcule maintenant les dérivées partielles de f au point
M = O + h # O en utilisant I'astuce précédente. Avec M = O + h = (x,y) et = ||h||,

of 1 1 o 1 1 —1 0
a(M):ysin;eryCOS;-af)/;:ysin;+xycos;~r—2~af:;
—ysind - XY )
TysmI T3 T’

On y voit plus clair en coordonnées polaires :

of

1 1
— (M) = —cos? 0sin0 cos — + rsin O sin —.
0x T T

Le second terme est O(r), alors que le premier terme n’a pas de limite quand r tend vers 0. On comprend ainsi que

of of
— (M) ne tend pas vers — (O) lorsque M tend vers O, ce qui prouve que f n’est pas de classe ¢! sur R? tout entier.

ox 0x
C’est pareil pour l'autre dérivée partielle :
of 2 1
— (M) =x nf—%c s —
oy T T

# Cet exercice est I'occasion de rappeler le Théoréme de composition des limites.

Si 'expression 35 (M) tend vers { € R lorsque M tend vers O et si I'expression y(t) € R? tend vers O lorsque t € R tend
vers 0, alors la composée
of
afh/(tﬂ
X

tend vers { lorsque t tend vers 0.

@ Considérons d’abord y(t) = (t, 0), fonction continue de t € R, qui tend vers O lorsque t tend vers 0. Il est clair que

lim g[y(t)] =0.

Considérons ensuite y(t) = (t, t), fonction continue de t € IR, qui tend aussi vers O lorsque t tend vers 0. Cette fois,
la composée

of .1 sgn(t)

—ly(t)] =tsin 5 — cos 5~

ox 2t 2V/2 2t
—0 pas de limite!

ne tend pas vers 0.
 On a démontré que la dérivée partielle 2 était définie en chaque point de R? et qu’elle était en particulier nulle a
l'origine.
Les deux cas qu’on vient d’étudier montrent que cette dérivée partielle n’a en fait pas de limite au voisinage de
l'origine et que la fonction f n’est pas de classe ¢! sur R?.

Solution 13 16-13

Les fonctions ¢ et 1 sont de classe ¢ par hypothese. On doit tout de suite remarquer qu'il s’agit de fonctions d’une
seule variable réelle et qu’on peut donc parler de dérivée et de dérivée seconde pour ces deux fonctions.
@ Le théoreme de Schwarz, lorsqu’il peut étre appliqué, permet de simplifier le calcul des dérivées secondes.
En général, pour une fonction de 2 variables, il y a quatre dérivées partielles secondes a calculer. Mais si cette
fonction est de classe 2, il n’y a plus que trois dérivées partielles secondes a calculer.
Plus généralement, pour une fonction de n variables, il y a n? dérivées partielles secondes a calculer et si cette
fonction est de classe ¢, iln’y en a que M a calculer car la matrice hessienne
2
aiafx (M")) g
) 1<i,j<n
est une matrice symétrique (et comme chacun sait, toute matrice symétrique réelle est diagonalisable).

1. Commencons par démontrer que la fonction u est bien de classe ¢ sur R? et pour cela, analysons cette fonction.
Tout d’abord, la fonction u est la somme de deux fonctions.

HF(Mo) — (

[(x,y) = xp(x+y)] et [(x,y) = ybx+y)l.
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Chacun de ces deux termes est lui-méme le produit de deux fonctions : d’une part
(oY) =x] et [(xy) = e(x+y)]
et d’autre part

[(x,y) =yl et [(x,y) = bx+y)l.

a Dans les deux produits, le premier facteur est une application linéaire, donc de classe €.
Dans les deux produits aussi, le second facteur est pour sa part le produit d’une application linéaire (donc €*°) et
d’une composée :

P 2
(oy) T x4y S e(ty)
R° — R — R
dans le premier cas et
e e 2
(oy) T x4y S bxty)
R — R — R

dans le second cas.

# Non seulement cette analyse prouve que f est de classe ¢ sur R?, mais en outre elle nous indique comment calculer les
dérivées partielles de f.
Pour utiliser la notation de Leibniz confortablement, nous allons supposer que ¢ et 1 sont des fonctions de la
variable z et nous allons poser z(x,y) =x+y.

ou  dlxeo(x+y)l dlydb(x+y)
T o [eteryexe|

a[cp(g;ry)] }}Jr[y _ {6[11)(3;14)] H

oty e {2 ] o {52 5]
Oix+y)+x- @ (x+y) 1]+ [y b'lx+y) 1]
=o(x+y)+xo'(x+y) +yd'(x +y)

De la méme manieére, on obtient :

ou

e =x@'(x+y) +P(x+y) +yPp’'(x+y)

mais aussi, en dérivant a nouveau ces expressions :

2271; - %[(p(wry)+X<p’(x+y)+ytb’(x+y)]
=2¢'(x +y) +x0" (x +y) + yb"(x +y)

g:; = %[w’(wy}+1b(><+y)+ytb’(><+y)]
=x¢"(x+y) + 20" (x +y) + yb" (x +y)

D 2 [l u )y ()
=@ (x+y)+xe"(x+y) + ¥’ (x +y) +yb”(x +y)
= 30 [Ox+y) 0 (e +y) ' (x +y)] = aa;;(

(la derniére ligne de calcul ne servant qu’a vérifier le résultat du Théoréeme de Schwarz sur cet exemple).
11 est alors clair que
’u  d%u *u
oz oy Toxdy’
2. C’est la méme chose, nous allons donc procéder avec la méme méthode ou presque.
Les fonctions [(x,y) — x] et [(x,y) — y] sont linéaires sur un espace de dimension finie, donc elles sont de classe
€ sur R?.
Comme ¢ est, par hypothese, de classe €% sur R, la composée

RZ — R — R
5y) — y — oly)
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est de classe €2 sur R2.
Une somme de fonctions de classe %2 sur R? est encore une fonction de classe € sur R?, donc

z=[(x,y) = x+ o(y)]

est de classe 2 sur R
Comme  est, par hypothese, de classe 4% sur R, la composée

RZ — R — R
(xy) — x+oy) — V(x+oe)=vixy)
est de classe €2 sur R2.

# On se lance alors dans le calcul des dérivées partielles en considérant que\p est une fonction de la variable z, pour étre cohérent
avec la fonction z = z(x,y) définie ci-dessus.

ov. dy 9z 1 !
g o = W Ex) T =0 (xtely)
v dy 2z, o

5 = By =P (x+ oY) 9'(y)

On re-dérive par rapport a x.

0’v 0 /0v dip’) o9z "
o “axlax) = ar ek~ V(o)
v d dvy  dr,, re ,
3ay = oxay) = ax V(0] 0/ W) =" (x4 0v) 0 (Y)
Et la conclusion est alors immédiate!
ov v, , sy 0V 9%
. oxdy =1 (X+(P(1J)) P (X+(P(U))‘(P (U)—@W
Solution 14 16-14

Je commence par quelques généralités utiles a connaitre sur les changements de variables linéaires et en particulier sur
la maniére de s’en servir de maniére autonome.
On considere une fonction f = f(x,y) : R? — R de classe ¥ et un changement de variables linéaire ¢ € GL(RR?) :

@(x,y) = (ax + by, ex + dy) = (ulx,y), v(x,y)).

Dans cette écriture, u et v sont deux formes linéaires sur IR?, ce sont les composantes de I'application ¢.

@ Du fait que ¢ soit un automorphisme de R?, il s’agit d’une application de classe ¥ sur R? et sa bijection réci-
proque est aussi de classe 6> sur R? (puisqu’elle est linéaire elle aussi). Par conséquent, ¢ est bien un difféomorphisme
de R? sur R

@ Comme ¢ est bijective de R? dans R?, on peut alors définir une autre fonction g = g(u,v) : R? — R en posant

Y (x,y) € R%, f(x,y) = (go@)(x,y)

ce qui revient au méme que
V(u,v) € R, g(u,v) = (foo ')(u,v).

Dans cette derniére égalité, u et v sont cette fois des variables et non plus des fonctions.
¢ Enfin, comme @ et ¢! sont de classe €,
— si f est de classe 4™, alors g = f o @' est aussi de classe €™ ;
— si g est de classe ™, alors f = g o ¢ est aussi de classe €™.
Autrement dit : la fonction f est de classe €™ si, et seulement si, la fonction g est de classe ™.
@ Quel que soit le scalaire A # 0, I'application A- ¢ est aussi un difféomorphisme de R? sur R?. Ces deux changements
de variables ne different que par un changement d’échelle : le facteur A ne modifie que 1'unité de calcul.
Par conséquent, méme si ’expression de ¢(x,y) fait apparaitre quatre coefficients a, b, ¢ et d, nous ne disposons
réellement que de trois degrés de liberté pour choisir .
D’autre part, puisque ¢ doit étre bijective, il faut que ad — bc # 0, ce qui impose une premiére contrainte, indé-
pendante de tous les calculs ultérieurs.
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Il nous reste donc juste assez de degrés de liberté pour deux contraintes supplémentaires.
1. On conserve les notations précédentes dans tous les exercices qui suivent.
@ On applique la régle de la chaine pour exprimer les dérivées partielles de f.
of 0g Ou 0g oOv og og
Rl AT A e 4 =}
ox ou 6x+6v ox au+3 ov
of g du_dg v_ g
dy Oou dy ov Oy Odu Ov
On en déduit que
of of 0
a4 3. 499 @)
0x dy ou
# La suite du raisonnement est mécanique et demande donc la plus extréme rigueur (quantificateurs et composition des fonctions).
Mais comme c’est mécanique, une fois qu’on a bien compris comment ¢a marche, on peut briler les étapes et donner le résultat
beaucoup plus vite...

La relation (2) doit étre comprise de la maniére suivante (toujours la méme).

dof dof dg
2 J— — [R— —_ -
Yoy eRY S (xy) -3 ay(x,y) 5 (e )
Une fonction f € €' (R) est donc solution de 'EDP
of of
2 —_— bl . —_ =
Vioy) eRY, Syl -3 ay(x,y) (©)

si, et seulement si, la fonction g est solution de

99
V(X»U)EU:RZ» ﬁ(@(xﬂﬁ) =0

ce qui revient a

v (u,v) € W =R?, (u,v) =0

29
ou
puisque ¢ réalise une bijection de U = R? sur W = R?.
@ On reconnait ici une EDP de référence. La fonction g est donc solution de cette EDP si, et seulement si, il existe une
fonction h € €' (R) telle que
Y (u,v) € R?, g(u,v) = h(v).

On invoque a nouveau la bijectivité de ¢ pour en déduire que f est solution de 'EDP (3) si, et seulement si, il existe une
fonction h € €' (R) telle que

V(x,y) €R%f(x,y) = (go @)(x,y) = g(ulx,y), v(x,y))
=h(v(x,y)) =h(3x +y).

# Dans cette derniére étape, on traite w et v comme des fonctions de x et y parce qu’on cherche a exprimer la solution f comme
une fonction de x et y.

2.  Méme méthode! Cette fois :
o g 2 0f 2
dx ou dv dy v
et par conséquent
of of 0
== 4)
ox Jdy Ou

@ Le méme raisonnement que le précédent nous assure que la fonction f € €' (R?) est solution de 'EDP homogene

of of
V(X)U)GRZ) *(XJJ)‘F*

-~ gy (08 =0 ©)

si, et seulement si, il existe une fonction h € €' (R) telle que

V(xy) €R? flx,y) =hly—x).
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#» Non, la question n’était pas posée, mais j'y réponds quand méme.

Comme dans le premier exemple, la relation (4) nous dit que

of of 0
2 _ 99
Yoy eRY (oY) + ay(XﬂJ) 5, (#(6y))
et comme f(x,y) = g(@(x,y)), on en déduit que la fonction f € ¢’ (R?) est une solution de I'EDP

0 0
Viou) € R S 00y)+ gxy) = fx,y) ©

si, et seulement si, la fonction g est une solution de I'EDP

Y (x,y) € R?, g%(@(x,y)) =g(o(x,y))

ce qui revient a
99
V(u,v) € RZ) R(u)\)) = g(u,v) )
puisque la fonction ¢ réalise une bijection de R? sur R?.
@ Si on raisonne a v fixé, avec u pour seule variable, on peut interpréter cette derniere EDP comme une équation
différentielle du premier ordre a coefficients constants.

La fonction g € €' (R?) vérifie 'EDP (7) si, et seulement si, pour tout vy € R (fixé, donc!), la fonction [u — g(u,vo)]
est une solution de 1’équation différentielle

YVueR, z'(u)—z(u)=0
ce qui revient a dire que, pour tout vy € R, il existe une constante K(vo) € R telle que
YueR, gluvy)=K(p)e".
& ]I faut bien comprendre ce qu’on vient de faire ici : en résolvant I'équation différentielle apres avoir fixé v = vy, on fait a priori
dépendre la constante d’intégration de la valeur de vo. Autrement dit, on a ainsi défini point par point une fonction K : R — R.

Avant de continuer, il faut remarquer que la fonction K n’est pas completement arbitraire, quoiqu’elle soit définie point par
point.

On remarque que
7 (wv) €R?Kv) =eg(w,v)

et en particulier (pour u = 0) K(v) = g(0,v). On en déduit que la fonction K est nécessairement de classe % sur R en
tant que composée de fonctions de classe €.

R & RZ — R
v — (0,v) +— g(0,v)

@ On peut maintenant conclure : la fonction f € %' (R?) est solution de I'EDP (6) si, et seulement si, il existe une
fonction K € ¢ (R) telle que

V(xy) € R?, f(x,y) =K(vixy))e ™Y
=K(y —x)e~.
3. C’est toujours pareil, donc je réduis les explications au minimum.
D’apres le changement de variables proposé,

of 9dg  9dg of 0dg 0g of of _ 0dg
ox du  ov et dy odu v donc ox dy  ou
On en déduit que
of of
2 9 or _ 2 _ 2
V(X)y) € R7, ax(xay)‘l' dy (X)y) (X+y) [u(x)y)]

0
e V(uv) eR3, 2. %(u,v) — 2

3

= Ywo €R, IK(vo) €R, YU e R, g(u,vo) = %+K(vo).
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On a ainsi défini une fonction K : R — R telle que K(v) = g(u,v) — /s pour tout (u,v) € R? et en particulier telle que
q p p q

R linéaire R2 ge?' (R?) R
v — (O)V) — 9(0,\1) - K(V)

ce qui montre que la fonction K est de classe ¢! sur RR.
On peut alors conclure, en conservant le détail des arguments : la fonction f € ¢’ (R?) est une solution de 'EDP

O (xy) = (x +y)?

g(x ) +
'Y oy

2
v (x,y) € RY, o

si, et seulement si, il existe une fonction K € €' (R) telle que

3
vV (u,v) € IRZ, glu,v) = 1% +K(v)

c’est-a-dire
fu(x, Yy )] 3

Y (x,y) € R%, (goo)(x,y) = >

+ K(v(x,y))

soit enfin :
(x+y)?

Y (x,y) € R*  flx,y) =K(x—y)+ 5

# On peut remarquer que cette solution est la somme d'une solution particuliere : (x + y)3/6 et de la solution générale de
I'équation homogene, résolue précédemment.

Solution 15 16-15

On suppose ici que f est de classe % sur R? et donc que, quel que soit le changement de variables linéaire ¢, la fonction
g est aussi de classe €% sur R?.
On pourra donc librement appliquer le Théoréme de Schwarz a ces deux fonctions.
@ Quel que soit le changement de variables linéaire ¢,

o 99 du_ 29 dv_ 2 2
x ou ox v ax Y av (@)
of ©0g ou 0dg Ov dg

=2 .24 2.2 _p. b
dy ou 0y + ov 0y au+d av (®)

@ On en déduit les dérivées secondes en composant ces opérateurs différentiels.
o2
x2  Ox \dx
B d /0g 0 /0g e
_a.{a(a)}_;_c.{a(a)} (linéarité)
9
0

o {ema e nGl e lo m@) o 5 (@) (par (@) dewx fois)

Le Théoreme de Schwarz permet de simplifier le résultat.

of _ 2.9 0’9 » g
_— = o —_ 2 . - —_—
a2 =% w2 T quay T a2 )
@ De méme par rapporta y!
— o =p2. 242 99
o2 b w2 bd - 3uay T d 32 (k)
@ Puisque le Théoréeme de Schwarz peut s’appliquer, on a le choix pour la dérivée partielle seconde croisée a calculer...
o%f 0 /of 0 og og
=_—(=—)=+—40b- b
axdy ax(ay) ax{ u e av} (par (b))
B 0 /9g d /0g o
=b- { Ox (au) } +d- { x ( 6\1) } (linéarité)

ool ren @ rafo (@) e 5@ (par s) dew fois)
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On simplifie avec le Théoréme de Schwarz.

N o d%g d%g 9%g

oy~ ayox W0 gz Tladtbe) el fed 5 (1)
1. D’apreés les relations (x) et (%),
o%f  9%f d%g d%g d%g
— — — = (a®? — b? 2(ac —bd) - 2 _d%). —.
o ayr = (@ T gur HAlac—bd) gl (- ) 50

Il nous reste [16-14] deux degrés de liberté pour définir le changement de variables ¢. On va choisir ¢ de telle sorte
que deux des trois coefficients de 'EDP en g soient nuls de telle sorte qu’on puisse appliquer 'un des résultats du cours
(EDP de référence).
@ Une piste est d'imposer a?> = b? et c> = d?, outre la contrainte ad —bc # 0. Aveca =b =letc = —d = 1,0n

obtient

%f M 0 %9

oxz2  oyr = uv
et on peut conclure : la fonction f € ¢ (IR?) est une solution de 'EDP

02f 02f
V(xy) € ]RZ» ﬁ(xﬂﬁ - @(Xay) =0

si, et seulement si, il existe deux fonctions K; et K> de classe €2 sur R telles que

Y (x,y) € R, flx,y) = Ki(u) + Ka(v) =Ky (x +y) + Kz (x —y).

# On a omis ici quelques détails qu’on peut omettre avec un peu d’expérience.
w Lq piste que nous avons choisie pour définir @ est la seule possible...
En effet, si on avait choisi a =b # 0 et ac —bd = 0, on aurait dii prendre c = d et @ n’aurait pas été bijective !
De méme, si on avait choisi a = —b # 0 et ac —bd = 0, on aurait dii prendre ¢ = —d et ¢ n’aurait pas non plus été
bijective...

2.  Méme méthode! Il faut en outre savoir factoriser... D’apres (%), (xx) et (1),

ﬁ B 0% f Lo 02f
ox?2 Toxdy | 0y?

02 02 92
(a2 979 . . 9 . 9
=(a=b) ou? 4la—b)lc—d) duov | +le—a) o2’

@ Le premier choix de changement de variables consiste a imposer a = b et ¢ # d. (L’autre choix consiste a imposer
a # betc =d, ce quiest le symétrique du précédent : rien de vraiment différent a en attendre.)
@ Prenonsdonca=b=c=1etd =0, c’est-a-dire u = x + y et v = x. Il nous reste

o9 _

vz
Le cours nous donne les solutions de cette EDP de référence : la fonction f € %%(IR?) est une solution de I'EDP si, et
seulement s, il existe deux fonctions K¢ et K9 de classe €% sur R telles que

Y (x,y) € R%,  f(x,y) =KJ(u) +v-Ki(u)
=K{(x+y)+x-K(x+y).

# Par curiosité, regardons ce qui se passe avec a =b =c¢ = 1 et d = —1, c’est-a-dire w = +y et v = x —y. L'EDP vérifiée par
f se ramene une fois encore a la méme EDPen g :
o%g
vz

Par conséquent, la fonction f € €*(IR?) est une solution de I'EDP si, et seulement si, il existe deux fonctions K] et K} de classe
€2 sur R telles que

) +v-Ky(u)

(u

(x+y)+ (x—y) - Ki(x+y)

Tx4y) — (x+y)- K;(X—Q—y)}ﬁ-x-K;(x—i—y)
—_————

Y (x,y) €R?, flx,y) = K]
1
]

[

=K¢ (x+y) =K9 (x+y)
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et, comme on le voit, le résultat est présenté différemment — mais c’est bien le méme !

3. Toujours pareil... Et il faut toujours savoir factoriser! L'EDP vérifiée par f devient

2

%g d%g d%g
(a—b)(2a+b)- — + (4ac + 2bd — 3ad — 3bc) - +(c—d)(2c+d)- — =0.
ou? oudv ov?

On va choisir a = b # 0 et 2c + d = 0 pour éliminer le premier et le troisieme terme en conservant la bijectivité de .
Dans ces conditions, le coefficient du second terme est égal a a(c — d) # 0. Une fois encore, on est ramené a I'équation
629 B
oudv

et en fixant par exemple a =b =1,c =1 et d = —2, ’est-a-dire
u=x+y et v=x-—2y,

on conclut comme d’habitude : la fonction f € €?(IR?) est solution de I'EDP si, et seulement si, il existe deux fonctions
Py et de classe €2 sur R telles que

Y (x,y) € R, fx,y) = d1(w) +¥a(v) =1 (x +y) + Pa(x — 2y).

Solution 16 16-16

On généralise ici le Théoréme fondamental aux fonctions de plusieurs variables et on utilise ce théoréme pour caractériser les
fonctions constantes sur un ouvert convexe.

Pour cela, on considere une fonction f de classe € sur ouvert U ef une fonction vy de classe €' de lintervalle 0,11 Cc R
1. || dans I'ouvert U. On doit comprendre que y définit une courbe tracée dans I’ouvert .

En effet, pour tout t € [0, 1], le vecteur y(t) € F est en fait un point de U et comme cette fonction vy ne dépend que d'une
variable réelle t € [0, 1], on peut interpréter la variable t comme le temps et la fonction y comme la trajectoire d’un point
matériel qui se déplace dans U avec la vitesse (instantanée) y’(t) € F.

Tout d’abord, la fonction
(foy) : 0,11 5L U-F

est de classe ¢! en tant que composée de fonctions de classe €.
De plus,
Vito €[0,1], d(foy)(to) = dfly(to)] o dy(to).

Avant d’évaluer cette formule, il faut déja la décortiquer :

dy(to) dfly(to)]

d(fovy)(tg) : R E F

et d(fovy)(to) € L(IR, F).
@ Comme vy est une fonction de classe ¢ d’une seule variable réelle, elle est aussi dérivable. Pour relier la dérivée
v' : [0,1] — E al’application linéaire tangente dy(to) : R — E, il faut revenir au développement limité :

Y(to +h) =v(to) + h-y'(to) + o(h)
=7v(to) + dy(to)(h) + o(h).

I s’ensuit que
Vi € [O)H) dY(tO) = [hth/(tO)] GL(IR)E)

et par conséquent
VheR, d(foy)(to)(h)= dffy(to)l[h-v'(to)] =h- dfly(to)] [y'(to)]
€L(E,F) cE
| ——
€F
@ Il est temps de remarquer que (f oY) est, tout comme 7y, une fonction de classe ¢! d'une seule variable réelle et donc
qu’elle est dérivable!

L’analyse que nous avons faite pour y s’applique de la méme maniere, donc
Vit €[0,1], d(foy)(te) =lh=h-(foy)(to)]

et d’apres le calcul précédent
Vio € 10,1, (foy)'(to) = dffy(to)lly'(to)] € F
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En fait, en pareil cas, il est beaucoup plus simple de revenir a la définition (le développement limité a I'ordre 1) que
d’appliquer le Théoréme de différentiation des fonctions composées.
® On sait en effet que, pour h — O,

Y(to+h) =v(to) + h- [y'(to) 4+ o(1)]

et que, pour u — Og,
f(Mo +u) = f(Mo) + df(Mo)(u) + o(u).

On choisit alors Mo = y(to) € Uet u = y'(to) + o(1), on substitue le premier développement limité dans le second, on
analyse soigneusement chaque terme et on arrive tres facilement a la conclusion suivante :

(foy)(to+h) = (foy)(to) +h- dfly(to)lly'(to)] + o(h)

d’oir I'on tire sans effort supplémentaire 'expression de (f o y)’(to).

- Retour a I’exerice : 1a fonction f oy est une fonction de classe €' sur l'intervalle [0, 1] C IR, & valeurs dans un espace
vectoriel F de dimension finie.
D’apres le Théoreme fondamental :

1 1

(foy)'(t)dt = L df(vy(t)(y'(t))dt €eF

(foy)(1) = (foy)(0) = |

0

2. On établit ’équivalence par double implication.
@ Sila fonction f est constante sur U, alors df(My) = wg r pour tout My € U.

[ La géométrie de "ouvert U n’est pour rien dans ce résultat.

@ Réciproquement, on suppose que df(My) = we r pour tout My € U et que U est convexe.
Quels que soient a et b dans U, on sait que

vtel0,1, (I—t)-a+t-bel.

On pose donc
VteR, vy(t)=a+t-(b—a).

En tant que fonction polynomiale, la fonction v est de classe ¢! sur R et

VteR, v'(t)=b—ackt.

La cinématique pour mieux comprendre : la convexité de U nous permet de passer d'un point a de U a n’importe quel autre
point b de U avec un mouvement rectiligne uniforme.

D’apres la question précédente,

1 1
f(b) — fla) = (foy)(1) ~ (Foy)(0) = | dfly()] /(1) de=| s de=0;
0 N—— —— 0
WEg,F =b—ack
Or
et donc que f est constante sur U :
Va,bel, f(a)=1f(b)eF

Le résultat est encore vrai lorsque I"ouvert U est connexe par arcs. On peut dans ce cas relier deux points quelconques a et b
par une "ligne brisée” et adapter la démonstration précédente a un arc paramétré y continu et affine par morceaux.

Solution 17 16-17

1. || On peut calculer des gradients sans calculer la moindre dérivée partielle.

Pour démontrer que f est de classe ¥°°, on va d’abord démontrer qu’elle est différentiable. L'expression de la
différentielle nous permettra alors de conclure.
aa Pourxy € E fixé h € E voisin de 0,

f(xo +h) = (xo+ h|xo+h) =f(x0) +2(x0|h) + ||[h?>.
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Par bilinéarité du produit scalaire, I’application [h — 2 (xo | h )] est linéaire sur E. D’autre part, Ih||* = of|[h) pour h
voisin de 0.
On a ainsi démontré que f était différentiable en chaque pointx, € E:

f(xo + h) =1f(x0) + 2(x0|h) + o(h)

et que la différentielle de f :
df =[xo— [h— 2(x0|h)]]

était une application linéaire (en fonction de x¢) de E dans L(E,R).
L'application df est donc de classe ¥ sur E et par conséquent, ’application f est de classe € sur E.
@ Par définition, le gradient est 1'unique vecteur Vf(xo) tel que

VheE, (Vilxo)lh) = df(xo)(h) =2 (xo|h).
Comme le vecteur 2x convient a 1'évidence, on en déduit que
Vxo € E, Vf(xo)=2x0.
2. Les fonctions h; = [t — \/’E], hy, = [t — /4] et h3 = [t — 1/4i2] sont de classe € sur R’ . Comme la fonction f est
de classe €*° sur E et strictement positive sur U = E \ {0}, on en déduit d’abord que
gr : u 5 R% o, R
est de classe € sur U et ensuite que
g2 : UL R A RY et g3 : UZHRY MR

sont également de classe ¥ sur L.
@ Remarquons tout d’abord que f(x) = (¢ o g1)(x) ot @ (1) =12
Comme ¢ : R — R est dérivable, elle est aussi différentiable et

de(ro) = [t @'(ro) - t] = [t — 210 - t].
D’apres la regle de la chaine,

df(xo)(h) = (delgi(xo)l o dgi(xo))[hl
€R

dolgr (x0)](dgi(xo)(h))
¢'lg1(x0)]- dgi1(xo0)(h).

eR €R

On traduit cette égalité avec le gradient : quel que soit h € E,

{Vf(xo) |h) =2|[x0ll - (Vgi(xo)| )
et par unicité du gradient :

Vxo €U, Vf(xo) =2x0l-Vgi(xo)

~———
eR%,

d’ot1 enfin o
Ixoll

@ On procede bien stir de maniére analogue pour gz(x) = /g, (x) et g3(x) = 1/[42(x)], mais on va un peu plus vite.
@ La relation entre applications linéaires tangentes :

Y X0 GU, Vg1(xo):

—1

2(xo0)

d h) =
g2(x0)(h) p

- dgi(xo)(h)

devient en termes de gradient :

_1||2~<v91(x(>)h>—<_1 iLYE

v h) = ol
(Vga(xo) ) Ixoll> IIxoll

Ix
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Par unicité du gradient,

—X
Vgalxo) = — 2.
%ol
@ De méme :
-2
dgs(xo)(h) = 0] dgi(xo0)(h)
1
-2 X0
Vgslxo)Ih) = { —5 . 2%
(Vgs(xo ) < HXOHS %ol >
et donc 5
—2x
Vgs(xo) = —.
%ol
@ Soit &4 = (eq,...,eq), une base orthonormée de E.

Pour tout T <k < dettoutt e R*,

gi(t-ex) —g1(0e)  [tl]ex]
- = = sgn(t).

Il'y a une limite a gauche (—1) et une limite a droite (41) lorsque t tend vers 0, mais ces limites sont distinctes, donc ce
taux d’accroissement n’a pas de limite lorsque t tend vers 0.
Aucune dérivée partielle de g; n’est donc définie en O, bien que g1 soit continue sur E (inégalité triangulaire) et de

classe €' sur U.
3. Remarquons pour commencer que

Vxel, o@(x)=gax) x=gax)- ITe(x).

La fonction ¢ est donc de classe ¢ sur U en tant que produit de deux fonctions de classe € sur U.
On applique la regle de Leibniz pour calculer 'application linéaire tangente.

de(xo)(h) = dga(xo)(h) - Te(x0) + g2(x0) - Ie(h) (par linéarité de Ig et [15])
). h
e
lIxoll lIxoll
— 1 2<h2<x()|]12>x0>
%ol %ol

Solution 18 16-18

Appliquons la régle de la chaine sans trop réfléchir :

ow 0w 0x Ow Jdy Ow 0z

x " ox ox Loy ox oz ox
Or x et y sont indépendantes et z(x,y) = x +y, donc

ox dy 0z
w0 w Y

Il reste donc
ow B ow ow

x  x oz
En simplifiant par 3%, on en déduit que
w
oz

ce qui vient contredire la définition : comme w = x +y + z, il faut bien que 3% =1.
a Que s’est-il passé?
On a traité w tantdt comme une fonction de trois variables (dans le membre de droite, ¢a se voyait) :
w=w(x,y,z) =x+y+z

tantdt comme une fonction de deux variables (dans le membre de gauche, mais ¢a ne se voyait pas) :

w=w(xy)=x+y+(x+y) =2x+2y.
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Sur ces deux expressions, il est clair que la valeur de 3 n’est pas la méme, ce qui explique la contradiction relevée.
@ Mais comment éviter les ennuis alors?
Trés simplement : en traitant ce genre de situation comme un changement de variables.
11 faut donc distinguer deux fonctions mathématiques :
— une fonction de trois variables :
wi(r,s,t)=r+s+t

— une fonction de deux variables :
WZ(X)y) =2x+ Zy

qui sont reliées par un changement de variables :

o(xy) = (%, y,x+y)

via la relation
wa(x,y) = (w1 0 @)(x,y).

Cela étant posé, on peut appliquer la regle de la chaine en toute sérénité et laisser les notations travailler a notre place :

aWZ . aW1 g aW1 % aW] ﬁ
ox or dx 0s 0Ox ot Oox’
Dans le premier membre, on a une fonction de x (et donc de y).

Dans le second membre, on fait apparaitre une fonction des variables 7, s et t (il s’agit de w1) et on traite aussi r, s
et t comme des fonctions de x ety :

rx,y) =%, s(xy)=vy, tx,y)=x+vy.

Apres simplification, il reste alors
aWZ - aW1 + aW1
ox  or ot

c’est-a-dire 2 = 1 4 1. La contradiction s’est évaporée!

Au premier membre, il fallait lire :
aWZ

ox
tandis qu’au second membre, il fallait prendre soin de lire :

(x,y)

aW1

?QP(X)‘J))

car il s’agit aussi d'une fonction de x et y (pour des raisons d’homogénéité).

Solution 19 16-19

1. Silafonction g : Jc,d[ — IR est de classe €', alors la composée

Q — Je,dl — R
xy) — oy gy
est de classe ¢! sur Q et il est clair que

0
Yoy 0, o (xy)=0. ®

. Réciproquement, on suppose que f € €' (Q) est une solution de (x).
On fixe ¢ < yo < d. La fonction
](1, b[ — Q — R
x > (%Yo) — f(x,y0)

est de classe ¢! sur l'intervalle ], b[ et sa dérivée est, par hypotheése, identiquement nulle. Cette fonction est donc
constante. La valeur de cette constante dépend a priori de la valeur de yo qui a été choisie. On conclut donc :

Ve<yo<d, IK(yo) R, Va<x<b, f(x,yo)=K(yo).
On a ainsi démontré qu’il existait une fonction K : ]Jc, d[ — R telle que

V(ny) EQ) f(X»y) :K(y)
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De plus, si on choisit une valeur arbitraire a < xo < b, on obtient

Vy €lc,dl,

ce qui prouve que la fonction K est de classe €2 sur Ic, d[ :

(par composition).

le,d] — Q

K(y) = f(xo0,y)

— R

y  — (x0,y) — flxo0,y)

2.
Le contre-exemple suivant montre comment on étudie la régularité d’une fonction de deux variables définies par morceaux.
(On suit bien entendu la méthode générale : existence des dérivées partielles, puis continuité des dérivées partielles.)

On consideére la fonction f définie de la maniere suivante :
— pourx < Oety € IR, on pose f(x,y) =0;

— pour x > O ety >0, on pose f(x,y) =x~;

2

— pour x > Oety < 0, on pose f(x,y) = —x%.
Cette fonction est définie sur I'ouvert Q obtenu en retirant le demi-axe des abscisses positives de R? (en trait épais

noir sur la figure).

Le graphe de cette fonction ressemble clairement a la surface qui figure dans le cours.

a L'ouvert Q sur lequel est définie f se décompose en quatre parties :
— sur l'ouvert Qg = ]—o00, 0[ x R, la fonction f est constante et donc €' ;

— sur l'ouvert Q; =]0, +o0[ x ]0, 400, la fonction f est polynomiale, donc de classe AN

— de méme sur 'ouvert Q; =10, +oo[ x ]—o0,0[;

— les trois morceaux précédents se raccordent le long de 1’axe des ordonnées (en trait épais rouge sur la figure) et
c’est la régularité de ce raccord que nous allons maintenant étudier.

@ Plus précisément, on raccorde les ouverts Qg et (7 le long de la demi-droite ouverte [x = 0] N [y > 0]; on raccorde
les ouverts Qp et ), le long de la demi-droite ouverte [x = 0] N [y < 0]. (Il est encore temps de remarquer que nous

n’avons pas défini f a I'origine.)
@ Par symétrie, nous allons nous borner a étudier 1’existence des dérivées partielles en un point My = (x

Yo > 0) et pour cela, nous allons travailler sur le voisinage V, de ce point défini par
Mo+heV < [hl <«

otl le réel & > 0 est choisi assez petit pour que yo — « > 0.

[x =0,y > 0]
QO ............................ Q]
( ,—O() ________ N c '°( ,+O()
Jo Mo = (0, yo) Jo

:O)U =
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” Pour calculer les dérivées partielles, on se déplace parallelement aux axes de coordonnées, c’est-a-dire sur les lignes de tirets
de la figure.

Pour 0 < [t| < &, on pose ici h = (t,0), donc My +h € V et

o 0 sit<goO

f(0+t,yo) —f(0,yo) _ flt,yo) [t sit>0
t—0 h

et donc
f(o + t»Uo) - f(o)yOJ
t—0

VA0, —0‘<|t|

ce qui prouve que f admet une dérivée partielle selon x au point My = (0,yo) et que

of

a(())yO) =0.

Pour 0 < [t| < &, on pose ici h = (0,t), donc My + h € V;; et comme

f(0,y0 +t) — f(0,yo)
t—0

=0,

la fonction f admet une dérivée partielle selon y au point Mo = (0,yo) avec

of

—(0 =0.
ay( )90)

@ ]l reste maintenant a justifier la continuité des deux dérivées partielles en chaque point My € [x = 0] N [y # 0]. Pour
cela, nous allons comparer les valeurs des dérivées partielles

0x oy

au point de référence My € Q) et en un point M € Q voisin de M.
Plus précisément, nous considérerons un point M choisi dans le voisinage Vy du point My défini plus haut.
Commengons par le cas le plus simple : pour tout M € V), la dérivée partielle g—; (M) est nulle. En tant que fonction
constante sur Vy, cette fonction est en particulier continue au point My € V.

| L’autre dérivée partielle n’étant pas constante, il va falloir s’employer un peu plus pour étudier son cas!

Considérons un déplacement h = (h,, hy) avec [h| < x et [hy| < «, de telle sorte que |[h|| < xetM =My +h €
Vo.
D’apres les calculs de dérivées partielles, il faut distinguer deux cas :

of of Jof o sih <0,
Quoi qu'il en soit,
of of
67(M0 +h) — —(Mo)| < 2|[h,
X 0x

ce qui prouve que % est bien continue au point M.

@ Bien str, la méme méthode s’applique, avec les mémes résultats, en un point My = (0,yo < 0).

@ On a démontré que f admettait des dérivées partielles en chaque point de Q et que ses dérivées partielles étaient
continues en chaque point de Q, c’est-a-dire (Théoréme fondamental) que f était bien de classe €' sur Q.

En outre, on a bien vérifié que
of

YMeQ, @

M)=0

et cependant
vV xo > 0, f(xo,1) =1 # f(xp,—1) = —1

ce qui prouve que les valeurs prises par f(x,y) ne dépendent pas que de xo !
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Solution 20 16-20

1. On commence par étudier la régularité de f.
Les deux fonctions [(x,t) — x + ct] et [(x,t) — x — ct] sont linéaires, donc de classe € sur R?.
Ici, les fonctions g et h sont supposées de classe > sur R. Par composition, les fonctions

RZ — R — R

(x,t) — x+ct — g(x+ct)
R? — R — R
(x,t) — x—ct +—— h(x—ct)

sont de classe ¢’ sur R?.

La fonction f est donc de classe 4> sur R? en tant que somme de deux fonctions de classe ¢ sur R?.

a Pour calculer les dérivées partielles secondes, le bon sens recommande de calculer d’abord les dérivées partielles

premieres, de les simplifier et de les re-dériver enfin.

Onl'a vu, on compose des fonctions pour calculer f. Il nous faudra donc appliquer la regle de la chaine pour calculer
les dérivées partielles.

Pour y parvenir sans encombres, nous allons convenir que g = g(u) est une fonction de la variable u € R, que
h = h(v) est une fonction de la variable v € R.

Dans le méme esprit, nous considérons aussi les fonctions u(x, t) = x + ct et v(c, t) = x — ct, qui nous donnent :

ou

ou ou ov ov
ox

L T >l v

—C.

On dérive une somme...

of dg du dh dv

=g'(x+ct)+h'(x—ct)

x  du ox dv ax
of _ dg ou  dh v

_ . ! _ ! _
3t = du a-ﬁ- ik [9'(x 4+ ct) —h'(x — ct)]

Et on dérive encore...

92f 9 ,of " "

3~ ax (o) — 9" (et + R e —ct)

92f 9 sOf 5 oy 2911
7at2_ﬁ<a =2 [g"(x +ct) + (—1)*h" (x — ct)]

pour arriver a I’équation des ondes :
o*f 1 o%f

w2 o
2.a. L’application ¢ = [(x,t) — (x + ct,x — ct)] est un endomorphisme de R?, espace de dimension finie. Par consé-
quent, il s’agit bien d’une application de classe € sur R?.
La matrice (relative a la base canonique) de cet endomorphisme est

(%)

et comme ¢ > 0, cette matrice est inversible. Donc ¢ est bien une bijection de R? sur R?.
Enfin, la bijection réciproque est linéaire (comme ¢...), donc elle est aussi de classe € sur R?.
Conclusion : ¢ est bien un difféomorphisme de R? sur R? (et Huyghens ne le savait pas).
@ En tant que composée de fonctions de classe €2 :

R22LR2E5R

la fonction F = fo ¢! est de classe €2 sur R?.
2.b. Nous allons maintenant chercher une EDP de référence vérifiée par la fonction F. Il nous faut pour cela exprimer
les dérivées partielles de f en fonction des dérivées partielles de T et donc utiliser la reégle de la chaine (puisque f = Fo ¢
est une composée de fonctions).

Nous allons donc encore utiliser les fonctions u = u(x,t) = x + ct et v =v(x,t) = x — ct et considérer que F est une
fonction des variables u et v.
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Techniquement, ces deux fonctions u et v sont les composantes du changement de variables ¢.
v (X)t) € IRZ» (P(X» t) = (LL(X, t)» V(X) t))
@ On calcule d’abord les dérivées premieres...

of oF ou OF ov 0OF OF

3 ou ox ov ox  ou oy 0
ot du ot dv 3t  du v !
Pour calculer les dérivées secondes, on dérive les dérivées premieres.
o%f 0 /0F OF
o = ax(ou ¥ ov) ()
o%f 0 (0F OF
o = atlow o) (0

Pour calculer les dérivées partielles de f, on a appliqué la regle de la chaine parce qu’on considere ici que f = f(x, t) est en fait
une composée de fonctions :
f(x,t) = F(u(x, t), v(x,1)).

Dans les expressions des dérivées secondes qu’on a obtenues, c’est exactement la méme chose, mais ¢a se voit mieux ! En effet,
dans les parentheses, il y a des fonctions de u et v. Comme on veut les dériver par rapport a x et t, c’est qu’on veut les traiter
comme des fonctions de x et t et pour cela, on fait intervenir @.

Maintenant, on y retourne! Il s’agit d’appliquer aux expressions entre parenthéses dans () et (ty) les formules (%)
et (). On peut se souvenir de la manceuvre en imaginant qu’on compose la régle de la chaine avec elle-méme.

w o G+ (55}
a6 G {m) oG}

*x *x

” On a appliqué deux fois la formule (%), une fois en remplagant F par %, Uautre fois en remplagant F par %5'

3= (i) < (G (E)

0
ot
c{e o) o an o e G) 0 G

*t *t

(Idem, en appliquant x¢.)
@ Le plus dur est fait! On va simplifier en tenant compte du Théoréme de Schwarz, qui peut étre appliqué puisque F
est une fonction de classe 4.
o’f 0*F | 0°F  0°F

x2  duZ ' Toudv | o2
oo O Lo OF L o OF
ot? ou? Juov ov?

Par conséquent
ero1 e o o
x2 2 dt2 dudv’
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La relation précédente peut aussi bien étre comprise comme une égalité entre fonctions des variables x et t :
Y (x,t) € U=R2,
01001106 ) — 5 - 1020211105, ) = 4101 (02 (9L, 1)
=(u,v)
que comme une égalité entre fonctions des variables wet v :
v (u,v) € W = R?,

01 (01 F))(x, 1) — Clz 0200271 (0 (w,v)) = 4001 (3:F) (1w, v)

—
:(X)t)

parce que @ est un difféomorphisme de U sur W.
% La bijectivité de ¢ nous permet de déduire de (1) que la fonction f € €% (U) est une solution sur U de 'EDP

er 1o
0x2 ¢z otz
si, et seulement si, la fonction F = f o @' € €?(W) est une solution sur W de I'EDP
0%F
oudv

(Non, le facteur 4 n’a aucun intérét.)

© Attention ! Lorsque le changement de variables n’est pas linéaire, les ouverts U et W sont différents et ¢a peut créer de la
misere si on n'a pas pris des le début I’habitude de distinguer I'ouvert U qui contient les (x,t) et 'ouvert W qui contient les
(u,v).

Bref... On s’est ramené a la résolution d'une EDP de référence. Donc on sait que : la fonction F est solution de

2%F
oudv

si, et seulement si, il existe deux fonctions g et h de classe €2 sur R telles que
vV (u,v) €W, F(u,v)=g(u)+hv).
On invoque une derniére fois le changement de variables : la fonction f = F o ¢ est donc solution de
K N
0x2  c2 otz
si, et seulement si, il existe deux fonctions g et h de classe ¢’ sur IR telles que

V(xt) el f(x,t)=F(o(x,t)) =F(x+ct,x—ct)
=g(x+ct) + h(x —ct).

Un peu de physique pour terminer ?

Le terme g(x + ct) prend la méme valeur pour (t,x) = (to,xo) ef pour (t,x) = (0,x0 +cto). Comme ¢ > 0, si to > 0, alors
onaxo < xo + cto : l'onde décrite par g(x + ct) progresse de la droite vers la gauche.

Symétriquement, le terme g(x — ct) prend la méme valeur pour (t,x) = (to,xo) et pour (t,x) = (0,xo — cto). Cette fois, si
to > 0, alors xo > xo — cto : I'onde décrite par h(x — ct) progresse de la gauche vers la droite.

Gloire & Huyghens!

Solution 21 16-21

1. Posons ¢(u,v) = (#, v) pour tout (u,v) € A=R% x R.
@ Comme les deux composantes de ¢ :

u? 42

x(u,v) = >

et y(u,v)=v

sont polynomiales, il est clair que ¢ est de classe € sur A.
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- Soit (x,y) € R2. On cherche a quelle condition sur (x,y) le systeme

e(u,v) = (x,y)

admet au moins une solution (u,v) € A (surjectivité de @) et si ce systeme admet exactement une solution (injectivité
de ).
11 est clair que

2 2 2 2
x = 43 — 2x —y- =u
y=v y=v

I Assurez-vous de bien comprendre qu’il s’agit ici de 2 implications !

On impose (u,v) € A, doncu > 0 et u? > 0. La premiere équation montre donc que, si 2x —y? < 0, alors ce systeme
ne peut pas avoir de solution dans A.
@ Réciproquement, si 2x — yz > 0, alors

{Zx—yz =u? — {u_ V2x —y?

y:\} \):y

car u > 0.

On a ainsi démontré que ce systéme admettait une unique solution pour tout (x,y) € U = [y? —2x < 0] et
n’admettait pas de solution pour (x,y) ¢ U.

Par conséquent, ¢ réalise bien une bijection de A sur U et

V(X»U)GU» (P_l(X)Q)Z(VZX—UZ» y)

La deuxiéme composante est linéaire, donc de classe € sur R2 et, par restriction, sur U. Quant a la premiére compo-
sante :

olyn.
u =2 r R

(xy) +— 2x—y? — 2x—y?

elle est de classe ¥ sur U en tant que composée : on rappelle que /- est de classe ¢ sur R (mais seulement continue
sur R,).
2. Puisque nous disposons d'un authentique changement de variables certifié, eh bien, changeons de variables! On
pose :

V(U,V) GA) g(u,v):(focp)(u,v)

ce qui revient a f(x,y) = (g o @~ 1)(x,y) pour tout (x,y) € U.
Comme @ est de classe €*° sur A, il est clair que f est de classe € 2 sur U si, et seulement si, g est de classe €2 sur A.
- ]l est clair sur la définition de ¢ que
0 0 0 0
X X 0y _, 0y _,

u_ " aw Y w0 v

@ Appliquons maintenant la regle de la chaine pour exprimer les dérivées partielles de g en fonction des dérivées
partielles de f.

Comme
@ _of ox

of oy of
du  9x du o

dy du Y

on peut en déduire que

2
3~ u ()

ou of 0 sof e , .
=50 o +u- {a (&) } (dérivation d"un produit)
of 0 /of R N
=1. I +1u- {u B (&) } (regle de la chaine au ler ordre)
_of o, o

T ox T2



Calcul différentiel

Comme d’habitude, il importe d’étre bien conscient du sens exact de ce qui est écrit !
0? of o%f
Vv €4, =Swv) = = (e(uv) + 1 = (e(u,v)
€ Pour ceux que ¢a intéresse...
g of ot
v ox 0y
@—E_sz ﬁ_FZV ﬁ+ﬁ
v2  Ox ox? oxdy  0y?
(On a fait, bien entendu, usage du Théoréme de Schwarz.)

@ Revenons a I’'EDP en f. Comme ¢ réalise une bijection de A sur U, la propriété :

o f of
—_— 2 - —_— — — =
Vioy el (2x—y7) a5yl + (6 y) —flxy) =0
équivaut a la propriété :
Y (u,v) € A,
o f of
{[2xwv) = ()] 55 (0w v) + = (0w v) b~ F(elu,v) =0

=u?
qui équivaut elle-méme, d’apres les calculs de dérivées partielles a la propriété :
aZ

YV (u,v) € A, {ﬁ(u,v}} —g(u,v) =0.

I L'EDP précédente est une équation différentielle masquée car on ne dérive ici que par rapport a une seule variable !

Fixons vy € RR. La fonction
z= ['LL = Q(U)Voﬂ

est de classe 2 sur R*_ en tant que composée :

RY — A —
u — (LL,V()) — g(u)VO)

et vérifie I’équation différentielle :
Yu>0, z’(u)—z(u)=0

donc il existe deux constantes réelles A(vo) et B(vo) telles que
Yu>0, g(u,vy)=A(vo)chu+ B(vg)shu.
I Comme on raisonne a v = vy fixé, les constantes d’intégration dépendent a priori de vo.
a [l existe donc deux fonctions A, B : R — R telles que
YV (w,v) €A, g(u,v) =A()chu+ B(v)shu.
En particulier, comme 1 > 0et2 > 0,

g(1,v) =ch1-A(v) + sh1-B(v)
g(2,v) =ch2-A(v) +sh2-B(v).

Vv eR, {
Le déterminant de ce systéme (d'inconnues A(v) et B(v)) est égal
chl-sh2—sh1-ch2=sh(2—1)#0

donc on peut exprimer A(v) et B(v) comme combinaisons linéaires de g(1,v) et g(2,v). Or les deux fonctions

[vi— (1,v) — g(1,v)] et [vi— (2,v) — g(2,V)]

49
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sont de classe ¢ sur R (en tant que composées de fonctions de classe %), donc les deux fonctions A et B sont de classe
%2 sur R (en tant que combinaisons linéaires, cette fois).
. Réciproquement, quelles que soient les fonctions A, B € ¢2(IR), la fonction g définie par

V(wyv) €A, g(u,v)=A(M) -chu+B(v)-shu
est de classe ¢ sur A car 6’ (A) est stable par produit et par somme et que :

@™ @™ @

A — R — R A — R ﬁ R
(\,v) — uw +— chu (wv) — v — A(v)
(\,v) — uw +— shu (wy,v) — v — B(v)
D’autre part, il est clair que la fonction g vérifie I’équation
9%g
vV (u,v) € A, w(u,v) —g(u,v) =0.

On connait donc 'ensemble des solutions de cette EDP.
- Le changement de variables ¢ permet alors de revenir a la fonction f pour conclure : la fonction f € ¢2(U) est une
solution de I'EDP

o%f of
: W(X)y) + a(x)y) *f(X»U) =0

si, et seulement si, il existe deux fonctions A et B de classe €2 sur R telles que

Vixy) el (2x—y?)

V(wv) €A, fle(u,v)) =guv)=A(v) chu+B(v) -shu

c’est-a-dire

V(x,y) €U, f(x,y)=A(y)-chy2x—y?+B(y) shv2x —y2.

Solution 22 16-22
1. Enposant
s=(5 ) =(0) = =)
on obtient : 1
~XT.8.X—=B".X = =(ax? + 2bxy + cy?) — (dx + ey).

2 2
On peut donc choisir
21 5
= 1) as-(9)
I Le fait que ce choix soit le seul possible n’est pas a justifier ici.

2. Comme la matrice H'.S.X, appartient a 901 (R), elle est symétrique et comme S est une matrice symétrique, alors
HT.S.Xo = (H".S.Xo)" =X{.S.H.

La relation : 1
f(Xo +H) = Exg.s.xO —B " Xo| +(XJ.S—BT)H+ ZHT.s.H

en découle alors immédiatement.
@ Comme la matrice S est inversible, on peut choisir Xo = S~1B. De la sorte, par symétrie de S,

Xg.S—BT=BT.S'S—B" =0
donc
VHeE M 1(R), f(Xo+H)=7F(Xo)+H.S.H.

@ On peut justifier ce choix de Xy de maniére plus savante. Comme f est polynomiale, elle est en particulier de classe
€ et si elle atteint un extremum en un point Xy, alors le gradient de f doit étre nul en Xp.
L'application [(H;,Hz) — H{.S.H;] est bilinéaire sur un espace de dimension finie (I'espace E = 90, ; (R) des
matrices colonnes), donc, pour toute norme ||-|| sur E, il existe une constante K telle que

V (Hy,H2) € EXE, [[H{.S.Hz|| < K|[Hq| [[Hz]]-
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En particulier, pour H proche de 0,
f(Xo +H) = f(Xo) + (XJ .S —BT)H+ O(|[H|?)
= f(Xo) + (X§.S—=BT)H+ o(|H|)-
On tient ainsi le développement limité a 'ordre 1 de f en X, et par conséquent,
Vf(Xo) = (X§.S—BT)T =SX, —B.

Comme S est inversible, le vecteur X choisi par 1’énoncé est donc le seul point critique de f.
3. Lamatrice S est symétrique réelle. Il existe donc une matrice orthogonale P telle que P ".S.P soit une matrice diago-
nale.
4. Comme tr(S) =4 =3+ 1et que det(S) = 3 = 3 x 1, les valeurs propres de S sont 3 et 1. On peut donc choisir la
matrice P de telle sorte que P'.S.P = Diag(3, 1).

@ Comme la matrice P est orthogonale, alors

S=P(P'.S.P)PT =PAPT et PP’ =1,.

Ainsi,
VHeM, 1 (R), H'.SH=H".PAP".H et H'.PPT.H=H".H

PTH= (”) ,
’

("PTH)A(PTH) =3u? +v> > u”+v> = ("PTH)(PTH).

et on sait que H"H > 0 pour tout X # 0.
Enfin, en notant

ona

Finalement, pour tout H € 9, ; (R) non nul,
H'SH>H"H > 0.

5. On déduit de ce qui précede que
VH#0, f(Xo+H)=7f(Xo)+ %HTSH > f(Xo)

donc que f atteint un minimum global en Xj.
De méme, pour Hp #O et H =t - Hy,

HJ Ho

2
7 t

VteR, f(Xo-+t-Hp)=f(Xo)+

et comme HgHo > 0, on en déduit que f(Xo + t - Ho) tend vers +o0o lorsque t tend vers +oco, donc la fonction f n’est pas
majorée sur R?.

Solution 23 16-23

1. Lafonction f = [(x,y) — x®> +y> — 3xy] est polynomiale, donc de classe ¥ sur Q = R?.

En particulier, la fonction [x — f(x,0) = x3] n’est ni majorée, ni minorée (elle tend vers +oco lorsque x — +oo et
vers —oo lorsque x — —o0), donc la fonction f n’a ni maximum global, ni minimum global.

Rien n’interdit en revanche un maximum local (valeur f(M,) plus grande que toutes les autres valeurs prises par f
sur un disque de centre M, et de rayon assez petit) ou un minimum local.
2. On calcule la jacobienne de f en tout point M = (x,y) de Q.

of
0x

of
(M) = 3x? — 3y E(M) = —3x+3y?

Si la jacobienne est nulle, alors y = x? et x = y?, doncy = y* et doncy = 0 ouy = 1. On en déduit que les seuls
points critiques possibles de f sont My = (0,0) et M; = (1,1).
11 suffit de revenir a la jacobienne pour constater que ces deux points sont effectivement deux points critiques de f.
3. Calculons maintenant la hessienne de f.
02f 02 f 02 f 02 f
M

Q(M) = ox 0xay - ayax(M) =3 617(M) =6y
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” Inutile d’appliquer le Théoréme de Schwarz, on se contente de calculer et de constater, une fois de plus, que Schwarz ne s’est
pas trompé.

Le développement limité a I'ordre deux au voisinage d'un point M = (xo,Yo) est donné par

f(Mo +h) = f(My)

of of
+(X—Xo)'&(Mo)-i-(y—yo)'@(Mo) (ler ordre)
1 0%f
+ 5 (X*XO)Z . Q(MO)
2oy — o) - (M)
0J\Y —Yo axdy 0
, 0°f
+ (Y —yo) '@(Mo) (2nd ordre)
+o(|Ih]%) (reste)

oith = (x,y) et |h||* =x2 +y2.
@ On rappelle que le terme du second ordre est la forme quadratique associée a la matrice hessienne :

[h— (RIH-h) =‘h-H-h]

et que la matrice H, symétrique réelle, ne demande qu’a étre diagonalisée.
a FEtude au voisinage de My = (0,0)
Le point Mg est un point critique : le terme d’ordre 1 est nul. L’évaluation de la hessienne au point My nous donne
alors
f(Mo 4+ h) = f(Mo) — 3xy + o(x? + y2) = =3xy + o(x? + y?)

(avec Mo + h = (x,y)). La matrice hessienne au point M, est donc

0 -6

-6 0/’
Son déterminant est strictement négatif, donc elle admet une valeur propre strictement positive et une valeur propre
strictement négative.

| Comme la trace est nulle, ces valeurs propres sont en fait opposées.

La valeur f(My) = 0 n’est donc ni un maximum, ni un minimum.
@ Etude au voisinage de M; = (1,1)
On pose encore h = (x,y) et un calcul purement algébrique (développement, regroupement, simplification) nous
donne :

f(My +h) =f(1+x,1+y) =f(1,1)+3x% +y? —xy) + (x> + y°)
=—14+3x*>+y>—xy)+ (x> +y3).

=5 9)

dont le déterminant est strictement positif (valeurs propres de méme signe) et la trace est strictement positive (donc
valeurs propres strictement positives).
La matrice hessienne au point M; est donc définie positive. Par conséquent, f(M;) est un minimum local strict :
— minimum parce que les autres de f sont plus grandes que f(M,);
— local parce que f n’est pas majorée et prend donc des valeurs (beaucoup) plus grandes que f(M;);
— strict parce qu’a proximité de My, la fonction f ne prend que des valeurs strictement supérieures a f(M, ).

La hessienne au point M est donc la matrice

Solution 24 16-24

On recherche ici le minimum d’une fonction au moyen d"une fonction auxiliaire convexe.
@ La fonction ¢ est une fonction rationnelle et son dénominateur ne s’annule en aucun point de

Q=10,1"Nx1 4+ +xn =1
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La fonction ¢ est donc de classe €’ sur Q.

Quelle est la nature géométrique de QO ?

En dimension n = 2, c’est l'intersection du carré ouvert 10, 1[ x 10, 1{ avec la droite affine d’équation [x +y = 1], cest donc
un intervalle ouvert et borné.

En dimension n = 3, cest U'intersection du cube ouvert 10, 1[> avec le plan affine d’équation [x +y + z = 1], cest donc un
triangle ouvert.

Etudions maintenant la nature topologique de Q.

@ Etant contenu dans un (hyper)cube, Q est une partie bornée.
Pour tout p € IN*, le point

appartient a Q (toutes ses coordonnées sont strictement comprises entre O et 1; leur somme est égale a 1). Si p tend vers
+00, le point Mp tend vers le point limite

qui n’appartient plus a Q : la premiére coordonnée est nulle! Ainsi, Q n’est pas stable par passage a la limite, donc pas
fermée et donc pas compacte.
L'existence d’un minimum n’est donc pas assurée.
@ La partie () n’est pas ouverte non plus! On procede par I'absurde : supposons que Q soit ouverte pour la norme
produit ||-|| .. Il existerait donc un rayon r > 0 tel que la boule B, de centre

11 1
M, = (7,7,...,—) cn
n’'n n
et de rayon r > 0 soit tout entiére contenue dans Q). Or la distance du point My au point
1T r 1 1
M= (5t on)

est égale a /2, donc le point M appartient a la boule B, sans appartenir a Q (la somme des coordonnées n’est pas égale
al).
C’est absurde, donc () n’est pas ouverte pour la norme produit (ni pour aucune autre norme, puisque toutes les
normes sur R™ sont équivalentes).
On ne peut donc pas non plus localiser les extrema de ¢ au moyen des points critiques.
@ Mézalor que faire?
Vu la téte de ¢, on pose

Vxelo,1[, f(x)=

1l est clair que f est de classe ¢ sur l'intervalle ]0, 1] et que
vxelo 1, f'x)=——-—=

donc f est convexe sur ]0, 1.
On déduit alors de I'inégalité de Jensen discrete que

3=

VO<X1yeooyXn <1, %-Zf(xk)>f( Zxk>

k=1 k=1
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et donc que

n
V(X1yeoyXn) € Q,  @(X1y...yXn) = Zf(xk)
k=1

()=o)

Cette inégalité démontre que @ atteint son minimum absolu au point My € Q) et ce minimum est égal a nz/TL 1.

3

” Comme @ est strictement convexe, on sait méme qu'il s’agit d'un minimum strict : ¢ n’atteint son minimum qu’en ce seul
point.

Solution 25 16Kh-01

# L'hypothese sur le gradient de f peut aussi s’écrire avec la convention affine :
VMeR™, (Vf(M)|OM) >0
oit O est l'origine de R™.
1. Lapplication g est la composée de 'application linéaire ¢ : R — R™ définie par
vVteR, et)=t-x.

Une application linéaire (sur un espace vectoriel de dimension finie) est de classe ¢! et comme f est supposée de classe
%, on en déduit que g = f o @ est de classe €.
D’apres la formule de différentiation des fonctions composées,

VteR, dg(t) = df(¢(t)) o de(t).

Comme @ est linéaire, on sait que

VteR, do(t)=¢

donc
vteR, dg(t) = df(e(t)) o .

Comme 'application g est définie sur IR, elle est aussi dérivable et

VteR, g'(t)= dg(t)(1)=[df(e(t)ce](1) = df(e(t))(1 x)
= (Vf(t-x)|x).

2. Soitx € R™.
D’apres la question précédente, quel que soit t € IR, par linéarité a droite du produit scalaire,

tg’(t) = (VFf(t-x)[t-x) >0.

En particulier,
Vt>0, g'(t)=0

et comme 'application g est de classe ¢! sur IR, on en déduit qu’elle est croissante sur [0, 4+oco[. En particulier,
g(1) = ¢g(0), c’est-a-dire f(x) = f(O).
On a ainsi démontré que f atteignait un minimum global a I’origine.

Solution 26 16Kh-02

1. Tout ensemble fini est fermé, donc le singleton {M} est fermé et son complémentaire Q) est donc ouvert.

# Meéthode a retenir : Une partie X d'un espace vectoriel est fermée si, et seulement si, son complémentaire X est une partie
ouverte.

2. Les fonctions [(x,y) — x] et [(x,y) — y] sont de classe €> de R? dans IR; la fonction sin est de classe € sur R,
donc les composées
R? —R— R R? —R— R
(x,y) — x —sinx et (x,y)— y —siny
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sont de classe €. Par produit, les fonctions

R? — R R? — R
(x,y) — xsiny (x,y) — ysinx

sont de classe € et, par différence, le numérateur
[(x,y) — xsiny —ysinx]

est de classe € sur R?.
Le dénominateur
[(x,y) = x* + 4]
est de classe ¥ sur R? (fonction polynomiale). Sur I'ouvert Q, cette fonction prend des valeurs strictement positives
et on sait que la fonction inverse [u — 1/,] est de classe €*° sur R (fonction rationnelle). Par composition, la fonction

0O — R — R

— X2 2
(%, y) X"ty X2+ y2
est de classe €.
La fonction f est donc de classe € sur Q (en tant que produit de fonctions de classe €*°).

# Pour démontrer que f est de classe €' sur R?, il reste i vérifier que les dérivées partielles de f sont définies aussi au point M,
puis qu’elles sont continues en ce point (Théoréme fondamental).

3. On calcule les taux d’accroissements : quels que soient x et y non nuls,

:O :O.
x—0 ’ y—0

Ces taux tendent vers une limite finie lorsque x et y tendent vers 0, donc les dérivées partielles de f sont bien définies
au point My :
of _of

a(Mo) = @(Mo) =0.

# Pour démontrer que les dérivées partielles de f sont continues au point Mo, il faut comparer leurs valeurs au point Mgy avec
leurs valeurs en un point M. = (x,y) proche de My. Il faut donc déja calculer les dérivées partielles de f en chaque point de Q).
Nous pourrons nous contenter de faire la moitié du travail, puisque

V(X)H) E]Rz) f(X>1J) :_f(y)x)-

@ Pour tout M = (x,y) € Q,

of (y? —x?)siny + 2xy sinx —y(x? + y?) cos x
M) = 21422
0x (x? +y?)
Par symétrie,
of of (y? — x?)sinx — 2xy siny + x(x? 4+ y?) cos
S0 y) = == (y,x0) = 2 s e
dy ox (x2 +y?)
Afin d’y voir plus clair, on exprime x et y en coordonnées polaires et on applique une premiere fois 1’astuce taupinale :
of —12 cos 20 siny + 1% sin 20 sin x — 13 sin 0 cos x
ai (M) = 4
X T
—c0s20siny + sin 20 sinx — rsin 6 cos x
sin 20 sinx — cos 20 siny — rsin 6 + y(1 — cos x)

T2

En se rappelant que
sin 0 = sin(20 — 0) = sin 20 cos 0 — cos 20 sin 6,



Calcul différentiel 56

on déduit de l’astuce taupinale que

of sin 20 sin x — cos 20 siny — 1(cos 0 sin 26 — sin 6 cos 20) + y(1 — cos x)
ai(M) = 2
X T
_ (sinx —x)sin20 — cos 20(siny —y) +y(1 — cosx)
= -

D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, il existe deux constantes K et K, telles que

VteR, [sint—t/<Ki[tP et |1 —cost] <Kyt?.

# Sif est de classe €™+ et si la dérivée (n + 1)-iéme est bornée, alors

k| o I

‘f(x) _y M) o <
k=0

- OO|X_XO|T1+1.

(n+1)!

On peut donc prendre Ky = 1/s et Ky = 1/2. Mais ¢a n’a strictement aucune importance !

Par conséquent,

of of Kilx]? + Kqly? Kox?
vy — P vy < 11X 4+ Kyl + Iyl x Kax
0x 0x

- < (2Ky + Ka)r = (2Kq +K2)[MoM]|

ce qui prouve que /3, est continue au point M :

of of
MLH]}AO a(M) = &(MO)-

Par symétrie, 'autre dérivée partielle 3f/5, est également continue au point M.
Par conséquent, la fonction f est bien de classe ¢! sur R?.

# Méthode classique : pour démontrer que f n'est pas de classe €2, il suffit de vérifier que la propriété prévue par le Théoreme de
Schwarz fait défaut...

4. Pourx #0,

l(s;(x’o) _ ;);“(O,OO _ —x? si)r(15x+x3 _ x—;inx ~ 1g donc a?:a;(MO) _ 1g
etpoury #0,
1(616(0» ) — af(0>0)) = ysiny y” = SUY L done o°f (Mo) = iy
y \ 0x 0x y° y>  y-o0 6 dyox 6
Comme les dérivées secondes "croisées"
a?:afy(Mo) et i;z;cx(Mo)

sont différentes, la fonction f n’est pas de classe % sur R? (contraposée du Théoréme de Schwarz).

Solution 27 16Kh-03

On munit I’espace M, (R) de la norme produit :

V1<ij<n, [|hy;l <|[H|-

a [’application det : 9, (R) — R est de classe €*° (c’est une fonction polynomiale des coefficients), donc elle est
différentiable et sa différentielle est une application continue de 9, (R) dans L (smn (R), IR).
Comme L(M,, (IR), R) est un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sur cet espace sont équivalentes.
On peut donc en particulier considérer la norme subordonnée a ||| définie par

lol = nax lp(U)]

qui nous donne en particulier
VHe M (R), |o(H)—w(H)| <le—0l|H].
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Par conséquent, si (@n )nen converge vers ) dans L(Emn(IR), ]R), alors

VH e M, (R), lim @n(H) =¥ (H).

n—-+oo

@ Soit H € 9, (R). Alors

det(In + H) = Z E(G)m1,6(1) © M o(n)
[SIGN

avec m;; = 1 + h;; pour tout i et m; ; = hy ; pour tout i #j.
@ Pouro=1Iona

n

e(0)my (1) - Mu,gm) = HU +h; 1

i=1

_ o 2
il gh +O(|H]1%,)

(Pour les 2™ —n — 1 termes qui ne sont pas explicités, il y a au moins deux coefficients h; ; en facteur.)
@ Pour toute permutation o # I,

2
5(0)m1,c(1) o Mp o(n) = O(”H”oo)

(puisqu’il existe au moins deux indices 1 < 1 < j < n pour lesquels i # o(i) et j # o(j)).
@ Puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de termes dans la somme, on en déduit que

det(ln +H] =1 +;hi,i+o(H) =1+trH+ o(H).

Autrement dit :
VHe M, (R), d(det)(I,)(H) = tr H.

@ Soit Ay, une matrice inversible. Pour tout H € 9, (R),

det(Ao + H) = det(A,) - det(I, + Ay "H)
=det(Ao) - [T+ tr(Ay 'H) + o(H)]
= det(Ao) + tr[Com(Ao) T.H] + o(H).
Par conséquent,
VHeM(R),  d(det)(Ao)(H) = tr[Com(Ao) T.H].

@ Soit A, une matrice non inversible. Par densité de GL, (IR) dans 9, (IR), il existe une suite (B, )nen de matrices
inversibles telles que
n—-+oo

@ Comme det est de classe ¢, on en déduit que

lim |d(det)(Bn)— d(det)(Ao)l =0

n—-+4oo

et donc que
VHe M, (R), lim d(det)(Bn)(H)= d(det)(Ao)(H).

n—-+oo

@ Pour toute matrice H € 9, (R), l'application
[M  tr(Com(M) ".H)]
est continue (c’est une fonction polynomiale des coefficients de M), donc

nEToo tr(Com(B,)".H) = tr(Com(Ao) ".H).

Par conséquent,
VHe M (R), d(det)(Ao)(H) = tr(Com(Ao)".H).

@ Comme A est dérivable,

Vto€R, A(to+h) o A(to) +h-A'(ty) + o(h).
—
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Sif: Mn(R) — R est différentiable au point A, avec
f(Ap +H) =f(Ag) + df(Ag)(H) + o(H)

alors
f(A(to+h)) =f(A(to)) +h- df(A(to)) (A’ (to)) + o(h)

(Théoreme de différentiation des fonctions composées) et donc

f’(A(to)) = df(A(to)) (A/(to))
= tr(Com([A(to)] " - A'(to)).

Solution 28 CCP33

1. Un ensemble fini est fermé, donc

U =R*\ {0} =R*\{(0,0)}
est ouvert.

Sur l'ouvert U, la fonction f est le quotient d"une fonction polynomiale

(%, y) = xyl
par une fonction qui ne s’annule pas, composée d"une fonction polynomiale par la fonction /-.

RZ — R, — R
u — RY — R

(y) P Hy? e VX2 +y?

Par conséquent, la fonction f est de classe ¢’ sur l'ouvert U.

I Du fait de la présence de la racine carrée, la fonction f n’est pas une fonction rationnelle!

Pour démontrer que f est continue sur R?, il reste donc a démontrer qu’elle est continue au point O = (0,0).

Pour cela, il s’agit de comparer I'expression générale g(x,y) a la valeur particuliére g(0,0) = 0 en choisissant une norme
sur R? pour étudier rigoureusement la limite.

Le choix de cette norme est indifférent puisque R? est un espace de dimension finie. Nous choisirons la norme euclidienne
canonique car c’est celle qui rend les calculs les plus simples.

Soit (x,y) € U. Il existe donc
=[xyl >0

et 0 € R tels que
X =T1cos et y =rsinb.

On en déduit que
f(x,y) =rcosOsind

et donc que
’f(x,y) — f(0,0)’ <.

Le majorant est indépendant de 6 et tend vers O lorsque r tend vers 0, donc

Iim  f(x,y) =f(0,0).
(x,y)—(0,0) (oy) (©,0)

On a ainsi démontré que f était continue au point O = (0,0) et donc qu’elle était continue sur R? tout entier.
2. Onadémontré que f était de classe "> sur U, donc elle admet des dérivées partielles en chaque point de U.

11 est absolument inutile de calculer les dérivées partielles de f sur U pour le moment, ce n’est pas en les calculant qu’on
prouve leur existence !

11 est important de comprendre qu’en calculant les dérivées partielles sur U, on applique en fait les théorémes qui démontrent
que f est de classe € sur L.

@ Au point O, qui n’appartient pas a I'ouvert U, rien ne prouve pour le moment que f admet des dérivées partielles.

Ici encore, 'expression générale (sur U) des dérivées partielles serait sans intérét : ce qui est calculé sur U n’est valable que
sur U.

Pour étudier I'existence des dérivées partielles au point O, on se place en ce point et on se déplace parallelement
aux axes de coordonnées.
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Pour x # 0, on forme le taux d’accroissement

(O + (x,0)) — f(O)

=0
X
qui tend évidemment vers 0 lorsque x tend vers 0.
De méme, pour y # 0, on forme le taux d’accroissement
(O +(0,y)) —f(O) _0

Y

qui tend lui aussi vers 0 lorsque y tend vers 0.
On en déduit que les dérivées partielles de f sont définies sur R? tout entier et en particulier que

of of
5(0) =0, $:(0)=0
3. D’apres le Théoreme fondamental, la fonction f est de classe ¢ T sur IR? tout entier si, et seulement si, ses dérivées
partielles sont définies et continues sur R?.

On a déja démontré qu’elles étaient définies sur R? tout entier et continues sur I’ouvert U au moins. Il reste donc a
étudier la continuité des deux dérivées partielles au point O.

Pour cela, comme on 1'a fait plus haut, il faut comparer I'expression générale

of
&(my) pour (x,y) € U

a la valeur particuliere

of
5(0, 0)=0.

@ En appliquant les régle usuelles de dérivation, on trouve

3

of
Yooyl el gy = Sy

On en déduit que, pour tout (x,y) € U,

of of r3|sin 03 3
a(xay) - a(oao) - T = Isme\ .

Cette expression varie en fonction de 6 et est indépendante de r, donc elle n’a pas de limite lorsque r tend vers 0, ce qui
prouve que la dérivée partielle

of

ox
n’est pas continue au point O = (0,0) et donc que f n’est pas de classe ¢! sur R? tout entier, mais seulement de classe
%" sur U.

Inutile de calculer la dérivée partielle

of

FX(X)Q)

pour deux raisons !
® Pour que f soit de classe ¢ sur R?, il faudrait que les deux dérivées partielles fussent continues au point O. Des lors
que I'une des deux au moins n’est pas continue, la question est réglée.
© D’autre part, la symétrie de f
V(X,U) eu, f(X»y)Zf(y»X)

nous assure que la seconde dérivée partielle ne serait pas plus continue que la premiere...

w Pour démontrer que la dérivée partielle n’est pas continue a 1’origine, on aurait pu invoquer le Théoréme de com-
position des limites.
Quel que soit le réel «, la fonction
[x — (x, xx)]

est continue sur R (ses deux composantes sont polynomiales) et tend vers O lorsque x tend vers 0 (les deux composantes
tendent vers 0).
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Par conséquent, si 9f/9x était continue au point O, alors la composée

of
X = —(x, ox)
ox
serait continue en x = 0. Mais voila!
o3
vV x #0, aix(xv ox) = W ’ Sgn(x)
et, lorsque x tend vers 0, cette quantité ne tend pas vers
of
—(0)=0
5 (©)
a moins que o = 0.
4. Onsait que f(O) =0 et que
of of
—(0)=—(0)=0
7 (©) oy (0)
Par conséquent, si f est différentiable au point O, alors nécessairement
f(O+h) =o(h)
pour h = (x,y) voisin de 0 = (0, 0).
Par définition, cette relation signifie que
. f(O+h)
lim ————— =0
h—0 |[h|]
ol la condition h — 0 signifie que la norme ||h|| tend vers 0 = ||0|].
Or, pour (x,y) = (rcos6,rsin8) € U,
[f(O+Mh)] 1 1lcosOsin® .
= = |sin 6 cos O

o T

et on constate que cette quantité dépend de 6 mais pas de r. Par conséquent, elle ne peut pas tendre vers 0 lorsque r
tend vers 0 et donc
f(O+h) # o(h)

lorsque h tend vers 0.
Conclusion : La fonction f n’est donc pas différentiable au point O.

[ Cela démontre une seconde fois qu’elle n’est pas de classe €' sur R? tout entier.

Solution 29 rms128-718

1. La fonction H est une fonction rationnelle dont 1'unique po6le est (0,0), donc elle est de classe € sur U = R2\

{(0,0)}.

#v Toute partie finie est fermée, donc U est une partie ouverte (en tant que complémentaire d’une partie fermée).

@ Pour étudier la continuité de H en (0, 0), on peut se restreindre au disque unité D = [x? +y? < 1]. Sur ce disque,
|x|] < 1donc

2

v (x,y) € D, 0<x +y? <x* +y*

et donc
Xyl cos? 0 [sin 6]

xt+yt " cos* 0 +sin’ ©

¥ (x,y) € D\{(0,0)},  [H(x,y) —H(0,0)] = [H(x,y)| <

# Comme R? est un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sur R? définissent la méme topologie. On peut donc
choisir la norme euclidienne canonique (= "passer en coordonnées polaires”) pour étudier la continuité de H.

11 est clair que cos? 0 |sin 8] < 1. Par ailleurs, le dénominateur est une fonction continue sur R et périodique, donc
elle est bornée et atteint un minimum.

# Etudier une fonction continue et périodique de période T > 0, c’est en fait étudier une fonction continue sur le segment [0, T).
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Or cos 0 et sin 0 ne s’annulent pas en méme temps, donc il existe « € IR tel que
Vo eR, cos46+sin49>cos4oc+sin4oc>0.
On a ainsi démontré que

[, y) = (0,0)]],

v (Xay) €D \{(0)0)}) |H(X>U) - H(O)O)} § COS4 0(+Sil"l4 o

ce qui prouve que la fonction H est continue en particulier au point (0, 0) et par conséquent qu’elle est continue sur R?.

# Cette question n'était pas posée dans I'énoncé original.

2. On vérifie sans peine que les deux dérivées partielles de H sont bien définies en (0, 0) et que

oH oH
—(0,0) = —(0,0) = 0.
5 00 = 50,0

On a justifié plus haut que les dérivées partielles de H étaient bien définies sur I'ouvert U. En particulier,

oH x*(x* —y?)
Vixy) el @(X>U)—m~

@ Pour tout réel «, si x tend vers 0, alors (x, ax?) tend vers (0,0).

# On tend vers 'origine en se déplacant sur la parabole d’équation y = ox?.
Et comme SH ] 5
vV x # 0, @(x,ocxz):ﬁ
on constate que
lim 55 (x,0) 0= 52(0,0),

ce qui prouve que la dérivée partielle par rapport a y n’est pas continue au point (0, 0).

@ Une fonction définie sur R? est de classe €' sur R? si, et seulement si, ses dérivées partielles sont définies sur R? et continues
en chaque point de R?.

La fonction H n’est donc pas de classe €' sur R?.

Solution 30 rms130-920
1.

#v [l est bon de savoir que les expressions

of n of of of N of
Xe— 4 Y— =
ox Y oy Y ox oy
conduisent a passer en coordonnées polaires.
L'ouvert QO = R x R en coordonnées cartésiennes correspond a l'ouvert U = ]0,+oo[ x ]0,n[ en coordonnées
polaires. On connait les formules :
X =TC0s 6, Yy =r1sinod

et on peut utiliser ici les formules réciproques :

r=+/x2 +y2, 0 = Arccos ———.
(On n’en aura pas besoin.)
a Les applications (x,y) — (1,0) et (v,0) — (x,y) sont des bijections réciproques l'une de 'autre et toutes les deux
de classe ¢’ (sur Q et sur U respectivement).
Par conséquent, si f et g sont reliées par
f(X,‘J) = g(T» e)
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la fonction f est de classe €' sur Q si, et seulement si, la fonction g est de classe €' sur U.

@ D’apres la régle de la chaine,
dg of ox  of dy

or  ox &Jr@'ar

et donc
or  “ox Y oy’

Par conséquent,

of of

vyl e, x TYg T f(x,y)

équivaut a

)

vine)eu, 29 %m0 =o.
or r

@ On reconnait ici une équation différentielle linéaire du premier ordre dont I'inconnue est la fonction [r — g(r,0)]
(oul'angle 6 est fixé).
On en déduit qu’il existe une fonction K : ]0, [ — IR telle que

V(re)el, g(r,0)=K(@®)
En particulier,
Vo< <m K(8)=g(1,0)

et comme g est de classe ¢! sur U, on en déduit que K est de classe €' sur 10, 7l.
@ On vérifie facilement que
g=1[(r,0) — K(6).r"]
est une solution de 1’équation
0g «

Ef? (T,G)ZO

quelle que soit I’application K de classe %"
s En conclusion, la fonction f(x,y) est une solution de classe €' sur Q de I'équation

of of

X3% +U@ = - f(x,y)

si, et seulement si, il existe une application K(6) : 10,71 — R de classe € telle que

vV (xy)eQ, f(x,y)=g(r,0)=K(@O).r"

2.  Meéme cadre théorique. Cette fois, I'équation en f(x,y) devient

0

Comme 0 est fixé, la résolution est trés simple! La fonction f(x,y) est une solution de classe ¢ T sur Q si, et seulement
si, il existe une application K(0) : ]0,7[ — R de classe €' telle que

2
V(r,0)elU, g(r0) = 3 3/2 4/ cos3 0 +sin® 0 cot B + K(8).

Solution 31 rms130-981

Comme U est supposé ouvert, il y a un sens a supposer que f soit de classe ¢! sur U et comme U est supposé convexe :
V(ag,b)eUxU Vtel0,1], (1—-ta+tbel

et il y a donc un sens a supposer que f soit convexe sur U.
@ On suppose que f est convexe sur U et on fixe deux points a # b dans U :

vtel[o,1], f((1—tla+tb) < (1—1t)f(a)+ tf(b).
L'application g : [0, 1] — R définie par

Vxel0,1], g(x)="F((1—x)a+xb)
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est de classe €' sur [0, 1] (comme composée de fonctions de classe ¢').
Quels que soient 0 < x <y < Tett € [0,1], on pose

z=(1—-t)x+ty € 0,1]
et (par associativité du barycentre)
(T—z)a+zb=(1—-1t)[(1 —x)a+xb] +t[(1 —y)a+yb]

donc (par convexité de f)
g9(z) < (1 —t)g(x) +tg(y)

ce qui prouve que g est convexe sur [0, 1].
En particulier, la dérivée de g est une fonction croissante et donc

g9(1) —g(0)

> !
o =90

C’est-a-dire
f(b) — f(a) > df(a)(b—a) = (Vf(a)|b—a).

@ Réciproquement, on suppose que

V(uv) e Ux U | flu)>fv)+ (Vi) |u—v)

et on considere trois points de U :
a, b et c=(1—-t)a+tb

(out € [0, 1]).
Par hypothese,

donc
t[f(b) — f(c)] >t(1-1) <Vf(c) ]b — a> >(1-1) [f(c) —f(a)]

et finalement
f(c) < (1 —t)f(a) + tf(b),

ce qui prouve que f est bien convexe sur U.

Solution 32 rms130-1038

1. Pourt > Oetx € IR fixés, on considere la fonction ¢ : R — IR définie par

VyeR, oy =y+tuly) —x
Comme u est de classe € et croissante, alors la fonction ¢ est de classe € et strictement croissante :
VyeR, u/(y)=1+tu'(y)>1.

La fonction u tend vers une limite, finie ou égale a +oo, au voisinage de +oo, donc la fonction ¢ tend vers +oo au
voisinage de +oo.

De méme, la fonction u tend vers une limite, finie ou égale a8 —co, au voisinage de —oo, donc la fonction ¢ tend vers
—o0 au voisinage de —oo.

La fonction ¢ réalise donc une bijection de R sur IR et en particulier il existe un, et un seul, yo = a(t,x) € R tel que
¢®(yo) =0.

# On aurait dil en fait définir
O(tyxy) =y +tuly) —x
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qui est manifestement une fonction de classe €' sur R, x R x R. L'analyse précédente et le fait que

aa(;)(t,x,y) =1+tu'(y) >0
permettent d’appliquer le Théoreme des fonctions implicites, qui prouve que la fonction a(t,x) est bien de classe ¢ sur R* x R.
2.a. Pourt=0,onaa(0,x)+0—x=0 (par définition de a(t,x)), donc

£(0,x) = u(a(0,x)) = u(x).
2.b. Pourt > 0etx € R, par définition de a(t, x) et de f(t, x),

a(t,x) +t-f(t,x) —x =0.

D’apres la régle de la chaine,

da af da 6f
On en déduit que
of da of
Fraakl (a(t,x)) - T (a(t,x)) - [f(t x)+t- at]
of da of
Pl (a(t,x)) - Pl (a(t,x)) {1 t- ’()x}
donc que
—u/(a(t "(a(t
of _ —u (a(t,x)) ) et of _u (a(t,x))
ot 1+ tu/(a(t,x)) ox 14+ tu/(a(t,x))
et finalement que
of of
pour tout (t,x) dans l'ouvert R% x R.
Solution 33 rms130-1176

1. La fonction f est une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule qu’au point My = (1,1) de K = [0, 112,
Par conséquent, f est continue au moins sur K \ {Mo}.
Il reste a étudier la continuité de f au point My (relativement a K). On pose donc

(xy)=(1-h,1-Xk)
et on obtient

[f(1—h,1—k)—f(1,1) |:|f1—h1— k)|

=
h -l— k hk
I - IK|
S h+k—hkl’
On passe en coordonnées polaires :
|-kl 12|cos 0] |sin O]
[h+k—hk|] Trlcos® +sin® — rsin O cos 6|

T

< - - .
|cos© + sin © — rsin 0 cos 0|

Comme nous nous restreignons a K, les coordonnées h et k sont positives, donc 1’angle 8 est compris entre 0 et /2. Donc
. i
cos 0 +sin = ﬁcos(@ — Z) > 1

et par conséquent, en supposant que 0 <1 < 1,

cos0+sin® —rsin®cos®>1—1>0.
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Donc

[F(1—h,T—k) — (1, 1) < —

1—7
et le majorant tend vers 0 lorsque r tend vers 0, ce qui prouve que f est continue également au point My = (1,1).
2. Lafonction f est donc continue sur le compact K = [0, 1] x [0, 1].

# Un segment est compact; un produit cartésien de deux compacts est une partie compacte de I'espace produit.

Elle atteint donc un maximum et un minimum. Mais ot1?

@ ]l est clair que f est identiquement nulle sur le bord du carré K (ot x = 0,oux = 1,ouy =0,ouy =1:ilya
toujours un facteur nul) et qu’elle est toujours positive (tous les facteurs sont positifs). Le minimum de f est égal a 0,
atteint en chaque point du bord.

@ Par conséquent, f atteint son maximum en un point de l'intérieur de K, c’est-a-dire en un point de l'ouvert

Q=10,1[ x10,1[

et comme f est de classe ¢! sur cet ouvert (en tant que fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas), elle
atteint son maximum en un point critique.
@ On trouve
of  y(1—y)(1—2x+x%y) of  x(1—x)(1—2y+y>x)
— = et — =
0x (1—xy)? oy (1—xy)?

# On notera que la symétrie de f se retrouve dans les dérivées partielles.

Comme on est sur 'ouvert Q, les deux dérivées partielles sont nulles si, et seulement si,
T—2x+x*y=1-2y+xy?=0.
En multipliant la premiére expression par y et la seconde par x, on en déduit que x =y, ce qui nous donne
1—2x+x> =0.
Comme 1 est une solution "évidente" de cette équation, on en déduit que les solutions sont

—1-+5 —1+\/§<

1
2 S 2

et comme on cherche un point de 'ouvert Q, on en déduit que f admet pour seul point critique le point

My =

(4 +v5 —1++5 )
2 ’ 2 )
Le maximum de f est donc f(M,); il est atteint au point M et seulement en ce point; ce maximum vaut

—11+5V5
—

Solution 34 rms132-642

Notons U = R?, I'ouvert sur lequel la fonction f est définie et considérons le changement de variables défini par

Yooy el (wv)=eboy) = (17 )

Il est clair que, pour tout (u,v) € R?,
(u,v) = @(X»y) — (X»U) = (u(] +V2)) V)-

Cela prouve que ¢ réalise une bijection de 'ouvert U sur I'ouvert V = R?. En outre, il est clair que ¢ est de classe ¢’
sur U (sa premiére composante est une fonction rationnelle sans pole sur U, sa deuxieme composante est polynomiale)
et que la bijection réciproque est de classe ¢! sur V (ses deux composantes sont polynomiales).
Par conséquent, la fonction f(x,y) est de classe ¢ T sur U si, et seulement si, la composée g(i,v) = (fo @ ) (u,v)
est de classe €' sur V.
w D’apres la regle de la chaine, quel que soit M = (u,v) €V,

99 vy = & iy + X
ov

0 of of 2x of of
== [~ (M)] - 22 (M) = 2wy _ of
ov ox

—1 R JR— _ = .
Lo (M)] oy v ox 3y 1+y? ox oy
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# Dans les deux derniéres lignes, les dérivées partielles de f sont évaluées au point de coordonnées @' (M); les coordonnées x
ety sont considérées comme des fonctions de u et v.

Comme ¢! réalise une bijection de V sur U, on en déduit que
0 of of
V{wv) eV, ajg)(u,\)) =0 = Vixy el 2Zxy-—(xy)+( +y?)- @(X»U) =0

et on rappelle que, par construction, les fonctions f et g sont liées par la relation :
Vixy)el, flixy)=I(geo@)xy).
a D’apres le cours, une fonction g(u,v) de classe € sur V = IR? est solution de ’'EDP

0g
3, =0

si, et seulement si, il existe une fonction G de classe ! sur R telle que
V('LL,V) eV, g(u,v):G(u)

Par conséquent, une fonction f(x,y) de classe ¢ sur U = R? est solution de 'EDP

of of
2 —_— 2 — pu—
vV (x,y) € R7, ZXan(x,y)Jr(Hy )ay("‘y) 0

si, et seulement si, il existe une fonction G de classe ¢! sur R telle que

Yooy el oy =6(77 )

Solution 35 rms132-1165

1. Ondiscute sur le signe de c.

» Sic =0, les solutions sont les fonctions affines : y(x) = ax + b.
» Sic = w? >0, les solutions sont périodiques :

y(x) = asin wx + b sin wx.

» Sic=—w? <0, les solutions divergent :
y(x) = ash wx + bch wx.

2. Comme f est une solution de (E), elle est continue sur R et, d’apres le Théoréeme fondamental, pour touty € R
(fixé), I'application
[x — F(x,y)]

est de classe ¢! sur R et
VxeR, f'(x)f(y)="~f(lx+y)—~flx—y).
Comme f n’est pas identiquement nulle, il existe yo € IR tel que f(yo) # 0 et par conséquent
f(x +yo) — f(x = yo)

VxeR, f'(x)= f(uo) .

Donc f est en fait de classe ¢! sur R.

# Bien entendu, on peut continuer (par récurrence) et en déduire que f est en fait de classe € sur R.

@ Appliquons a nouveau le Théoréme fondamental : les dérivées partielles de F sont bien définies sur R? et

oF
0x
oF
dy

YM = (x,y) € R, (M) = f(x+y) — f(x —y)

et (M) =f(x+y) — [f(x —y)] =flx +y) + f(x —y).
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Comme F est de classe ¢! sur R et que les applications
[y) = x4yl et [(xy)—=x—y]
sont de classe ¢! (elles sont linéaires), les dérivées partielles de F sont en fait de classe €' sur R? et donc F est de classe
%2 sur R?.
@ D’apres 'expression des dérivées partielles,

0%F
0x?
oF
oy?

donc F vérifie bien 1’équation des ondes (ou équation de D’ Alembert) avec c = 1.

VM = (x,y) € R?, (M) =f'(x+y) —f'(x—y)

et (M) =f'(x+y)—f'(x—y)

# En notant Py, une primitive de f sur (I'intervalle) R, on a

F(x,y) = Po(x +y) — Po(x —y)

oit Py est de classe €2 : on ne devrait pas étre étonné de retrouver I'équation des ondes !

3. D’apres (b),

vVxeR, f(x)f(0)= J f(t) dt = 0.
Donc : ou bien f(x) est identiquement nul, et en particulier f(0) = 0; ou bien f(x) n’est pas identiquement nul et on a
quand méme f(0) = 0.
@ Comme f est une solution de (E), alors

Y (x,y) € R, Flx,y) = f(x)f(y)

et par conséquent
_O°F

%F oy O%F
Toox?

VM= (xy) € R?, ' (X)f(y) — F(x)f"(y) =

(M) (M) =0

d’apres la question précédente.
4. 1l est clair que la fonction nulle est une solution de (E). Dorénavant, nous ne nous intéresserons qu’aux solutions
non identiquement nulles de (E) en choisissant un réel yo tel que f(yo) # 0.

D’apres la question précédente,

f//
YxeR, £(x)— ¥ £y g
f(yo)
et nous reprenons la discussion menée dans la premiere question avec
(o)
fyo) ’

en tenant compte de la contrainte f(0) = 0 établie précédemment.
> Sic = —f"(yo)/f(yo) = 0, alors f est une fonction affine telle que f(0) = 0, donc f(x) = ax. L'équation (E) devient
alors
Y (x,y) € R?, (ax).(ay) = 2axy.
IIn’y a que deux possibilités : a = 0 (solution identiquement nulle) et a = 2.
» Sic >0, alors f est de la forme asin wx et I’équation (E) devient cette fois

Y (x,y) € R?, (asinwx).(asinwy) = w.

w
A nouveau, il n’y a que deux possibilités : a = 0 et a = /.
» Sic <0, alors f est de la forme ash wx et ’équation (E) devient maintenant
2ash h
Y (x,y) € R?, (ashwx)(ashwy) = W

et une fois encore : a = 0 ou a = 2/,
a En reprenant les calculs qui précedent, on vérifie que les expressions trouvées sont toutes des solutions de (E),
indépendamment de la valeur choisie pour w € R?.
Les solutions de (E) sont donc les fonctions

[x— 0], [xm— 2x], [XHZSmwX}’ |:X|—>25th:|

X X

pour un parametre w € IR* arbitrairement choisi.



