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On notera I = [0, 1]. Dans tout le probleme, f et h sont des applications continues de R dans R. On
s’intéresse aux applications de classe 6’2 sur R qui vérifient I'équation différentielle suivante :

—y"(x) + h(x)y(x) = f(x) (E)

d’inconnue y € ¢?(1).
Plus précisément, on cherche les solutions de (E) qui s’annulent en 0 et en 1 (conditions aux limites,
aux extrémités du segment I). On s’intéresse donc au systéme suivant.

VxeR, —y"(x)+h{x)y(x) = f(x)
(0)=0 ©)
0

Une applicationy : R — R est une solution de (S) lorsqu’elle est de classe % sur R et vérifie les
équations du systeme (S).
1. Onsuppose que 'application h est constante :

VxeR, h(x)=aeR

et que f est I'application nulle :
VxeR, f(x)=0.

Démontrer que l'application nulle est la seule solution de (S) sauf pour certaines valeurs du réel « qui
seront précisées.

1= On posera x = w?

2

siaa>0etox=—w"six<O.

2. Soit @, une application continue de R dans R. Pour tout x € R, on pose :

1
to(t) dt+xJ (1 —t)e(t) dt.

X

X

D(x) = (1 fx)l[

0

2.a. Démontrer que l'application @ ainsi définie est de classe %% sur R et calculer sa dérivée seconde,
ainsi que ©(0) et ©(1).
2.b. Soit @1, une application de classe ¢’> de R dans IR telle que

VxeR, OF(x)=—¢x)

et que @1(0) = @ (1) = 0. Démontrer que O (x) = ®;(x) pour tout x € R.
3. Démontrer que le systeme suivant admet une solution et une seule.

VxeR, —y”(x)=f(x)
y(0) =0 (So)

4. Ons’intéresse maintenant au cas particulier suivant, ou1 f est 'application nulle.

VxeR, —y”(x)+hx)yx)=0
y(0) =0 (S1)
y(1) =0

4.a. Soity : R — R, une application continue qui vérifie la relation suivante.
1

th(t)y(t) dt—i—xj (t— h(t)y(t) dt (R)

X

Vx€eR, y(x):(x—l)JX
0

Démontrer que y est de classe ¢ et est une solution de (S7).
4.b. Réciproquement, démontrer que toute solution y de (S1) vérifie aussi la relation (R).
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4.c. Soity, une solution de (S7). Démontrer 1’existence des deux réels

M= gy 0l et Y= max, )

puis ’encadrement suivant :
HY

g
4.d. En déduire une condition nécessaire sur la fonction h pour qu’il existe des solutions de (S1)
autres que l'application nulle.
4.e. Vérifier que, lorsque h est constante et qu’il existe des solutions de (S1) autres que I'application
nulle, cette condition est satisfaite.

vxel0,1], |yl <
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Solution % Une équation différentielle avec conditions aux limites

1. Remarquons tout d’abord que la fonction nulle est bien solution du systeme (S). Pour la réci-
proque, il faut distinguer trois cas.

@ Si o = 0, alors y” est nulle sur un intervalle, donc y est une fonction affine. Les conditions aux
limites y(0) = y(1) = 0 imposent alors y(x) = 0 pour tout x € [0, 1].

@ Sia=w? >0, alors il existe deux réels A et B tels que

vVxe[0,1], y(x)=Ashwx+ Bchuwx.

La condition aux limites y(0) = 0 impose B = 0 et la condition y(1) = 0 impose alors Ashw = 0,
donc A = 0 (puisque sh ne s’annule qu’a l'origine et que w > 0). Par conséquent, la fonction y est
identiquement nulle sur le segment [0, 1].

w Si o =—w? < 0, alors il existe deux réels A et B tels que

Vx € [0,1], y(x)=Asinwx+ Bcos wx.
La condition aux limites y(0) = 0 impose B = 0 et la condition y(1) = 0 impose alors
Asinw =0

c'est-a-dire A = 0 ou w = 0 (mod 7).
@ En conclusion :
— il existe un entier k > 1 tel que « = —(km)?, alors y est une solution du systeme (S) si, et
seulement si, il existe une constante A telle que

Vxe[0,1], y(x)=Asinknx.

— Sinon, la seule solution du systeme (S) est la fonction nulle.
2.a. Comme ¢ est continue sur R, alors les fonctions

[t—te(t)] et [t— (1—t)e(t)

sont continues sur R et d’apres le Théoréme fondamental de I’Analyse, les fonctions

X 1
[XHJ to(t) dt} et lXHJ (T—t)e(t) dt}

0 x
sont de classe ¢! sur IR et leurs dérivées ont pour expressions respectives :

x@(x) et (x—T1)e(x).
On en déduit que @ est de classe ¢! sur R et que

1

D'(x) = —J: te(t) dt+ (1 —x)xe(x) —l—J' (T—t)e(t)dt+x(x — 1) e(x)
1

_ thq)(t) dt +J (1—t)e(t) dt.

0 X

On déduit des remarques précédentes que @’ est de classe €' (c’est-a-dire que @ est de classe ¢?) et
que
D7(x) = —x(x) + (x = o (x) = —¢(x).

Par ailleurs, il est clair que ®(0) = @ (1) =0.
On a ainsi démontré que @ est une solution du systéme (So).
2.b. Comme @ et ®; sont deux fonctions de classe €2 sur R, la différence

A=0; -
est de classe €2 sur R et comme, pour tout x € IR,

A"(x) = @7 (x) = " (x) = —o(x) + @ (x) =0,
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la fonction A est affine. Les conditions aux limites
A0) =D(0)—@(0) =0 et A(1)=D:(1)=D(1)=0
imposent alors que A est la fonction nulle sur IR, c’est-a-dire que
Vx € R, D (x) = D(x).

3. Onadémontré que @ était une solution de (So) au [2.a.] et que toute solution de (So) était égale a
® au [2.b.].

Le systeme (So) admet donc une, et une seule, solution.
4.a. Comme h ety sont des fonctions continues, les fonctions

1

0 x

[x — JX th(t)y(t) dt} et lx — J (t—TDh(t)y(t) dt}

sont de classe ¢!, donc la fonction y est en fait de classe €' et d’apres le Théoréeme fondamental de
I’Analyse,

1

V() :L th(t)y(t) dt + (x— Dxh(xJy(x) + J (t— Dh(t)y(t) dt — x(x — Dh(x)y(x)
1

- r th(t)y(t) dt + J (t— Dh(t)y(t) dt.
0 X

On voit sur cette expression que y’ est de classe %', donc que y est en fait de classe €2 et que
y"(x) =xh(x)y(x) + (1 = x)h(x)y(x) = h(x)y(x).

De plus, il est clair que y(0) = y(1) = 0, donc y est bien une solution de (S1).
4.b. Sila fonction y est une solution de (S7), alors elle est de classe %2, donc la fonction z définie par

1
th(t)y(t) dt + XJ (t— Dh(thy(t) dt

X

X

z(x) :(x—1)J

0

est de classe 67 et, d’apres [4.a.],
Vxel0,1], y”(x)—z"(x) =h(x)y(x) —h(x)y(x) =0,

donc la différence (y — z) est affine sur le segment [0, 1].
D’apres les conditions aux limites,

y(0) =2z(0) =0 et y(1)=z(1)=0

donc (y — z) est la fonction nulle sur [0, 1], ce qui montre que la fonction y vérifie la relation (R).
4.c. Les fonctions h et y sont continues sur le segment [0, 1], donc elles sont bornées sur ce segment
et atteignent leurs bornes respectives : cela prouve I’existence des réels H et Y.
@ Soit x € [0, 1].
Pour tout t € [0,x],
[th(t)y(t)] < HY't

et d’apres I'inégalité de la moyenne,
X 2

J th(t)y(t) dt’ <J HY tdt = HY =
0 0 2

Pour tout t € [x, 1],
|(t—Dh(thy(t)] <HY (1—1)

et d’apres l'inégalité de la moyenne,

! 1
J (t=Th{tly() dt‘ <J HY (1 -t dt =y 129°)

X X
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@ On déduit alors de (R) et de 'inégalité triangulaire que

(1 —x)x% + (1 —x)%x
2
(1T—x)x 1

< ————HY << - HY
2 8

HY

ly(x)| <

puisque 0 < x(1 —x) < /4 pour tout x € [0, 1] (comme chacun devrait savoir).
4.d. En passant au max dans l'encadrement précédent, on obtient

HY
Y<—.
8

Si la fonction y n’est pas identiquement nulle, alors [y(x)| prend des valeurs strictement positives et
Y > 0. On en déduit alors que
H > 8.

Ainsi : pour qu’il existe (au moins) une solution de (S1) autre que la fonction identiquement nulle,
il faut que
Ixo € 0,1, |h(x0)] > 8.

4.e. Lorsque h est constante, la résolution de (S1) a été étudiée au [1.] et on a démontré que, s’il
existait des solutions autres que la fonction identiquement nulle, alors il existait un entier k > 1 tel que

Vxel[0,1], hx) =a=—(kn)?

et donc tel que
H=k*n* > n* > 8.

La condition nécessaire du [4.d.] est donc bien satisfaite.



