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Toutes les fonctions étudiées ici sont des fonctions a valeurs réelles.
Soit y, une fonction de classe ¢ sur I = ]0, +o0o[. On considére la fonction z définie par

Vtel, z(t)=y(A).
1. Démontrer que y vérifie 'équation différentielle
Vxel 4x'y”’(x)—y(x)=0 1)
si, et seulement si, z vérifie I'équation différentielle
Vtel, 4tz"(t)+8z'(t) —tz(t) =0. )

2.a. Soit u, la somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0.
+o0
Vtel-RR[, u(t)=) ant"
n=0

Démontrer que u vérifie I'équation différentielle
Vtel-R,R[, 4tu”(t)+8u/(t)—tu(t) =0 3)
et la condition initiale u(0) = 1 si, et seulement si,

1

Vp S N) a2p+1 =0 et aZp = m.

2.b. Endéduire la valeur de R et une expression de u & 1’aide des fonctions usuelles.
3. Déterminer une solution y de (1), autre que la fonction nulle, telle que
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Solution % Une équation différentielle du second ordre

1. Comme y est une fonction de classe % sur I et que
e=[t— 1A
est une fonction de classe 4> de I dans I, alors la composée z = y o ¢ est de classe €% sur I et

—1 2
2/(8) = 3y () 2(t) = 7y (4) + v/ ()

pour tout t € L.
On en déduit que

42" () + 82/ (t) — tz(t) = i y" (1) + tzy ") — s UI(Vt) —ty(1/4)
[t4g (A =y(A)

pour toutt € L.
Par conséquent, z vérifie (2) si, et seulement si,

4
viel Gy () —y(A) =0

puisque t # 0 pour tout t € L.

Comme la fonction ¢ réalise une bijection de I sur I, on peut alors effectuer le changement de
variable x = 1/;. Donc z vérifie (2) si, et seulement si, y vérifie (1).
2.a. Comme le rayon de convergence R est strictement positif, la somme wu est de classe € sur
]—R, R[ et pour tout t € ]—R, R],

“+o00o “+o00

u(t) = Z apt™! = Z an_1t" 4)
n=0 n=1
“+oo

u'(t) = Z(TH— Danith ®)
n=0
+oo “+oo

tu’(t) = ) m4+Tnanot" =) (n+nant™ (6)

n=0 n=1

(On notera que seule la somme (5) commence a n = 0.)
Par combinaison linéaire de séries (absolument) convergentes, on en déduit que

4t (t) + 8u/ (1) — tu(t) —8a1+Z (M+2)(n+Dani1 —an 1]t"

pour tout t € ]—R, R[.
La somme u vérifie donc 1’équation différentielle (3) si, et seulement si,

Vtel]-R,R[, 8a1+Z (M+2)(n+Nans1 — anq]t" =0.

Le premier membre est la somme d’une série entiére dont le rayon de convergence est au moins égal a
R et donc strictement positif. Le second membre est la somme d’une série entiére de rayon de conver-
gence infini (une fonction polynomiale). Par unicité du développement en série entiere, on en déduit
que u est solution de (3) si, et seulement si,

An—
aq :O et VTLGIN*, an+1 :m. (7)

En outre, u(0) = ap, donc: u(0) = 1 si, et seulement si, ag = 1.
Dans la relation de récurrence (7), les indices (n — 1) et (n + 1) ont méme parité.
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La condition initiale a; = 0 et la relation de récurrence

A2p—1
A2p+2)2p+ 1)

Vp eN, A2p+1 =

signifient que tous les termes d’indice impair sont nuls :
VpeN, A2p4+1 = 0.

La condition initiale ag = 1 et la relation de récurrence

azp
IN =
VPEN, Q2= an s 5 )
signifient que (récurrence simple) :
v N = ]
PET S T mmpr

NB : Cette démonstration par récurrence doit étre rédigée pour avoir les points, puisque le résultat est
donné par 1’énoncé!
Finalement, u vérifie I'équation (3) et la condition initiale u(0) = 1 si, et seulement si,

1
V‘p c N, (12]9 - m et a2p+] - O

2.b. Faisons la synthése des informations précédentes. Pour tout t € R et tout p € N, posons

2P

it =

La série }_v,(t) converge évidemment pour t = 0 (tous les termes sont nuls sauf le premier). Pour
t#0,onavy(t) #0et

‘vm] (t) ’ _ t? 0
vp (1) 4(2p +3)(2p +2) p—too
D’apres la régle de D’ Alembert, la série de fonctions ) v, converge absolument sur IR. Comme cette

série de fonctions est aussi une série entiére, cela signifie que son rayon de convergence R est infini.
On remarque d’autre part que, pour t € IR,

+oo (t/z)zp

ZzZv zp+1 7;}(21)4—1)!'

On est ainsi conduit & considérer

“+o0 t 2‘p+1
=) 2/2 1! =shy.
p=0 (2p+

-+

On en déduit que
. 2t
vVteR* ut)= ¥sh§.
3. On déduit de [1.] (la fonction u tenant le role de z) et de la question précédente que la fonction y
définie par
1
Vx>0, yx)=ullk) xshZX

est une solution de (1) qui n’est pas identiquement nulle. Il est clair que

y(x) :2shl
X 2x

tend vers O lorsque x tend vers +oo.



