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On définit deux fonctions
f : R2 → R et g : R2 → R

2

en posant

∀ (x, y) ∈ R2, f(x, y) = sin(x2 − y2)

g(x, y) = (x+ y, x− y)

1. Démontrer que les fonctions f et g sont différentiables en tout vecteur (x, y) ∈ R2.
2. Écrire la matrice jacobienne de f et de g en (x, y).
3. Pour (x, y) ∈ R2, calculer l’image d’un vecteur (u, v) ∈ R2 par l’application linéaire

d(f ◦ g)[(x, y)]

en utilisant les deux méthodes suivantes :
3. a. En calculant f ◦ g ;
3. b. En utilisant le produit de deux matrices jacobiennes.
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Solution ❀ Matrices jacobiennes

J’ai respecté scrupuleusement l’énoncé original, avec tous ses défauts...
Dans ce corrigé, je prendrai l’initiative de modifier quelques notations et surtout quelques façons

de présenter les choses.
1. En tant que composée d’une fonction polynomiale par la fonction sin, qui est C∞, la fonction f est
de classe C 1 (et même C 1).

R
2 → R → R

(x, y) 7→ x2 − y2 7→ f(x, y)

L’application g est un endomorphisme de R2 et, comme toute application linéaire, elle est de classe
C 1.

Toute fonction de classe C 1 sur R2 est en particulier différentiable sur R2, donc f et g sont diffé-
rentiables en tout point M = (x, y) ∈ R2.

J’estime utile de considérer les éléments de l’ensemble de définition d’une fonction différentiable comme des
points (éléments d’un espace affine) et non comme des vecteurs (éléments d’un espace vectoriel).

2. Comme f est une fonction de R2 dans R, l’application linéaire tangente df(M) est une forme
linéaire surR2 :

Jac f(M) =

(
∂f

∂x
(M)

∂f

∂y
(M)

)
= 2 cos(x2 − y2) ·

(
x −y

)
avec M = (x, y).

Comme g est une application linéaire, on sait que

∀ M ∈ R2, dg(M) = g

et par conséquent

∀ M = (x, y) ∈ R2, Jacg(M) =

(
1 1
1 −1

)
.

3. a. On va traiter l’application g pour ce qu’elle est : un changement de variables !
Nous allons donc adopter les notations suivantes. On considère deux points

M0 = (x, y) ∈ R2

M1 = (s, t) = g(x, y) = g(M0) ∈ R2

et un vecteur (déplacement)
h = (u, v) ∈ R2.

Nous conservons la notation g = g(x, y) et nous imposons

f = f(s, t)

afin de clarifier la composition des applications.

R
2 g

−→ R
2 f

−→ R

(x, y) 7−→ g(x, y)
= (s, t) 7−→ f(s, t) = (f ◦ g)(x, y)

❧ Comme (s, t) = (x+ y, x− y),
(f ◦ g)(x, y) = sin 4xy

et par conséquent

Jac(f ◦ g)(M0) =

(
∂[f ◦ g]
∂x

(M0)
∂[f ◦ g]
∂y

(M0)

)
= 4 cos 4xy ·

(
y x

)
.

❧ L’image du vecteur h = (u, v) ∈ R2 par l’application linéaire tangente d(f ◦ g)(M0) ∈ L(R2,R)
est le scalaire réel égal à

d(f ◦ g)(M0)(h)
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c’est-à-dire à

Jac(f ◦ g)(M0)×
(
u
v

)
= 4(vx+ uy) cos 4xy.

3. b. On reprend les notations précédentes.
❧ D’après le théorème de différentiation des fonctions composées,

d(f ◦ g)(M0) = df
[
g(M0)

]
◦ dg(M0)

= df(M1) ◦ dg(M0) ∈ L(R2,R).

Matriciellement, cette relation fait apparaître le produit des matrices jacobiennes :

Jac(f ◦ g)(M0) = Jac(f)(M1)× Jac(g)(M0) ∈ M2,1(R).

❧ Or nous savons d’une part que, en adaptant les notations du 2.,

Jac(f)(M1) = 2 cos(s2 − t2) ·
(
s −t

)
= 2 cos 4xy ·

(
x+ y −x+ y

)
puisque (s, t) = (x+ y, x− y) (autrement dit : M1 = g(M0)) et d’autre part que

Jac(g)(M0) =

(
1 1
1 −1

)
donc

Jac(f ◦ g)(M0) = 4 cos 4xy ·
(
y x

)
.

On retrouve la même expression qu’à la question précédente pour la matrice jacobienne de (f ◦ g).
Heureusement !


