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Géométrie différentielle et optimisation

1. L'optimisation consiste a déterminer les extrema d’une
fonction a valeurs réelles.

2. Un extremum (maximum ou minimum) est une valeur
particuliere de la fonction. On distingue deux types d’extrema.
21  # La fonction f : X — R atteint un maximum global, ou
maximum absolu, au point My € X si, et seulement si,

YMeX f(M)< f(My).
2.2 On note #x(M)j), I'ensemble des voisinages du point My
relatifs a I'ensemble X sur lequel la fonction f est définie.
23 @ La fonction f : X — R atteint un maximum local, ou
maximum relatif, au point My € X si, et seulement si,

AV ex(My), VMEV, f(M)< f(Mo).

2.4 Tout extremum absolu est en particulier un extremum lo-
cal.
2.5 I ne faut pas confondre un extremum de f, qui est une

valeur réelle de f, avec les points de X, parfois appelés extré-
mants de f, ot la fonction f prend cette valeur particuliére.

2.6 Si f atteint un maximum global, cette valeur maximale est
unique. II est atteint en un point au moins de X, mais peut étre
atteint en plusieurs points de X (éventuellement en une infinité
de points de X).

2.7 Une fonction peut atteindre plusieurs maxima relatifs dif-
férents sans atteindre de maximum absolu.

3. Les extrema d’une fonction numérique f définie sur un
intervalle de R peuvent se déduire des variations de f.

Pour une fonction f définie sur une partie X de R?, 'étude des
variations n’a plus de sens et la recherche des extrema, qu'il
s’agisse de leur valeur ou des endroits ot ils sont atteints, est un
probleme difficile en général.

Compacité et existence d’extrema

4. Toute fonction bornée f : U — R admet une borne su-
périeure et une borne inférieure, mais cela ne prouve pas qu’elle
atteigne effectivement un maximum ou un minimum.

5. Parties compactes de R?

La notion de partie compacte généralise la notion de segment sur
R et I’étend aux espaces vectoriels de dimension finie.

5.1 Une partie K de RY est fermée lorsqu’elle est stable par
passage a la limite : si (1, ), est une suite de vecteurs apparte-
nant a K qui converge vers le vecteur /¢, alors le vecteur £ appar-
tient encore a K.

Cette notion ne dépend pas de la norme choisie sur R¥.

5.2 Une partie K de R est compacte lorsqu’elle est simulta-
nément fermée et bornée.

Cette notion ne dépend pas non plus de la norme choisie sur l'es-
pace R¥.

5.3 Tout segment [4,b] C R est donc compact, mais une par-
tie compacte de R n’est pas nécessairement un segment : 1'union
de deux segments est une partie compacte de R.

5.4 L'ensemble triadique K- de Cantor est une partie compacte
contenue dans [0, 1] qui posseéde des propriétés étonnantes.

— Comme Q, il est totalement discontinu : entre deux points
de K¢, il existe un réel qui n’appartient pas a Kc.

— Comme @, tout voisinage d"un point de K¢ contient une in-
finité de points de Kc.

— Comme Q), il est de mesure nulle : pour tout ¢ > 0, il existe
une suite (I),en de sous-intervalles de [0,1] dont l'union
contient K¢ alors que la somme de leurs longueurs est infé-
rieure a &.

— Comme R et contrairement a @, il n’est pas dénombrable.
6. Théoréme d’existence d’extrema
6.1 = Soit f, une fonction continue de R dans R. La restriction de

f a une partie compacte K C R est bornée et atteint ses bornes.

6.2 Le théoreme [6.1] prouve lexistence d’extrema absolus
(maximum et minimum), mais ne permet pas d’estimer la va-
leur de ces extrema puisqu’il ne donne aucune indication sur les
points de K ot1 ces extrema sont atteints.

6.3 En outre, I'existence d’éventuels extrema relatifs distincts
des extrema absolus ne peut étre prouvée de cette maniere.

7. Exemples

7.1 La fonction f définie sur D = [x? + y? < 2] par

V(x,y) €D, f(x,y)=uxy[x*+y*—1]

atteint un maximum absolu et un minimum absolu sur D.
7.2 La fonction f définie sur D = [xz + yz < 1] par

V(x,y) €D, flx,y)=\/[+»2+y

atteint un maximum absolu et un minimum absolu sur D.
7.3 La fonction f définie sur D = [x? + y? < 16] par

v(x’y)ED/ f(x,y):\/m_i_gg_yz

atteint un maximum absolu et un minimum absolu sur D.
74  SoitK=[x>0/N[y=>0N[x+y<1 CR2.
La fonction f : K — R définie par
Vxy) €K, floy)=xy(l—x—y)
atteint un maximum absolu et un minimum absolu sur K. —[25]

8. Extrema d’une forme affine
On étudie une forme affine f sur R?, définie par

YMeR?, f(M)=f(O)+¢OM)
ot ¢ € L(E,R) est une forme linéaire sur R?.
8.1 En général, la fonction f n’a pas de point critique.
8.2 Quelle que soit la partie fermée et bornée K € R, la fonc-
tion f atteint un maximum et un minimum sur K.
8.3 Si R? est muni de sa structure euclidienne canonique,
alors

VueR:, f(A+u)=Ff(A)+ (VF(A)|u)

quel que soit le point A € R
8.4 Sile compact K est la boule fermée de centre A et de rayon
T
2
K= [|aM|? <),
alors f atteint respectivement son maximum strict et son mini-
mum strict aux points M, et M_ définis par

V/(A) V/(A)
My =A4r1 =+, M_=A—-r =7+
" V(A IV (Al
8.5 Si f prend la méme valeur (extrémale ou non) en deux
points distincts M; et My, alors la droite (M; M,) est orthogonale
au gradient de f et

VME [M, Ma], f(M)=f(M)= f(My).
8.6 En dimension 2, si K est un rectang]le :
K= [Lll, 112] X [bl, bz]

alors f atteint ses valeurs extrémes en 1'un des sommets du rec-
tangle. Il suffit de calculer ces quatre valeurs de f et de les com-
parer pour obtenir le maximum et le minimum de f.
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8.7 Exemples
1. Calculer les extrema de la fonction définie par

YV (x,y) € R?, flx,y)=2x—y+3

sur K = [x% 4+ y* +2x — 3y < 5].
2. Calculer les extrema de la fonction définie par

Y (x,y) € RZ, flx,y) =x+3y+2

sur K =[-1,1] x [-1,1].
3. Calculer les extrema de la fonction définie par

V(x,y,z) € RS, f(x,y,2) = -3x+2y+z—2

sur K = [x> +y? + 22 + 2y — 6z < 3].
4.  Calculer les extrema de la fonction définie par

V(y2) €B flryz)=xt2y -zt
sur K = [_1, 1} x [_2,2} % [0,2].

Existence d’extrema sur une partie non compacte

9. Un argument de compacité permet de justifier qualitati-
vement I’existence d"un extremum, en n’effectuant que les calculs
nécessaires pour appliquer le théoréme [6.1].

9.1 Fonctions propres

Si f : R? — R est une fonction continue qui tend vers +co au
voisinage de de l'infini, alors la fonction f atteint un minimum
absolu.

9.2 Si f : R? — R est une fonction continue et positive qui
tend vers 0 au voisinage de l'infini, alors elle atteint un maximum
absolu.

10. Exemples

101 La fonction définie sur R? par

f=1[xy)~ Ayt — 4xy]

atteint un minimum absolu sur R2.
10.2 La fonction définie sur R? par

f=[xy) =+t —2(x—y)*

atteint un minimum absolu sur R2.
103  La fonction f définie sur R? par

F=(xy) = (x+y)e )]

atteint un maximum absolu et un minimum absolu sur R2.

10.4  Soita > 0. Les fonctions définies sur U = R* x R} par
11 2 a2 oy
fl(x/y):;'*‘g'*‘xy fz(x,y):;-&-yfz 2

_ 2,2, 14
flry) =24y +

atteignent un minimum absolu sur U.

a
falx,y) =x+y+ P

10.5  La fonction f définiesur A=[0<x<a<b<y]C R?
par
x 4 y)?
V(xy) €A flxy) = %

atteint un minimum absolu sur A.
11. L’application

f= [y = (@ =y

atteint un maximum et un minimum sur R2.

19.2

II

Recherche d’extrema locaux

12. Lorsque la fonction f est définie sur un ouvert, la formule
de Taylor peut servir a localiser un extremum en décrivant le
comportement de f au voisinage d"un point My € U.

Un développement limité ayant une valeur locale, cette tech-
nique ne peut servir qu’a justifier la présence d’un extremum re-
latif.

13. En particulier, on pourra peut-étre déterminer 1’endroit
oll un extremum global est atteint (et la valeur de cet extre-
mum), mais les techniques qui vont étre présentées maintenant
ne peuvent en aucune maniere prouver que cet extremum est
bien un extremum global.

14. Si la fonction f est définie sur une partie X qui n’est pas
ouverte, il faudra étudier f d’une part sur l'intérieur U de X (qui
est bien un ouvert) et d’autre part sur le bord 90X de X (qui est un
fermé d’intérieur vide).

II.1 Condition nécessaire au premier ordre

15. 11 suffit de savoir ol un extremum est atteint pour déter-
miner sa valeur!

151 Sif € €' (U, R) atteint un extremum local au point My €
U, alors la fonction

po =[t— f(Mo+1t-0)]

atteint un extremum local en t = 0, quel que soit v € E.

15.2  On déduit alors de [18.21.3] la condition nécessaire sui-
vante.

153 = Si f € €'(U,R) atteint un extremum local en un point My
de l'ouvert U, alors My est un point critique de f.

15.4  Si f est continue sur le compact K et de classe ¢! sur l'in-
térieur U de K, alors f atteint chacun de ses deux extrema

— ou bien en un point critique My € U;
— ou bien en un point My € 0K du bord de K.

16. L'application f : R?* — IR définie par

flry)=x*—y

admet l'origine pour unique point critique, mais n’atteint ni
maximum local, ni minimum local en ce point.

17. Un point critique singulier
1. Lafonction f définie par

V(x,y) € R2, flx,y) = y2 - 4x2y +3x*

admet 1’origine O comme seul point critique. La hessienne [18.3]
de f en O est positive, mais pas définie positive.
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2. Pourtoutd € R, on pose ug = (cos6,sinb).
Un équivalent de f (- uy) au voisinage de t = 0 montre que

f(t-ug) > f(O).

Ainsi, la restriction de f a une droite quelconque passant par O
atteint un minimum local strict en O — ce qui ne signifie que pas
que f atteint un minimum strict en O.

3. Comme f(x,y) = (y—3x2)(y — x?), la fonction f n’at-
teint pas un minimum strict en O.

VOeER, Jag >0, V0 <t <y,

II.2 Etude au second ordre

18. Soit U, un ouvert de I'espace E = R¥. On suppose que E
est muni de sa structure euclidienne canonique, pour laquelle la
base canonique est une base orthonormée et on étudie une fonc-
tion f : U — R au voisinage d"un point Mj.

18.1  On sait [18.32.2] alors que, pour tout vecteur w € E,

f(Mo+t-v) = f(Mo) +t (Vf(Mo)|v) +o(t)

lorsque f tend vers 0.
18.2  Nous allons préciser ce développement limité en suppo-

sant que f est de classe ¢ sur U.
18.3 # La matrice hessienne de f au point My € U est définie par

82f
Hy(Mo) = (522 (M@)Kw € Si(R).

18.4 #v L'endomorphisme auto-adjoint représenté dans la base cano-
nique par la matrice Hg(My) est noté V2f(My).

18.5 = Formule de Taylor-Young a I'ordre deux

Si la fonction f : U — R est de classe €, alors

f(Mo+h) = f(Mo) + (VFf(Mo) | )
3 ([ T2 F(M) (1) ) + o))

lorsque h tend vers 0.
18.6  Si My est un point critique, alors

F(Mo+1) = F(Mo)+ 5 (| V2 (Mo) (i)} +o(])

it
k>

= (M) + 2L (| P2F(Mo) (1)) +o(1))

ottona posé u = h/|p (en supposant que le déplacement h n’était
pas nul).

18.7  Le comportement de f au voisinage de My est donc décrit
par le comportement sur la sphere unité de E = R? de la forme
quadratique q associée a la hessienne de f :

VoeE q(0)= (o] Vf(Mo)(2)).

Condition nécessaire au second ordre

19. On suppose que f est de classe ¢ sur I'ouvert U et que
le point My € U est un point critique de f.

19.1  Si f atteint un maximum local en My, alors pour tout vec-
teur unitaire u et tout réel ¢ assez petit,

f(Mo+t-u) = f(Mo) <0
et par conséquent, pour tout vecteur unitaire u,
(u| V2f(Mp)(u) ) <O0.

19.2 = Si f atteint un maximum local au point My € U, alors la
hessienne de f en My est négative :

19.3 = Si f atteint un minimum local au point My € U, alors la hes-
sienne de f en M est positive :

And now a word from our sponsor.

19.4 = Point col ou point selle

Si la hessienne de f en My admet une valeur propre strictement posi-
tive et une valeur propre strictement négative, alors f n’atteint pas un
extremum local en M.

Condition suffisante au second ordre

20. On suppose que f est de classe ¢ sur I'ouvert U et que
le point My € U est un point critique de f.

20.1  Sila hessienne Hy(Mp) est définie positive, alors il existe
un réel « > 0 tel que

(u V2 f(Mo)(u) ) >«

pour tout vecteur unitaire u. —[16.67.5]

20.2 = Si f est de classe €2 sur l'ouvert U et si My € U est un point
critique de f tel que la hessienne de f soit définie positive :

Hy(Mo) € 5§ (R)
alors f atteint un minimum local strict au point M.
20.3 = Si f est de classe €2 sur l'ouvert U et si My € U est un point
critique de f tel que la hessienne de f soit définie négative :

Hy(Mo) € S (R)

alors f atteint un maximum local strict au point M.
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Cas de la dimension deux 5. SiA <0 < p,alors [19.4]

21. Réduction de la hessienne en dimension 2 Mo+t-u) < f(My) < f(Mg+t-v

La base canonique de E = R? est notée %) = (ex, ey). f(Mo ) < f(Mo) < f(Mo )

211 La décomposition d’un vecteur h € E dans cette base or-  pour tout scalaire t # 0 assez petit. —[16]
thonormée

h=hy-ex+hy-ey

permet de calculer sa norme :
2
[1]|* = 1% + By,

212 Lamatrice de V2f(Mj) dans la base canonique est

L) ZE ()

9x2 9xdy
Hy(Mo) = | 5
LMy L (mo)
9xdy o2
et le développement limité de f a 'ordre deux au voisinage du 6.  Silevecteur propre u est associé a la valeur propre A = 0,
point critique peut aussi s’écrire alors 5
: (M +t-u) = f(My) = o)
f(Mp+h) = f(Mp) + Eq(h) + O(Hth) pour t voisin de 0 et le signe de cette différence ne peut étre dé-
duit de la formule de Taylor-Young a I'ordre deux.
avec 6.2 Pour f(My+h) = h2, la fonction f passe par un mini-

mum en My, mais ce minimum n’est pas strict.

q(h) = (h|V*f(Mo)(h)) = (hx hy) Hf(Mp) <Z;>

02 02
=Ly +2 2L

heh 2f >
axay(MO) X y+7(MO) y-

dy?
213 1l existe une base orthonormée # = (u,v) de vecteurs

propres de V2 f(Mj).
1. La décomposition du vecteur h dans cette base

h=h, - u+hy- v
donne 6.b Pour f(h) = h3 + I3, la fonction f ne passe pas par un
k| = K2 + h§ =h2 + K. minimum en M, mais I'allure du graphe (une fronce) n’est pas
celle d"un col pour autant.

2. Ennotant A et 1, les valeurs propres de V2 f(M) respec-
tivement associées a u et v,

YheE,  q(h) =AW+ uh
3. Si0 <A< p,alorsg(h) = Allh|* et
f(Mo+h) > f(Mo)

pour tout vecteur non nul h assez petit.

6.c Pour f(h) = h2 + ht,1a fonction f passe par un minimum
local strict en My, comme dans le cas ot les deux valeurs propres
de la hessienne sont strictement positives.

4. SiA<pu<0alorsq(h) < thHz et
6.d Pour f(h) = h2 — hi,1a fonction f passe par un col en My,

f(Mo+h) < f(My) comme dans le cas ot1 la hessienne posséde une valeur propre
) strictement positive et une valeur propre strictement négative.
pour tout vecteur non nul & assez petit. —[16]
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21.4  Lesnotations de Monge sont :
0% f 0% f 0% f
r=55Mo), s= W(MO)' t= @(MO)

21.5 = Soit My € U, un point critique de f € €2(U,R).

1. SidetHp(Mg) = rt — s2 > 0, alors f atteint un extremum
local strict en M. Il s’agit d"un minimum pour tr He(Mo) > Oet d'un
maximum pour tr He(My) < 0.

2. SidetHs(My) < 0, alors la fonction f ne passe pas par un
extremum local en M.

22. Exemples

221 La fonction [(x,y) — x> + y> — 3xy] n’est ni majorée, ni
minorée sur R2. Elle admet deux points critiques : Mg = (0,0) et
M = (1,1). Elle atteint un minimum local strict en M. La valeur
en My n’est pas un extremum local.

222 Suitede[10.1] — La fonction f admet trois points critiques :
M_1 = (-1,-1), My = (0,0) et M; = (1,1). Elle atteint son
minimum global en M_ et en M;. La valeur f(Mj) n’est pas un
extremum local.

223  Lafonction f = [(x,y) = x% + xy + y* + 2x — 2y] admet
My = (—2,2) pour seul point critique. Elle atteint son minimum
absolu en Mj. —[95]
22.4  Suitede [10.2] - La fonction f admet trois points critiques :
My = (0,0), M1 = (v/2,—/2) et M| = (—+/2,V/2). La valeur
f(Mp) n’est pas un extremum local. La fonction f atteint son mi-
nimum absolu en M; et en M.

22,5 Lafonction f = [(x,y) — x% +y? — x*] n’est ni majorée,
ni minorée sur R2. Elle admet deux points critiques : My = (0,0)
et My = (2/3,0). Elle passe par un minimum local strict en My ; la
valeur f(M;j) n’est pas un extremum local.

Entrainement

23. Suite de [10.4] —

1. Lafonction f; admet le point (1,1) pour unique point cri-
tique et atteint son minimum absolu en ce point.

2. Lafonction f; admet le point (y/a, ¢/a) pour unique point
critique.

3. Les fonctions f; et f3 admettent chacune un unique point
critique, situé sur la droite [y = x].
24.  Lafonction f = [(x,y) — xy — x>y + xy?] n’est ni majo-
rée, ni minorée sur R2. Elle admet quatre points critiques :

MO = (0/ 0)1 Ml = (01_1)1 MZ = (1/ 0)/ M3 - (1/3/ _1/3)-

La fonction f passe par un minimum local strict en Mj3. Elle ne
passe pas par un extremum local aux autres points critiques.

25. Suite de [7.4] — Quels que soienta > 0,b > Oetc > 0,1a
fonction g définie par

V(xy) €K glxy) = x”yb(l —x—y)
atteint un maximum absolu sur K au point
(xy) = (

et atteint son minimum absolu en chaque point du bord de K.

a b )
a+b+c a+b+c

26. La fonction f définie par
V(x,y,2) €R®  f(x,y,2) =xyz+xy+yz

n’atteint aucun extremum sur R? car la trace de sa hessienne est
nulle en tout point.

27. Au voisinage de 1'origine, le graphe de la fonction

f =[Gy =22y —y]

ne ressemble a aucun des cas répertoriés au [21.3]. Expliquer.

III

Extrema globaux

III.1 Extremum d’'un polynéme quadratique
28. Soit f : R? — R définie par
flry) =2 +ay+ 7 — 51—y

1. Il existe une matrice symétrique et inversible S € Sp(R)
et une matrice colonne B € M, 1 (R) telles que

vx:(é), ﬂmy):%XTSX—BTX.

2. Quelles que soient Xy et H dans M1 (R),
1
ﬂxw+Hy:ﬂX@+wXJS—BTﬂJ+EHTSH.

On choisit Xy = S~!B. Pourquoi?

3. Soit A = Diag(3,1). Il existe une matrice orthogonale P €
0>(R) telle que PT.S.P = A.

4. Pour tout H € My (R) non nul,

H'SH=H'"PAP' H>H'.P."PH=H".H>0.
5. La fonction f atteint son minimum global strict en X et

n’est pas majorée sur R2. —[95]
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III.2 Convexité

29. Alors que I'étude au second ordre est une étude locale, la
convexité permet d’établir des inégalités globales.
30. Si f : I — R est une fonction convexe, alors
pEt ) St fl)
n = n

quels que soient les réels x1, ..., x, dans I.

31. Cas d’égalité

Soit f : I — R, une fonction de classe %€ sur l'intervalle ouvert
I, dont la dérivée seconde est strictement positive.

311 Quels que soient xq, ..., x; dans I, quels que soient les
réels strictement positifs t1, ..., t; telsque t; +---+t, = 1,ona

f<ki1 kak> < kil tef (xx).

Si cette inégalité est une égalité, alors le point

M:(Xl,..

31.2
s xﬂ)

est un point critique de la fonction ® définie par

(I)(Ml, .. .,Lln) = i tkf(uk) — f(i tkuk>
k=1 k=1

pour tout (uy,...,u,) € I" et par conséquent

Xy == Xp.
Applications
32. L'expression définie sur |0, 1[" N [xy + - - + x, = 1] par
i 1
Q(x1,...,x0) =
=1 1-— X
atteint son minimum absoluen x; = - -+ = x,, = 1/,,.
33. Soienta, b et ¢, les longueurs des cotés d"un triangle. Alors
a n b n c
b+c—a c+a-b a+b—c”
avec égalité si, et seulement si, le triangle est équilatéral.
34. Entropie d’une variable aléatoire discrete
Soit (p1,...,pn), une famille de réels strictement positifs dont la
somme est égale a 1. L'entropie de cette famille, définie par
n
H(py,-opn) = = ) prtnpr
k=1
est maximale pour p; = -+ - = p, = V/p.
35. Inégalité arithmético-géométrique
35.1  Lafonction — ¢n est strictement convexe sur |0, +-oo[.
35.2  * Quels que soient les réels strictement positifs x1, ..., X,
x .. x
% > Yx X

avec égalité si, et seulement si, x; = - -+ = xy.

353  La fonction définie par g(x,y,z) = (xyz)® sur le compact
K = (R4+)®N[x+y+z = 1] admet 0 pour minimum et atteint
son maximumen x =y =z = 1/3.

354  La fonction définie par g(x,y,z) =
fermé [x2y?z?
aux points (x,y,z) tels que x*> = y?> =z = 1.

355  Soit (p1,...,pu) € (]0,1])", des réels dont le produit est
égala27". Les sommes

n n
Zpk ot Z Pk

k=1 k=1 "+ Pk

X2+ y? + 2% sur le
= 1] n’est pas majorée. Elle atteint son minimum

sont minimales pour p; = - -+ = p, = /2.
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II1.3 Méthode des crétes

36. La méthode des crétes ramene la recherche des extrema
globaux d’une fonction de 2 variables a I’étude des extrema de 2
fonctions d’une variable.

361  Soit K = [a,b] x [¢,d].Si f : K — R est continue, alors
les fonctions m et M définies par

et M(x) = max f(x,y)

m(x) =
(%) Jmax,

min f(x,
nggdf( y)

sont continues sur [a, b] et

min x,y) = min m(x) et
(w)er( ) Jin, (x)

s = s M)

36.2  SiQestlimage de [a,b] X [c,d] par une fonction ¢, alors

o FM) = mi
Ar?elgf( ) agllggb(forp)(u,v)
c<o<d

M) =
Ar?géf( ) argfgb(forp)(u,v)
c<o<d

et la méthode des crétes peut s’appliquer a la fonction (f o ¢).

37. On considére une fonction f de classe ¢! sur un rectangle
U =la,b[ x]c,d].

\

On voit sur ses courbes de niveau que cette fonction admet cinq
points critiques :

— Elle atteint son maximum global en S.
— Elle passe par un maximum local en .
— Elle atteint son minimum global en V.

— En deux autres points critiques C; et Cy, elle n’atteint ni
maximum local, ni minimum local.
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371 Pour chaque valeur de xg € ]a,b[, on cherche les valeurs
extrémes de la fonction

[y = f(x0,)]

sur |¢, d[. Le minimum est atteint en y,, = @ (xg) (courbe rouge)
et le maximum en y)r = @p1(xg) (courbe bleue).

En étudiant f le long de ces deux courbes, c’est-a-dire en étudiant

[x = f(x, om(x))] et [x— f(x, om(x))]

on peut situer les abscisses des points S (maximum maximorum) et
V (minimum minimorum).

37.2  De maniére analogue, on peut aussi, pour chaque valeur
de yo € |c,d], chercher les valeurs extrémes de la fonction

[x = f(x,y0)]

sur ]a, b[. Le minimum est atteint en x,, = ¢, (o) (courbe rouge)
et le maximum en xp; = Pp1(yo) (courbe bleue).
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En étudiant f le long de ces deux courbes, ¢’est-a-dire en étudiant

e fm)y)] et [y fymy)y)]

on peut situer les ordonnées des points S et V.

38. Exemples
38.1  Lafonction f définie par

V(xy) €[-L1x[-L1], flxy) =x"+m1+y*)

est bornée et atteint ses bornes.

Les points critiques de f sont (x,0) pour x € [—1,1].

Pour tout y € [—1,1], elle atteint son minimum en x = 0 et son
maximum en x = £1.

min_ f(x,y) = (1 +y)

xe[-1,1
max f(x,y) =y* + (1 +y")
xe[—1,1]

Le minimum de f est donc 0, valeur prise en (0, 0). Son maximum
estégalal+ ¢n2, valeur prise en (£1, £1).
38.2  On étudie la fonction f définie par

Vxy) €T, flxy) =xy/1-x—y

ouT = {(x,y) e Ry xRy : 1—x—y >0}
1. La fonction f est positive sur T et nulle sur le bord de T.
2. La fonction f atteint son maximum en un point critique
de l'intérieur de T.
L'unique point critique de f situé a I'intérieur de T a pour coor-
données (2/5,%/5) et le maximum de f est égal a 41/5/125.
3. Pour chaque x € [0,1], en restriction a [0,1 — x], la fonc-
tion [y — f(x,y)] passe par un maximum en

pm(x) = 3(1—x).

WIN

Sur [0,1], la fonction g définie par

g(x) = f(x, om(x)) = ?)\i@x(l —x)3/2

atteint son maximum en x = 2/s.

Applications

39.1  La fonction f définie sur [0,1] x R par

f=[(xy) = 2xy* + n(4+ )]

atteint un minimum absolu en (0, 0).

39.2  Suitede [10.5] — Le minimum absolu de f sur A est atteint
en (x,y) = (a,b).

39.3  Suite de [10.4] — La méthode des crétes s’applique aux
fonctions f1, fo, f3 et f4.

40. Utilisation des coordonnées polaires

40.1  Lafonction f définie par

fly) =y +\/x2+y2 -1

est bornée sur D = [x2 + y?> < 9] et atteint ses bornes. Son maxi-
mum est égal a 11.

40.2  Suite de [10.3] - Le maximum absolu de f est égal a 1/ e.
Le minimum absolu s’en déduit par symétrie.

40.3  Suite de [7.2] - Le maximum absolu de f est égal a 2; le
minimum absolu est nul.

40.4  Suite de [7.3] - Le maximum absolu de f est égal a 20; le
minimum absolu est égal a —12.

40.5  Suite de [7.1] - Le maximum absolu de f est égal a 1; le
minimum absolu s’en déduit par symétrie.
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41. Autres changements de variables
411 On peut trouver les extrema de e* ™
sur R? en posant u = x +tetv = x — .

—2(x+t)+ (x—1t)?

412 L'étude de x2 — 2xy + 2y? + e~* sur R? conduit naturel-
lement a poser u =y — ¥/ etv = x.
413 Ftudier les extrema de f(x,y) = (xy)* + Bxy en fonction

de (a,B) € R2.

v

Introduction a la géométrie différentielle

IV.1 Arcs paramétrés

42, Soit E, un espace vectoriel de dimension finie.

421 # Un arc paramétré est un couple (I, f), ot I C R est un in-
tervalle et f, une fonction de I dans E.

Les réels t € I sont appelés parametres.

422  L'image d’un arc paramétré

r={f®)

est une partie de E considérée comme une courbe. Une courbe
qui est contenue dans un plan est dite courbe plane. Une courbe
qui n’est pas plane est dite courbe gauche.

42.3  Interprétation cinématique

Un couple (I,7) est compris comme le mouvement d’un point
matériel au cours du temps.

L’ensemble
I ={y(t), tel}

des positions occupées par ce point matériel, c’est-a-dire la tra-
jectoire de ce point, est une courbe tracée sur I'ensemble X et le
vecteur 7/ (tg) est le vecteur vitesse a l'instant to € 1.

,tel}

43. Exemple fondamental
Soient v # 0 et My € E. L'arc paramétré (IR, §) défini par
VheR, 6h)=My+h-v

décrit un mouvement rectiligne uniforme. Son image

A={6(h), heR}=My+R-v

est la droite dirigée par le vecteur v et qui passe par le point Mp.

44. Soit (I, f), un arc paramétré de classe ¢ : la fonction f
est continiment dérivable sur I.
441 Pour tout tg € I,

f(to+h)

lorsque /i tend vers 0.

44.2 #v Le réel tg € I est un parametre régulier lorsque le vecteur
f'(to) € E n'est pas nul.

44.3  Sitg est un parametre régulier, lorsque t est voisin de fp,
le mouvement décrit par <y est proche du mouvement rectiligne
[43] avec v = f'(tg).

Localement, la courbe I' ressemble donc a une droite.

44.4 % Sity € I est un parametre réqulier de I'arc paramétré (I, f),
la tangente 4 la courbe T au point My = f(to) est la droite issue du
point My et dirigée par le vecteur f'(to) € E.

44.5  Sity € I n'est pas un parametre régulier, on dit alors que
f(to) est un point stationnaire.

Au voisinage d’un point stationnaire, la courbe I' peut ne pas

= f(to) + 1 f'(to) + o(h)

ressembler a une droite. —[45.4]
45. Dérivée le long d"un arc
Soit f : U — F, une fonction différentiable sur 1'ouvert U et

v : I — U, une fonction dérivable sur l'intervalle I, a valeurs
dans U.

L'étude de la composée g = f oy décrit le comportement de la
fonction f le long de la courbe paramétrée par 7.

1938

45.1  Soient My € U eth € E : comme U est ouvert, il existe un
intervalle I = |—a«, a[ tel que

y(t) =

et (foy)'(0) estla dérivée de f en My selon h [18.22].
45.2 = La composée f oy : I — F est dérivable et

(for)(to) = [df (v(t0))] (7' (t0))-

453  Si le vecteur 79/(ty) € E n’est pas nul, alors il dirige la
tangente au point My = y(to) a la courbe paramétrée par 7.

Si de plus il n"appartient pas au noyau de 1’application linéaire
tangente df(M)p), alors son image

df(Mo)(7'(to)) € F

dirige la tangente au point Ny = f(My) a la courbe paramétrée
par fo1.

7' (to)
ﬁfov

454  Si9/(tp) appartient au noyau de df (M), il se peut que
la courbe paramétrée par f o oy nait pas de tangente au point Np.

Viel, My+t-hel

Vityg el

ﬂ'f(Mo)

46. Caractérisation des fonctions constantes
Soit f : U — Fety : [0,1] — U, deux fonctions de classe ¢
461  Siy(0) =ac Uety(l)=bec U, alors

£6)~ F@) = [ () (' 1) .

46.2 = Soient U, un ouvert convexe et f € €' (U, F). L'application f
est constante si, et seulement si, 'application linéaire tangente df (M)
est 'application nulle pour tout M € U.

46.3  Soit U, un ouvert convexe de R?. Si f et ¢ sont deux ap-
plications différentiables sur U telles que

of of
vmeu, gon=LEm e Lo =B,
alors f — g est constante sur U.
IV.2 Vecteurs tangents
47. Soit X, une partie d'un espace vectoriel normé E de di-

mension finie. On définit la notion de vecteur tangent en tragant
des courbes sur X.
47.1 # Unwvecteur v € E est tangent a X au point My € X lorsqu/il
existe une fonction vy définie sur un voisinage I de 0 telle que

viel, y(t)eX, 4(0)=My et +(0)=wv.
L’ensemble des vecteurs tangents a X au point My est noté T, X.
47.2  L'ensemble des vecteurs tangents a X au point My est un
cone : sile vecteur v est tangent a X au point My, alors A - v est
tangent a X au point My pour tout A € R.
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47.3 En général, si X est une courbe (resp. une surface), alors
I’ensemble des vecteurs tangents a X en un point My € X est une
droite (resp. un plan).

Dans certains cas néanmoins, I’ensemble des vecteurs tangents a
X en un point My n’est pas un sous-espace vectoriel. —[49.2]

48. = Condition nécessaire de tangence
Soient f : U — IR, une fonction différentiable sur I'ouvert U € E et
My € U, un point de I'ensemble

X=[f(M)=A] CcU.
Sile vecteur v € E est tangent a X au point My, alors

df(Mo)(v) = 0.

Exemples

49. Vecteurs tangents a un arc paramétré

Soit (I, f), un arc paramétré de classe .

49.1  Les vecteurs proportionnels a f’(t) sont tangents a la
courbe I au point My = f(tp).

49.2  Point double

S’il existe deux parametres tg et t1 tels que

My = f(to) = f(),

alors la courbe I" peut avoir deux tangentes distinctes au point
M. Dans ce cas, 'ensemble des vecteurs tangents au point M
n’est pas un sous-espace vectoriel.

50. Plan affine
On considére un plan affine de R? :

X = [ax+ by + xz = d].
50.1 # La direction du plan affine X est le plan vectoriel
P=lax+by+cz=0].
50.2  Pour tout vecteur v = (xg, yo,20) € P, la droite affine
My+R-v
est contenue dans le plan X :
VteR, y(t)=My+t-veX.

50.3 = En chaque point My du plan X, I'ensemble Ty, X des vecteurs
tangents est la direction de X.

51. Sphere
On considére une sphere d’un espace euclidien E :

X={ME€E: |AM| =r}
de rayonr > 0 et un point My € X.
51.1  Pour tout vecteur u# de norme r orthogonal au vecteur
AM) et pour tout t € R, le point
v(t) = A+ coswt- AMy + sinwt - u

appartient a la sphere X.

51.2 = En chaque point My € X, 'ensemble Ty;, X est I'hyperplan

(R-AM,)™*.

52. Graphe d’une fonction
On considere le graphe d'une fonction ¢ : U — R de classe ¢ 1
sur l'ouvert U ¢ R?:

X={(xy8xy)) (xy) €U} CR’

et un point My = (xo, Yo, z0) de X.
521  Pour tout vecteur v = (a,8) € R? et pour tout t € R
assez proche de 0, le point

() = (x0 + ta, yo + tB, g(xo + ta, yo + tB))

appartient a X.
52.2 = En chaque point My = (xq,Y0,20) € X, l'ensemble Ty, X est
le plan

Vect((l,O,g—i(Mo)), (o,l,g—i(Mo))).
L'équation cartésienne

(3= 10) 55 (M) + (v = o) 55 (Mo) = (= 20) =0

représente le plan affine Mo + Ty, X.

199
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IV.3 Lignes et surfaces de niveau

53. Soient (), un ouvert de 1’'espace E = RY et g:Q—=R,
une application.

53.1 # Les lignes de niveau (pour d = 2) ou les surfaces de ni-
veau (pour d > 3) de g sont les parties de () définies par

lorsque A parcourt R.
53.2  Les lignes (ou surfaces) de niveau de g constituent une
partition de Q.

54. Hyperplan tangent [48]
Soient ¢ : 3 — IR, une fonction de classe ¢’ 1 et

une ligne (ou une surface) de niveau de g.

54.1 # Un point My de la ligne (ou surface) de niveau X est dit régu-
lier lorsque la forme linéaire dg(My) est surjective.

54.2 Une forme linéaire sur E = RY est surjective si, et seule-
ment si, elle n'est pas identiquement nulle. Dans ce cas, son
noyau est un hyperplan de E.

54.3 = (Admis)

Si My € X et sila forme linéaire tangente dg(Moy) est surjective, alors
I'ensemble des vecteurs tangents a X au point My est I'hyperplan

Tm, X = Ker dg(Mp).

Interprétation euclidienne

55. On suppose que I'espace E est muni d’une structure eu-
clidienne et on étudie les lignes (ou les surfaces) de niveau d"une

fonction ¢ : O — R de classe ¢’

55.1  Pour tout point My de (),
VoeE, dg(Mo)(v) = Dog(Mo) = (Vg(Mo)|v).
55.2  La forme linéaire tangente dg(Mp) est surjective si, et

seulement si, le gradient de ¢ en My n’est pas nul.
rg dg(Mp) =1 < Vg(My) # O

55.3  Soit My, un point de la ligne (ou surface) de niveau

Si Vg(My) # Og, alors [48] les vecteurs tangents a X, au point
My sont orthogonaux au gradient Vg(M)p) et plus précisément
[54] I'hyperplan tangent a X, en My est I’orthogonal du gradient
deg.
L
Ty, X = (R - Vg(Mo))

55.4  En chacun de leurs points, les lignes (ou surfaces) de ni-
veau de la fonction g sont orthogonales au gradient de g.
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56. Ligne de plus grande pente
Soit ¢ : Q — R, une fonction de classe €.
56.1 => Si h est unitaire, la dérivée de g en My selon h

Dpg(Mo) = (Vg(Mo) | h)

est maximale si, et seulement si, h est colinéaire a V g(My).

56.2  Dans la direction du gradient, la fonction g varie rapide-
ment et les lignes de niveau de cette fonction sont tres serrées.
56.3  Sile déplacement h est assez petit et orthogonal au gra-
dient Vg(M), alors la dérivée de g selon h est nulle :

§(Mo+h) = g(Mo) + (Vg(Mo) | It) + o(h) = g(Mo) + o(h).

Par conséquent, dans une direction orthogonale au gradient, la
fonction g varie trés lentement.

IV.4 Intersections de deux surfaces

57. En général, I'intersection de deux plans est une droite et,
de méme, l'intersection de deux surfaces est une courbe.

58. Spheére et plan

On considere un cercle I' défini comme lintersection d’une
sphere ¥ et d'un plan I'T.

58.1  Soit My e I'=XNIL

Comme tous les points de la sphere X sont réguliers [54.1], il
existe un plan Ty, X tangent a la sphere au point Mj.
Comme IT est un plan affine, —[50]

IT = My + Ty, IL.

58.2 En général, Ty, X # II et l'intersection des deux plans

affines
(Mo + Tap,2) N (Mo + T, IT)

est une droite, la tangente au cercle I' au point M.
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59. Sphere et cylindre

On considére la courbe I' définie comme l'intersection d’une
sphere X et d"un cylindre de révolution X,.

59.1  Sile rayon du cylindre est assez petit, la courbe I' est en
deux morceaux.

59.2  Silerayon du cylindre est plus gros, la courbe n’a qu'une
seule composante connexe.

59.3  En un point My de I', la sphere X et le cylindre X, ad-
mettent chacun un plan tangent et, en général, ces plans sont dis-
tincts. On dit alors que les deux surfaces sont transverses.

59.4  L’intersection des deux plans affines
(Mo + Tagy Z1) N (Mo + Tagy o)

est alors une droite, qui est la tangente a la courbe I" en M.

59.5  Lafenétre de Viviani
Lorsque le cylindre est tangent a la sphere, la courbe I est assez
particuliere.

En un point de cette courbe, la sphere et le cylindre ont le méme
plan tangent :

Mo + TpmyZ1 = Mo + TagyZo.

L’intersection des deux plans affines n’est donc pas une droite
et on constate qu’en ce point particulier, la courbe admet deux
tangentes.

Tangentes a une courbe

60. On considere une courbe I" de 'espace R3, intersection de
deux surfaces X1 et X, définies comme des surfaces de niveau

% = [g1(M) =0] et E,=[g(M)=0]

ot les fonctions numériques ¢ et g» sont de classe ¢! sur un
ouvert U de R3.

On s’intéresse a 'allure locale de cette courbe I' et en particulier
aux vecteurs tangents a I' en un point donné M.

61. La fonction f : U — R? définie par

f(M) = (§1(M), 82(M))

est de classe ¢! sur U et, en tout point M de U,
df(M)(h) = (dg1(M)(h), dg2(M)(h)).

62. On suppose que My est un point régulier [54.1] pour X
et pour X : les formes linéaires dgj(Mp) et dg»(Mp) sont surjec-
tives.

62.1  Comme les formes linéaires dgj(Mp) et dg»(Mp) ne sont
pas identiquement nulles, I’application linéaire tangente

VM e,

VheRS,

df(Mp) : R® —» R?

n’est pas identiquement nulle. Son rang est donc égal a 1 ou a 2.

622 Le rang de df(My) est égal a 1 si, et seulement si, les
deux formes linéaires dg;(Mp) et dgn(Mp) sont proportion-
nelles, c’est-a-dire si

T = Tat, o

Autrement dit, 'application linéaire tangente df(My) est surjec-
tive si, et seulement si, les plans tangents Ty, %1 et Ty, X2 sont
distincts : on dit dans ce cas que les deux surfaces X1 et X sont
transverses.
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623  Siles deux plans tangents Tj, X et T, X sont distincts,
alors le noyau de l’application linéaire tangente df(Mp) est une
droite vectorielle :

Ker df(Mo) = (Tm,Z1) N (TamryE2)-

Tous les vecteurs de cette droite sont des vecteurs tangents en M
alacourbeT.
63. Soit f : U — R?, une fonction de classe ¢! sur un ouvert

U de R.
63.1 # Un point My de la ligne de niveau

X = [f(M) = (0,0)]

est régulier* si, et seulement si, I'application linéaire tangente
df (M) : R® — R

est surjective.
63.2  * Si My est un point régulier de la ligne de niveau

X =[f(M) =0],

alors 'ensemble des vecteurs tangents a X en My est une droite vecto-
rielle :
Tym,T = Ker df (M),

ce qui permet de considérer X comme une courbe.

64. Interprétation euclidienne

Si on munit R3 d’une structure euclidienne, on peut traduire ce
qui précede en termes de gradient.

64.1  Les plans tangents Ty1,X; et Ty 2o sont distincts si, et
seulement si, les vecteurs Vg1 (M) et Vg2 (My) ne sont pas coli-
néaires.

64.2  Dans ce cas, la droite Ker df(My) = Tp, X1 N Ty, Xp est
dirigée par le vecteur

Vg1 (Mo) A ng(Mo).

Entrainement

65. Suite de [52.2] —

1. Le plan tangent a X est horizontal si, et seulement si, le
gradient de f est nul.

2. Ce plan tangent peut-il étre vertical ?

66. Une courbe plane I est représentée d’une part comme
une ligne de niveau d’une fonction différentiable F : R? — R
et d’autre part comme l'image d'un arc paramétré (I, ) ot 7y est
une fonction dérivable de I dans R2.

T=[F(xy) =0] ={r(t) tel}.

On suppose que (xo, yo) = v(to) et que F(xg,yo9) = 0. Comparer
9 (to) et les dérivées partielles Fy(xg,yo) et Fy(xo, yo)-

67. Exemples de points stationnaires
67.1  L'arc paramétré défini par

f(t) = <t2+%,t +t12)

admet un point stationnaire pour t = 1.
67.2  Lacissoide de Diocleés, paramétrée par

£ £2
VieR, S0 = (7 i)

admet O = f(0) pour seul point stationnaire.
67.3 La tractrice, paramétrée par

VteR, f(t):(tftht, %)

admet My = f(0) pour seul point stationnaire.
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67.4  Lacycloide, paramétrée par

Vitel0,2n], f(f) = (t—sint, 1 —cost)

admet My = f(0) et Mar = f(27) pour seuls points station-
naires.
67.5  Lanéphroide paramétrée par

Vte|[-mm], f(t)=(3sint—sin3t, 3cost — cos3t)
admet M_; = f(—m), My = f(0) et Mz = f(71) pour seuls
points stationnaires.

68. Calculs de tangentes

Pour calculer la tangente au point My = f(fp), il est parfois plus
efficace de calculer le développement limité a I’ordre 1 au voisi-
nage de ty de chacune des composantes de f que de dériver ces
composantes.

68.1  Calculer la tangente a I’arc paramétré par
t 12
0= (e o0)
f®) 1—12" 12
au point f(0).
68.2  L’arc paramétré par

Vte]|-mn |, f(t)=(tant/»+cost, 1—sint)

admet f(7/2) pour point stationnaire. Calculer la tangente au

point £(0).

68.3  Calculer la tangente a I'astroide paramétrée par
VteR, f(t) = (cos’t,sint)

au point My = f(/4).

68.4  Calculer les tangentes au folium, paramétré par
3t 38
Vte R\ {-1}, H=—=s ——=
eR\(-1}, fO= ({5 175)

aux points My = f(0) et My = f(1).
68.5 Calculer les tangentes a la lemniscate, paramétrée par

t £
vteR, )= (7@ 7o)

aux points M_1 = f(—1), My = f(0) et My = f(1).
68.6  Calculer les tangentes a la strophoide, paramétrée par

t(t? —1) thl)

ViER, f(t):( 24+1 2+1

aux points M_q = f(—1), My = f(0) et My = f(-1).
68.7  L'arc paramétré défini par

£ t=2
0= (=w 1-p)
est un arc régulier. Calculer sa tangente au point My = f(0).

69. Représentation implicite de la lemniscate
On considere I'application f : R? — R définie par

V(xy) R, flxy) =-2+y*+ (> +y)~

69.1  Comme f(x,y) > f(x,0) pour tout (x,y) € R?, la fonc-

tion f atteint son minimum global en (+V2/5,0).
69.2 Pour A < —1/4, les lignes de niveau

Cr = [f(xy) =A]

ne sont pas des courbes.

69.3  Pour tout A € R, la ligne de niveau C, admet les deux
axes de coordonnées pour axes de symétrie.

69.4  La lemniscate est la ligne de niveau Cp.



V  RECHERCHE D’EXTREMA SOUS CONTRAINTE

1. Lorigine O = (0,0) appartient a Cp, mais n’est pas un
point régulier de cette courbe [54.1]. Les vecteurs (1,1) et (1, —1)
sont tangents a Cy en O. —[53.2]

2. Lepoint My = (1,0) appartient a Cy. La tangente a Cy en
M est une droite verticale.

70. Plan tangent a un céne

On considére I'application f : R3 — R définie par
V(x,y,z) €ER?,  f(x,y,z) =x*+y* — 27

et la surface de niveau

X = [f(x,y,2) =0].

70.1  Un point M = (x,y,z) appartient a X si, et seulement si,
il existe un réel r € R et un angle 6 € [—, 77| tels que

(x,y,z) = (rcos#, rsinb, r).

70.2  Soit My = (x9,Y0,20) € X. Sizg # 0, alors le vecteur

v=(xy2)
est tangent a X au point M) si, et seulement si,
xXoX +yoy — zoz = 0.

L'ensemble des vecteurs tangents a X en My est donc le sous-
espace
Vect (OM(), (]/0, —Xp, 0))

70.3  L’origine est un point singulier [54.1] de X.

71. Plan tangent a une quadrique
On pourra retrouver 1’allure des surfaces suivantes au [21.3].
711 Le plan tangent en My = (xo, Yo, z0) au graphe de

f= [(x,y)  —17x% + 14xy — y* + 8x + 8y + 16]
est horizontal si, et seulement si, (xg, yo,20) = (—1,—3,0).
La fonction f prend des valeurs supérieures a f(xp, o) et des va-
leurs inférieures a f(xg, o) : elle n’a ni minimum, ni maximum.
712 Le plan tangent en My au graphe de la fonction

f = [(xy) = 1352 = 14xy + 5y + 14x — 10y + 5]

est horizontal si, et seulement si, My = (0,1,0). Quels que soient
les réels hy et hy,

flim ) = e ) (15 ) (32) = r0)

donc £(0,1) est le minimum de f sur R?.
713  Le plan tangent en My = (xo, Yo, z0) au graphe de

f= [(x,y) H9x2—6xy+y2—12x+4y+5]

est horizontal si, et seulement si, yg = 3xg — 2.

Quels que soient les réels 1y et hy,

s (3 7))

donc le minimum de f sur R? est égal a 1.

72. Suite de [18.132] — On rappelle que SL, (R) désigne I’en-
semble des matrices M € M, (R) dont le déterminant est égal
a 1. La matrice I, appartient a SL,(RR) et le sous-espace tangent
a SL;(R) en I, est dirigé par I'hyperplan des matrices de trace
nulle.

v

Recherche d’extrema sous contrainte

73. On s’intéresse aux extrema d’une fonction numérique
f:X—=R

définie sur une partie X d'un espace vectoriel E de dimension
finie.

731 On suppose dans ce qui suit que la fonction f est diffé-
rentiable sur un ouvert U de E qui contient ’ensemble X.

73.2  Le calcul différentiel ne permet de mener 1'étude de la
fonction f qu’au voisinage d’un point donné. On peut ainsi es-
pérer localiser des extrema locaux, mais I'étude des extrema glo-
baux nécessite de recourir a d’autres méthodes.

74. = Sila restriction de f a X passe par un extremum en un point
My de la partie X, alors

Voe TMOX/ df(M())('U) =0.
75. Soit f : U — R, une fonction différentiable.
75.1  On considere la surface de niveau

X = [g(M) =0]

d’une fonction ¢ : U — R de classe ¢! comme une contrain-
te sur la fonction f, au sens ot1 on étudie la restriction de f a X.
En général, la surface X est une partie d’intérieur vide, ce qui
nous empéche d’appliquer [15.3].

75.2 = Optimisation sous contrainte (condition nécessaire)

Si la restriction de f a X atteint un extremum local en un point régulier

[54.1] Mo de X :
dg(My) #0,

alors la forme linéaire df(My) est proportionnelle a la forme linéaire
dg(My) et [54.3]

Tm, X = Ker dg(My) C Ker df(My).

75.3  Interprétation euclidienne

Supposons que E soit muni d"une structure euclidienne.

Si la restriction de f a la surface X atteint un extremum local en
un point My de X tel que Vg(My) # 0, alors le gradient V f (M)
de la fonction est colinéaire au gradient V(M) de la contrainte.

Entrainement

76. On considere les fonctions f et g définies par

V(ry) €R?, flxy)=xy et glxy) =x"+y

Déterminer les extrema de f sous la contrainte I' = [g(x,y) = 1],
puis les extrema de g sous la contrainte ® = [f(x,y) = 1].
L'utilisation du Théoréme [75.2] est-elle pertinente ?

77. Déterminer les extrema de la fonction f sous la contrainte
[¢(x,y) = 0] dans les cas suivants.

771 f(oy) =xy,g(xy) = +yF —x—y
772 f(xy)=Mm(x—y) gxy) =2*+y* -2
773 f(x,y) =22+ 92 g(x,y) = 4x* — 16y> — 1
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78. Suite de [35.3] — Sous la contrainte [x +y + z = 1], la fonc-
tion ¢ n"admet qu’un seul point critique et n’a pas d’extremum
global.

79. L'application f définie par

+2 ]/2

¥ () # (0,0), o

flxy) =

est prolongeable en une fonction de classe ' sur R2.
La fonction f atteint un maximum et un minimum sur I’ensemble

D= [x2+y2 <2L

respectivement égauxa /2 eta 0.

80. Déterminer les points les plus éloignés de 1'origine (pour
la distance euclidienne canonique) de 'ensemble

& = [3x* +3y* —2xy < 1].
81. On considere les fonctions f et g définies par

flry) =42 +y* et glry) =2 +y°

81.1  Déterminer les extrema de la fonction f sous la contrainte

[g(x,y) < 4].

81.2  Déterminer les extrema de la fonction g sous la contrainte
[f(xy) <1].

82. On doit fabriquer des canettes cylindriques en alumi-
nium de volume Vj imposé. Quelles doivent étre les dimensions
des canettes pour minimiser la quantité d’aluminium utilisé ?

83. Soient1 < p < gq. Etudier le maximum de la fonction
n
flxy,., xn) = Zx,f
k=1

84. Méthode du lagrangien (condition suffisante)
Soit U, un ouvert de R2. On considére deux fonctions

f:U=-R et g:U—R
de classe €2 et on étudie la fonction f sous la contrainte
X = [g(M) = 0]

en supposant que la forme linéaire dg(M) est surjective en
chaque point de X.
84.1 # Lelagrangien est la fonction £ : U x R — R définie par

Vi(x,y,A) e UxR, L(xy,A)=f(xy)—Arg(x,y).
Si le point My = (xg,1p) € X etleréel Ag vérifient

%(Mo) = %(Mo) = g(Mg) =0,

84.2

alors df(My) = Ag - dg(Mp).
84.3  On définit alors la fonction Ly :

Vi(x,y)el, Lolx,y)=f(xy)— Ao gxy)

1. Pour tout point M € X, le réel f(M) est égala Lo(M).

2. Silahessienne de £y est définie positive (resp. définie né-
gative) en M), alors, sous la contrainte X, la fonction f atteint un
minimum local strict (resp. un maximum local strict) en M.

3. Sila restriction de la hessienne H. (M) au sous-espace
Ker dg(My) est définie positive (resp. définie négative), alors,
sous la contrainte X, la fonction f atteint un minimum local strict
(resp. un maximum local strict) en M.

U — R en posant
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Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

85. Questions pour réfléchir

1. Suite de [3] = Pourquoi ne peut-on définir le sens de varia-
tion d'une fonction f : X = R?

2. On suppose que f : QO — R atteint un extremum en un
point My € Q) qui n'est pas un point critique de f. Que peut-on
en déduire?

3. Soit f, une fonction continue sur un compact K. Condition
pour que les extrema soient atteints sur la frontiére de K.

4. Suite de [21.5] — Exemple d'application de R? dans R telle
quert—s2=0et:

4.a admettant un maximum local en My ?

4.b admettant un minimum local en My ?

4.c n'admettant pas d’extremum local en My ?

5. On suppose que f € €1(U, F) est une application telle que
df (M) soit I'application nulle pour tout M € U. Alors I'application
f est localement constante au sens ou, pour tout My € U,

IVe¥(My), 3uecF, YMeV, f(M)=u.

L'application f est-elle constante? Et si on suppose que U est
connexe par arcs?

86. Etudier les extrema sur R? de la fonction définie par

flxy) =3+ (> —y)~

87. La fonction polynomiale f définie par

V(xy) €R?, flxry) =x* 4yt -2 -2

possede sept points critiques :

Po=(00), Piasa= (V15 £V25), Psg=(0,£V1%).

La fonction f atteint un minimum local aux points P, P, P; et
Py ; les points Py, Ps et Py sont des points selles.
Pour toutr > Oettoutf € R,

4
f(rcosf,rsinf) > rZ -2

La fonction f n’a donc pas de maximum global, mais un mini-
mum global, égal a —1/3.

88. La fonction f définie par

V(x,y) €R?, fxy) = (x> —y) exp[—(x* +7)]

possede cinq points critiques. Elle atteint un maximum global en
(£1,0); un minimum global en (0, £1); le dernier point critique
est un point selle.

89. Soit U = R x R . La fonction f définie par

V(xy) €U, f(xy)=y@*+m’y)

n’est pas majorée, mais elle atteint un minimum global. Elle ad-
met deux points critiques : (0,1) et (0,¢72).

90. Fonctions strictement convexes

On consideére ici une fonction convexe f et on étudie le cas d’éga-

lité :
Yo tef () = f(Z kak>
k=1 k=1

en supposant que les réels t; sont tous strictement positifs.
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90.1 #o Une fonction f : I — IR est strictement convexe lorsqite,
quels que soient y et z dans I,

Vo<t<l, f(A-ty+tz)<A—t)f(y)+tf(z).
90.2  Version analytique

On suppose que f est de classe ¢ sur l'intervalle ouvert I et que
y < z sont deux points de I. Si f”(u) > 0 sur [y, z|, alors I'étude
des variations de la fonction

p=[t— f((1-ty+tz) - (1= )f(y) - tf(2)]

montre que ¢(t) > 0 pour tout 0 < t < 1.
90.3  Version géométrique
Sif : I — R estconvexe et s’il existe 0 < tg < 1 tel que

f((=to)y+toz) = (1 —to)f(y) +tof(2),
alors
Vo<t<l, f(QA-ty+tz)=1—-t)f(y)+tf(z).

En particulier, si y < z, alors la restriction de f a [y, z] est affine et
si f est de classe €2 sur I, on retrouve le résultat établi ci-dessus.
90.4  Convexité et cas d’égalité

Soit f, une fonction strictement convexe sur l'intervalle I. On
considere des réels strictement positifs t1, ..., t, tels que

n
Y k=1
k=1
., Xy dans [ tels que

i tef (xx) = f(i thk>-
k=1 k=1

., Xp ne sont pas tous égaux, alors on peut suppo-

et des réels xq, ..

Siles réels x1, ..
ser que
XS KX <M< Xppp <Xy

et en déduire que

f(k;thk> < (1_S)f<1§1 ;kfks) +sf< Z

k=r+1

thk)
S

ous=t 1+ +tg=1—(H+ - +H).
On retrouve ainsi le résultat établi en [31].
91. Homographies et similitudes

On considere la fonction f définie par

vze©\{-2}, f(a)=21]

comme une fonction de U = R? \ {(—2,0)} dans R?:

V(xy) el oxy) = Ref(x+iy), Imf(x+iy)).

La fonction ¢ est de classe ¢! sur U. Pour tout point M € U,
comme il existe («, ) € R? tel que

— :3)

a 4

facq(v) = (}

il existe un scalaire A € R et une matrice orthogonale P € O;(R)
tels que Jac (M) = AP.

92. Image d’un arc paramétré par une fonction ¢!

On suppose que f : U — F est une application de classe ¢ et
que, pour tout My € U, l'application linéaire tangente df(M)
est un isomorphisme de E sur F.

On suppose que les deux supports I'y et I'y de deux arcs paramé-
trés (I, v1) et (Ip,v2) ont un point commun

Mo = 11(s1) = 72(t2).
1. Définir I’angle formé par les deux courbes I'1 et I'; au
point M.
2. Comparer cet angle avec l'angle formé par f.(T7) et
f«(I2) en Py = f(Mp).
3. Etudier le cas ott df(Mj) est une similitude.

Approfondissement

93. Soit A € M, (R). Lespace RY est muni de sa structure eu-
clidienne canonique et, pour tout vecteur x, on note Ax, I'image
de x par 'endomorphisme canoniquement associé a la matrice A.

93.1 Lafonction g = [x — | x]]*] na pas de point critique sur
la spheére unité X = [||x|| = 1] [54.1].
93.2 Pour tout x € E, on pose

p(x) = (x|AT.Ax).

Restreinte a la sphere unité ¥, 'application ¢ atteint un maxi-
mum en un vecteur Xy qui est un vecteur propre de AT.A :

AT Axg = || Axo|)? xo.

93.3  Onsuppose que A € S;(R) et, pour tout x € E, on pose

p(x) = (x][Ax).

Restreinte a la sphere unité ¥, 'application ¢ atteint un maxi-
mum en un vecteur xy qui est un vecteur propre de A :
—[16.33.1]

AXO = <AXO ‘ XO> XQ-

9. Fonction de Leibniz
Soient n points Ay, ..., Ay d'un espace euclidien et (aq, ..
une famille de réels. On pose 0 = ay + - - - + ay.

1. Sio # 0, la fonction f définie par

~/“n)/

n
YVMEE, f(M)=Y wllaM|?
k=1

atteint un extremum global au point G = a1 A + - - - + a, Ay
2. Ftudierle cas o = 0.

95. Théoreme de Lax-Milgram

On suppose que E est un espace euclidien.

On choisit un vecteur # € E et un endomorphisme f € S(E)
dont toutes les valeurs propres sont strictement positives.

95.1  L'application g définie par

Ve g(x)= 5 (f(x)]x) ~ {ulx)

est de classe €2 sur E et pour tout xg € E,

Vg(xo) = f(xo) —u et V(g)(x0) = f.

L'unique point critique de g est xg = f~1(u).
95.2 Pour tout vecteur h € E non nul,

$(x-+ ) = glxo) + 5 (F) | 1) > g(x0)

donc g(xp) est un minimum global strict.

96. Soient A € My n(R) et B € M, 1(R). Exprimer, en fonc-
tionde Xo € 9, 1(R), le gradient V f(Xo) et la hessienne H(Xo)
de la fonction f définie par

VX eM(R), f(X)=|AX-B|

ott ||| est la norme euclidienne canonique sur M, 1 (R).

97. La fonction f définie par

V(x,y,2) €R3,  f(xyz) = (x +zz)ex(yz+zz+1) > xe*

admet My = (—1,0,0) pour seul point critique. Elle atteint son
minimum absolu en ce point.
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98. La fonction définie par f(x,y) = xe¥ + ye* admet le point
(=1, —1) pour seul point critique. Elle ne passe pas par un extre-
mum local en ce point.

99. L'origine est le seul point critique de la fonction

+xn

.,x,,): Zxk

flx, ..

et f atteint un minimum local strict en ce point. En revanche, cette
fonction n"a pas de minimum global.
100. Polynémes de Hermite
Si la fonction f définie sur 'ouvert
U={(xy,...,xu X <Xy < -

) €R” < xn}

par
Y. In|x;—xj|.

k=1 1<i<j<n

atteint un minimum local au point xy = (r1,...,7,) € U, alorson

pose
n

Hy(t) = H(t —1i).

i=1

Comme Hj]/(r;) — 2r;H,},(r;) = 0 pour tout 1 <
H,, est une solution de l’equatlon dlfferentlelle

< n, la fonction

VteR, x"(t)—2tx'(t) +2nx(t) =0.
101.  SoitK = [0,1] x [0, 1].
1. Etudier la continuité de la fonction f : K — R définie
par
Clx(1—y)si0<x<y <],
floy) = yl—x)si0<y<x<1
Peut-on en conclure a ’existence d’un maximum et d’un mini-
mum de f?

2. Calculer le minimum et le maximum de f a l'aide de la
méthode des crétes. Comment trouver les extrema de f en cher-
chant ses points critiques?

Fonctions implicites

102.  Soit F, une fonction de classe ¢! de R4*! dans R.
102.1  Soit My = (xl, .., xg, xg +1), un point de 'hypersurface
X =[F(M)=0].Si
oF
My) #0,
axd+1 (Mo)

alors le théoreme des fonctions implicites affirme qu'il existe un
voisinage

0 0
Vg1 = Va x ]xd+1 T Xg4 *”‘[

du point My dans R4+ avec

Y, = x(ffzx,x(erzx[ X e X ]xg *&,X%‘l’lx[

etune fonction g : R? — R, de classe ¢! sur V, tels que I'hyper-
surface X puisse étre représentée comme le graphe de la fonction
g au voisinage de M.

(x1/-~-/xd/xd+1) € Vd+1 TN
F(xl,. e Xg Xg41) =
On dit alors que l'équation F(xy, ..., x4, x4.1) = 0 définit impli-
citement x;,1 comme une fonctlon des variables xq, ..., x4 @il

est en général impossible de donner une expression 51mple dela
fonction g.

(xl,...,xd) €V }
Xgi1 = g(x1,...,x3)
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102.2
sens ol

On suppose que y = g(x) sur la courbe [F(x,y) = 0] au
F(x,8(x)) =0

sur un voisinage de xg. Alors

—Fx(x,8(x))

£ = F s

pour tout x voisin de x.

102.3 On suppose que z = g(x,y) sur la surface [F(x,y,z) =
0]. Exprimer les dérivées partielles de g en fonction des dérivées
partielles de F.

103.  Soient F = (Fy,...,Fp) :
classe €1 et

R"*? — R”, une fonction de

0 0.0 0
My = (xl,...,x,,,xn+1,...,xnﬂ,),

un point de I'hypersurface X = [F(M) = 0].

103.1  Silamatrice carrée (extraite de lajacobienne de F au point
Mo) 5
Fi
() ., em®)
/ n+1<j<n+p

est inversible, alors le théoréme des fonctions implicites affirme
qu’il existe un voisinage V,; du point

My =(22,...,x0)

dans R", un voisinage V), du point

M ( Xpt1s-- 'x(VJth)

dans RY et une fonction g : V, — V) de classe &1 tels que X
puisse étre localement représentée comme le graphe de la fonc-
tion g.
M eV, ,
M" eV, = {MQAZE 2}1\’}[/)}
F(M',M") =0 8

103.2  En particulier, si F = (F;, F,) € €' (R3,R?), alors la ligne
de niveau X = [F(M) = 0] peut étre vue localement comme
I'intersection des deux surfaces

%1 = [R(M) =0]

Si en un point My € X les dérivées partielles

et X, = [Fz(M) = 0}

9F, 9F,
g( 0) et 2

ne sont pas nulles, alors X peut étre vue localement comme 1'in-
tersection des deux surfaces

(Mo)

[z=g1(xy)] et [z=g(xy)]
Si de plus la matrice
oF; oF;
e (Mo)  ==(Mo)
LY

3y (M) ==(Mo)

est inversible, alors X peut étre vue localement comme une
courbe paramétrée :

(,2) = (fi(x), fa(x)).
On suppose que y = f1(x) etz = fp(x) sur la courbe
[Fi(x,y,2) = 0] N [Fa(x,y,2) = 0].

Exprimer les dérivées de f; et f, en fonction des dérivées par-
tielles de F; et de F,.
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