Fonctions de la variable réelle : énoncés

Exercices CCP

Soit f : R — R de classe C*°, n un entier naturel non nul, z;, zo,...,x, des réels deux a deux distincts. On
suppose que f(z;) = f'(x;) = 0 pour tout ¢ compris entre 1 et n. Quelle est le plus grand entier N pour lequel il
existe a coup str un réel c tel que f(N)(c) = 0 (on pourra commencer par étudier les cas n =1, n =2 et n = 3).

Soit f: [a,4oo[— R convexe croissante non constante. Montrer que f(z) = “+o0.
Tr—r+00

Etudier les variations et tracer les graphes des applications définies par les expressions suivantes :

2,.1/x
a) f1(z) = xexp (Ile) b) fa(z) = Zil ¢) fa(z) = z2et/* — 2% — 2

d) fa(z) = e /% Arctan \/m e) fs(z)=(1+ m)”ﬁ

Calculer un développement limité des fonctions suivantes en O :

t Arcsi 1
any (ordre 6) c) Arcsin v (ordre 3) d) ——

a) x? cotan® z (ordre 6) b) In -
x(l + x) r sinx

(ordre 4)

Calculer les limites des expressions suivantes en 0 :

: i _ i ﬂ(z+1))‘
1/ 1 1 ¥m® —sin® o sin (In(z + 1)) ‘ln (sm 2 2(1 — cosz)sinz — 23 v/1 — 22
) L )

rz \thz tanzx T sin® z — a5

@ Soit f : R — R de classe C2. Pour @ € R et h > 0, on note P le polynome d’interpolation de Lagrange de
f aux points d’abscisses a — h, a et a + h et T,(2,h) la dérivée seconde de ce polynéme. Montrer que si f est
deux fois dérivable en a, T,(2,h) converge vers f”(a) quand h tend vers 0. Donner lordre de grandeur de V’erreur
|T.(2,h) — f"(a)| quand f est de classe C*.

Exercices Mines-Centrale

Soit f : [0,1] — [0,1] continue telle que f(0) = 0 et f(z) < x si z €]0,1]. Montrer que les suites récurrentes
définies par : ug €10, 1] et Vn, up+1 = f(uy,) décroissent vers 0.

Montrer qu'une fonction f définie sur un intervalle I et a valeur dans R est monotone si et seulement si elle
I’est au voisinage de chaque point de I, c’est-a-dire si pour tout x € I il existe ¢ > 0 tel que f soit monotone sur
INz—ex+el.

x
Soit f :]0,400[— R. Montrer que si f est croissante et si z — @ est décroissante, alors f est continue.
x
110)| Inégalités de convexité :
a) Inégalité de Holder
n n
* +x* + n — i
Montrer que pour n € N*, z1,...,2, € R et Ay,..., A, € R telsque Y." | A; =1, 0ona sz < Z)‘ixi'

i=1 i=1

En déduire :



1 1 P q
Vp,q > 1,Yu,v > 0, 7+7:1:>m;§u7+v7
rp q p q

n n 1/p s pn 1/4q
1 1
Vp,q>1, Vai,...,an,b1,...,b0, >0, —+ - =1= aib; < al b
ot rher=Yans (Ya) (X

=1 =1

n 1/p n 1/q
a; b;
On pourra poser o = < g af) et B = ( E bg) et appliquer la premiére inégalité avec u = — et v = EI
Q@
i=1 i=1

b) Inégalité de Minkowski

En déduire que pour n € N*, p €]1,+o0] et ay,...,apn,b1,...,bp, >0o0n a:

n 1/p n 1/p n 1/p
(Seor) = (5) +(27)

=1

On pourra écrire (a; + b;)P = a;(a; + b;)P =1 + b;(a; + b;)P~ L.

111)|a) Soit (f;)icr une famille non vide d’applications convexes définies sur un intervalle J. On suppose que pour

tout x de J, la famille (f;(z));cs est bornée. Montrer que 'application g = sup f; est convexe. On dit que g est
iel
I’enveloppe convexe des f;.

b) Soit f : [a,b] — R croissante et continue. Montrer qu’il existe une plus petite grande application convexe
majorée par f. Montrer que cette application est continue.

Soit f: R — R continue.
a) On suppose : P1: Yu,v € R, u < v, IA€]0,1[ / f(Au+ (1 — AN)v) < Af(u) + (1 — A) f(v). Montrer que f est

convexe.
b) On suppose Py : Vo € R, Ip e R/ f(t) > f(x)+p(t — z) pour ¢ assez proche de xz. Montrer que f est convexe.

u—+v

¢) On suppose : P3: Vu,v ER, u<v= (v—u)f < ) < / f(t)dt. Montrer que f est convexe.

d) On suppose que f est dérivable et que pour tout u,v € R tel que u < v, il existe un unique ¢ €Ju,v| tel que
f) = f(u) = (v —u)f'(c). Montrer que f est soit convexe, soit concave.

Soit f: R — R croissante et F' : x +— / f(t)dte.
0

_ F@)+F(y)
2

. T+ ,
a) Montrer que F est continue et que F' ( 5 y) pour tous réels z, y.

b) Soient u,v € R. On pose I = {a € [0,1], F((1 - a)u+ av) < (1 —a)F(u) + oF(v)}.

a+p

Montrer que I est une partie fermée, contenant 0 et 1 et stable par milieu (i.e. que si a, f € I = el). En

déduire que F' est convexe.

b) Etudier la dérivabilité de F.

Soit f: [0,1] — R continue telle que f(0) = f(1). Montrer que pour tout n > 1, il existe z € [O, 1— %] tel
que f(z) = f (z+ ).

15)| Soit f: R — R uniformément continue. Montrer qu’il existe a et b tels que : Vo € R, |f(z)| < a|z| + b.



Soient f,g: [0,1] — [0, 1] continues telles que fog=go f.

a) Montrer qu’il existe xg € [0, 1] tel que f(zg) = z¢. On pose ensuite x,11 = g(x,) pour tout n € N. Montrer que
f(zyn) = x, pour tout n € N.

b) Montrer qu'il existe z € [0, 1] tel que f(x) = g(x) (on pourra distinguer selon que (zy),>0 €st monotone ou ne
Pest pas).

Trouver les f : ] — 1,1[— R continues en 0 telles que f(x) — f(2%) = = pour tout = €] — 1, 1].

Soit f: [0,1] = R de classe C™ et p > 1 tel que £(0) = f'(0) = ... = f®=Y(0) = 0. En utilisant une formule
de Taylor, montrer qu’il existe g : [0,1] — R de classe C* telle que : Vt, f(t) = tPg(t).

Soit f de classe C? sur [a, b].

a) Montrer que pour tout z,y € [a, b], il existe ¢ € [a, b] tel que :

4 b—
b) Montrer que ||f’||cc < m”f”oo + 1 :

1" oo-

Soit A,B € M,, (R) et f: t+—> det(A+tB). Montrer que f est dérivable et exprimer f’(0).

21)] Soit f: R — R de classe C* et non nulle vérifiant : Vz,y € R, f(z+y) + f(z —y) = 2f(z)f(y)-
a) Montrer que f(0) =1 et que f est paire.
b) Trouver une équation différentielle vérifiée par f, et en déduire une expression de f.

¢) Montrer que 'hypothése “f de classe C>” peut étre remplacée par “f continue”.

Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f'(a) = f'(b). Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que :
fl(e)(c—a) = f(c) - f(a).

Soit f : [a,b] — R strictement croissante et de classe C2. On suppose que f(a) < 0 et f(b) > 0. Soit L le
polynéme de degré 1 prenant méme valeur que f aux points a et b. On notera « et g les racines respectives de L

et f.
1
a) Montrer que pour tout = € [a,b], il existe ¢ € [a,b] tel que f(x) — L(z) = if”(c) (x —a)(xz —b).

f"(c)
2f(d)

b) En déduire qu’il existe ¢, d € [a, ] tels que a —ag = (a—a)(a—b). En déduire un intervalle [a1,b1] C [a, D]
contenant «g.

¢) En itérant, on construit une suite ([ay, b,])n>0 de segments emboités contenant o (on pose ag = a et by = b).
Montrer que les suites (a,,) et (by,) tendent vers ag et que la convergence est quadratique (on pourra supposer que
les deux points a et b sont assez proches de ag, dans un sens que 'on précisera).

d) Appliquer cette méthode pour calculer avec Maple les 100 premiéres décimales de v/2.

a) Soit A l'opérateur de C°(R** R) qui & f associe 'application t — f(t+1)— f(¢). Démontrer la propriété :

VfeC®R™R), Vke N*, ¥t >0, 3celt,t+ k[, AF(f)(E) = FF(c).

b) Soit « € R tel que n* € N pour tout n € N*. Montrer que = € N.



(Mines) Montrer qu’il n’existe pas de primitive de f: t — e’ de la forme ¢ —> R(t)f(t) avec R € R(X).

26)| Soit f € C*(]0,1],R) telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer que /01 If/(t) — f(t)|dt > é.

~k [k
27)|Soit f: [0,1] — R continue telle que f(0) = 0. Pour n € N*, on pose u,, = Z —f (2)
—n n

Montrer que u,, tend vers 0.

a)
b) Si f est dérivable en 0, que dire de (uy)n>1 ?

28)[Soit f : ]0, +oo[— R continue. On pose g : x —— zf(1/x). Montrer que f est convexe si et seulement si g est.

Exercices X-ENS

29)[ Soit f : [0,1] — [0, 1] croissante. En considérant {z € [0,1], z < f(x)}, montrer que f posséde au moins un
point fixe.

Soit f : R — R monotone. Montrer que I’ensemble Dy des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.
Réciproquement, montrer que toute partie au plus dénombrable de R est I’ensemble des points de discontinuité
d’une telle fonction.

31)| Soit £ = C([0,1],R) muni de la norme uniforme || ||o. Pour tout n € N, on note E,, le sous-espace des
applications polynomiales de degré au plus n. On fixe enfin f € F.

a) Montrer que pour tout n € N, il existe P, € E,, tel que : d(f, E,,) = d(f, P,) = M,.

b) Montrer 1'unicité du polynéme P, et calculer la valeur de My. Montrer qu’il existe a,b € [0,1] et € € {—1,1}
tels que :
a<b et (f — P())(CL) =My, (f — Po)(b) = —eM

¢) On suppose maintenant n = 1. Montrer qu’il existe a,b,c € [0,1] et € > 0 tels que :

a<b<c et (f—P)(a)=eM, (f—P1)b)=—eM, (f—P1)(c) =M
En déduire I'unicité de P;. Que vaut P; quand f est convexe et dérivable ?
d) Généraliser la preuve du c¢) & tout entier n.

32)| (X) Soit f: [0,1]> — R continue. Montrer que I’application g : x m[ax] f(z,y) est continue.
y€l[0,1

33)|Soit f: R — R admettant un développement limité & Pordre n > 1 en 0: f(t) = ag + a1t + - - - + apt™ + o(t™).
Pour = < y, on note T (z, y) la dérivée n-iéme du polynéme d’interpolation de Lagrange de f associé & la subdivision

1 n—1
o= (a:,m+(y—x)7...,x+(y—x),y).
n n

a) Pour z < y, exprimer Ty(x,y) en fonction des valeurs prises par f aux points de la subdivision.

b) Montrer que T(z,y) ﬁ nla,. Qu'en déduit-on quand on suppose que f est n-fois dérivable en 07
z,y)—(0—,0

34)| Soit I intervalle ouvert de R et g : I — R continue. On dit que g est pseudo-dérivable en un point x de I si
g +h)—g(x—h)
2h

a une limite quand h tend vers 0. Si elle existe, nous noterons g'(z) cette limite.



a) Quelle relation existe-t-il entre dérivabilité et pseudo-dérivabilité ?

b) On suppose que g est pseudo-dérivable en tout point de I et que Papplication ¢’ est strictement positive. Montrer
que g est croissante.

c¢) Généraliser le b) en supposant uniquement que g’ est positive
35)| Soit f : [0,1] — R continue et concave telle que f(0) = 1. Montrer que

/lef(x)dxé ; (/Olf(a:)dm>

Indication : on montrera tout d’abord le résultat quand f est affine, puis on introduira ’application affine g définie

1 1
par les conditions g(0) =1 et / fz)dx = / g(x)dx.
0 0

2

(X 2012) Si [a,b] est un segment, on note S° I'ensemble des subdivisions de [a,b]. Si f : [a,b] — R et si
o = (to,t1,...,t,) €S?, on note :

n—1
Vo(f) = D 1f (b = F(t0)].
k=0
On dit que f est a variations bornées s’il existe un réel M > 0 tel que :
Vo € St V,(f) < M.

Si f est & variation bornée sur [a, b], on note V2(f) = sup V,(f).
oeSt

Par abus d’écriture, si [¢,d] C [a, b] et si o € S, nous noterons V, (f) au lieu de V(fjc,q)- De méme, si la restriction
de f & [c,d] est & variations bornées, nous noterons V.4(f) au lieu de Vab(f| e.d])-

a) Montrer que toute fonction monotone est & variations bornées.
b) Montrer que si f: [a,b] — R et si 01,02 € S? sont telles que o1 est plus fine que o9, alors Vo, (f) > Vo, (f)-
c¢) Montrer que toute fonction f : [a,b] — R de classe C'! est & variations bornées et calculer V2(f).

d) Montrer que si f : [a,b] — R et si ¢ €]a, b], f est & variations bornées sur [a, b] si et seulement si elle I’est sur
[a,c] et sur [c, b]. Quelle relation existe-t-il entre V2(f), V.S(f) et V.°(f) quand f est & variations bornées sur [a, b] ?

e) Montrer que f : [a,b] — R est a variation bornée si et seulement si f est la différence de deux fonctions
croissantes.

37)[ (X 2017) Montrer que pour P € R[X] unitaire de degré n > 1, max |P(z)| > On pourra utiliser la

suite (T},)n>0 des polynémes de Tchebychev : ¥n € N, V0 € R, T),(cos()) = cos(nzb).

on—1"

Soient T4, ..., T, des réels strictement positifs tels que T;/T; ¢ Q pour ¢ # j. Soient fi,..., f, € C(R,R). On
suppose que pour tout i, f; est T;-périodique et que f; + --- + f, = 0. Montrer que les f; sont constantes.

Soit f de classe C? sur [0, 1] telle que f(1) =1 et f(0) = f(0) = f'(1) = 0. Montrer que | "] > 4.



Fonctions de la variable réelle : corrigés

Exercices CCP

On peut supposer que 1 < T3 < --- < z,. En appliquant le théoréme de Rolle & f sur chaque [z;, z;41], il

existe y1,...,Yn—1 tels que 1 < Y1 < X2 < Yo < X3 < - < Ty < Yno1 < Tp et f(y1) = = f(yn—1) = 0.
La fonction f’ est alors de classe C™° et s’annule en les 2n — 1 points distincts 1, Y1, T2, Y2, -+, Tn-1,Yn—1, Tn-
Le théoréme de Rolle appliqué sur les intervalles [z1, 1], [y1, 2], -+, [Yn—1,Zn] Prouve que f” s’annule en 2n — 3
points distincts. Par itération, on montre que pour k € {1,...,2n — 1}, f*) s’annule en 2n — k points distincts.

Ainsi, £~ gannule en au moins un point.

On ne peut pas faire mieux, car la fonction f: =+ [[i-,(x — 2;)?

2n-iéme ne s’annule pas (f est polynomiale de degré 2n).

vérifie les hypotheses imposées et sa dérivée

Comme f est croissante non contante, il existe b > a tel que f(b) > f(a). Pour tout z > b, on a alors :

£0) ~ £la) _ fla) - fla)
b—a - r—a
et donc
1@) > f@) + @) OO
car w >0 f(z) tend vers +00 quand z tend vers +oo.
3)a) f1 est de classe O sur A =] — o0, —1[U] — 1, 1[U]1, +o0[. On a facilement :

En posant f1(—1) = f1(1) =0, la fonction f; admet des dérivées a gauche nulles en —1 et 1.

On a ensuite :

4 3 2
, ot - =2 -+ 1 x
Ve e A, fi(x) = @172 exp (IZ — 1>

donc f{(x) est du signe de P(x) = 2* — 23 — 222 — x + 1. Une étude élémentaire montre P a deux racines réelles

simples xg ~ 0,48 et 1 ~ 2,08, avec P > 0 sur | — 0o, xg[U]z1, +oo[ et P < 0 sur ]zg, z1[. On en déduit :
e f1 est strictement croissante sur | — oo, —1] et sur | — 1, z¢] ;
e f1 est strictement décroissante sur [zg, 1] et sur |1, z1];

e f1 est strictement croissante sur [z, +00|.



On peut étudier fi(x) au voisinage de l'infini :

1 1
fl(z)_ioox+1+2x+0<x>

donc la droite y = x + 1 est asymptote, atteinte par le dessus quand x tend vers +oco et par le dessous quand x
tend vers —oo.

Nous obtenons le graphique (les asymptotes sont tracées en rouge) :

b) Le méme type de calculs montre :
o f5 est de classe C* sur R\ {—1,0};

e en posant fo(0) =0, fo a une dérivée & gauche nulle en 0;

;. -1-5 —1+V5
fQSannuleenxozTetm:T;

f2 est strictement croissante sur | — 0o, xo] et [x1, +00[;

f2 est strictement décroissante sur | — 2, —1[, ] — 1,0] et |0, 21];

les droites (x = —1) et (z = 0) sont des asymptotes verticales;

1 1
fa(x) = —oox + % +o0 <> donc la droite (y = x) est asymptote oblique, atteinte par le dessus (resp. par
x x

le dessous) quand x tend vers 400 (resp. vers —oo).



11 suffit d’appliquer les formules de cours pour obtenir :

2 1 2
a) zcotan’z =1 — §x2 + Bx4 + @xG +0(z%).

tanx 1 , T 4 62 4 3
= L D254 08,
37 T 0% Tagzs® TOE)

Arcsin \/z 1 1 5, 17 4 4
———=1—-cz+ =z — =2+ O0(z").

b) In

~0 3 . donc nous devons faire un DL du numérateur a 'ordre 3 :
T

[ & ]
£

1 ( 1 1 )_ tanz — thze tanx — tha
x

thz tanz /)  athaztanz

z? 3 x? 3 2 3 3
tanz — thz = x—i—g—i—o(x) - x—g—i—o(x) =32 + o(z”)

donc Pexpression étudiée tend vers 2/3 quand z tend vers 0.

b) Remarquons que la fonction étudiée est définie au voisinage droit de 0 (et plus précisément sur I =]0, 7[). Nous

avons, au voisinage de 07 :
3

sinz Inx = (z — % +0(2°)) Inz

puis, sinz In x tendant vers O :

; x3 1 x3 2 1 x3 3
2T = 14 <x—6+0(x5)) 1nx—|—§ (x—6+0(x5)> ln2x+6 (x—6+0(x5)> ln3x+0(x4ln4x)

1 1 1
= 1—|—xlnx+§x21n2z+6z3 ln3x—6z31nm+o(x31nx)

puisque z° Inz, * In? z et 2*In® z sont des o(x® Inz).



On a ensuite :

z3 z? 23
In(sinz) z = zIn(z — 5 +0(%) =z (lnx +In(1 - 5 + O(J;4))> =zlnz — 5 +O(z*)

puis
x3 1 x3 | 3 °
sinz = 1+ (z Inz — 5 +O(x4)) + 3 (m Inz — 3 + O(:c4)) + 6 (:17 Inz — 5 +O(z4)) +0 (1741n4x)
3
= l4+zhe- % +0(z*) +1/22° %z + O(z* Inz) + 1/62° In® 4+ O(z* Inz) + O(z* In* z)
1 1 . 3
= l4+azlmz+ -2’z + 2%z — T +0(x3)
2 6 6
puisque 2z, z* Inz et 2*In* z sont des O(z*). Nous en déduisons 1’équivalent :
sin x C ‘TB 1
x —sin"x ~g —— Inzx
6

Un calcul presque identique donne :
3
. x
2T — sh® 2~ 5 Inx
et la limite cherchée est —1.

c) La fonction est trivialement définie au voisinage de 0 et se simplifie en

™
z+— sin(In(1 +z)) — \/— In (COS (5 a:))
Les deux termes de la différence peuvent étre traités indépendamment :

sin(In(1 + z)) _ sin(z + O(2?)) _ T O(z?) + O(x3) 1

x xT x z—0

Pour le second terme, on a :

\/—m (cos (gx)) - \/—m (1—7;21’2—1-0(:64)) - ,/%Qx2+0<x4) - ”fm\/m

T2 T2

On en déduit que l'expression a des limites a droite et a gauche, valant respectivement 1 — 4 et 1+ R

5
d) sin® 2 — 2% est équivalent & — z7; il faut donc faire un DL du numérateur & l’ordre 7, ce qui donne :

2(1 —cosz) sinz = 2<§_§+§+0(x6)> ($—§+%§)+o(m5)
= %—Fo(zj)
P V1-a? = xg(lf%zf%Jro(:ch))
= x3*§*%+0(x7)

. S 1
ce qui donne enfin une limite égale a —.

160



(x—a+h)(x—a—h) (r—a+h)(xz—a)

Ple) = Jle=h e @ h—a—m T e @ o T e e @ h—a)
~ fla—nh) f(a) Fla+h)
= o @@ —a=h) =S @—ath)(e—a=h)+ =g (@—at+h)( - a),

donc T,(2,h) = fla—h)— 2J;(Qa) +fla+h)

Si f est deux fois dérivable en a, on peut faire un DL de f en a a 'ordre 2 :

F(a@) ~ hf'(a) + "o £ (a) + o(h?) 2 (a) + F(a) + hf'(a) + o " (@) + o(h?)

To(2,h) = - = f"(a)+o(1) —— ["(a).

Si on suppose maintenant que f est de classe C*, on fait un DL & l'ordre 4 :

@ (g
T,(2.1) = (@) + T\ w2 1 o)

donc T,(2,h) — f”(a) est de I'ordre de h? quand f®(a) # 0 et négligeable devant h? sinon.

Exercices Mines-Centrale

La preuve est presque évidente : comme ]0, 1] est un intervalle stable, la suite est & valeurs dans ]0, 1] et pour
tout n € N, on a up+1 < u,. La suite est donc strictement décroissante et minorée parQ : elle admet donc une
limite u € [0, 1]. Comme f est continue, f(u) = u, donc u = 0 car 0 est le seul point fixe de f.

Soit a € I. L’ensemble A = {b € IN[a,+o0|, fest croissante sur [a,b]} est un intervalle. Si A = [a, ¢[ avec ¢ € I,
il existe € > 0 tel que f est croissante sur I N[c—e,c+e] et f est croissante sur [a, ¢], ce qui est absurde car ¢ & A.
Si A = [a,c], alors ¢ est le maximum de I (sinon, on aurait ¢ + & € A pour un certain € > 0) et A = [a, +oo[N].
Enfin, si ¢ = 400, on a également A = [a, +oo[N].

De méme, on démontre que B = {b € I N[—00,a|, fest croissante sur [b,a]} =] — c0,a] N 1. f est donc croissante
sur | —oo,a] NI et sur [a, +o00[N], donc sur I.

@ Comme f et g sont monotones sur ]0, +oo], elles admettent des limites & droite et & gauche en tous points et :

Vo >0, f(z7) < f(z) < fa) et g(z7) = g(z) > g(z™)

—_ fl@7) +_ f@h) . .
Comme g(z7) = et g(z™) = , on obtient Vz > 0, f(z7) = f(z) = f(zT) et f est continue.
x x
a) Comme la fonction In est concave sur |0, +oc[, on a, pour n € N*, z1,...,z, € R™ et A\y,..., A\, € RT tels

que ' A =1:
n n
In <Z )\le> Z Z )\i ln(xl)
i=1 i=1
ce qui donne 'inégalité demandée en composant par la fonction exponentielle (qui est croissante).

1 1
En appliquant cette inégalité avec n =2, \y = —, Ao = —, z1 = u? et o = v, on obtient :
p

uP e
uv = Jﬂi‘lmé\z <Az 4+ Aoze = — + —.
p q
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On en déduit : ) » a
Vie{l,...,n}, 82 <Y j
a B 7 par  qp?

1 « 1 — T 1 1
— ab; < — al + b? = + 2 42
of ; paP ; Z poﬂ’ T T g

et en sommant :

ce qui donne
n n l/p n 1/q
Zaibi <af = (Z af) <Z bf) )
i=1 i=1 i=1

1 1
b) 11 suffit de suivre 'indication, en posant ¢ = Ll pour avoir — + — = 1 (¢ est I'exposant conjugué de p) :
p— p q

Z(ai +bz)p = iai(ai+bi)p_1 +zn:bl(al +bi)p_l
i i=1 =1
n 1/p s n 1/q n 1/p s n 1/q
(o) (monrr) (£ (g
i=1 i=1 =1

=1

n 1/p n 1/p n 1/q
(5) +(Z0) )< (Do)

IN

i=1

car (p — 1)qg = p. En divisant par (3", (a; + bi)p)l/q7 on obtient :

n 1/q n 1-1/q n 1/p 1/p
o) o) 20729

11)|a) Utilisons la caractérisation de la convexité en terme d’épigraphe : f: I — R est convexe si et seulement
I'épigraphe de f, i.e. la partie Ey = {(z,y) € I x R, f(z) < y}, est une partie convexe de R?. Nous avons alors
Ey = N;cr By, et cette partie est convexe, comme intersection de parties convexes.

3

b) Notons A l'ensemble des applications convexes g : [a,b] — R telles que g < f. A contient la fonction constante
égale a f(a), donc A est non vide : I'application ¢ : @ — sup ¢ 4 g(x) est donc convexe et c’est par définition la
plus grande fonction convexe inférieure a f.

g étant convexe sur [a, b], elle admet en tout point  €]a, b[ une dérivée a gauche et une dérivée & droite. En effet,
on a pour 'existence de la dérivée a droite :
—g(x
T,: y— M est croissante sur |z, b] et minorée par
T

9(x) — g(a)

: on en déduit que T, a une limite quand
y tend vers T et donc que g est dérivable & droite en z.
Ainsi, g est continue & gauche et & droite, donc continue, en tout x €la, b].

Continuité en a : on a, pour tout z, f(a) < g(z) < f(z) (la premiére égalité vient du fait que f(a) € A); comme f
est continue en a, le théoréme d’encadrement prouve que g(z) tend vers f(a) quand x tend vers a, donc g(a) = f(a)
et g est continue en a.

Continuité en b : remarquons pour commencer que g(a) < g(z) impose a g d’étre croissante sur [a,b] (il existe
¢ € [a,b] tel que g est décroissante sur [a, c] et croissante sur [c,b] : on en déduit que g est constante sur [a, c] (qui
peut étre réduit & {a}), puis que g est croissante sur [a,b]. g a donc une limite g(b~) & gauche en b. Supposons que
cette limite est différente de f(b) et fixons a €]g(b™), f(b)[. Comme f est continue en b et que o < g(b) < f(b), il
existe ¢ €]a, b[ tel que f(x) > « sur [¢,b]. On peut alors définir ’application ¢ par :

e  coincide avec g sur [a,c|;

11



e o est affine sur [¢, b] avec (b) = a.

Pour z € [a, ], p(z) = g(z) < f(z) et pour z € [¢,a], p(z) < p((b) < a < f(z), donc ¢ < f.

¢ est convexe et continue sur [a, c], avec ¢} (c) = g, (c), et ¢ est affine sur [c,b] avec ¢'(c) = a;;qic) > g(b;)__cg(c) >
g4(c). On en déduit que ¢ est convexe, puisque l'on a raccordé par continuité en ¢ deux fonctions convexes avec
phy(c) = gy(e) < gylc) < (o).

Par maximalité de g, on en déduit que p(z) < g(z) pour tout x € [a,b], ce qui donne o < g(b~) en faisant tendre
x vers b~ : c’est absurde.

Nous avons ainsi démontré que g(b~) = f(b). Comme g(b~) < g(b) < f(b), on en déduit que g(b) = f(b) et que g
est continue en b.

112)| a) Montrons le résultat par contraposée : supposons que f est continue mais non convexe. Il existe alors
z,y,2 € R tels que z < z < y et f(z) > L(z), ou L € Ry[X] vérifie L(z) = f(z) et L(y) = f(y). L’idée consiste &
aller chercher les deux points les plus proches de z en lesquels f et L coincident : la corde entre ces deux points
sera alors situées strictement au dessus de la courbe représentative de f, ce qui contredira la propriété.

Posons donc a = sup{t € [z,z]|, f(t) = L(t)} et b =inf{t € [z,y], f(t) = L(t)}. Ces bornes sont bien définies (les
parties sont bornées et non vides car elles contiennent respectivement x et y). Comme f est continue, ces bornes
sont atteintes, donc f(a) = L(a) et f(b) = L(b). La fonction f — L ne s’annule pas sur ]a, b[ et est continue : elle y
est donc strictement positive, puisque f(z) — L(z) > 0. Nous avons ainsi :

Va €10,1], f((1—a)a+ab) > L((1 —a)a+ab) = (1 —a)L(a) + aL(d) = (1 —a)f(a) + Af(b)
ce qui est la négation de P;.

b) Travaillons encore par contraposée et supposons que f n’est pas convexe. Il existe alors, comme vu & la question
a, un intervalle non trivial [a, b] telle que f(t) — L(t) > 0 sur [a,b], ou L € Ry[X] avec L(a) = f(a) et L(b) = f(b).
Si M désigne le maximum de f — L sur [a,b], {z € [a,b], f(z) — L(z) = M} est un compact non vide : on peut
donc considérer son minimum c et on a a < ¢ < b. On a alors :

LO =L@ _ et €ob— d, £(1) — L(t) < £(e) — L(e), done f(t) < £(c) + L(t) — L(c) =

fle)+ (t—c)po > fe)+ (t —c)p;

e sip<poettela—cOf f(t)=L(t) > f(c) = L(c), donc f(t) > f(c) + L(t) = L(c) = f(e) + (t = ¢)po

e sip >

et Py n’est pas vérifiée.

¢) Reprenons le début de la preuve du b), jusqu’a la construction de [a,b] avec g = f — L > 0 sur [a,b]. Comme
g est continue, on peut définir ¢ comme la plus petite valeur de [a,b] en laquelle g atteint son maximum sur [a, b].
On peut ensuite choisir h >0 tel que a <c—h <ec<c+h<betona g(t) <gc)sur [c — h,c+ h] avec inégalité

stricte sur [¢c — h, ¢]. On en déduit :
c+h c+h
/ g(t)dt < / g(c)dt = 2hg(c)
c—h c—h

Il reste a revenir & f, en utilisant que L est affine :

c+h ct+h cth
/ f(t)dt:/ g(t)dt+/ L(t) dt < 2hg(c) + 2hL(c) = 2hf(c)

—h —h —h

ce qui contredit Ps, avec u =c—h et v=c+ h.

13)| a) Comme f est croissante, f est intégrable (au sens de Riemann) sur tout segment : F est bien définie et
continue (intégrale fonction de la borne supérieure).

a+b
Soient a,b € R avec a < b. Posons ¢ = % ; comme ¢ > a, on a f(t) < f(t+ c¢— a) pour tout ¢, d’ot :

c c b
F(c)fF(a):/ f(t)dtg/ f(tJrcfa)dt:/ f(s)ds = F(b) — F(c)
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en posant s =t + ¢ — a : cela donne I'inégalité demandée.
b) Nous avons :
e A est un fermé de [u,v] car F et L sont continues;

e A est stable par milieu : si z,y € A, on a :

F($+y> < F(x) + F(y)

_|_
donc rry

€ A;
o u,v € Acar F(u) = L(u) et F(v) = L(v).

Pour tout n € N, A contient donc tous les points de la subdivision réguliere de [u,v] en 2™ morceaux. Comme
Iensemble de ces points, pour n décrivant N, est dense dans [u,v], A = [u,v] et F' est convexe.

c) Comme f a des limites a gauche et a droite en tout point, F' admet des dérivées a gauche et a droite en tout
point, avec :
Ve eR, F)(z) = f(z™) et Fj(x) = f(z™).

114)| Par contraposée : supposons que f est continue et que lapplication g : z +—— f(x 4+ 1/n) — f(z) (définie sur

[0,1 — 1/n]) ne s’annule pas. g étant continue, elle est soit strictement positive, soit strictement négative. On en
n—1

déduit que f(1) — £(0) =Y _ g(k/n) # 0.
k=0

115)| Comme f est uniformément continue, il existe n > 0 tel que :
Vo,y €R, |z —y| <n = |f(x) - fly)| < L.

Pour tout x > 0, soit k tel que kn < z < (k + 1)n (k est la partie entiére de /7). On a alors :

1F () = FO)] < |f(@) — )|+ |F k) — (k= D)+ + | f0) = FO) Sk +1< 5 41
— n

<1 <1 <1

. 1
d’ou [f(z)] < [£(0)[ +[f(z) — f(0)] < s |F(0)] + 1.
Pour z < 0, on reprend la méme construction avec k € N tel que —(k + 1) < < —kn, pour obtenir :

@) <[fO)+1f(z) = FO <[fO)+E+1< %IH | O)] + 1.

1
En posant a = — et b = |f(0)| + 1, nous avons donc |f(z)| < a|z| + b pour tout = € R.
n

116)| a) La preuve est évidente par récurrence sur n : la propriété est vérifiée pour n = 0, et si n > 0 est tel que
f(@n) =y, alors f(xni1) = f(9(xn)) = 9(f(zn)) = 9(zn) = Tni1.

b) Si (z,,) est monotone, comme elle est bornée, elle converge vers = € [0, 1] : en passant a la limite dans les égalités
flxn) =z, et g(xy) = zpy1 (f et g sont continues), on obtient f(z) = x = g(z).

Sinon, il existe n € N tel que z, < Zpy1 et Tpr1 > Tpao (OU Ty > Tpag €6 Tpy1 < Tpio, et la preuve est
symétrique). On a donc (f — g)(zn) = n — Tpt1 < 0 et (f — 9)(Xnt1) = Tnt1 — Tnz > 0; comme f — g est
continue, le théoréme des valeurs intermédiaire prouve qu'il existe = € [x,, z,41] tel que f(z) = g(z).
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Supposons que f est une solution. On a alors, pour x €] — 1,1] :
fx) =2+ f(z*) =2+ 2>+ f(z?)
puis par récurrence immédiate :
vneN, flx)=z+a224+-- +2% + f(a:2n+1).
|

|22

général 22", On en déduit ensuite, par continuité de f en 0, qu’il existe un réel « (égal a f(0)) tel que

k LY Yo
Comme = |z|* tend vers 0, le critére de d’Alembert assure la convergence absolue de la série de terme

—+o00

Ve e]—1,1], f(x) :Zmzk +

k=0

Réciproquement, pour o € R, considérons la fonction f: z +—s 3,20 22" 4+ a. On a 2% > 2k pour tout k > 1 et
2
z* < 1, donc :

+oo N +oo I‘Q
O NI ED SED S
k=1 k=1

——
=g(z)

On en déduit que g(x) tend vers 0 quand x tend vers 0, puis que f(z) =z + g(x) + « tend vers a = f(0) quand x
tend vers 0 : f est donc continue en 0 et elle vérifie trivialement 'équation f(z) = x + f(a?).

18)| La formule de Taylor avec reste intégral s’écrit :

Vo € [0,1], f(z) = pz_: 100 +/OI @t F@t) dt.

= k) (p—1!
=0

Pour z # 0, le changement de variable ¢ = ux donne :
1 -1
(1—w)?
Ve €]0,1], f(x :xp/ P (uz)du
0.1 @)= [ S 10 )
et cette relation reste valable pour x = 0. La fonction définie par :

1—u)Pt

1
vV € [0,1], g(x) :/0 ((p—l)!

est alors solution du probléme. En effet, on a bien f(z) = 2Pg(z) pour tout = € [0,1] et g est de classe C*° par
application du théoréme de Leibniz (on domine les dérivées successives par des constantes, qui sont bien intégrables
sur [0, 1]).

P (uz) du

19)|a) Soient x,y € [a,b]. si x = y, toute valeur de ¢ convient. Sinon, on considére la fonction :

0t S - 10— -0 - Y5 K

2(f(y) — flx) — (y —2)f'(x))
(y —2)2

ou K est choisi tel que g(z) =0, i.e. K =

La fonction g est continue sur [z, y|, dérivable sur |z, y[ et g(x) = g(y) = 0, donc il existe ¢ € |z, y[ tel que ¢’'(¢) =0,
ce qui donne f”(¢) = K. La relation g(x) = 0 donne la relation demandée.
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h—
b) Soit z € [a,b]. Il existe y € [a,b] tel que |y — z| = Ta (on choisit y = = + 1777“, selon la position de x par
rapport au milieu de [a, b]). D’apres le a), il existe alors ¢ € [a, 1] tel que :

b—a
4

_ 4 7
= e + 2 1 e

o | FO = @)y |20y 1
o)) = [P 022 o) < 2, =l

ce qui prouve l'inégalité demandée.

20)| On peut écrire :

Vt S R, f(t) = Z 5(0')(010-(1)71 + tba(l)vl)(aa(m’g + tbo(2)72) e (aa(n)vn + tba’(n)v n)
oeS,

donc f est polynomiale de degré au plus n; en particulier, elle est dérivable et

n

VEER, /()= > @)D |bowi || (Gowmr+tbrow)

oceS, =1 1<k<n
ki

On en déduit en particulier :

n

Z Z (o) 200(1),1 . '-aa(i—1),i—1bo(i),iaa(i+1),i+1 < Qg(n)n
i=1

i=10c€e6,

£'(0)

n
= Z det(Cl(A)v SRR Ci—l(A)7 CI(B)a Oi+1(A)7 BN} Cn(A))
i=1
en notant, pour une matrice M et un indice ¢, C;(M) la i-éme colonne de M.

21)[ a) Avec y = 0, nous obtenons 2f(z) = 2f(0)f(x) pour tout z, et donc f(0) = 1 en choisissant = tel que
f(z) # 0. On a ensuite, avec x =0, f(y) + f(—y) = 2f(y) pour tout y, donc f est paire.

b) En dérivant deux fois par rapport & x, on obtient :
Vo,y R, f'(z+y)+ f(x—y) =2f"(2)f(y)
En choisissant = = 0 et en utilisant la parité de f” (f est paire, donc f’ est impaire et f” est paire), on obtient :
Yy €R, 2f"(y) = 2f"(0)f(y).
Nous avons alors trois cas :

e si f7(0) > 0, on pose w = 1/ f”(0) et on obtient f” = w?f;il existe A, B t.q. f: x — Ach(wz) + Bsh(wz).
Comme f est paire et f(0) =1,ona f: z+— ch(wx).

e si f7(0)=0,0ona f” =0 donc f est affine; comme f est paire et f(0) =1, ona f=1;
e si f(0) <0, on pose w = +/—f"(0) et on obtient comme dans le premier cas f: z — cos(wz).

Réciproquement, ces fonctions sont solutions de ’équation fonctionnelle. Les fonctions solutions de 1’équation sont
donc les fonctions de la forme x — cos(wz) et © — ch(wz) pour w € R (on retrouve la contante 1 quand w = 0).

c) Si on suppose seulement que f est continue, on montre que f est de classe C (C? suffirait). On introduit la
primitive F' de f qui s’annule en 0 (F' est donc de classe C1). En intégrant la relation par rapport & z, on a :

Va,y € R, F(a+y)—F(y)+F(a—y)—F(—y)Z/Oa(f(fc+y)+f(fc—y)) dx=2f(y)/0af(w)dx=2f(y)F(a)-
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Comme f est non nulle, F' lest également : on peut donc choisir a tel que F(a) # 0. On a donc :

Fla+y)—F(y) + Fla—y) — F(-y)
2F(a)

Vy eR, f(y) =

Comme F est C', f est de classe C', puis F est de classe C2, puis f est de classe C2, et ainsi de suite : f est de
classe C*° et on peut appliquer le b).

22)| Considérons la fonction g définie par :

f(z) — f(a)
YV € [a,b], g(x) = T—a
f'(a) sinon

six#a

g est continue sur [a,b] (la continuité en a vient de la définition de f’(a)) et dérivable sur |a, b, avec :

f'(@)(@ —a) - (f(z) — f(a)

(—a)?

Vz €]a,b], ¢'(z) =

Nous devons donc démontrer qu'il existe ¢ € ]a, b[ tel que ¢’(c) = 0.

Supposons que g est injective. Comme elle est continue, elle est strictement monotone ; sans perte de généralité,
supposons que g est croissante. On a alors :

f(@) = f(a)

r—a —a

Vz €la,b], f'(a) <

On en déduit :

puis

ce qui donne :

vo ey, TO =@ | F0) - fla)
b—=x b—a
En faisant tendre x vers b~, on obtient une absurdité :
f(b) — f(a)

f'(a) = g(a) <g(b) = —————

Nous avons donc démontré que g n’est pas injective : il existe alors «, 8 tels que a < a < 8 < b et g(a) = g(B) et
le théoreme de Rolle assure U'existence de ¢ € |a, ] tel que ¢'(¢) = 0 : cela donne exactement la relation demandée.

23)|a) Si z € {a,b}, on peut choisir ¢ quelconque, puisque f(z) — L(z) = (z — a)(z —b) = 0.

M
Sinon, on considere la fonction auxiliaire ¢ : ¢ — f(t) — L(t) — — (t — a)(t — b), ot M est choisi de sorte que

o(x) = 0 (M est défini de fagon unique, car (x — a)(x — b) est non nul). ¢ est deux fois dérivable sur [a,b] (avec

"= f"" — M) et s’annule en les trois points distincts a, = et b. Le théoréme de Rolle prouve qu’il existe deux réels
dy et ds tels que a < dy <z < ds < bet ¢'(d1) = ¢'(d2) = 0. Une nouvelle application du théoréme de Rolle
prouve Pexistence de ¢ €]dy, do[ tel que ¢”(c) = 0. Cela donne M = f"(c), et égalité p(x) = 0 permet de conclure.

@)
2

ensuite le théoréme des accroissements finis & f, entre les points « et ag : il existe d € [a,b] tel que f(a) =
fla) = flag) = f'(d)(a — ). Ces deux égalités donnent la relation demandée (en remarquant que f’(d) # 0).

b) Appliquons le a) avec z = « : il existe ¢ € [a, b] tel que f(a) = f(a) — L() (o —a)(a — b). Appliquons

M(a—a)(b—«)
2m

Nous avons |a — ag| < =0 et ag € [a1,b1], avec a; = max(a,a — &) et by = min(b, o + ).
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c¢) Pratiquement, les valeurs M et m sont presque constantes (on part de a et b proche de ag). On ne recalcule donc

M

pas ces valeurs a chaque pas et on garde pour le calcul des a,,, b, le coefficient — initial. Pour montrer facilement
m

la convergence de la méthode, on utilise une majoration un peu plus brutale :

M (b, —ap)?

VneN, bn+1_an+1§2% 1

an +b
puisque la fonction t — (t —a,, ) (b, —t) atteint son maximum en t = — *On

M
. En posant K = —, nous obtenons
. 4m
ainsi
VneN, byrr — any1 < K (b — ay)?

Si les suites (ay) et (b,) ne converge pas vers «p, la suite (b, — a,), qui est positive et décroissante, converge
vers une valeur { strictement positive. En faisant tendre n vers 'infini dans I'inégalité précédente, nous obtenons
¢ < K ¢2. Cela donne alors

1
?ngbo—aozb—a.

. . 1 .
Par contraposée, nous en déduisons que si b—a < —, les suites (a,,) et (b,) convergent vers ag (avec une convergence
) K )

quadratique).

5
d) On pose a = 14, b =15¢et f: x+— 22 —2. Nous avons M = 2, m = 28 et K = 28 (nous avons bien

2
b—a< ;) La fonction pas calcule la liste [ay,41, bn41] en fonction de la liste [ay,, by,] :

>M :=2: m :=28/10: f :=x -> x"2-2:

> solve ((f(b)-f(a)/(b-a)*x+f(a),x);

ba + 2
a+b
> pas := proc(L)
local a,b,alpha,delta;
a := L[1];
b:=L[2];
alpha := (a*b+2)/(a+b);
delta :=M/(2*m)*(alpha-a)*(b-alpha) ;
[max(a,alpha-delta) ,min(b,alpha+delta)]
end;
> L:=[1.4,1.5]: L[2]-L[1];
0.1
> L := pas(L): L[2]-L[1];
0.000849330
> L := pas(L): L[2]-L[1];
2.107°
> L := pas(L): L[2]-L[1];
0
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= 200:
>L :=[1.4,1.5]:
> L:=pas(L): evalf(L[2]-L[1]);

0.0008493290300662476643451673178189230507898759979616103278410056055715984372 . . .
> L:=pas(L): evalf(L[2]-L[1]);
2.5394999218260087090599535852117358406919659218698881024007120538 ... 10~°
> L:=pas(L): evalf(L[2]-L[1]);
2.303235563505072256285140777475398993255270553598864079104182618 ... 1020
> L:=pas(L): evalf(L[2]-L[1]);
1.89460502178375990440127725969778331041965965300865761370095742407 ... 10~

> L:=pas(L): evalf(L[2]-L[1]);

1.28197435306008619353162834922149345507832936104543450810061636566435565007209 . .. 1036
> L:=pas(L): evalf(L[2]-L[1]);

5.869493721085094739848194 10717
> L[1];

1.414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679737990732478462107038850387534327641572
7350138462309122970249248360558507372126441214970999358314132226659275055921718001475851187566471448

> evalf(sqrt(2));

1.414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679737990732478462107038850387534327641572
7350138462309122970249248360558507372126441214970999358314132226659275055927557999505011527820605715

24)|a) Prouver la propriété par récurrence sur k.

e Pour k£ = 1, on applique simplement le théoréme des accroissements finis (f est continue sur [t,t + 1] et
dérivable sur Jt, t + 1).

e Soit £ > 1 et supposons la propriété vérifiée au rang k. Pour ¢ > 0, on peut appliquer 'hypothese de
récurrence au rang k & la fonction A(f) : il existe ¢ €]t,t + k[ tel que AF(A(f))(t) = (A(f))(k) (¢). Comme
(A(f))(k) (¢) = f¥(c+1) — f¥(c), on peut ensuite appliquer le théoréme des accroissements finis : il existe
d €le,c+ 1] tel que AFFL(f)(t) = f*FD(d), avec t < ¢ < d < ¢+ 1 < t + k4 1. Ceci prouve le résultat au
rang k + 1.
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b) Soit z € R tel que n* € N pour tout n € N*. Soit f, définie sur ]0, 400, qui a ¢ associe t*. f est de classe C™
et fF)(t) =a(x—1)...(x —k+ 1)t** pour tous t > 0 et k € N. Fixons k € N tel que k& > 2. On a alors :

Vn € N*, 3e, €ln,n+ k[, A*(f)(n) =z(x—1)...(x —k+ 1) "
Comme f(N*) C Z, A*(f)(n) € Z pour tout n et x(x —1)...(z —k+1)cZ~* tend vers 0 quand n tend vers l'infini

(car ¢, tend vers +oo et x — k < 0). On en déduit que z(x — 1) ... (z — k + 1)c2~F est nul pour n assez grand, i.e.
que z € {0,1,...,k — 1} : 2 et un entier naturel.

25)| Supposons qu’un tel polynéme R existe et notons d son degré (R est trivialement non nul). On a alors :
Vt € R, R'(t) + 2tR(t) =

ce qui est absurde car 2X R est de degré d + 1 et 1 — R’ est de degré au plus d — 1.

26 )| Notons u la fonction f' — f : f est solution de I’équation différentielle y' — y = u, dont la solution générale est

y(z) = e® (K + /OT u(t)e ™ dt) :

La condition f(0) = 0 permet donc d’écrire :

Ve e [0,1], f(zx)=¢€" /01 u(t)e " dt.

En particulier, avec x =1 :

1:f(1):e/ _tdt<e/ |u(t) tdt<e/ lu(t)| dt

ce qui est 'inégalité demandée.

a) La valeur M, = supg<,<i/, |f(z)|, tend vers 0 quand n tend vers l'infini (car f est continue en 0 avec
0) =0), donc :

1
| < My, Z S

n—-+oo

b) Soit £ > 0. Il existe 1 > 0 tel que f/(0) —e < L& < £/(0) + ¢ pour tout z €]0, n[. Soit n tel que 1/n < 7. On a :

Vk € [1,n], (f'(0) —e¢)

d’ofl(f’(O)—E)Z—<un )+e Z 4,501‘5

(n+1)(2n+1)

5 Snung(f/(o)_f_g)w.

2

(f'(0) —¢)

(n+1)(2n+1)
n2

n n

Comme (f'(0) +¢)

tend vers f'(0) 4+ ¢ quand n tend vers l'infini, il existe ng tel que

(n+1)(2n+ 1)

Vn > no, (f'(0) +¢) > < f'(0) + 2e.

n

De méme, il existe n; tel que :

(n+1)(2n+1)

Vn >y, f'(0) — 22 < (f'(0) —¢) n?2

< f'(0) + 2e.
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Pour n > max(ng, n1,1/n), nous avons donc |nu, — f'(0)] < 2¢, donc nu,, converge vers f'(0). ainsi, si f/(0) est

!/
0
non nul, u, est équivalent a M Sinon, wu,, est négligeable devant 1/n.
n

28)| Soient z,y > 0 et « € [0,1], avec  #y. On a :

glaw + (1)) < agla) + (1~ @)als) = (e + (1= )  (r—ags ) oot () + 0 -aws (5)

ar+ (1 -«
Comme ———————— est compris entre les deux réels distincts L et 1, il existe un unique 3 € [0,1] tel que
azr + (1 —a)y z 2y
1 1 1
_— = —_ 1 — —
ar+ (1 —a)y /Bx+( ﬁ)y
1 1
Onaf=|(——F——- Y- ar . Nous avons ensuite :
ar+(1—a)y y) y—z ax+(l-a)y
ax (1-a)y
=Bt —— 2 =1
ar+ (1—a)y pe ar+ (1 —a)y p

ce qui donne :
g(ax+(1—a)y)Sag(x)-i—(l—a)g(y)<:>f<ﬁi+(1_6);) Sﬂf@) +(1_”8)f(11/>

Comme o — 3 et z — 1/z sont des bijections respectivement de [0, 1] sur [0,1] et de R™* sur R™*, nous avons :

g est convexe <= Vz,y >0, Va €[0,1], glax + (1 — a)y) < ag(z) + (1 —a)g(y)
= Yu,v>0, VB €[0,1], g(fu+ (1—B)v) < Bg(u) + (1 - B)g(v)
<= f est convexe

Exercices X-ENS

29)[ Notons A = {x € [0,1], =z < f(x)}. Comme A est majoré et non vide (il contient 0), il posséde une borne
supérieure a et il existe une suite (a,) d’éléments de A qui converge vers a. Comme a,, < a et f croissante, on a :
an < f(an) < f(a) pour tout n, donc a < f(a) en faisant tendre n vers l'infini.

On a ensuite (par croissance de f) f(a) < f(f(a)), donc f(a) € A : on en déduit que f(a) < a, d’ott a = f(a) et f
posséde au moins un point fixe.

30)| Sans perte de généralité, on peut supposer que f est croissante. Pour chaque a € R, f posséde une limite
a gauche et une limite & droite en a, que nous noterons f(a~) et f(a™). En effet, les partie {f(x), = < a} et
{f(z), z > a} sont non vides et respectivement majorée et minorée par f(a); on peut donc définir :

I~ =sup f(x) et IT = inf f(x)
rz<a z>a

et on montre facilement que f(z) —— 1~ et f(z) —— 1T,
T—a~ z—at

On a ensuite f(a™) < f(a) < f(a™), et a € Dy si et seulement si s(a) = f(a®) — f(a™) > 0 (en un tel point, on
dit que f fait le saut s(a)). Pour montrer que Dy est au plus dénombrable, nous allons construire une application
injective de Dy dans un ensemble dénombrable simple. L’idée, c’est qu’a chaque point de discontinuité a est associé
lintervalle I, =]f(a™), f(a™)[, et que ces intervalles sont deux & deux disjoints (si a < b, en choisissant ¢ €]a, b|,
on a f(a™) < f(c) < f(b7)). Par densité de Q dans R, on peut donc choisir pour chaque a € Dy un élément
re € QN]f(a™), f(a™)[; Papplication a — r, est injective de Dy dans Q, donc Dy est au plus dénombrable.
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Réciproquement, soit D une partie de R au plus dénombrable. Si D = {a1,...,ax} ou les a; sont deux a deux
distincts, on peut construire une application en escalier f telle que Dy = D : on choisit des sauts si,..., sk
strictement positifs et on pose

k
Vr € Ra f(iL’) = Zsil]—oo,ai](x)
i=1

ou 14 désigne l'indicatrice de la partie A.

Pour généraliser au cas o D = {a;, ¢ € N} est dénombrable, il suffit de choisir des sauts s; dont la somme est

finie. Par exemple, on peut poser :
+o0
1
V S R, - - 1 —00.a;
2 €R, (@) = 3 5 lcoa(2)

f est bien définie et la série converge normalement, donc uniformément, sur R. On a :
e f est croissante comme somme (infinie) de fonctions croissantes ;

e si a € D, chaque fonction =z — % 1)_s,q,](®) est continue en a, donc f est continue en a (grace a la
convergence uniforme) ;

1
e si a = a4, la fonction g = Z 2 1)_c,q,] €St continue en a (comme précédemment), donc f est discontinue

0<i
i#iQ
en a comme somme de g continue et de

).

Nous avons donc bien construit une fonction croissante f telle que Dy = D.

1

77 1)—00,ai,] discontinue en a;, (on peut aussi remarquer que f fait

en a;, le saut

1
270

31)[ a) L'ensemble K,, = {P € E,, d(f,P) < | f|l} est un fermé borné, donc un compact de E, (E, est de
dimension finie). On en déduit que lapplication continue P — d(f, P) est minorée et atteint sa borne inférieure
m. Il existe donc P, € K,, tel que m = d(f, P,,). On a ensuite, pour P € E,, :

o si P Ky, d(f,P)>d(f,Pn);
e sinon, d(f, P) > [|f]| = d(f,0) = d(f, Pu) car 0 € Kp.

La distance de f a F,, est donc bien atteinte.

b) Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle y est bornée et elle atteint ses bornes. Il existe donc a et b tels
que Vz € [0,1], f(a) < f(z) < f(b). Posons Qo = w. On a clairement d(f, Qo) = M et pour p e R :

s TOEIO oy gy s FOIO) o gip ) 5 TO= 1),
cap <TI0 gy iy gy OI) g ap 5 HOS),

Ainsi, d(f,p) > d(f, Qo) avec égalité si et seulement si p = Qg : ceci prouve que la distance de f & Ej est atteinte

en Qo et uniquement en QQg. On a donc Py = w et My = w.

Nous avons d’autre part (f — FPy)(a) = My et (f — Py)(b) = —Mp. Sia < b, on pose € = 1 et on a bien les propriétés
attendues. Sinon, on échange a et b et on pose € = —1.

c) La distance de f a F; est atteinte en P;, donc la distance de ¢ = f — Py & E; est atteinte en 0. en particulier,
le By de g est le polynome nul. D’apres ce qui précede, supjg 119 = M et infjg 1) g = —M;. Les parties Kt =
{z €]0,1], g(z) = M1} et K~ = {z €[0,1], g(xz) = —M;} sont compactes non vides : on peut donc définir leurs
minimums « et 5. Si a < §, on définit a = a, e = 1 et b = (§; sinon, on pose a = b, ¢ = —1 et b = «. Les
preuves étant symétriques (il suffit de remplacer g par —g), terminons la preuve en supposant que a < . Il reste
a démontrer 'existence de ¢ : supposons par ’absurde que ¢ n’existe pas. Nous avons donc :

Vo > ¢, g(x) # M.

La situation est donc la suivante :
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e a<b, g(a) =M est g(b) = —My;
e pour tout z < b, g(x) > —M et pour tout z > b, g(x) < M.
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe v € [a, ] tel que g(y) = 0. On a alors g(z) > —M sur [0,7] et

g(x) < M sur [y,1]. En posant A = min [0,7]g et B = max(, 1 g, nous avons A > —M et B < M. Le graphe de g
est donc contenu dans la partie grisée :

My
B
A+2M1 P
Q
Y

Py B,2M1

A
_M,

On peut alors choisir une fonction affine @ = k(X — «) telle que 0 < Q(0) < % et % <Q(1)<0.0na
alors :

e siz=aq,g(x)—Q(z)=0;

o siz€la,1],0>Q(x) >Q(1) et —M; < g(z) < B, d'ott —M; < g(z) — Q(z) < B—Q(1) = 2E8 < My ;

e size(0,al,0<Qz)<Q0) et A< g(x) <M, don —M; < 42 < 4—Q(0) < g(z) — Q) < M.

On en déduit que d(g, Q) = max |g(x) — Q(z)| < My, ce qui est absurde car d(g, E1) = M;.
Nous avons donc démontré par 'absurde qu’il existait ¢ > b tel que g(c) = —Mj.

Supposons que @ € F; vérifie d(g,0) = d(g, Q). Pour simplifier I’écriture, supposons que ’on a ¢ = 1. On a alors :
M - Q(a) = g(a) — Q(a) < d(g,Q) = M, donc Q(a) > 0; de méme, —M — Q(b) = g(b) — Q(b) > —M, donc
Q(b) <0, puis M — Q(c) = g(c) — Q(c) < M. Ainsi, @ est de degré au plus 1 avec Q(a) > 0, Q(b) <0, Q(c) >0
et a < b < c:onen déduit que @ = 0. 0 est donc I'unique polynéme de F; qui est a la distance minimale de g, ce
qui prouve que P; est I'unique polynéme de E; qui est a la distance M; de f.

Quand f est convexe et dérivable, la fonction g = f — P; est également convexe et dérivable. On a alors nécessai-
rement a =0, c=1 et ¢’(b) = 0; ceci donne f'(b) = f(1) — f(0). L’existence de b est assurée par le théoréme des
accroissements finis ; par croissance de f’, Pensemble des b tels que f/(b) = f(1) — f(0) est un intervalle et toutes
les tangentes au graphe de f en ces différents points sont égales. On construit la droite représentative de P; en
prenant la « médiane » de la corde qui relie les points (0, f(0)) et (1, f(1)) et de la tangente de pente f(1) — f(0).
Cela donne le schéma :
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d) Soit n > 2 et posons g = f — P,. On peut définir a1 = a et az = b comme au début de la question ¢) et supposer
que a1 < ag (quitte & changer f en —f). On a donc f(a;) = M, et f(az) = —M,. On continue & construire
(a1,...,ax), tant que c’est possible, avec :

ap41 = min{x €€ [ag, 1], g(x) = —g(ax).

La preuve de la question ¢) prouve que as est bien défini (c’est le coefficient ¢). Supposons que cette construction

s’arréte quand k£ < n + 1. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, ils existent vi,...,vx—1 tels que a1 < 71 <
ay < - <ap—1 < -1 <apet g(y)=---=glm-1)=0.
Notons enfin Iy = [0,71], I1 = [1,72], ---» Tk—2 = [Vk—2,7k—1] €t Ix—1 = [Yk—1,1]. Comme g ne prend pas la

valeur —M,, sur les I; ni la valeur M,, sur les Is; 1, il existe 8 €10, M, tel que pour tout = € [0,1] :
e si z est dans un intervalle Iy;, —M,, + 8 < g(x) < M ;
e si x est dans un intervalle I; 1, —M < g(z) < M — 5.

Ainsi, avec k = 5, la courbe représentative de g est contenue dans une partie grisée du type suivant :

TS

ga! V2 V3 V4

-
-

k—1
(X — «;). Nous avons alors, pour tout = € [0,1] :

1

O™

Considérons alors le polynéme P = (—1)F~!

.
Il
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e si x est 'un des oy, f(z) — P(z) =0;

|

e si x est & l'intérieur d’un intervalle Iy;, 0 < P(z) < = et —M + 8 < g(z) < M, ce qui donne :

—M<—M+§§g(x)—P(a:)<M

e si x est a l'intérieur d’un intervalle I; 11, on obtient symétriquement

—M<g(m)—P(ac)§M—§<M

Nous avons donc g — P|| = Jmax lg(z) — P(x)| < M, ce qui est absurde car P € E;_1 C F,. On en déduit que
_x_

la construction se fait jusqu’au rang n + 2. Nous avons donc démontré qu’il existait une famille (a;)1<i<n+2 €t
e € {—1,1} tels que :

0<a;<ay<-<apnys <1, gla;) = (—=1)"e M, pour tout i € [1,n + 2].

On en déduit que si @ est un polynéme de E,, tel que d(g, Q) = M, alors (—1) e Q(a;) > 0 pour tout i € [1,n+2] :
ceci impose @@ = 0. En effet, on montre par récurrence sur n la propriété :

P, :si P est un polynome réel de degré au plus n et s’il existe n + 2 réels ag < a1 < -+ < ap41 et € > 0 tels que
e (—1)" P(a;) > 0 pour tout 7, alors P = 0.

e si P est un polyndéme constant qui prend des signes opposés en deux points, P est nul;

e soit n > 0 et supposons la propriété vraie au rang n; soit P polynéme de degré au plus n + 1 vérifiant les
hypotheses de P,,41. Par le théoréme des accroissements finis, il existe une famille (y;)o<i<n+1 vérifiant :

ao<b0<a1<b1<~-~<an+1<bn+1<an+2

Plait1) — Plai)

Pi(bi) = Qi+1 — Q4

pour 0 <:<n+1

L’hypothése de récurrence s’applique donc au polyndéme P’ : on en déduit que P’ = 0, puis P = 0 (P est
constant et on peut appliquer Py).

Nous avons donc démontré que P, est le seul polynéme de E, tel que d(f, P,) = M,,.

Remarque : on peut en fait démontrer plus généralement que si P € E,, est tel qu'il existe n + 2 réels a; et
e € {—1,1} vérifiant : _
0<a;<ag<-<any et (f—P)(a;) = (=1 ed(f,P)

alors P est égal a P,. En effet, on a :
Vi [Lin+2], (1) (P~ Py)(ai) = d(f, P) + (=1)"(f = Pu)(a;) > d(f, P) = d(f, P.) > 0

Le polynéme P,, — P « change de signe » n + 2 fois et est de degré au plus n : il est donc nul et P = P,.

Soit € > 0. f est continue sur le compact [0, 1], donc elle est uniformément continue : il existe > 0 tel que
Vo,2'y,y € [0,1], (lz —a'| <net|y—y|<n) = |f(z,y) - f@",y)| <e.
Soient x, 2’ € [0,1] tels que |z — 2’| <n. On a :
Yy € 10,1, f(z',y) —e < fla,y) < f(a"y) +¢

d’ou, en prenant le maximum :
g(a') —e < g(z) <g(a') +¢

Ceci prouve que g est uniformément continue sur [0, 1].
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33)| a) Notons o = (ag,...,a,) et, pour tout ¢ € [0,n], L; = H U e polynome d’interpolation de

Lagrange de f associé a o est :
n

Pp(X) = Zf(ai)Li-

=0

—x
On a donc, en notant § = Y le pas de la subdivision :

Zf(ai)L( )

Ty(x,y)

n!

B Zfal H0<k<n (’L—k‘)

n!
oo ;ﬂai) i(i—1).  1(—1)(=2)...(i—n)

n

-~ 5 20 (1) s

=0

b) En notant le DL de f sous la forme f(z) = Q(x) + 2"¢(z) (ou € est une fonction qui tend vers 0 quand x tend
vers 0), on a :

Tya) = = SO (7) @)+ 5 > (- (7) aretas) = Toto) + Rt

=0

=R(z,y)

Comme Py = @ (Q est de degré au plus n et coincide avec @ en les points a;), on a Tg(x,y) = Q"™ =nla,.
D’autre part, si on fixe £ > 0, il existe n > 0 tel que Vz €] — n,n[, |e(z)] < e. On en déduit :

V(EE] _7770[7 Vy 6]0,77[7 R($7y)| <eg Z (?) =g

=0
puisque |a;|" < 6™ et |e(a;)| < € pour tout i. On a ainsi démontré que T (z,y) tend vers n!a, quand (z,y) tend
vers (07,07).

On en déduit que si f est n-fois dérivable en 0, Tt (z,y) tend vers £ (0) quand (x,y) tend vers (0~,07). Ainsi,
nous avons (avec y = h et © = —h :

On retrouve par exemple le résultat classique (n=2) :

f(=h) —2f(0) + f(h) "

h? h—0

Remarque : on peut démontrer le résultat pour des subdivisions quelconques de [z, y] (et pas seulement pour une
subdivision de pas constant). Par exemple, quand f est deux fois dérivable en 0 et que 1'on utilise la subdivision
(=h,0,k) avec h > 0 et k > 0, on obtient :

2 "

(h+ )k (kf(=h) = (h+k)f(0) + hf(k)) m f(0).
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34)|a) Si g est dérivable en z, elle y est pseudo-dérivable, puisqu'un DL donne :

oo+ 1)~ e =) _ (o) 1) + o) = (o(a) = ')+ o) _ oty g

et on a §'(z) = ¢'(x).

b) Supposons que g est pseudo-dérivable en tout point de I mais qu’elle n’est pas croissante. Il existe alors a,b € I
tels que a < b et f(a) > f(b). On peut choisir y €]f(b), f(a)[; I'ensemble A = {t € [a,b], f(t) > y} est non vide (il
contient a et est majoré par b) : on peut donc définir = sup A. On a par exemple :

g(a)

Par continuité de f, on a f(¢) > m pour ¢t proche de a et f(t) < m pour ¢t proche de b : on en déduit que a < z < b.
Toujours par continuité de f, x n’est pas élément de A (sinon, on aurait f(t) > m pour ¢ proche de z, ce qui
contredirait la définition de z).

Par définition de la borne supérieure, il existe une suite (z,) d’éléments de A telle que z,, converge vers . En
posant h, =z —x,, ona h, >0 (car x, € Aet x & A) et h, —+> 0. Comme z < b, Il existe ng € N tel que
n—-+0oo

x + hy, € [a,b] pour n > ng. On a alors :
Yn > ng, f(x —hy) >met f(x+hy) <m (car z —h, € Aet x+ h, € [a,b]\ A)

donc
fl@+hy) — flx—hy) cmom

>
vn = no, oh,, 2,

=0

En faisant tendre n vers Iinfini, on obtient f’(z) > 0.
Le résultat demandé a donc été démontré par contraposée.

c¢) Supposons que g est pseudo-dérivable sur I et que ¢’ est positive sur I. Pour a > 0, considérons l’application
ga : x> f(z) + az. On montre facilement que g, est pseudo-dérivable, avec g,'(x) = §'(z) + a pour tout z € I.
Ainsi, g,'(z) est strictement positive et g, est croissante d’apres le b). On en déduit :

Ve,yel, (z <y) = (Va >0, gu(r) < ga(y))

ce qui prouve, en faisant tendre a vers 0T, que g est croissante sur I.

Si f est affine, il existe a € R tel que f(x) =1+ ax pour tout = € [0,1]. On a alors :
9 1 2 1 1 2
= / f(z)dx —/ xf(x)dx:ﬂzo
3 \Jo 0 6
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donc l'inégalité est vérifiée.

1 1
Un calcul élémentaire prouve qu’il existe une unique fonction affine g telle g(0) = 1 et / f(z)dx = / g(x)dx.
0 0

/leg(x)dxg % (/Olg(x)dx>2:§(/Olf(x)dx)Q,

/01 zf(x)dx < /01 zg(x) dz,

Comme
il reste a démontrer que
i.e. que

1
1= / £(f(z) — g()) dz < 0.

La fonction ¢ = f — g est concave, d’intégrale nulle et nulle en 0. Son graphe a ’allure suivante :

En effet, comme f est d’intégrale nulle, elle ne peut pas étre strictement négative ou strictement positive sur |0, 1] :

il existe donc ¢ €]0, 1] telle que ¢(c) = 0. Par concavité de ¢, on a p(x) > 0 sur [0, ] et ¢(z) < 0 sur [c, 1], par
— (0

Lg() sur 10,1] :

T —

décroissance de ’application z —

e sil0<x<ec o) :x@(lﬂ) —¢(0) - v(c) _5(0) 0.

z—0 - c—

p(2) —o(0) - ele) —(0) _
0 :

ic<zx<l =
esic<az<1,px)=z po < -

1
On en déduit que / (z—c)p(x) dz < 0, puisque la fonction intégrée est négative, ce qui achéve la preuve, puisque :
0

/Ol(x—c)go(x)dle—/ol<p(x)dx -

a) Si f est monotone, on a pour o = (tg,t1,...,t,) € S’ :

n—1

> Flthia) = f(te)

k=0

= [£(b) = f(a)]

n—1
Vo(f) = Z |f(trsr — f(te)] =
k=0

car tous les termes de la somme ont le méme signe; f est donc & variations bornées et V() = |f(b) — f(a)|.
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b) On peut écrire o1 = (to,t1,...,tn) et 02 = (tu(0),tp)s-- > tpm)) avec ¢ : {0,1,...,m} — {0,1,...,n}
strictement croissante, vérifiant ¢(0) = 0 et ¢(m) = n. On a alors :

@(i+1)—1 p(i+1)-1
Vi€ {0,...om =1}, |f(toisn) = Flto@) = | D ) = FE)| < D [f(tirn) = f(t)]
k=¢p(i) k=¢p(3)

et on obtient V,,(f) < V,,(f) en sommant ces inégalités.

¢) Soit f de classe C''. Nous allons montrer que f est & variation bornée et que V’(f) = / |f'(t)| dt. Nous utilisons

le résultat de convergence des sommes de Riemann :

si ¢ est une fonction continue de [a,b] dans R, alors pour tout ¢ > 0, il existe 7 > 0 tel que pour toute subdivision

o= (to,.--,tn) €S’ et pour toute famille (sg, 51,...,5,_1) telle que tg < 59 <t; <81 < -+ < 8y < by
b n—1
pas(a) < 1= | [ g(t)dt = 3" (tr — 1) g(s0)| < 2
a i=0
= tipr — ).
avec pas(o) 0;}?371( it1 — ti)

Ce résultat n’est au programme que pour les subdivisions réguliéres pointées a gauche, mais il se démontre tres
facilement quand g est continue, en utilisant I'uniforme continuité de g sur le compact [a, b].

Fixons donc € > 0 et soit 7 > 0 donné par la propriété précédente appliquée a la fonction g = |f'|. Si o est une
subdivision quelconque de [a, b], il existe une subdivision & = (g, t1,...,t,) plus fine que o telles que pas(5) < .

On a alors :
n—1

So(f) < Sa(f) =D | F(thpr — Ftr)]-

k=0

Pour tout k, il existe par le théoréme des accroissements finis, un élément cj, € |ty, tp11] tel que |f(tp41 — f(tx)| =
(tk+1 — tr)|f'(ex)|. On en déduit donc :

t —t i t) < t — f(t < (¢ —t t).
(tk+1 k)tkg?gl?k+1g()—|f( k1 — f(te)] < (Frpa k)tkgrggiﬂg()

On peut alors fixer, toujours pour tout k, des réels sy et s} tels que min  g(t) = g(sg) et  max g(t) = g(s}),
tp<t<tp41 tr<t<tp41

ab-vec tg < sg, 8}, < tgp41. On a alors :

b n—1 n—1 b
/ g(t)dt —e < Z (try1 —te)g Z [ (topr — Ft)] <) (rgr — t)g(sh) < / g(t)dt +e.

k=0 a
b
Nous avons donc démontré que S, (f) < / g(t) dt + € pour tout o € S’, donc f est a variations bornées sur [a, b]
a

b
et V2(f) §/ g(t)dt +e.
b
On a ensuite / g(t)dt —e < Sz(f) < V2(f).

b
Ceci ayant été fait pour tout € > 0, on obtient V'(f) = / g(t) dt.
a

d) Supposons que f est a variations bornées sur [a,b]. Si 01 = (tg,t1,...,t,) € S¢ et oo = (t,t),...,t,) € S,
notons o1 U oy = (tg,t1,...,tn,ty,...,t,,) : C’est une subdivision de [a,b]. Nous avons :

So, (f) + SUz(f) - SUIUJQ(f) < Vab(f)
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donc, en fixant o5 :

Vo, € SZ, Sal(f) < Vab(f - SUQ(f)'

)
Ceci prouve que f est & variation bornée sur [a, c] et que V¢(f) < VP(f) — S,,(f). Nous avons ensuite :

Voa € S, So,(f) < V2(F) — VE(F).

donc f est & variation bornée sur [c,b] et V2(f) < VE(f) — V.E(f), soit VE(f) + VE(f) < VE(f).

Réciproquement, supposons que f est & variations bornées sur [a, c] et sur [, b]. Pour o € S?, notons & la subdivision
obtenue en insérant (si besoin) le point ¢ dans o. Il existe ensuite o1 € S¢ et o3 € SP telles que 6 = o1 Uoy. Comme
& est plus fine que o, nous avons :

So(f) < S5(f) = So, (f) + Sou (f) S V() + V()

donc f est & variation bornée sur [a,b] et V2(f) < Ve(f) + V2(f).
L’équivalence a donc été démontrée, ainsi que 1’égalité V.°(f) = V.(f) + V2(f) quand f est a variations bornées.

e) L’ensemble des fonctions a variations bornées sur [a, b] est trivialement un sous-espace vectoriel de ’espace des
fonctions bornées de [a, b] dans R. On déduit du a) que la différence de deux fonctions croissantes est & variations
bornées.

Réciproquement, supposons que f : [a,b] — R est & variations bornées. Soit alors g la fonction qui & = € [a, b]
associe g(x) = VF(f). Pour x,y € [a,b] tels que <y, g(y) = g(x) + VY(f) > g(z), donc g est croissante.

Nous avons f = g — h avec h = g — f. Fixons donc z,y € [a,b] avec 2 < y. Nous avons :
h(y) = h(z) = V() = fly) = Vi () + f@) =V = fly) + f(z) 2 0

car f(y) — f(x) < [f(y) — f(2)] = Vg (f) < VZ(f). On en déduit que h est croissante sur [a,b] : f est bien la
différence de deux fonctions croissantes.

37)| L’unicité de la suite (T}, )nen est claire (deux polynémes qui coincident sur [—1,1] sont égaux). L’existence
peut se montrer de deux fagons :

e en écrivant cos(nf) = Re ((cosf + isinf)") = Z (Z) cos" 2 (0)(—=1)*(1 — cos?(0))*;
0<2k<n

e par récurrence sur n : la suite définie par Tp = 1, T3 = X et Ty40 = 2XT, 41 — 15, pour tout n € N est
solution, en remarquant que :

Yn € N, V8 € R, cos((n + 2)8) = 2cos(6) cos((n + 1)8) — cos(nd).

1
On voit en particulier que P, = o1 T,, est normalisé de degré n (pour n > 1) et que :
| cos(nd)] 1
e [P0l = max S = g

ce qui montre que 'inégalité demandée est optimale.

Soit maintenant P normalisé de degré n (avec n > 1) et supposons que [2" "1 P(x)| < 1 pour tout z € [—1,1].

Le polynéme Q = T,, — 2"~ P est de degré au plus n — 1 et, en posant, pour k € {0,...,n}, ¥ = cos(kr/n) (on a
l=zg>21> - >x,=— ):

Vk €{0,...,n}, Q(zx) = (—1)* — 2" P(x}) est du signe de (—1)F.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, Q admet donc n racines distinctes : c¢’est absurde.
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1
Nous avons ainsi démontré que, pour la norme ||P||e = max |P(x)], d(X™, R, —1[X]) = gn—1 Pour tout n > 1.
1<a<

38)| Le cas particulier n = 2 fait apparaitre clairement le résultat qui est & la base de la solution. Si f1 + fo =0, la
fonction f; est a la fois T et Ty périodique ; montrer que f est constante revient a montrer que f est T-périodique
pour toute valeur de T'. Il est donc naturel de s’intéresser a ’ensemble :

P={TcR, VR, fi(z+T)=fi(x)}

P est trivialement un sous-groupe de R. Comme souvent dans les exercices difficiles de I’X, il faut connaitre un
résultat hors programme pour débloquer la preuve :

lemme : un sous-groupe G de R est soit discret, de la forme aZ avec a > 0, soit dense.

Une fois le lemme démontré, nous pouvons dire que si P = aZ avec a > 0, il existe p1,q1 € N* tels que 71 = apy
et Ty = apsy, puis (a est non nul car Ty > 0) To/T; = pa/p1 € Q : absurde. On en déduit que P est dense dans R.
Enfin, fi étant continue, P est fermé : on a donc P = R et f; est constante.

Preuve du lemme : soit G un sous-groupe de R. Si G = {0}, on a G = aZ avec a = 0. Sinon, deux cas sont a
distinguer :

e sia=inf GNRT* > 0, cet inf est un minimum. En effet, par définition de la borne inférieure, il existe € G
tel que a < z < 2a. Si & = a, l'inf est bien atteint ; sinon, il existe y € G tel que a <y < & < 2a. On a alors
r—y€Get0<z—y<a:cestabsurde. On termine ensuite comme dans la démonstration du résultat :

les sous-groupes de Z sont les parties de la forme aZ

On aa € G donc aZ C G réciproquement, si z € G, il existe n € Z tel que x —na € [0, a[. Comme x—na € G,
x — na = 0 par minimalité de a, ce qui achéve de montrer que G = aZ.

e siinf GNRT™ = 0, pour tout € > 0, il existe a € G tel que 0 < a < . Pour tout = € R, l'intervalle |z —¢, x +¢|
étant de largeur 2¢, il contient un point y de la forme na avec n € Z. On en déduit :

VeeR, Ve>0, e, |[x—y|<e

ce qui traduit que G est dense dans R.

Nous allons maintenant démontrer le résultat par récurrence sur n. Le résultat est évident pour n = 1 (et nous
venons de le démontrer pour n = 2).

Soit n > 2 et supposons le résultat démontré au rang n — 1. On se place dans la situation a ’ordre n. Nous allons
éliminer la fonction f, en utilisant sa périodicité :

n—1

Vo € R, Y filz +T,) — fi(z) = 0.

i=1

Comme les fonction g; : fi(z + T,,) — fi(z) sont de période T;, I'hypotheése de récurrence s’applique : g; = K;
(constante) pour tout 1 <4 < n — 1. Il reste pour conclure & démontrer que f; (pour 1 <i <n—1) est a la fois T;
et T, périodique, i.e. que g; est nulle. Nous avons :

Vr € R, fl(a: + Tn) = fl(l‘) + K;

et donc
Vp €N, fi(pTy) = £i(0) + pK;

Comme f; est périodique et continue, elle est bornée sur R, donc K; = 0 (sinon, f;(pT;,) tendrait vers infini).
Nous avons donc f; constante pour tout 1 <i <n — 1, puis f,, est constante puisque f, = —(f1 + -+ + fn_1).
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En utilisant 'inégalité des accroissements finis, on a, avec M = || f”]|co :

sar s (3-1)rw| < (1) X fram-s0 - (3-1) 7o)
=[£(1/2)] =[£(1/2)-1]

ce qui donne 1 < |1 — f(1/2)] 4+ |f(1/2)] < %

, soit |[f7|leo > 4.
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