Marche aléatoire [MP20MP2Q7]

On considere une suite (X )x>1 de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P),
indépendantes et de méme loi, portée par Z.¢. On pose alors

Vwe, So(w)=0 e VYn=1, Splw)=) Xc(w)

Pour tout w € Q tel qu’il existe un entier n > 1 tel que Sy, (w) = 04, on pose
R(w) =min{n € N* : S;;(w) =0q}

et pour les autres w € Q, on pose R(w) = +o0.

On admet ici que R est une variable aléatoire et que P(R = +o00) = 0.

La suite (Sy)nen est une marche aléatoire et la variable aléatoire R donne 'instant du premier retour
a l'origine.

@ Soient 1 < k < n, deux entiers naturels. Démontrer que

P([Sw =0aJN[R=K) =P(R=k)P(Sy_x = 0q).

@ En déduire que

¥neN, P(Sy=04)=) PR=KP(Syi=04)
k=1

On exprime l'évenement [S;, = 04] N [R = k] au moyen des variables aléatoires Xj, ..., Xi : tout
d’abord, par définition de R,

[R k S] 750(1 Sz 750(1 Sk I?éod Sk—od]
=[Xi £0aNXi +X2#£0aN--NXy 4+ X1 #0alNXg + -+ X =04l (%)

et d’autre part
[Sn =04l N [Sk = 0] =[Sy — Sk = 0a] N [Skc = 04

On en déduit que
[Sn =0alN[R=Kk] =[Sy =04l N[S1 #0alN---N[Sk—1 # 04l N [Sc = 04l

Z[Snfskzod]ﬁ[&#od N [Sk—1 # 04l N [Sx = 04]
=X+ + X =04 N[R=K]. (1)

Comme les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes, les vecteurs aléatoires (X1,...,Xi) et
(Xk41y...,Xn) sont indépendants. On déduit alors de (x) que les événements [Xy 1 + - -+ Xn = 04]
et [R = k] sont indépendants, puis de (}) que

P(S,=04,R=k) =P(Xgq1 + - +Xn =04) P(R=Kk). ()

@ Comme les variables aléatoires Xy, ..., X;, sont indépendantes et de méme loi, les vecteurs aléa-
toires (Xi,...,Xn—k) et (Xk+1,..., Xn) ont méme loi. Par conséquent, les deux variables aléatoires

Snk =Xy + -+ Xn_x et Xkl + -+ Xn
ont méme loi. D’apres (),
vi<k<n, P(S, =04,R=Kk) =P(S;,_« =04)P(R=X).
# Il n’y a aucune raison pour que les événements [Sn_ = 04l et [R = K] soient indépendants! (Ils

dépendent tous deux des variables aléatoires Xy, X3...) 1l faut donc exploiter le fait que la marche aléatoire
(St )nen soit un processus a accroissements indépendants.

S5i Sn(w) =0 pour un entiern > 1, alors 1 < R(w) < n.

# Sin > 1est un instant de retour a l'origine, alors I'instant du premier retour a I'origine est inférieur a
n.



Comme R est une variable aléatoire a valeurs dans N* U {+o0}, la famille

([R = k])keN*U{+oo}

est un systeme complet d’éveénements et par conséquent
[Sn=0a= || [Sn=0adnR=K.

keEN*U{+oo}
04] N [R = k] = @ pour tout k > n. Par conséquent,

D’apres la remarque préliminaire, (S,

[Sn=0al = | |[Sn =0aN[R=X].
k=1

Par additivité de P,
n
P(Sp=04) =) P(Sp=04,R=k)

=~

et, d’apres la question précédente,



