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rms136-1174 Caracteres d’un groupe abélien fini

Soit G, un groupe fini d’ordre n. On appelle caractére de G tout morphisme de groupes x de G vers C*.
On note é, I'ensemble dei caracteres de G. R

[1. ] Démontrer que G est un groupe et que tout caractére x € G est une application a valeurs dans
Un.

[2. ] Dans cette question, on suppose que le groupe G est cyclique. Démontrer que G est isomorphe i
7./n7 et que G est isomorphe i G.

[3. ] Dans cette question, on suppose que le groupe G est abélien. Démontrer que : si H est un
sous-groupe de G et si & € ﬁ, alors il existe un caractére x € G tel que & soit la restriction de x a H.

[1. ] On notera x, la loi de composition interne sur G. On sait que la loi de composition interne
"par défaut” sur C* est la multiplication.

#  On connait deux lois de composition interne sur C : 'addition (neutre = 0) et la multiplication
(neutre = 1). Puisqu’on évoque une structure de groupe sur C*, le seul neutre possible est 1 et il s’agit donc de
la multiplication.

Si on a du temps i perdre, on peut chercher a définir une autre loi de composition interne sur C* —
ca doit exister.

a  Une structure de groupe sur G, soit, mais pour quelle loi? L’énoncé ne le précise pas.

#  Soit Q, un ensemble quelconque et €, un ensemble muni d’une loi de composition interne x. On peut
alors définir une opération "naturelle” sur I'ensemble <7 (Q,E) des applications de Q dans E en "surchar-
geant” la loi  :

Vfged(Q,E),  (fxg)=I[x—flx)*g(x)].

De la sorte, I'opération x sur </ (Q, &) "hérite” des propriétés de I'opération * sur I'ensemble d’arrivée E.

Puisqu’on consideére ici des applications a valeurs dans C* et que C* est un groupe pour la
multiplication des complexes, la loi naturelle sur G est la multiplication "terme & terme" :

Ve, b €G, VxeG,  (eb)(x) = @(x)b(x) € T*.

11 est clair que @1 est une application de G dans C*. De plus,

VY EG,  (ed)(xxy) = @xxyhblxxy) (loi sur G)
=ex)oy)bx)b(y) (morphismes de groupes)
= ox)Vx)ey)b(y) (multiplication dans C)
= (@) (x) (oY) (y) (loi sur G)

ce qui montre que le produit ¢ est bien un morphisme de groupes de G dans C*. On a donc bien
défini une loi de composition interne sur G.

a  Lamultiplication dans C est associative et admet 1 pour élément neutre. On en déduit que la
multiplication "terme a terme" dans G est associative et admet 'application constante [x — 1¢] pour
élément neutre. R

@ Enfin, quel que soit ¢ € G etx € G, le nombre ¢(g) est un complexe non nul, donc inversible
et 'application ) : G — C* définie par

Vx e @G, P(x) = T
@(x)
est un morphisme de groupes :
vx,y € G, Yx*xy) = (p(xl*g) = (p(x)1<p M (morphisme de groupes)
1 1
= WTH) =p(x)(y)

et de plus
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donc P est symétrique de ¢ pour la loi interne sur G.
[2. ] C’estune question de cours : tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z/nZ (et a Uy,).

#  L'énoncé n’est pas clair, il est difficile de savoir s'il suffit de citer le Théoréme ou si une démonstration
complete est attendue.
Si un groupe cyclique (G, ) d’ordre n est engendré par un élément g, alors les éléments eg, g, ...,
g™ sont deux i deux distincts, g™ = eg et

G={g" keZ}={g" 0<k<n}

On en déduit que l'application f : Z/n7 — G définie par £(C) = g* oit k est un représentant (quelconque)
de C € Z/nZ est un isomorphisme de groupes de (Z/MZ,®) sur (G, *).
(L'essentiel de la démonstration consiste a justifier que I'application f est bien définie.)

@ Soit g € G, un générateur du groupe (G, *) :
G={g" keZ}={g" 0<k<n}
Comme g engendre un groupe d’ordre n, on a
g"=eg et VO<k#l<n, gc#gh (1)
Sigpe é, alors ¢ = @(g) € U, et comme ¢ est un morphisme,
VkeZ,  (g") =Ilp(g)l* =~

II existe donc au plus un morphisme ¢ € G tel que ¢(g) =¢C.
Réciproquement, si ¢ € Uy, alors (™ = 1 et par conséquent : si k = qn + 1, alors

K= (M9 =0
donc on peut définir une application ¢ : G — U, en posant
VkeZ,  o(g¥) =~
11 est clair que cette application est un morphisme de groupes de (G, ) dans (U, -) :
elxxy) = 0"+ ¢") = (") = " = T¢" = (9" 0(g") = (e ().
4  Avec des quantificateurs, ce serait encore meilleur.

Nous venons de démontrer que :

— @(g) € U, pour tout morphisme ¢ € G

— et que, pour tout ¢ € Uy, il existe un, et un seul, morphisme ¢ € G tel que ¢(g) =¢C.
Nous avons ainsi établi une bijection entre Uy, et G, d’ott #(é) =n.

@ Notons (1 = exp(2in/n) € Uy, : ce nombre est une racine primitive n-ieme de 'unité, c’est-

a-dire un générateur du groupe cyclique U,

Notons @1, I'élément de G caractérisé par ¢1(g) = Gi.

Pour tout ¢ € Uy, il existe k € Z tel que ¢ = C¥ (puisque (Uy, ) est un groupe cyclique) et si
@ est’élément de G caractérisé par @(g) = ¢, alors

0(g) = (L)% = (91(9))" = (¢1)*(9).

Comme @ et @ sont deux caractéres qui prennent la méme valeur en g et que g est un générateur
du groupe (G, %), on en déduit que ¢ = @¥.

Nous venons donc de démontrer que G est un groupe monogene, engendré par @1. C’est un
groupe d’ordre n, donc G estun groupe cyclique d’ordre n. Il est donc isomorphe a (Z/nZ, @) et par
conséquent a (G, ).

@ Onaainsi démontré que : pour tout groupe cyclique (G, x), le groupe G des caracteres est lui

aussi cyclique, de méme ordre que G (et donc isomorphe a G).
[3. ] WTF!
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[ Question de cours ]
Enoncer les théorémes de sommation des relations de comparaison pour les séries numériques.
[1. ] Démontrer que
n
Z Ink = ninn—n+ O{nn).

—+o00
k=1
[2. ] Soient (ay)x>2, une suite réelleet b : [2,+oo[ — IR, une application de classe €'. On pose

Lt]
V=2, A=) a.
k=2

Démontrer que
n

vn>2, i axb(k) = A(n)b(n) —J b’(t)A(t) dt.
k=2 2

[3. ] OnnoteP, I'ensemble des nombres premiers et on pose

Vtz2,  RH)=Y 0Pt

Démontrer que

Z 1 =1+ n(lnn)—In({n2)+ @ —&-J R(tz)
P hn ], tin"t

p<n

dt

pour tout entier n > 2.
[4. ] Démontrer qu’il existe une constante C telle que

1 1

- = (’.n(fnn)—&—C—i—O(—).
p n—+oo nn

PEP

p<n

[1. ] Lafonction {n est continue et croissante sur [1, +ocol.

p(n—1)

En comparant somme et intégrale, on obtient
n—I1 n n
Vn 2, Zénkgj tntdt < ank
k=1 ! k=2
c’est-a-dire (puisque {n1 = 0)

n
vn > 2, ninn—n < ZﬂnkgnﬂnnfnJr(’,nn
k=1

et par conséquent

ank = ninn—n+O{nn).

n—-+oo
k=1
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[2. ] Comme la fonction "partie entiere", la fonction A est une fonction en escalier : pour tout
entier k > 2, ’expression A(t) est constante sur l'intervalle [k, k + 1[:

Vtel2,3, Al)=A(Q)=a et Vk=3Vtelk+Il, AW =AK=) a. ()

En particulier,
ar, =A(2) et Vk>2, ax =A(k)—Ak—1). (@3]

Comme b est de classe €' et A est en escalier, le produit b’A est continu par morceaux sur [2, +o0l,
donc intégrable sur (2,n] pour toutn > 2.
D’apres la relation de Chasles,

n n—1 k41 k+1
Vn =2, J b/(DA() dt= ) J b/(DA(t) dt= ) J b’(t)A(k) dt
2 k=2"k k=2

_ZA b(k+1) —b(k)].

Nous partons pour une transformation d’Abel :

n n—1 n—1
Vn>2, J b/(UA() dt= ) A(k)b(k+1)— > A(k)b(k)

2 k=2 k=2
n n—I1
= Z Alk—1)b(k) — Z A(k)b(k) (changement d’indice)
k=3 k=2
n—1
=An—-1)bn)+ Z[A( -1 (K)]b(k) — A(2)b(2)
k=3
n—1
= [A(n) —an]b(n) — Z axb(k) — azb(2) (par tet?)
k=3

k=2
[3. ] On se doute bien qu’il faut appliquer la formule précédente : il suffit de deviner ay et b(t).
Apres quelques instants de réflexion, on pose
{nk 1

Vk?z, ak:T‘]l[keq}] et Vt}z, b(t) == .

On déduit alors de la question précédente que

Yn 2, Z anvi S awb(k)

pe‘ﬁ peEP 2<k<n

p<n p<n
tnp ™ {np dt
Z acb(k Bnn Z o Jr,[ Z P tlnt)?

pPEP 2 pex
psn p<t

On remarque alors que
Vit>2, A(t) =R(t) +Int

et on en déduit que

1  Rn)+4Inn n dt
= 2, —= t
vn>2 > > e +L [R(t) + tn ]t(ent)z
peEP
p<n
R(n) ™ OR(t) J“ dt
=1+ nn JrL t({nt)? dt+ 5 tint

et la formule attendue en découle par un simple calcul de primitive.
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[4. ] Fixonsn > 2 et notons vy, la valuation p-adique de n! pour tout p € 9. Par définition,

nl = H pYr et donc n(n!) = Z vy (np.

peEP pEP
psn p<n

Les entiers v, sont donnés par la Formule de Legendre :

+oo
Vpe®, VP_ZL;‘J'

k=1

4> Il ne faut pas réfléchir trop longtemps pour se convaincre que le terme général de cette somme est nul
a partir d’un certain rang.

On en déduit que
n < n
Vpep, —1<LJ§Vp<Zk<
P P

et donc que

n(Z €np> —n < {n(n!) <n<Z €np> —I—Zn(Z €nzp>
pEP P pEP P pEP P
psn psn psn

Par comparaison a une série de Riemann, la série }_ hp est (absolument) convergente, donc ses

n
. s p
sommes partielles sont bornées et

{n(n!) T n(Z Enpp) + O(n).

pEP
p<n

La premiére question nous a donné un développement asymptotique de {n(n!) a O(fnn) pres. On

en déduit que
(¥ np _
R(n) = ( p> —Bnnnﬂ_ﬂo o(1).

=y
p<n

@ Soientt > 2etn = [t| > 2. Par définition,
t
R(t) =R(n) +nn—Mnt=R(n)—{n o

Or2<n<t<n+1,doncl < ¥ < 2. Comme la suite de terme général R(k) est bornée, on en
déduit que I'expression R(t) est bornée pour t > 2.
@ Nous venons de démontrer que R(t) est bornée au voisinage de +oo. Il est alors clair par Merci JBX!
définition que
R(n) 1
nm no+oo (ﬂnn)'

Le changement de variable u = {nt montre que l'intégrale généralisée
J+ oS} dt
>t m2t

J*“ dt 1

W tn?t Mn’

est convergente et

vn > 2,

La fonction
t—

est donc positive et intégrable sur [2, ool et R(t) = O(1) lorsque t tend vers +o0, donc la fonction

LON

tin?t]
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est intégrable sur (2, o0 et

n “+o0 “+o0o
J R{t) dt:J R(Y) dt—J RO 4t
2 tin“t 2 tin“t n tin°t

+o00 t “+oo dt “+oo R t 1
notoo |5 tint n tin°t 2 tin“t nn

d’aprés le Théoréme d’intégration des relations de comparaison.
On déduit enfin de (x) que

! = In({nn)+ {1 —{n(fn2) +J'
e p n—+oo 2 tin

psn —C

+oo ()

ztdt}Jr(’)(en]n).




rms136-1207 Inégalité de Kolmogorov

[ Question de cours ]

Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire, ainsi que sa démonstration.

[1. ] Soitfe ¢*(R,R).

[1.a. ] On suppose que la fonction ff' tend vers une limite (finie ou infinie) non nulle au voisinage de
+00. Démontrer que 2 tend vers +oo au voisinage de +oc.

[1.b.] On suppose que f2 et (f"')? sont intégrables sur R. Démontrer que (f')? est aussi intégrable sur
R.

[1.c. | Démontrer que

(J]R[f/(tﬂz dt)2 < (Jﬁ[f(t)]z dt> <LR[f”(t)]2 dt).

[1.d. ] Démontrer que f est uniformément continue sur R et tend vers 0 au voisinage de £oo.

[1.a. ] La fonction f est de classe €' sur R. D’apres le Théoréme fondamental,

X
Vx>0, 2(x) — f2(0) = 2J f(t)f'(t) dt.
0
Si le produit f(t)f’(t) tend vers une limite non nulle £ au voisinage de +o0, alors :

— Si la limite £ est finie non nulle, alors f(x)f’(x) ~ £ lorsque x tend vers +oo et on peut
appliquer directement un théoréme d’intégration des relations de comparaison pour en
déduire que

f2(x) ~ 20x
X—+00
et comme f2(x) > 0, on en déduit que £ > 0.

— Si la limite est infinie, alors elle est nécessairement égale a +oo (pour la méme question

de signe) et il suffit de minorer l'intégrale par une quantité qui tend vers +oo :

X A X

f()f'(t) dt}ZJ' f(1)f' (1) dt+2J M dt
0 A

=f2(A) — f2(0) + 2M(x — A)

JA>0,Vx = A, zJ
0

pour conclure par comparaison.
Dans les deux cas, f?(x) tend vers +oo au voisinage de +oo.

#  Un examinateur digne de ce nom demandera systématiquement I'énoncé précis du Théoreme d’inté-
gration des relations de comparaison.

[1.b.] Intégrons par parties : pour tout A > 0,
A A (A
J f()F (1) dt = [F(t)F'(1)], —J ()" (t) dt. (*)
0 0

@ Comme f et f” sont intégrables au voisinage de +oco, on déduit de I'inégalité de Schwarz que
le produit ff” est intégrable au voisinage de +o0. Par conséquent, l'intégrale généralisée

+o0
J f(t)f”(t) dt
0
est convergente.
Par ailleurs, I’expression

A A 5

J /() f(t) dt:J [f'(t)]” dt

0 0

est une fonction croissante de A, donc elle tend vers une limite (finie ou non) lorsque A tend vers
+o00.

On déduit alors de (x) que ff’ tend vers une limite (finie ou non) au voisinage de +oo. Or on
suppose ici que f2 est intégrable au voisinage de +oco. D’apres la question précédente, la limite de ff’
est nécessairement nulle.
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@ On peut évidemment faire le méme raisonnement au voisinage de —oo : le produit ff’ tend
vers 0 au voisinage de —oo.
@ On déduit alors de () que l'intégrale généralisée

roo [f/(t)]* dt
est convergente et que
+oo P +o00
J [f'(1)]" dt = —J f(t)f"(t) dt. )

Comme la fonction intégrande est positive, cela prouve en fait que [f']? est intégrable sur RR.
[1.c. ] Enappliquant I'inégalité de Schwarz a (}), on obtient 1'inégalité voulue.
[1.d. ] Soient x <y, deux réels. D’apres le Théoreme fondamental et 1'inégalité de Schwarz,

Y Y 1/2 /0y 1/2
J /(1) dt‘ < (J 12dt) (J [f(1)]? dt) .

Comme (f')? est intégrable sur IR, il existe donc une constante K > 0 telle que

Vx,yeR, |fy)—fx)]<Kyly—x,

ce qui prouve que f est uniformément continue sur R.

f(y) —f(x)| =

#  Une fonction g : R — R est dite holderienne d’exposant o lorsqu’il existe une constante K > 0
telle que
vVx,y € R, |f(y)ff(x)| < Ky —x[*.

La fonction f étudiée ici est donc holderienne d’exposant o = 1/2.
Les fonctions lipschitziennes sont holderiennes d’exposant 1.
Les fonctions holderiennes d’exposant o« > 1 sont constantes (elles sont dérivables et leur dérivée est
identiquement nulle).
Toutes les fonctions holderiennes sont uniformément continues.
@ Plus généralement, une application

w : [0,400] = [0, +00]
continue et nulle en 0 et telle que
VxyeR, o) —o(y)| <w(x—yl)

est un module de continuité pour ¢ et une application est uniformément continue sur R si, et seulement s,
elle admet un module de continuité.

. Nous savons que f est uniformément continue et que f? est intégrable au voisinage de +oo.
Supposons que f ne tende pas vers 0 au voisinage de +oo0. Il existe donc un réel ¢y et une
suite (xn )Jnen qui tend vers +oo tels que

vVneN, ’f(xn)] > 2¢p.
Par continuité uniforme, il existe o« > 0 tel que
vx,y €R, x—yl<a = ]f(x)ff(y)‘geo.

Comme la suite (xn)nen tend vers +oco, on peut supposer (quitte a considérer une suite extraite)
qu’elle est strictement croissante et que

vVneN, Xnil = Xn + 3.

Dans ces conditions, les segments [x,, — &,xn + o sont deux a deux disjoints et, d’apres I'inégalité
triangulaire,

YneN, Vte [xn—o,xn+ o, |f(t)] > |f(xn)| — |f(t) — f(xn)} > €o.
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D’apres la relation de Chasles, puisque les segments sont deux a deux disjoints,
Xn+& n XK+
VneN, J f(t)% dt > ZJ f()2dt> (n+1)-€f - (20).
0 k=0 Xk—&X
Comme ce minorant tend vers +oo, on en déduit que l'intégrale généralisée
+o00
J f(t)? dt
0

est divergente et donc que f2 n’est pas intégrable au voisinage de +oo.

#  La méme démonstration établit qu'une fonction uniformément continue et intégrable au voisinage de
+oo tend vers 0 au voisinage de +oc.
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[1. 1 Enoncer le Théoréme de changement de variable et le Théoreme d’intégration par parties pour les
intégrales généralisées.
[2.a. ] Soit P € R[X], un polyndme dont le degré est supérieur a 2. Démontrer la convergence de
Uintégrale généralisée
+oo
J cos P(t) dt.
0
[2.b.] L'intégrale
+o00
J cos(t?) dt
0
est-elle absolument convergente ?

#  L'énoncé comportait deux autres questions, non abordées.

[2.a. ] On considere unréel a > 0 tel que
Vt>aq, P'(t) #0

et on integre par parties 'intégrale

a

pour l'écrire sous la forme

-sin P(t) dt.

a

inP(t))te (7 PU(1)
ol L w

Comme le degré n de P est supérieur a 2, le crochet converge bien et

P”(t) 1
w2 o)
[P/(t)]? to+oo ~ AT
ce qui prouve la convergence absolue de la derniére intégrale.
& (Clest tres astucieux...
Comme deg P > 2, il existe deux réels A et B tels que P réalise une bijection de classe €>° de [A, +oo[
sur [B, +ool et, d’apres le Théoreme de la bijection, la bijection réciproque est de classe € sur [B,+oo[. On

pourrait donc tenter le changement de variable w = P(t), mais pour vérifier qu’on arrive a une intégrale
convergente, le chemin est long et semé d’embiiches.

[2.b.] Pour tout a > 0, le changement de variable u = t* donne

2
J‘“ |cos u| du

o Vu

On peut alors conclure en minorant I'intégrale par une série divergente comme dans le cours :

J lcos(t?)| dt =
0

nr+7m/2 /2
cos cosv
yn>1, J | | du = J ——dv (changement de variable u = nm+v)
nmn—m/2 \/‘TL —n/2 VV + n7m
> 1 r/z d
_— cosu du.
- vynn—m/2J) n2
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On note E, I'espace des fonctions de classe € de R dans R.
Pour f € £, on pose fo = fet

X

YneN, VxeR, fn+1(x):J tf,(t) dt.
0

[ Question de cours ]

Enoncer le théoreme d'intégration terme a terme.

[1. 1 Etudier la convergence de la série de fonctions y_ fy,

[ 1.a. ] dans le cas oit la fonction f est constante

[ 1.b. ] puis dans le cas général.

[2. ] OnmnoteT(f), la somme de la série de fonctions y_ . Démontrer que T est un automorphisme de
E.

[1.a. ] Supposons que f(x) = C pour tout x € R. On vérifie par récurrence que

2

VyneN, VxeR, fn(x):CX .
2nn!

La série de fonctions )_f,, est donc une série entiére dont le rayon de convergence est infini et
+o0o XZ

VxeR, Zofn(x):Cexpj.

n=

[1.b. ] La fonction f est continue sur IR, donc localement bornée : pour tout A > 0, il existe un réel
Ma > 0 tel que

Vx e [—A, Al [f(x)| < Ma.
On peut alors vérifier par récurrence que
XZn
VneN, Vxe[-AA] [fn(x)] SMAZ“n!' (*)

¢ ]l s’agit essentiellement de reprendre la démonstration précédente et d'utiliser I'inégalité triangulaire
intégrale.

Une série entiere dont le rayon de convergence est infini converge normalement sur tout seg-
ment [—A, Al. Par comparaison, la série de fonctions Z fn converge normalement sur tout segment
[—A, A] et la somme de la série est donc continue sur R.

[2. ] Comme f est de classe ¢, la fonction f, est de classe €' et par conséquent chaque fonction
f,, est de classe €' (Théoréeme fondamental et récurrence sur n) avec

Yyn>1, VxeR, 1 (x) = xfn_1(x).
On déduit alors de (x) que, pour tout A > 0,

) Al(nfl)
VT Vxel=AAL [ M] < AMA STy

et donc que la série dérivée ) f] converge normalement sur tout segment [—A, Al.
De ce fait, la somme T(f) est de classe €' sur R et

+o00
VxeR,  [TH]'0)=F0)+ Y xfa1(x) =F'(x) +xT(f)(x).
n=1

La fonction T(f) est donc une solution du probleme de Cauchy
VXxER, y'(t)—ty(t)=f"(t) et  y(0)=F(0). (1)

(Par construction, f,,(0) = 0 pour tout n > 1.) Donc

YXER, TR =02 e /2 | e 2 dr.
0
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Comme f’ est de classe > sur R, on déduit du Théoréme fondamental que T(f) est de classe €
sur R, c’est-a-dire T(f) € E.

@ lestclair que T est linéaire (par linéarité de I'intégration), donc T est un endomorphisme de
E.

@ Soit g € E. L'application t — g¢'(t) — tg(t) appartient a E, donc il existe une, et une seule,
application f € E telle que

VteR, f'(t)=g'(t)—tg(t) et (0) = g(0).

Le probleme de Cauchy (}) admettant une, et une seule, solution, on en déduit que cette application
f est 'unique élément de E tel que T(f) = g. Donc T : E — E est une bijection et finalement T est bien
un automorphisme de E.
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On considere un espace probabilisé (Q, A, P) sur lequel sont définies deux variables aléatoires discrétes X
et Y, a valeurs réelles. On note E (resp. F), une partie finie ou dénombrable de R telle que X(w) € E (resp.
Y(w) € F) pour tout w € Q.

[1. ] Onsuppose que X est d’espérance finie et on considere A € A, un évenement non négligeable.
Démontrer que I'espérance conditionnelle de X sachant A, définie par

E(X|A)=) xP(X=x]|A), 1)

x€E

a bien un sens.
[2. ] Soient (An)nen, un systeme complet d’évenements et (an)nen, une suite réelle. Pour tout
w € O, on pose

S(w) = Y anla, (@),

neN

Démontrer que S est une variable aléatoire sur (Q), A, P) et que cette variable aléatoire est d’espérance finie
si, et seulement si, la série ) an P(Ay) est absolument convergente.
[3. ] Omnsuppose que X est d’espérance finie et que I'ensemble F (défini en préambule) est le support de
la variable aléatoire Y :

YyeFk P(Y=y)>0.

On définit alors I'espérance conditionnelle de X sachant Y en posant

VweQ, EX|Y)(w) =) EX|Y=y)Ly_yw). )
yeF

[ 3.a. | Démontrer que E(X | Y) est une variable aléatoire discréte d’espérance finie et que
E[E(X|Y)] =E(X). ®G)

[ 3.b. ] Onsuppose ici que X et Y sont toutes les deux des variables aléatoires discretes de carré intégrable
et que, de plus,
EX|Y)=Y et E(Y|X)=X.

Démontrer que P(X =Y) = 1.

[1. ] Comme lavariable aléatoire X est d’espérance finie, la famille (x P(X = x))xcg est sommable.
Comme [X =x]NA C [X =x] pour tout x € E,

Vx€E, 0<|Ix] P(X=x]NA) <|x| P(X=x)

et, par comparaison, la famille (x P([X = x] N A))xce est sommable. L'ensemble des familles som-
mables indexées par E étant un espace vectoriel, on en déduit que la famille de terme général

Vx € E, xP(X=x]A)=

PA) xP(X=x]NA)

est sommable et donc que I'espérance conditionnelle E(X | A) est bien définie.

#  L'espérance conditionnelle sachant un événement E(X | A) est un nombre.

[2. ] Comme (Aq)nen estun systeme complet d’évenements, pour chaque w € Q, il existe un, et
un seul, n € N tel que w € A,,. Par conséquent, la somme qui définit S(w) compte au plus un terme
non nul et est donc bien définie.

#  Comme les réels an, peuvent étre nuls, il se peut que tous les termes de la somme soient nuls.

En particulier,

YweQ, VneN, weA, = S(w)=an.

#  L'implication réciproque est fausse si les an, ne sont pas deux a deux distincts.
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@ Les valeurs prises par l'application S : QO — IR sont les éléments de 1’ensemble fini ou
dénombrable
I={an, neN}.

En posant
Vsel, I ={neN: a,=s},

on définit une partition de I et

Vsel, [S=s=|]AcA (4)

nelg

# Chaque Ay, est un évenement : A, € A; I'ensemble 15 est contenu dans un ensemble au plus dénom-
brable, donc il est lui-méme au plus dénombrable et comme A est une tribu, A est stable par union finie ou
dénombrable.

On a ainsi démontré que S était une variable aléatoire discrete.
@ Par définition, la variable aléatoire S est d’espérance finie si, et seulement si, la famille
(s P(S = s))se1 est sommable. D’apres (4),

Vsel, IsIP(S=s)=Is| Y} P(Ax)= ) lanl P(Ay)

nelg nels

par o-additivité de P et parce que a,, = s pour toutn € I;.

Comme (I;)ses est une partition de I, on déduit du Théoréme de Fubini-Tonelli (pour les
familles de réels positifs) que la famille (s P(S = s))scs est sommable si, et seulement si, la famille
(an P(An))nen est sommable.

@ Bien entendu, dans le cas oi1 S est d’espérance finie, on déduit du Théoreme de Fubini (pour
les familles réelles ou complexes) que

E(S)=) sP(S=s)= ) anP(An). @)

seS neN

#y  Cette démonstration figure dans le cours, c’est ainsi qu’on démontre la Formule de transfert.
Variante. On aurait pu démontrer I'existence d’une variable aléatoire U : QO — N telle que

vneN, An=[MU=n]

(Ce n’est ni immédiat, ni trés compliqué.) Avec f(n) = a,, pour tout n € IN, on en déduit que S = f(U), ce qui
prouve directement que S est une variable aléatoire discrete et permet de conclure en appliquant la Formule de
transfert (a la fois pour la condition nécessaire et suffisante d'intégrabilité de S et pour I’expression de E(S)). .

[3.a. ] Comme Y est une variable aléatoire discrete de support F, la famille ([Y = yl)ycr est un
systeme complet d’événements et aucun de ces événements n’est négligeable. Par conséquent, l'es-
pérance conditionnelle E(X | Y = y) est bien définie pour touty € F [cf 1.] et E(X | Y) est une variable
aléatoire discrete [cf 2. en remplacant A,, par [Y =yl et a, par E(X|Y =1y)].

#  L'espérance conditionnelle sachant une variable aléatoire E(X | Y) est une variable aléatoire (et non
un nombre).

@ Siles variables aléatoires X et Y sont indépendantes, alors I'espérance conditionnelle E(X | Y = y)
est égale a E(X) pour tout y € F, donc l'espérance conditionnelle E(X | Y) est une variable aléatoire de Dirac,
(presque siirement) égale a E(X).

@  D’apres 2., pour démontrer que la variable aléatoire E(X | Y) est d’espérance finie, il suffit de
vérifier que la famille de terme général

VyeF EX|Y=y) PY=y 2 xP(X=x|Y=y) P(Y=y)
x€E

=) xP(X=xIN[Y=y])

x€E

est sommable.
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Par hypothese, la variable aléatoire X est d’espérance finie, donc la famille

(K PX=x)),
est sommable. Comme la famille ([Y = y])ycF est un systeme complet d’évenements,
Vx € E, Z P(l Ny =yl
yeF

et on déduit du Théoréme de Fubini-Tonelli que la famille
(Il PIX =xINTY =yD) () cexr
est sommable. Par conséquent (Théoréme de Fubini), pour tout y € F, la sous-famille
(xP(X=xINY=y]))

est sommable et la famille des sommes partielles

VyeF ) xP(X=xIN[Y=y)) =EX|Y=y) P(Y=y)
x€EE

est sommable.
La variable aléatoire E(X | Y) est donc d’espérance finie et, comme on 1’a remarqué plus haut,

EEXIY)= )Y xP(X=xIn[Y=yl)

(x,y)€EXF

- Z (Z xP(X=xIn[Y= y])) . (Théoréeme de Fubini)

Comme ([Y = y])ycr est un systéme complet d’éveénements, par o-additivité de P,

Vx € E, ZXP Ny =y —XZP NIY=y]) =xP(X=x)
yeF y€eF
et finalement
E(X|Y)) =) xP(X=x)=E(X).
x€E

#  Soit f : F — R, une application quelconque. D’apres la Formule de transfert, la variable aléatoire
discrete Xf(Y) est d’espérance finie si, et seulement si, la famille

(xfly) P(X=xINly = U])) x,y)EEXF

est sommable.
Reprenons la démonstration précédente en supposant que Xf(Y) soit d’espérance finie. Pour tout
y € F, la sous-famille

(xf(y) P(X=xINn[y= y]))XeE
est sommable, de somme

> xfy)P(X=xN[Y =y]) (ZXP —le—y))P(Y—yJ

x€E x€E
=f(ylgly) P(Y =y)

ot on a posé g(y) = E(X | Y = y) pour tout y € F. D’apres le Théoréme de Fubini, la famille des sommes
partielles

(Fy) g PY =y)),

est sommable et

E[Xf(Y)] = Z xf(y) P(X=x]N[Y =y]) (Formule de transfert)
(x,y)EEXF
= Z fly)gly) P(Y =vy) (Théoreme de Fubini)
yeF

=E[g(V)f(Y)]. (Formule de transfert)
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@ On déduit de la définition (2) que g(Y(w)) = E(X | Y)(w) pour tout w € Q. On a donc démontré
que
E[Xf(Y)] = E[E(X [Y) f(Y)} (6)

pour toute fonction f telle que la variable aléatoire Xf(Y) soit d’espérance finie. Le résultat cherché en découle
avec f = 1.
@ La notion de probabilité conditionnelle sert a exprimer la probabilité d’une intersection sous forme
d’un produit :
P(ANB)=P(A|B)-P(B).

La propriété (6) en est I'analogue en termes d’espérance et donne la raison d’étre de I'espérance conditionnelle :
elle sert a reformuler I'espérance d'un produit de deux variables aléatoires et se réduit a I'égalité bien connue :
E(XY) = E(X) E(Y) lorsque les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

[3.b.] SiXetY sont des variables aléatoires de carré intégrable, alors le produit XY est d’espérance
finie et on déduit de la généralisation (6) que

E(XY) = E(E(X 1Y) -Y) = E(X E(Y | X))
(par symétrie). SIE(X | Y) = Yet E(Y | X) =X, alors

E(XY) = E(X?) = E(Y?).

E(XY) = y/E(X2){/E(Y2)

et donc (cas d’égalité dans l'inégalité de Schwarz) que X et Y sont colinéaires et de méme sens.
Comme E(X?) = E(Y?), on en déduit en fait que X =Y.

On en déduit que

# Toutes ces égalités entre variables aléatoires sont indifféremment vérifiées pour tout w € Q ou seule-
ment pour tout w dans un événement presque silr, c’est sans importance ici.



