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Structures algébriques

Exercice 1 23-01

Exercice 6 23-06

On considere deux éléments a et b de 'anneau A = 7Z
ou A = KI[X].

L’élément d est un pged de a et b si, et seulement si,
il existe deux éléments « et 3 premiers entre eux de A tel
que

a=dx et b =dp.

Exercice 2 23-02

Dans 'anneau A = Z ou dans ’anneau A = K[X], on
considere des éléments x1, X2, ..., Xn deux a deux premiers
entre eux.

On pose x =x1x2 -+ Xn et

V1<k<n,

Yk = H Xi

1<ign
i#k
de telle sorte que

V1<k<n, X = XkYxk et Xk/\‘gk:].

Alors les éléments ys, ..., Yn sont premiers dans leur
ensemble : il existe des éléments aq, ay, ..., a, de A tels
que

n
Z axyk = 1.
k=1

Exercice 3 23-03

Soit n > 2, un entier naturel. On note N, le nombre de
diviseurs de n (compris entre 1 et n inclus) et P, le produit
des diviseurs de n.

1. Le nombre N est impair si, et seulement si, n est un
carré parfait.

2. Enregroupant deux par deux les diviseurs de n dans
le produit P? pour former N produits égaux a n, on obtient

P2 =nMN.

Exercice 4 23-04

Calculer le pged de 1683 et 969. En déduire les couples
(x,y) € Z? qui vérifient les équations suivantes :

1. 969x — 1683y = 51 (on vérifiera que (7,4) est une so-
lution)

2. 969% — 1683y =102

3. 969x — 1683y = 84

Exercice 5 23-05

1. Déterminer les couples (x,y) € 72 tels que
23x + 46y = 3.
2. Déterminer les couples (x,y) € 72 tels que

23x + 56y = 3.

1. On considere I'équation
1B3x—7y =1

d’inconnue (x,y) € Z2.

1.a. Enremarquant que x + 1 est divisible par 7, déter-
miner une solution particuliere (xo,yo) avec 0 < xp < 7.
1.b. En déduire les autres solutions.

2. Résoudre de méme I'équation 13x — 7y = 2 d’incon-
nue (x,y) € Z2.

23-07

On considere deux entiers naturels a et b et on note
d = a /A b. Déterminer le pgcd des entiers

Exercice 7

a’=13a+5b et b’ =5a+2b.

23-08

Soient n, un entier naturel non nul, et p, un entier pre-
mier (distinct de n). Déterminer les nombres complexes z
qui vérifient les deux équations suivantes.

Exercice 8

zZ"+1=0 2P +1=0

On fera intervenir le pged d =n A p.

Exercice 9 23-09

1. EBtudier, suivant la valeur de l'entier n, le reste de la
division euclidienne par 6 de I'entier 5™.

2. Pour quelles valeurs de n le nombre A;, = 5™ +5n+1
est-il divisible par 6?

23-10

1. Pour toutn € N, déterminer le reste modulo 7 de 5™.
2. En déduire le reste modulo 7 de 197237 et les entiers
n pour lesquels 1972™ est congru a 4 modulo 7.

Exercice 10

Exercice 11 23-11
Déterminer le reste de 8'?74 modulo 5.

Exercice 12 23-12
Pour tout entier naturel n, I'entier

W — 3n+3 _ 44TL+2

est divisible par 11.

Exercice 13 23-13
Déterminer les entiers naturels n tels que

52" 45" =0 (mod 13).
Exercice 14 23-14

Déterminer les restes modulo 13 des entiers 5 pour
tout entier 0 < k < 5. En déduire que I'entier

Uy = 3]4n+1 + ]84n—1

est divisible par 13 pour tout entier n € IN*.
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Exercice 15 23-15

Exercice 23 23-23

Pour tout n € N, ’entier n? est congrua0,aloua4
modulo 8. En déduire les entiers relatifs x tels que

(5x+3)2—=1=0 (mod 38).

23-16
Résoudre I'équation x* + x + 6 = 0 dans Z/137Z.

Exercice 16

Exercice 17 23-17
Résoudre les systémes
{2x—4y—2 {3x—|—2y—1
x+5y =2 x— y=2
dans Z/6Z. x 7./ 6.
Exercice 18 23-18

Dresser la table de multiplication de 7Z/47. Résoudre
le systeme

dans (Z/47,)>.

Exercice 19 23-19

Dresser la table de multiplication de I’anneau Z/6Z.
En déduire les solutions de 1'équation 2x = 0 dans Z/6Z
et résoudre le systéme suivant dans (% /67)?.

2x +2y=4
5 + 3y =3

Exercice 20 23-20

1. Dresser la table de multiplication de ’anneau Z/5Z.
2. En déduire les solutions des équations

3x+4=0 2x+1=0

dans 7Z/5Z, puis résoudre le systéme suivant dans
(Z./57)?.
x +4y =1
{Zx +3y=2

3. Démontrer que I'équation x> + x + 1 = 0 n’a pas de
solution dans Z/57.

Exercice 21 23-21
Résoudre I'équation
x> =x
dans Z /127, puis dans Z/11Z.
Exercice 22 23-22

On considére 1’équation
x*+2x—3=0.

1. Résoudre I'équation dans Z/7Z.
2. Déterminer les diviseurs de zéro dans Z/217. En dé-
duire les solutions de I'équation dans Z/217.

1. Résoudre I'équation
2 —
x*—=3x+2=0

dans Z/57.
2. En déduire les entiers relatifs n tels que le reste de la
division euclidienne de n? — 3n par 5 soit égal a 3.

Exercice 24 23-24

1. Déterminer les entiers relatifs n tels que
n*+1=0 (mod?7)
puis les entiers relatifs n tels que
n*—1=0 (mod 7).
2. Quel que soit I'entier relatif n, I'entier
U, =nm>+1)n>—1)

est divisible par 42.

23-25

On pose ici K = 7Z /37 et on considere I'équation

Exercice 25

X2 +px+q=0

ou les coefficients p et q ainsi que l'inconnue x appar-
tiennent au corps K.

1. Déterminer successivement les couples (p,q) € K2
tels que I’équation étudiée admette O (resp. 1, resp. 2) pour
solution.

2. Pour quels couples (p, q) cette équation n’admet-elle
aucune solution?

23-26

Soient a et b, deux entiers naturels donnés. On
cherche les entiers x € Z qui vérifient le systéme suivant.

>

Vérifier que toutes les solutions sont congrues a un méme
entier xo modulo 99. En déduire I’ensemble des solutions
du systeme.

Exercice 26

a (mod 9)
b (mod 11)

23-27

On considere I'ensemble E des entiers relatifs x qui
vérifient simultanément les relations suivantes.

Exercice 27

(mod 5)
(mod 9)

x=2
x=2
1. Donner la forme générale des éléments de E.

2. Déterminer les éléments de E qui sont compris (au
sens large) entre —1000 et —500.

3. Quelestle pged de deux éléments consécutifs de E?
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23-28

On note S, 'ensemble des entiers relatifs x tels que

Exercice 28

x=1 (mod3) et x=2 (mod5).

1. Déterminer un entier x € S compris entre 0 et 10.
2. Démontrer que

V(iag,b)eSxS, (a—1)=(a—1)(b—1) (mod 15).
3. Déterminer les éléments de S.
Exercice 29 23-29

Résoudre le systeme suivant d’inconnue x € Z.
3x
2x
23-30

Pour tout entier n > 2, on note 7,,, le nombre d’en-
tiers premiers compris (au sens large) entre 1 et n et, pour
tout entier n > 1, on note py, le n-iéme entier premier.

On a dong, par exemple,

1 (mod 4)
4  (mod 5)

Exercice 30

P1 :Zapl :3»P3 :5>P5 =7...
On admet le Théoréme des nombres premiers qui énonce :
n
n ~ e
n—+oo fNn
En déduire un équivalent de p,, lorsque n tend vers +oo.

23-31

Un polyndéme P € K[X] est divisible par son poly-
ndme dérivé P’ si, et seulement si, il existe deux scalaires
«, p etunentiern > 1telsque P = «(X — ).

Exercice 31

23-32

Soitp > 2, unnombre premier. La valuation p-adique
d’un entier m est, par définition, égale a k si, et seulement
si, p* divise m et p**! ne divise pas m. Autrement dit,
vp(m) > k si, et seulement si, p* divise m.

1. Pour tout entier n € IN* et tout nombre premier p, la
valuation p-adique de n! est égale a

>[5

k=1

Exercice 32

2. Sin est assez grand, l'écriture décimale de n! se ter-
mine par une suite de 0. Combien?
23-33

On dit qu'un entier n est sans facteur carré lorsqu’il
peut se factoriser sous la forme

Exercice 33

n=p) Xp2 X Xpr

otl les px sont des nombres premiers deux a deux distincts.
Pour tout entier n € N*, on pose u(n) = 0 lors-
qu’il existe un nombre premier p tel que p? divise n et

M =1,m3 =my = 2,75 = Exercice 34 4.

pu(n) = (—1)" lorsque n est le produit de r nombres pre-
miers deux a deux distincts.
1. Onconsidere la factorisation d"un entier n > 2 en pro-
duits de facteurs premiers :

S
— X
n= | | Px
k=1

ot les oy sont des entiers naturels non nuls.
Alors I'entier n admet 2% diviseurs sans facteur carré

S wa =Y (3 -o

din =0

et

2. On définit une partition dénombrable de I = IN* x N*
en posant

VneN, I,={(p,q el:pg=n}.
On en déduit que
ISAYE SR CIAEE: md)y _
Z 2 Z Q> ) Z nz ) 1.
p=1 p q=1 n=1 “d|n
23-34
Le systéeme
6x + 7y = 30
x—-7y= 0
admet (28, 12) pour seule solution dans Z/37Z.
Exercice 35 23-35

Soient I = N* x IN* et
vneN, ILn={(p,q)el:pAq=n}.
Alors (In)n>1 est une partition de I et comme I'application
[, B) = (no,np)]
est une bijection de Iy sur I, alors

2 p;qz N ( 2 p21q2> (f TI4>

(pya)el n=1

23-36

Un entier n > 2 est un nombre de Carmichael lorsque

Exercice 36

VaeN*, a“=a (modn)

sans étre un nombre premier.
1. Rédiger une procédure en langage Python qui vérifie
si un entier n donné est, ou non, un nombre de Carmi-
chael.
2. Onsuppose quun nombre de Carmichael n admet un
facteur carré : il existe donc deux entiers p et m tels que
n = p?m. Avec a = 1 + pm, on obtient

a =1

(mod n) =1+4+pm (mod n),

ce qui est absurde : les nombres de Carmichael n’ad-
mettent pas de facteur carré.
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Exercice 37 23-37
11y a 24 éléments inversibles dans Z/78Z.
Exercice 38 23-38

Soit ¢ : A — B, un isomorphisme d’anneaux.
La bijection réciproque ¢ ' est un morphisme d’an-
neaux de (B, ®, ®) dans (A, +, ).

23-39

Soit (A, +, %, ), une algébre. Le commutant C, d'un
élément a € A, défini par

Exercice 39

={beA :a*xb=>bxal,

est une sous-algebre de A (pas nécessairement commuta-
tive).
23-40

On sait que (RRY, x) est un groupe. Démontrer que
I'ensemble G défini par

Exercice 40

G={x+V3y:xeNyeZ x*—-3y>=1}

est un sous-groupe de (R%, x).

23-41

Soit ¢, un morphisme d’anneaux de (A,+,*) dans
(B, +, ®).
1. L'image de ¢ est un sous-anneau de (B, +, ®).
2. Un élément x € A est inversible si, et seulement si,
son image @ (x) € B est inversible.

Exercice 41

23-42

Si@ : A — B est unisomorphisme d’algebres, alors
acAetp(a)eB

Exercice 42

23-43

Un entier a € Z est congru a b € Z modulon € N*
si, et seulement si, il existe un entier q € Z tel que

Exercice 43

a=qn-+b.

# D’apres https://www.cnrtl.fr/definition/congru,
ce qui est congru “convient exactement”, est "calculé au plus
juste”.

La relation de congruence modulo n € IN* est une re-
lation d’équivalence sur Z.

dm1608

Une racine n-iéme de l'unité est une racine primitive
lorsqu’elle engendre le groupe Us,.
Soitn > 1, fixé. Pour 0 < k < n, on pose

Exercice 44

Ck _ elikn/n c Un
et on note Gy, le sous-groupe de U, engendré par (y :

Gk = (lk) = {Ck,mGZ}

1. Le nombre complexe (i est une racine n-iéme primi-
tive si, et seulement si, les entiers k et n sont premiers entre
eux.

2. Décrire le sous-groupe de U, engendré par (.

rms128-198

Soit G, un sous-groupe du groupes des fonctions af-
fines (non constantes) de R dans R tel que toute fonction
de G possede un point fixe.

Démontrer qu’il existe un réel w qui est fixe pour tous
les éléments de G.

Exercice 45

rms128-436

On note ¢, l'indicatrice d’Euler. Trouver les n € N*
tels que @(n) divise n.

Exercice 46

rms128-454

Soient A et B, deux matrices de 9, (Z). On suppose
que leurs déterminants, respectivement notés a et b, sont
premiers entre eux. Démontrer qu’il existe deux matrices
U et V dans M, (R) telles que

AU+ BV =1,.

Exercice 47

rms130-468

1. Soit ¢, un isomorphisme du groupe G sur le groupe
H. Démontrer que x est un générateur de G si, et seulement
si, @(x) est un générateur de H.

2. Démontrer qu'un sous-groupe d’'un groupe mono-
géne est lui-méme monogene.

Exercice 48

Exercice 49 rms130-469

Soientn € N* ety € &,,, un cycle. Ecrire Y comme un
produit de transpositions.
rms130-470

Soit n € IN*. Déterminer les morphismes de (&, o)
dans (C*, x).

Exercice 50

rms130-471

Soit G, un sous-groupe fini de GL,(C) tel que G N
SL,(C) = {I,}. Démontrer que G est cyclique.

Exercice 51

rms130-1127

On considéere un nombre algébrique «, c’est-a-dire
un nombre complexe qui est racine d’un polyndéme non
nul a coefficients dans Z.

1. Démontrer qu'il existe un, et un seul, polyndme IT €
QIX], unitaire et irréductible sur Q, tel que TT(x) = 0. On
notera d, le degré du polynoéme TT.

Exercice 52

2. Onpose
Qa—1lal = {P(x), P € Qa—1[X]},
Q[od = {P(«), P € QIX]}.
Démontrer que Q] = Qq_1[«].

3. Démontrer que Qd 1[] est un sous-corps de C.
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Exercice 53 rms130-1128

Exercice 55 rms135-489

Soient m et n, deux entiers naturels non nuls.
1. Démontrer que : si m divise n, alors X™ — 1 divise
Xt —1.
2. Etudier la réciproque.

rms133-984

Soit (G, ), un groupe commutatif fini de neutre e et
de cardinal n. On écrit

N

o

n= | |pil)
i=1

la décomposition du cardinal n en produit de facteurs pre-
miers (les «; sont des entiers naturels non nuls). Pour allé-
ger les notations, on posera m; = p{*.

Pour tout entier d € IN*, on pose

Exercice 54

Ga={x€G:x?=e}.

1. Vérifier que G4 est un sous-groupe de (G, -).

2.  On suppose que l'entier d est premier a n. Que dire
du sous-groupe G4 ?

3. On considere le groupe produit

i=1

Démontrer que l'application f définie par
N
V(x1y.o0y%0) €T f(xh-‘-)xr):HXi
i=1

est un isomorphisme du groupe produit I sur le groupe G.
4. Onsuppose que #(G4) < d pour tout diviseur d de n.
4.a. Démontrer que, pour tout 1 < i < 7, il existe un
élément g; d’ordre 7; dans G.

4.b. En déduire que le groupe (G, -) est cyclique.

Soit n € IN*. Déterminer et dénombrer les sous-
groupes de Z/nZ.
rms135-490

Soit (G, %), un groupe fini d’élément neutre e. On sup-
pose que

Exercice 56

VxeQG, x? =e.

1. Le groupe (G, *) est abélien.
2. Soient H, un sous-groupe strict de Get a € G\ H. On
pose

aH = {ax*x, x € H}.

2.a. Lesensembles H et aH ont méme cardinal.
2.b. Les ensembles H et aH sont disjoints.
2.c. L’ensemble H U aH est un sous-groupe de G.

3. Lecardinal de G est une puissance de 2.
4. Calculer le produit des éléments de G.

rms135-492

Soit (G, -), un groupe abélien. On considére deux élé-
ments x ety de G en supposant que I'ordre a € N* de x et
l'ordre b € N* de y sont premiers entre eux.

1. Démontrer que l'ordre de xy est égal a ab.
2. Démontrer que le sous-groupe (xy) engendré par le
produit xy est 'ensemble

Exercice 57

H={x™-y" 0<m<a0<n<b}.

rms135-493

Soit G, un ensemble muni d'une loi de composition
interne associative . On suppose qu’il existe un élément
e € G tel que

Exercice 58

VxeG, x*xe=x

et que
x*xx =e.

Vx € G,Ix €aq,

Démontrer que (G, *) est un groupe.



STRUCTURES ALGEBRIQUES (SOLUTIONS)

Solution 1 23-01
Si d est un pged de a et b, alors

aA + bA =dA (1)
donc aA C dA et bA C dA. Ainsi, d divise a et b, donc il existe deux éléments « et 3 de A tels que

a=dx et b =4dp.
Mais on déduit aussi de (1) qu'il existe deux éléments u et v de A tels que
d=au+bv=d(ou+ pv).
» Sid # 0, alors on peut simplifier par d et en déduire que
ou+ pBv=1.
D’apres le Théoréme de Bézout, les éléments « et 3 sont premiers entre eux.

# Dans un anneau intégre (comme 7 ou comme K [X]), on peut simplifier par tout facteur non nul — qu’il soit inversible ou non.

» Sid =0, alors a =b =0 et on peut choisir x = 3 = 1.

# Ce second cas est sans aucun intérét mathématique, mais ce n’est pas une raison pour l'ignorer.

@ Réciproquement, supposons qu’il existe deux éléments « et 3 de A, premiers entre eux, tels que a = docet b = df3.
Il est alors clair que d divise a et b, donc

aA C dA et bA C dA.
Ainsi, dA est un idéal qui contient les deux idéaux aA et bA, donc

aA + bA C dA.

# Silet ] sont deux idéaux de A, alors 1+ ] est le plus petit idéal de A (pour la relation d’ordre partiel C) qui contienne a la fois
Let].

Par ailleurs, d’apres le Théoreme de Bézout, il existe deux éléments u et v de A tels que
oau+ pv=1.

On en déduit que
d=d(au+ pv) = au+bv € aA +bA

et donc que
dA C aA + bA.

# L'idéal dA engendré par d est le plus petit idéal (pour la relation C) qui contienne d. 1l est donc contenu dans aA + bA, qui
est un idéal qui contient d.

On a ainsi démontré que dA = aA + bA et donc que d était un pged de a et b.
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Solution 2 23-02

On procede par récurrence sur n.
@ [Initialisation pourn = 2
Si xq et x, sont premiers entre eux, alors y; = x2 et y, = x7 sont premiers entre eux.
. Hérédité
On suppose que, pour un certain entier n > 2, si les éléments x4, ..., X, sont deux a deux premiers entre eux, alors
les éléments yy, ..., Yn sont premiers dans leur ensemble.
On considere alors un élément x 11 tels que x1, X2, ..., Xn et X1 soient deux a deux premiers entre eux et on pose

vi<k<n, Gi= ] x=vk-xaa et o= J] x=x
1<ign+1 1<ign+1
iZk ign+1
Par hypothese, x,,;1 est premier a xx pour tout 1 < k < n, donc x4 est premier a leur produit :
Xn41 ANYngr = 1.

Il existe donc deux éléments a1 et by41 de A tels que

bn+1Xn+1 + Qnp1Ynt1 = 1.

Par hypothese de récurrence, les éléments ys, ..., Yyn sont premiers dans leur ensemble et, d’apres le Théoréme de
Bézout, il existe deux éléments ay, ..., a, tels que

Z axyYx = 1.
k=1

On en déduit que

n

n
1= <Z akUk) b 1Xns1 + Qi1 Ynit = ) @bni1Uk + an 11
-1 k=1

et donc (réciproque du Théoreme de Bézout) que les éléments U7, ..., Yn, Ynt1 sont premiers dans leur ensemble.

# Ce Théoreme sert d'une part a démontrer le Lemme chinois des restes (dont la mise en ceuvre pratique repose, comme cette
démonstration, sur la relation de Bézout) et d’autre part a démontrer le Théoréme de décomposition des noyaux.

Solution 3 23-03
1.

# La premiére question repose sur la décomposition d’un entier en produit de facteurs premiers. 1l est important de bien
comprendre en quels sens cette décomposition est unique. (Veuillez noter le pluriel.)

w- Cette décomposition est naturellement unique quand on I'écrit sous la forme d’un produit infini oit apparaissent tous les
nombres premiers : pour tout entier naturel n € IN*, il existe une, et une seule, famille (vy,)pc 5 d’entiers naturels presque tous
nuls tels que

n= p¥r.
tO

La condition "presque tous nuls” signifie qu’il n’existe qu'un nombre fini de nombres premiers p de valuation non nulle (v, > 1)
et, puisqu’il n’y a donc qu’un nombre fini de facteurs p¥v différents de 1, cette condition assure I’existence du produit.

w- Une autre écriture est possible et consiste a ne faire apparaitre que les facteurs premiers nécessaires a la décomposition de n,
c’est-a-dire ceux dont la valuation est supérieure a 1. Dans ce cas, on écrit

d
— Xk
n= | |Pk
k=1

oit les oy sont des entiers au moins égaux a 1 (les valuations), les py sont des nombres premiers (py € &) deux a deux distincts et
d, un entier naturel qui donne le nombre de facteurs premiers de n (qui dépend donc de n et est par exemple nul pour n = 1).
Cette expression est alors unique a l'ordre pres :

d

d

X

voces TDni = 11ri
k=1 k=1
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mais je n’imagine pas qu’on puisse étre assez agité du bonnet pour s’aventurer a de telles permutations.
a Sion ne se limite pas aux seuls facteurs premiers nécessaires, la décomposition de n n’est plus unique :

d d d+q
_ Xk 4313 0
n_llpk_llpkx ||Pk-
k=1 k=1 k=d+1

Mais la encore, je ne vois pas pour quelle raison on s’amuserait a faire apparaitre des facteurs fantomes.

@ En revanche, on peut décider arbitrairement de choisir une famille finie de nombres premiers deux a deux distincts (pi)1<k<a
et de considérer tous les entiers naturels non nuls n. qu’on peut décomposer a I'aide de ces seuls nombres premiers (et seulement ces
entiers n).

On s’intéresse alors a un ensemble E C N* tel que

d
VTLEE, Hl(kahgkngNd, TL:HP;ZK.
k=1

Cette factorisation est alors unique car les facteurs premiers qui interviennent ont été fixés une fois pour toutes.
@ En résumé, la décomposition d'un entier en produit de facteur premier est unique des lors qu’on impose une contrainte sur les
nombres premiers qui apparaissent :
— ils doivent tous apparaitre lorsque le produit est indexé par & (et ils apparaissent alors presque tous avec une valuation
nulle);
— on se restreint aux seuls facteurs nécessaires a la décomposition de n (ils apparaissent alors tous avec une valuation non
nulle);
— on choisit une famille finie (px)1<w<a de nombres premiers deux a deux distincts et on se limite aux entiers qu’on peut
factoriser a I'aide des nombres qu’on a choisis.

On consideére un entier naturel non nul n et on le décompose en produit de facteurs premiers :

d
_ (293
n=[]re*
k=1
On sait alors qu'un entier m est un diviseur de n si, et seulement si, il existe une famille d’entiers (1 )1<k<a tels que

d
m=]]pf* et VI<k<d, 0<Br<o.
k=1

@ L'unicité de la décomposition de m en produit de facteurs premiers assure qu'il y a autant de diviseurs de n que de
familles (Bk)]gkgd‘

#v Ici, on a imposé une contrainte sur la décomposition de m : utiliser tous les facteurs qui ont servi a décomposer n et seulement
ces facteurs. 1l y a donc bien unicité de la décomposition de m.

Pour chaque indice k, il y a donc (xx + 1) choix possibles pour By, il y a donc

d

N ZH(ka-l-”

k=1
diviseurs de n.

& Si un galopin s'amusait a introduire des facteurs fantdmes dans la décomposition de n (c’est-a-dire des facteurs py* avec
oy = 0), cela ne changerait rien a la valeur de N : si oy = 0, alors (o +1) = 1...

a- Sil’entier N est impair, alors chacun des facteurs dans cette décomposition est impair, donc chacune des valuations

oy est paire :
V]gkgd,ﬂakelN, oK = 2ax.

L’entier n peut alors se décomposer sous la forme

d d 2
n=IDvi = (1)
k=1 k=1

c’est donc un carré parfait.
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Réciproquement, si n est un carré parfait, alors il existe un entier m tel que n = m?. De la décomposition du facteur

a
a
m = H Prs
k=1
on peut déduire que
d
n= mZ _ H piuk
k=1
et donc que le nombre N de diviseurs de n est impair :

N:
k

(2ar +1).

d
=1

2. On considere la famille 2 = (dx)1<xgn des diviseurs de N, rangés par ordre croissant :
l=di<dy< - <dn_1<dn=n.

On peut démontrer (voir plus loin) que
VI<k<N, didnprx=mn.

#y Cette propriété permet de retrouver le résultat précédent.
a Sil'entier N est pair : N = 2q, alors la somme des deux indices est impaire

K+ (N+1—k)=2q+1

ce qui prouve que les deux indices k et (N + 1 — k) sont distincts! Les deux facteurs dy et dn1—x sont alors distincts et cela
prouve que N n’est pas un carré parfait.

- Sil'entier N est impair : N = 2q+1, alors on peut choisir k = (q+1) et dans ce cas, N+1—k = (2q+1)+1—(q+1) = q+1.
Onaalorsn =drdny1—x = dé 1 et nest un carré parfait.

En posant

N
P=T1]dw
k=1

on obtient
N

N 2 N
P2 = (Hdk> :Hdkx
k=1 J4

dg.
k=1 1

Avec le changement d'indice { = N + 1 —k,

N N
P = H die X dNy1—k = H didny1-x =nN.
k=1 k=1

#v La relation dydn41—x = n est plus simple a deviner (sur une figure) qu’a démontrer!
Elle est évidente pour k = 1 : le plus petit diviseur dy de n est égal a 1 et le plus grand diviseur dn de n est égal a n.
Supposons qu'il existe un entier 1 < k < N tel que

ddnir ok =m.

Comme dy.11 est un diviseur de n, il existe un entier q tel que dy1q = n. Ce quotient q est aussi un diviseur de n, donc il existe
un indice 1 <j < Ntel que q = d; etona
n= dk+1 dj .
Sij = N+1—k, alors dj > dny1—x et donc

HR
n=dik41d; > didj > didnyr—k = .

C’est impossible! Doncj < N +1—Xk.
Sij <N =k, alors dj < dN—k = d(ny1)—(k41)- Comme dn_y est un diviseur de n, il existe un quotient q' = dg tel que
n=dedn_x. Sil <k, alors dy < dy et

n = dedn_k < ddn—k < didNnp1—x HR o,

C’est impossible! Donc j > N — k et finalement j = N — k.
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Solution 4 23-04

1. Appliquons l'algorithme d’Euclide dans sa version Blankinship pour trouver le pged et résoudre simultanément
I'équation de Bézout.

1 0 1683 1 -1 714 1 -1 714 3 -5 204
0 1 969 ) 1e1,-1,\0 1 969) 1,1,—1;, \—-1 2 255/ 1,—21, \—-1 2 255

3 -5 204 19 33 0
Ll-L \—4 7 51 ) LyeL,—a1, \—4 7 51

On a ainsi démontré que

191683 —33-969 =0 et que —4-1683 +7-969 =51.

# L'algorithme de Blankinship consiste a écrire une succession de matrices de la forme

(Ax  Cx) € My ni1(Z) avec Ax € My (Z) et Cyx € Mn1(Z)

(5 D)) - ()

# ]l est important de remarquer que les opérations effectuées sur les lignes lors de cet algorithme se traduisent matriciellement
par des multiplications a gauche par des matrices dont le déterminant est égal a 1 (des transvections uniquement). Comme Ay = I,
on en déduit que det Ay = 1 pour tout k et donc que les matrices Ay sont des matrices inversibles dont I'inverse est aussi une
matrice a coefficients dans 7.

Cette propriété signifie que, pour toutes les matrices Ay, toutes les lignes sont constituées d’entiers qui sont premiers dans leur
ensemble (développer I'égalité det Ay = 1 par une ligne quelconque et interpréter avec le Théoréme de Bézout).

et comme invariant de boucle A Co = Cy.
Ici, on a donc démontré que

Par conséquent, 1683 A 969 = 51 mais aussi 1683 = 33 - 51 et 969 = 19 - 51.
Un couple (x,y) € Z? vérifie donc 969x — 1683y = 51 si, et seulement si,

969 - (x—7)—1683-(y—4)=0 c’est-a-dire 19-(x—7)=33-(y—4)

apres simplification par 51. Comme 19 et 33 sont premiers entre eux, on en déduit que (x,y) € Z? vérifie 969x — 1683y =
51 si, et seulement si, il existe un entier k € Z tel que

x =7+33k et y=4+19%.

2. Il suffit de remarquer que 102 = 2 - 51. Une solution particuliere de cette équation est donc (2-7,2 - 4) et, pour les
raisons exposées a la question précédentes, un couple (x,y) € Z? est solution de 1683x — 969y = 102 si, et seulement si,
il existe un entier k € 7Z tel que

x =14 4+ 33k et y=38+1%.

3. Comme 969 A 1683 = 51, on sait que
{969x — 1683y, (x,y) € Z*} = 9697 + 1683Z = 51Z.

Or 51 < 84 < 2-51, donc 84 n’est pas divisible par 51 et par conséquent I’équation 969x — 1683y = 84 n’a pas de solution
dans Z2.

Solution 5 23-05

1. Comme 46 = 2 - 23, 'expression 23x + 46y est divisible par 23, quels que soient les entiers x et y. Or 3 n’est pas
divisible par 23, donc I’équation n’a pas de solution.
2. On applique l'algorithme d’Euclide-Blankinship en effectuant successivement les opérations

Li L —-2L,, Lh«L,—2Ly, L1« L7—-3L, et L[,«1L,—3L;.
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1 0 56 1 -2 10 1 =2 10 7 =17 1 7 =17 1

0 1 23 o 1 23 -2 5 3 -2 5 3 —-23 56 0
On a ainsi démontré que 23 et 56 étaient premiers entre eux et que —17 - 23 + 7 - 56 = 1. Par conséquent, (xo,Yo) =
(3-(—17),3-7) = (—51,21) est une solution particuliére de ’équation 23x + 56y = 3 et, plus généralement, (x,y) € Z*
est une solution si, et seulement si, 23(x — xo) = —56(y — yo), donc (x,y) € Z? est une solution si, et seulement si, il

existe un entier k € Z tel que
x = —51 + 56k et y=21-23k.

#v La solution particuliére la plus simple est donc (5, —2) (avec k = 1).

Solution 6 23-06

l.a. Sil13x—7y=1,alors 13(x+1) =1+7y + 13 =7(2+y). Ainsi, 7 divise le produit 13(x + 1) et comme 7 A\ 13 =1,
alors 7 divise (x + 1) (Théoreme de Gauss). Avec 0 < x < 7, la somme x + 1 est divisible par 7 si, et seulement si, x = 6,
ce qui nous donne 7y = 13- 6 — 1 =77, c’est-a-direy = 11.

Le couple (x0,yo) = (6, 11) est une solution particuliere.

# L'algorithme d’Euclide-Blankinship donne une autre solution particuliere.

10 13 -1 21 -1 21

0 1 7)1Le—1342t,\0 1 7 * % 0
On voit ainsi (sans qu'il soit nécessaire de calculer les coefficients de la deuxiéme ligne) que (—1) -7 + 2 - 13 = 1 et donc que
(—1,—2) est une solution particuliere.

1.b. Le couple (x,y) € Z? est une solution si, et seulement si, 13(x — x0) = 7(y — yo). Comme 7 et 13 sont premiers
entre eux, on en déduit que (x,y) € 7Z? est une solution si, et seulement si, il existe un entier k € Z tel que

x=%y+7k=6+7k et y=yo+ 13k =11+ 13k.

# Avec k = —1, on retrouve la solution particuliere (—1,—2).

2. Une solution particuliere de 13x — 7y = 2 est donc (—2,—4) et (x,y) € Z? est une solution si, et seulement si, il
existe un entier k € Z tel que
x=—2+7k et y=—4+13k.

# Avec k = 1, on trouve la solution particuliére (5, 9).

Solution 7 23-07

Notons d’, le pgcd de a’ et b’.
Comme d divise a et b, il est clair que d divise aussi a’ et b’, donc d divise d’.
Réciproquement, on doit remarquer que

(2)=n() e a=(33).

Il est clair que det A = 1 et comme 1 est inversible dans 7Z, on en déduit que la matrice A est inversible et que son inverse
est aussi a coefficients dans 7 :
, 2 =5
1T _
A= (—5 13>

a) _ A a’\ [ 2a’'—5b’
b) b’}  \—5a’+13b’ /"

Comme d’ divise a’ et b’, on en déduit que d’ divise également a et b et donc que d’ divise d.
On a ainsi démontré (par "double divisibilité") que les pged d et d’ étaient égaux.

si bien que
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Solution 8 23-08

Considérons un nombre complexe z tel que z™ = zP = —1.

Le pged d = n A p est, par définition, un diviseur de p. Comme p est premier, il n’y a que deux cas possibles :

— oubien d =1 et, dans ce cas, n et p sont premiers entre eux;

— ou bien d = p et, dans ce cas, n est divisible par d, c’est-a-dire par p.

Premier cas

Sin et p sont premiers entre eux, alors (Théoréme de Bézout) il existe deux entiers a et b tels que an + bp = 1. On
en déduit que

7 = Z] _ Zanerp — (Zn)a . (Zp)b — (_1)a+b_

Si a + b est pair, alors z = 1, ce qui contredit I'hypotheése initiale z™ = zP = —1. Si a + b est impair, alors la seule
possibilité restante est z = —1, ce qui est cohérent avec '’hypothése de départ si n et p sont impairs.

Deuxiéme cas

Sin est un multiple de p distinct de p, alors il existe un entier q > 2 tel que n = qp et

2" = (2P)9 = (-1)9.

Si g est pair, on obtient z™ = 1, ce qui contredit I'hypothése z™ = —1. Si g est impair, alors la propriété zP = —1 entraine
nécessairement z" = —1.
Conclusion
On distingue finalement trois cas.
— Sin ou p est pair, alors il n’existe aucun complexe z tel que z™ = zP = —1;
— Si p et n sont impairs, alors
— ou bien n et p sont premiers entre eux et z = —1 est le seul complexe qui vérifie z" = zP = —1;
— ou bien n est un multiple impair de p et dans ce cas, les nombres complexes z qui vérifient z" = zP = —1

sont les p racines p-iemes complexes de —1:

expl(zk;JH)Tc (0<k<p).

Solution 9 23-09

1. DansZ/6Z,onab = —1,donc 5™ = (—1)" pour tout n € N.
2. Dans Z/6Z, on a donc A, = (—1)™ —n + 1 et les deux applications [n — (—1)"] et [n — —n], considérées comme
des applications de Z dans Z/6Z admettent 6 pour période commune.

# Si deux fonctions périodiques f et g admettent des périodes entieres Ty et T, alors elles admettent le ppcm To = Ty \V T, pour
période commune.

11 suffit donc d’écrire les six valeurs possibles de A, modulo 6.

n 0 1 2 3
5" 1 -1 1 -1
-n 0 -1 -2 3
An 2 -1 0 3

5
—1

AN =

1
1

On constate ainsi que A, est divisible par 6 si, et seulement si, n est congru a 2 modulo 6.

Solution 10 23-10

1. On calcule les puissances dans Z /77 de proche en proche tant que c’est nécessaire.

# On sait que la suite des puissances a™ calculées dans 7./N7 est périodique a partir d’un certain rang. Il suffit donc de les
calculer jusqu’a ce qu’on retrouve une valeur déja obtenue pour les connattre toutes.

Dans Z/7Z, on calcule en fait les puissances successives de —2.

n 0 1 2 3 4 5 6
5 1.5 4 -1 2 3 1

On déduit de 5° = 5° que 5%+¢ = 5% . 56 = 5 pour tout k € N. Par conséquent, si n = 6q + 1, alors 5™ = (5°)™ . 5" =57,

# Comme 7 est premier, 'anneau 7 /77 est un corps et le groupe (multiplicatif) de ses éléments inversibles contient six éléments
(= tous les éléments non nuls).
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Autrement dit, ¢(7) = 6 et 5° = 1 d’apres le Théoreme d’Euler. On pouvait anticiper le fait qu’il suffisait de calculer 5™ pour
0 < n < 7 pour connaitre toutes les puissances de 5.

Mieux ! Comme le Théoréme de Lagrange nous assure que I'ordre d'un élément divise I'ordre du groupe, on savait que I’ordre
de 5 était égal a 1,2, 3 ou 6 et il suffisait donc de calculer 5% et 53 pour conclure. (Il est clair que 5' # 1 et on sait déja, sans calcul !
que 5° =1.)

Cela dit, nos calculs ont montré que les puissances de 5 engendraient le groupe multiplicatif (Z/77Z)*, qui est donc isomorphe
au groupe additif 7./67 (puisque tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a 7/n7.).

2. On vérifie sans peine que 1972 = 281 - 7 + 5. Par conséquent, 1972°” = 5°7 (mod 7) et comme 57 = 9- 6 + 3, on
déduit de la question précédente que 5°7 =53 (mod 7), puis que

197257 = —1=6 (mod 7).
a Deméme, sin = 6q+r,alors 1972™ =5 (mod 7) et d’apres la question précédente, 5" =4 (mod 7) avec0 < v < 6

si, et seulement si, v = 2.
Autrement dit, 1972™ =4 (mod 7) si, et seulement si, I'exposant n est congru a 2 modulo 6.

Solution 11 23-11

Comme 5 est premier, ¢(5) = 4, donc x* = 1 pour tout x € Z/57Z. Pour tout exposant n = 4q + 1, on a donc x™ =
(x*)9 . x" =x" et comme 1974 =2 (mod 4), onadonc 8'774 =3'974 =32 =4 (mod 5).

# On sait que 1974 = 2 (mod 4) car c’est un nombre pair et qu’il y a eu une Coupe du monde de football en 1974 (les Jeux
Olympiques, c’était en 1972 et en 1976).
En effectuant les calculs, on obtient : 3° = 1,31 = 3,3% = 4 et 33 = 2, ce qui prouve que le groupe multiplicatif (7./57.)*
est engendré par 3. 1l s’agit ainsi d'un groupe cyclique d’ordre 4, il est donc isomorphe au groupe (additif) Z/AZ et au groupe
(multiplicatif) Us.

Solution 12 23-12
Dans Z/11Z,

Par conséquent,
Up =3%-3"—42. (4")=5.3"—5.3" =0,

Autrement dit, u,, est divisible par 11.

Solution 13 23-13
Dans Z/13Z,ona 5% = 1,5" =5,52 = —1,53 = —5 et 5* = 1. Par conséquent, modulo 13, la suite de terme général 5*
est périodique de période 4.

Posons donc la division euclidienne de n par 4 :

n=4q+r etparconséquent 2n =4(2q)+ 2r.

On a donc
520 450 = (5%)9 .57 4 (5%)29 .52 =57 £ 52" = 5" 4 (—1)" (mod 13).

Le reste r peut prendre quatre valeurs seulement, il suffit de les passer en revue!

504+ (=1)° =2 (mod 13), 5" +(=1)'=4 (mod 13),
524+ (=12 =0 (mod 13), 55+ (=13 =—6=7 (mod 13).

Par conséquent, l'entier 5°™ + 5™ est divisible par 13 si, et seulement si, 'entier n est congru a 2 modulo 4.

Solution 14 23-14
Dans Z/137Z,

50=1, 5'=5 52=—1 5 =-5 5"=1.

Par conséquent, la suite de terme général 5* est périodique de période 4.
De plus, 31 =5+26 =5 (mod 13) et 18 =5+ 13 =5 (mod 13) et donc, puisque 5* =1,

U =5 454t = (55 (5T .5 =5 457
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# Comme 13 est premier, I'anneau 7./137 est un corps et tout élément non nul est inversible, ce qui nous autorise a écrire 57
sans avoir calculé cet inverse au préalable.
On remarque que 5 x 8 = 1 (mod 13), donc5~! =8 (mod 13) et finalement u, =0 (mod 13).

# Comme d’habitude, si on n’est pas bon aux devinettes, on peut trouver l'inverse modulo p d’un entier n premier a p en
résolvant I'équation de Bézout an 4+ bp = 1.

Solution 15 23-15

Dans Z/87Z,ona: 0% =0, (£1)2 =1, (£2)? =4, (£3)> =1et4? =0.
Par conséquent, (5x +3)? =1 (mod 8) si, et seulement si, 5x + 3 = &1 ou 5x + 3 = +3.
Comme 5 et 8 sont premiers entre eux, alors 5 est inversible modulo 8 et on vérifie sans peine que 5 = 1 (mod 8).

# Sion n'a pas d'inspiration, on peut résoudre rapidement I'équation de Bézout 5a + 8b = 1, qui nous dit que (la classe modulo
8 de) a est I'inverse de (la classe modulo 8 de) 5.

Par conséquent, I’équation 5x + 3 = c équivaut a x + 15 = 5c¢, c’est-a-dire x = 5¢c + 1.
L’équation admet donc quatre solutions : 0, 2, 4 et 6.

# Variante
Comme 5 = —3 (mod 8) et que 3> =1 (mod 8),

VxeZ/87Z, (5bx+3)2—1=(-3x+32—-1=3*x—-1P2—-1=x—-172—1=(x—2)x.

Les entiers n et (n — 2) ont méme parité, quel que soit n € Z. Par conséquent,
— si n est impair, alors le produit n(n — 2) est impair et ne peut donc étre divisible par 8;
— si au contraire n est pair, alors n(n — 2) est le produit de deux entiers pair consécutifs, donc I'un des deux est divisible par
4 et le produit est divisible par 8.
Les solutions sont donc (les classes modulo 8 de) 0, 2, 4 et 6.

Solution 16 23-16

Dans z/13z,ona 2 -7 = 1, ce qui permet d’écrire le polynéme du second degré sous forme canonique et de le factoriser.
Pour tout x € Z/137Z,

X +x+6=x+2-7x+6=(x+7)?—43=(x+7)? =22 = ((x+7) = 2)((x+7) +2) = (x +5)(x + 9).

Comme 13 est premier, I'anneau Z/13Z est un corps et x%2 4+x + 6 = 0si, et seulement si, x = —5 oux = —9 = 4.

# 1l n’y a pas de diviseur de zéro dans un corps. Par conséquent, un produit est nul si, et seulement si, l'un des facteurs est nul.

Solution 17 23-17
Comme 4 = —2 (mod 6) et5 = —1 (mod 6), le premier systeme est équivalent a

2x + 2y =2 4y = -2

X— Y=2 L1L-2L, | Xx— y= 2

Dans Z/6Z,1'élément 4 n’est pas inversible. En écrivant la liste des éléments de la forme 4q, on constate que 1’équation
4y = —2 = 4 admet deux solutions : y = 1 ety = 4. La seconde équation nous donne x = 2 + y, donc le systeme admet
deux solutions : (3,1) et (0,4).

@ En effectuant 'opération Ly « L; — 3L, sur le second systéme, on obtient

5y =1
x— y=2

et doncy = —1 (puisque 5 = —1) et x = 2 + y = 1. Ce second systéme admet donc une seule solution : (1,—1).

#v La différence entre les deux systémes s’explique par leurs déterminants : le déterminant du premier systeme est égal a 2 (modulo
6) et n’est donc pas inversible; le déterminant du second systeme est égal a 1 (modulo 6) et donc inversible, ce qui permet de résoudre
le systeme a I'aide des formules de Cramer.
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Solution 18 23-18

Voici la partie significative de la table.

N O N
— N W

y
x=2
x=23

On y retrouve que 3 est inversible dans Z/47 et que 3 - 3 = 1. L'opération L; + 3L; est donc licite sur ce systeme
d’équations, qui est donc équivalent au systeme

x—y=1 P TR X— Yy
{x+y:1 C’est-a-dire a { 2y

Comme 2 n’est pas inversible dans Z/4Z, il faut se fier a la table de multiplication pour résoudre : I'équation 2y = 0
admet deux solutions (O et 2) et x =1 +y.
Le systeme admet donc deux solutions : (1,0) et (3,2).

1
0 (L —~ L, —1Ly)

Solution 19 23-19

On calcule comme une machine...

R v R |<
|
ANO AN
W o wo |l w
(NN NN
—NwAa|x

|
G W

On lit sur la table que 1’équation 2x = 0 admet (exactement) deux solutions dans Z /6% : 0 et 3.
@ On applique l'algorithme du pivot en respectant les particularités du calcul dans Z/6Z.

#o Les éléments 2, 3 et 4 ne sont pas inversibles !

2x +2y=4 2x +2y=4 4y =2
5x + 3y =3 11,214 x— y=1re1,-2, | x— y=1
D’apreés la table de multiplication, 'équation 4y = 2 admet deux solutions: y =2 ety =5 = —1. Commex =y + 1, on

en déduit que les solutions sont les couples (3,2) et (0, 5).

# Le déterminant du systeme est égal a 4, qui n’est pas inversible dans 7 /67. C’est pourquoi on trouve plus d’une solution.
(Avec un second membre différent, on aurait pu n’avoir aucune solution.)

Solution 20 23-20
1.

R X R |
1
B W N
w = AN
N = W
— oW A

2. On déduit de la table de multiplication que 3 x 2 = 1, donc 2 et 3 sont inverses 1'un de l'autre dans Z/5Z.

# Rappels de cours
Dans Z./nZ, la classe de a est inversible si, et seulement si, a et n sont premiers entre eux.
Pour trouver un représentant de la classe inverse, il suffit de résoudre I'équation de Bézout : si au+nv = 1, alors la classe de
u modulo n est I'inverse de la classe de a modulo n.
1l n’y a donc aucune nécessité a calculer la table de multiplication de 7./57 pour traiter cette question !

@ Par conséquent, 3x = —4 équivaut a x = —8 = —3 (multiplication par 2) et 2x = —1 équivauta x = -3 = 2
(multiplication par 3).
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@ On applique I'algorithme du pivot avec les regles de calcul spécifiques a Z/57.

3x + 4y =1 X+ 3y =2
{2x+3y:2N{2x+3y:2 (Ly « 2Ly)
+ 3y =2
N{X 33 -2 (Ly « —Ly +2L4)

On en déduit que x =0 (L; «+ L; — L) ety =4 (multiplication par 2).

# Les opérations de pivot pour résoudre un systeme "linéaires” sont les mémes dans tous les anneaux :
— échange de deux lignes;
— transvection Ly — Li + 3 5 ajL5;
— multiplication par un élément inversible L; « al;.
Dans un corps, il suffit que a # 0 pour que a soit inversible.

#y De méme, les formules de Cramer sont vraies dans tous les anneaux, a condition de remplacer det S # 0 (condition spécifique
aux corps) par det S inversible.
1l est facile de vérifier que le déterminant du systéme résolu ici est égal a 1, ce qui nous donne

1 4
2 3

31

_1-1.
x=1 ‘ [

‘—_5—0, y—11.’ ‘—4_
3. Comme 3 est l'inverse de 2,

X2Hx+1=x242.3x)+1=(x+32—-9+1=(x+3)>-2.

Par conséquent, x% +x + 1 =0si, et seulement si, (x + 3)? = 2.

#v La mise sous forme canonique d'un polyndme de degré deux est possible dans tout anneau de nombres oit 2 est inversible. On
est alors ramené a trouver les éléments de I'anneau qui sont des carrés (pour résoudre une équation de la forme y* = a).

Mais pour touty € Z/5Z, on a y? € {0,1,—1}, donc I'’équation y*> = 2 n’a pas de solution dans Z/57Z et I’équation
x* +x+1 = 0non plus.

Solution 21 23-21

Dans 7/127, le plus simple est de calculer le cube de chaque élément et de comparer. En remarquant que x3

seulement si, (—x)3 = (—x), il suffit d’étudier la moitié des éléments de Z/127Z.

=xsi, et

x 0 1 2 3 4 5 6
x2 0 1 4 -3 4 1 0
x> 0 1 —4 3 4 5 0

L’équation x3 = x admet donc neuf solutions : 0, +£1, £3, +4, +5.

# Comme 12 n’est pas premier, 'anneau 7./127 compte des diviseurs de 0, il n’est donc pas étonnant qu’'une équation polyno-
miale de degré 3 admette plus de trois diviseurs.
On peut aussi remarquer que 12 = 2%.3 est composé avec un facteur de valuation supérieure i 2. De ce fait, I'élément 6 = 2.3
est nilpotent (d'indice 2) dans 7/127.

@ Comme 11 est premier, 'anneau Z/11Z est un corps et n’a donc pas de diviseur de zéro. Il est donc plus efficace de
factoriser le polyndme que de passer en revue les différentes valeurs de x.
Comme X3 — X = X(X2 — 1) = X(X — 1)(X + 1), I’équation x> = x admet trois solutions dans Z/117:0, 1 et —1.
Solution 22 23-22
1. DansZ/77Z,

X +2x—3=x"+2x+1—4=(x+1)2=22=((x+1) = 2)((x + 1) +2) = (x — 1)(x + 3).

Comme 7 est premier, alors Z /77 est un corps et n’a donc pas de diviseur de zéro. Par conséquent, x* + 2x —3 = 0 si, et
seulementsi, x =1 oux = —3.
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2. Comme 21 = 3 x 7, les multiples de 3 et les multiples de 7 sont des diviseurs de 0 :
Vxe€Z, B3xx)x7=(7xx)x3=0 (mod 21).
Ainsi, 3,6,7,9,12=—-9,14 = —7,15 = —6 et 18 = —3 sont des diviseurs de zéro dans Z/21Z. Plus précisément,
Ix7=6x7=9%x7=9.
Par conséquent, x> + 2x — 3 = (x — 1)(x + 3) = 0 dans Z/217 si, et seulement si, x = 1 ou x = —3 ou

(x—1,x +3) € {(£3,47), (£6,+7), (£7, +3), (+7, +6), (+7, +9), (+9, +7)}.

# En tout, 24 possibilités ! 11 serait ridicule de les passer en revue une par une, puisqu’il n'y a que 21 éléments dans I'anneau
7./217 ! On va donc discuter sur la premieére composante de chaque couple : il n'y a que 8 possibilités.

x—1 3 -3 6 —6 7 —7 9 -9
x+3 7 1 10 -2 =10 -3 -8 -5
Solution oui non non non non oui non non

On a donc quatre solutions dans Z/21Z : 1, -3 = 18,4 et 15 = —6.

Solution 23 23-23
1. DansZ/5Z,ona3 x 2=1,donc 2 admet 3 = —2 pour inverse.

# Comme 5 est premier, tout élément non nul de 7 /57 est inversible. Mais cela ne nous garantit pas de savoir trouver rapidement
son inverse !

Par conséquent, pour tout x € Z/5Z,
X2 =3x+2=x>+2x+2=(x+1)2+1

donc
X2 —3x+2=0 & (x+1)2=-1.

# La mise sous forme canonique d'un polynome de degré deux est possible dans n'importe quel anneau, il suffit que 2 soit
inversible.

Il reste donc a résoudre y2 = —1 dans Z/5Z. Or 12 = (—1)2 =1 et 2> = 32 = —1, donc
x*—3x+2=0 & x+1=2 ou x+1=3.

Les solutions sont doncx = 1 et x = 2.

# Si K est un corps, I'équation P(x) = 0, oit P est un polyndme de degré d a coefficients dans K, admet au plus d racines
distinctes dans K.
En revanche, si A est un anneau, une équation polynomiale de degré d i coefficients dans A peut avoir plus de d solutions.
(Contrairement a un corps, un anneau peut avoir des diviseurs de zéro.)

2. Le reste de la division euclidienne de n? — 3n par 5 est égal a 3 si, et seulement si,
n?—3n+2=n*-3n—-3=0 (mod5).

D’apres la question précédente, les solutions de cette équation sont les entiers de la forme 1 + 5k ou de la forme 2 + 5k
pour k € Z.
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Solution 24 23-24

1. Le plus simple consiste a calculer x> lorsque x parcourt Z/77.

0 2 3 =3 =2 -
x> 0 1 4 2 2 4 1
0 T -1 1 =1 -1

On voit alors que n® + 1 =0 (mod 7) si, et seulement si, n = 3,n =5 oun = 6 modulo 7, puis que n®> — 1 =0 (mod 7)
si, et seulementsi,n =1, n=2oun =4 modulo 7.

# Comme 7 est premier, alors 7./77 est un corps et par conséquent une équation polynomiale de degré 3 admet au plus trois
racines distinctes.
Bien entendu, x> = 1 si, et seulement si, (—x)* = —x> = —1 : il suffit de résoudre une équation pour en déduire les solutions
de I'autre.

2. D’apres la question précédente, quel que soit n € 7Z, 'un des trois facteurs de u,, est congru a 0 modulo 7, donc u,
est divisible par 7.
Par ailleurs, X3 —1 = (X —1)(X2 + X+ 1) et X3 +1 = (X +1)(X? — X + 1) (souvenirs de la somme géométrique), ce
qui prouve que
Up=M—Tnm+1Mm> +n+1)n? —n+1).

En particulier, u,, est divisible par trois entiers consécutifs : (n — 1), n et (n + 1). Au moins l'un de ces trois entiers est
pair; exactement I'un de ces entiers est divisible par 3. Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, le produit (n —1)n(n+1)
est donc divisible par 2 x 3 = 6.

Comme 6 et 7 sont premiers entre eux, on en déduit que u,, est divisible par 6 x 7 = 42.

Solution 25 23-25

1. L'élément O est solution si, et seulement si, ¢ = 0 (et p quelconque). On a donc trois couples solutions : (0,0), (1,0)
et (2,0).

a [’élément 1 est solution si, et seulement si, 1 +p + g = 0. On a donc encore trois couples solutions : (0,2), (1,1) et
(2,0).

@ Dans 7Z/37, on sait que 22 = 1et2 = —1.L’élément 2 est donc solution si, et seulement si, p = q + 1. On a donc trois
couples solutions : (1,0), (2,1) et (0, 2).
2. Ily a trois éléments dans le corps Z/37Z, donc les couples (p, q) pour lesquels il existe au moins une solution ont
tous été trouvés : ce sont les six couples précédents.

Il y a neuf couples dans IK?, les couples pour lesquels il n’y a aucune solution sont donc :

0,1, (1,2), (22).

# Dans 7./37, il y a deux carrés : 0 = 0% et 1 = 12 = (—1)2, mais 2 n'est pas un carré. Les couples pour lesquels il n’y a pas de
solution sont aussi ceux pour lesquels le discriminant A = p? — q est égal a —1.

Solution 26 23-26

Si l'entier xo € Z est une solution de ce systéme, alors 1’entier x € Z est une solution si, et seulement si, la différence
(x —xo) est congrue a 0 modulo 9 et modulo 11.
Comme 9 et 11 sont premiers entre eux, un entier est divisible par ¢ et par 11 si, et seulement si, il est divisible par
9 x 11 =99.
a Un entier x est donc solution si, et seulement si, il existe un entier k € 7 tel que x = xo + 99k.

Solution 27 23-27

1. Ilestclair que 2 appartienta E!
@ Comme 9 est un multiple de 3, si x =2 (mod 9), alors x = 2 (mod 3). La premiére équation est donc sans objet et
il s’agit donc de résoudre un systeme de trois équations.

x =2 (mod 5), x =2 (mod 7), x=2 (mod9).

@ Un entier x € 7Z appartient donc a E si, et seulement si, la différence (x — 2) est congrue a 0 modulo 5, modulo 7
et modulo 9. Comme 5, 7 et 9 sont deux a deux premiers entre eux, un entier est divisible par 5, par 7 et par 9 si, et
seulement si, il est divisible par le produit 5 x 7 x 9 = 315.
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Par conséquent, un entier x € Z appartient a E si, et seulement si, il existe un entier k € 7Z tel que x = 2 + 315k.

# Comme py =5, pp = 7 et p3 = 9 sont deux a deux premiers entre eux, les produits q1 = pops = 63, q2 = p1p3 =45 et
q3 = p1p2 = 35 sont premiers dans leur ensemble. L'algorithme de Blankinship nous donne

—3Xx63—2x45+8x%x35=1.
On pose donc e; = —3 x 63 = —189, e = —2 x 45 = —90 et e3 = 8 x 35 = 280 pour avoir
(e1,e2,e3) =(1,0,0) (mod 5), (er,ez,e3)=(0,1,0) (mod7), (er,ez,e3)=1(0,0,1) (mod 9).
On en déduit que I'entier a - eq +b - ex + c - e3 est une solution particuliere du systeme
x=a (mod5), x=>b (mod 7), x=c¢ (mod 9),
quels que soient les entiers a, b et c.

2. Pour k variant de —4 a —1, l'entier 2 + 315k prend les valeurs —1258, —943, —628, —313. Les éléments de E compris
au sens large entre —1000 et —500 sont donc —943 et —628.
3. Six <y sont deux éléments consécutifs de E, alors la différence y — x est égale a 315.

Le pgcd d de x et de y divise (par définition!) x et y, donc il divise la différencey —x =5 x 7 x 9.

Par définition, un entier appartenant a E n’est divisible ni par 3, ni par 5, ni par 7.

# Un entier n est divisible par p si, et seulement si, n =0 (mod p).

Comme 3, 5 et 7 sont des nombres premiers, on en déduit que x est en fait premier a5, a7 eta 9 = 32.

# Sip est un nombre premier, alors il n'y a que deux possibilités : ou bien un entier n est un multiple de p; ou bien cet entier n
est premier a p.
En effet, le pgcd n. /\ p est un diviseur de p, donc il ne peut qu’étre égal a 1 ou a p.

Donc d, qui est en particulier un diviseur de x, est premier a 5,a 7 eta 9. Et comme d divise 5 x 7 x 9, on en déduit
finalement que d = 1.
Ainsi, deux entiers consécutifs de E sont premiers entre eux.

Solution 28 23-28

1. Les entiers congrus a 2 modulo 5 compris entre 0 et 10 sont 2 et 7. Il est clair que 7 est aussi congru a 1 modulo 3.
2. Soient a et b, deux entiers appartenant a S. Par définition,a—1 =0 (mod 3) etb—2 =0 (mod 5). Par conséquent,

(a—1)(b—2)=0 (mod 3) et (a—T1)(b—2)=0 (mod 5).

Comme 3 et 5 sont premiers entre eux, un entier est divisible par 3 et par 5 si, et seulement si, il est divisible par 3x5 = 15.

Par conséquent,
(a—T1)(b—2)=0 (mod 15)

c’est-a-dire
(a=N[b-1=1]=(a=N(b=1)—(a—1)=0 (mod 15)

ou encore
(a=1)(b—=1)=a—1 (mod 15).

3. Comme 7 € S, un entier x appartient a S si, et seulement si,
x=7 (mod3) et x=7 (mod}5)

c’est-a-dire si la différence (x — 7) est divisible par 3 et par 5, c’est-a-dire (voir plus haut) divisible par 15.
Un entier x € Z appartient donc a S si, et seulement si, il existe un entier k € 7Z tel que x =7 + 15k.
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Solution 29 23-29

Dans 7Z/47,1'élément 3 = —1 est son propre inverse, donc

3x=1 (mod4) & x=-—1 (mod 4).
Dans Z/5Z, il est clair que 2 x 3 = 1, donc
2x=4 (modb5) & 2x=—-1 (mod5) & x=-3=2 (mod)5).
I s’agit donc de résoudre le systéme suivant.
{x=-1 (mod4), x=2 (mod5)}.
@ Sixg € Z est une solution de ce systéme, alors x est une solution si, et seulement si,
x—%xo =0 (mod4) et x—%o =0 (mod 5).

Comme 4 et 5 sont premiers entre eux, cela équivaut au fait que la différence x — x¢ soit divisible par 4 x 5 = 20.
@ Pour trouver une solution particuliére xo, on résout ’équation de Bézout associée aux entiers 4 et 5. Comme 5 —4 =
1, on pose e; =5 et e; = —4 de telle sorte que

eg=1 (mod4), e; =0 (mod5), e2=0 (mod4), e;=1 (mod?5).

On en déduit que
xo=—1-e1+2-e2=—13=7 (mod 20)

est une solution particuliere.
On a démontré que x € Z est une solution du systeme considéré si, et seulement si, il existe k € 7Z tel que x = 7+20k.

Solution 30 23-30

11 est prudent de traduire cet équivalent sous la forme d"une limite :

lim O™ g

n—-+oo n

# On peut toujours composer des limites, on ne peut pas toujours composer des équivalents.

Par définition, 7t = n pour tout entier n > 1 et comme I'ensemble des nombres premiers est infini, on sait que la
suite (pr ) tend vers +oco. Par composition de limites, on a donc

lim 0P g )
n—-+oo pn
et aussi (e
lim 2P g (1)

n—+oo {npy
puisque {n fnx = o({nx) lorsque x tend vers +oo.
A nouveau par composition de limites (continuité de fn en 1), on déduit de (x) que

lim nan+nhinp, —np, =0,

n—+oo

ce qu’on peut aussi écrire sous la forme

mn—Ipy+olnpn) = ofl)

—+00

en tenant compte de (}).
Comme ¢nn et {np, tendent vers +oco, on en déduit que

nn =npy + o(npy), c’est-a-dire {np, ~ fnn.

En revenant a (%), on en déduit enfin que

Pn ~ ninn.
n—+oo



Structures algébriques

Solution 31

Si le polyndme P est constant, alors P’ est le polyndme nul et, dans ce cas, P’ divise P si, et seulement si, P = 0. On
supposera dans la suite que P n’est pas constant.

@ Par linéarité de la dérivation, on peut supposer que le polynéme P est unitaire.
@ On considére un polyndéme P de degrén > 1.
existe 3 € K tel que

Le polyndme dérivé P’ divise le polynome P si, et seulement si, il existe un polynome Q € K[X] tel que P = QP’.
En comparant les degrés, on obtient deg Q = 1 et en comparant les coefficients dominants de P et de P/, on montre qu’il

p—X"Pp
n

a Premiere méthode. Si K est un sous-corps de C, on peut identifier le polynéme P a une application polynomiale
de R dans C et 'équation (x) peut alors étre traduite en équation différentielle :

vxeR, yl)- Py =0
n
ce qui nous donne

VxeR, ylx)=(x—-p)"
différentielle.

# On a supposé que le polyndme P était unitaire, ce qui détermine la constante d'intégration dans la résolution de I'équation
polyndmes irréductibles unitaires :

a Deuxieme méthode. Quel que soit le corps KK, le polynéme (unitaire!) P admet une décomposition en produit de

P=]]rm
k=1
d’ot1 on déduit .
P / R /
=) Mgy
avec la formule de Leibniz.

la fraction rationnelle P'/p.

(1)
Comme les Ry sont irréductibles, R AR =1 et I'égalité () donne en fait la décomposition en éléments simples de

Mais la relation (x) nous donne une autre expression de cette décomposition en éléments simples :

P’ n

P X—p
L'unicité de cette décomposition prouve alors que la factorisation de P ne fait apparaitre qu’un seul facteur irréductible :
Ry = (X —B) avec la multiplicité m; =n. Donc P = (X —3)™.
@ Troisieme méthode.

Partant de la relation (%), on démontre par récurrence que

Proposée par Thomas Heinrich
vkeN, p—XZPpuen,
n—k
Comme P est un polyndme unitaire de degré n, alors P(") = n! et
p_XZB X=B X=B _ pm
n n—1 n—m-1)
X"

@ Quatriéme méthode. On suppose que la caractéristique de KK est strictement supérieure a n. L'application

¢ KnlX] — Kn([X]
P (X—B)P
est un endomorphisme de K, [X]. Dans la base

‘%B = (])(X*B))(X*B)Z))(X*B)n))
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la matrice de ¢ est diagonale :
Maty, (@) = Diag(0,1,2,...,n)

et comme les valeurs propres sont deux a deux distinctes, chaque sous-espace propre de ¢ est une droite vectorielle :
vog<k<n, Ker(p —kI) =K - (X — B)¥.

La relation (x) signifie que P est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre n. Par conséquent, les solutions
de () sont les vecteurs du sous-espace propre

Ker(op —nI) =K - (X—p)".

Solution 32 23-32

1. L’entier n € N* est fixé.
@ Pour tout entier k € N, on consideére les ensembles

Cx={mel,n] : vy(m)

K}

Dy ={mell,n] : vp(m) >k} = |_| Cq.
0>k

Ces ensembles possédent les propriétés suivantes :
(P1) Silentier k est assez grand pour que p* > n, les deux ensembles Cy. et Dy sont vides.
(P2) La famille (Cy)xen est une recouvrement disjoint de 'intervalle [1,n].

(P3) Pour toutk € N,
Dy = Cy U Dyyq et donc #(Dy) = #(Cx) + #(Dy+1).

# Un recouvrement disjoint de Q est une famille (Ey)ic1 de parties deux a deux disjointes de Q) telles que

Q:|_|Ei.

i€l
Une partition de Q est un recouvrement disjoint (E;)icr oit chaque E; est distinct de Iensemble vide.

@ On en déduit que

vp(nl) = Z Vp(m) (p est un nombre premier)
m=1
+o0
= Z k#(Cy) (sommation par paquets avec (P1) et (P2))
k=0
+oo
= Z k(#(Dy) — #(Dy41)) (transformation d’Abel avec (P3))
k=1
+o0o +o0o
= Z k#(Dy) — Z(k — D#(Dy) ((P1) et changement d’indice)
k=1 k=2
+o0o +oo
=#D1)+ ) #(Di)=) #Du).
k=2 k=1

@ [’ensemble Dy est constitué des multiples de p¥ inférieurs a n. Le cardinal de Dy est donc égal a q si, et seulement
si,
1<1-pF<2-pf<qg-pf<n<(q+1)-p~

Autrement dit,
VkeN, #(Dy) = [n] p~.

# On avait observé que Dy était vide lorsque p* > n.

On en déduit enfin que

+oo
vVneN*, vp(nl) = {nJ
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pour tout nombre premier p.
2. L'entier n! est divisible par 10 si, et seulement si, il est divisible par 2 et par 5, donc pour tout entier n > 5.
La formule de Legendre nous dit que v, (n!) est une fonction croissante de n et une fonction décroissante de p. Par
conséquent,
Vne N vs(n!) < va(nl).

De ce fait, si vs(n!) > d, alors n! est divisible par 24 et par 54, donc par 109 (puisque 2 et 5 sont premiers entre eux).
L'écriture décimale de n! se termine donc par vs(n!) chiffres 0.

Solution 33 23-33

1. Les diviseurs de n sont les entiers de la forme

S
[Ive*
k=1
otl les exposants i sont des entiers tels que 0 < Bx < ax. Ce sont des diviseurs sans facteur carré si, et seulement si,

I1'y a donc 2 valeurs possibles (0 et 1) pour chaque exposant [3; et comme il y a s exposants, il y a donc exactement 2°
diviseurs de n sans facteur carré.
@ Parmi les diviseurs d de n, on distingue donc :
— les diviseurs d ayant au moins un facteur carré, pour lesquels p(d) = 0;
— les diviseurs d sans facteur carré, au nombre de 2°, pour lesquels p(d) = £1.
Classons les diviseurs sans facteur carré en fonction du nombre de leurs facteurs premiers (c’est-a-dire en fonction du
nombre 1 d’exposants Bx égauxa 1) :
— il y a un seul diviseur sans facteur premier : 1 (tous les 3 sont nuls);
— ilyas = (7) diviseur avec un seul facteur premier : les py (I'exposant By est égal a 1 et tous les autres 3 sont
nuls);
— engénéral, il ya (}) diviseurs avec r facteurs premiers (on choisit r exposants 3y parmi les s exposants possibles
pour leur affecter la valeur 1, les autres exposants prenant la valeur 0);
— il y a un seul diviseur avec s facteurs premiers : d = [ [} _; p« (tous les By sont égaux a 1).
On a ainsi réalisé une partition de I'ensemble des diviseurs sans facteur premier de n et par conséquent

> u(d) > o0+ > ua

dln din din
avec facteur carré sans facteur carré
s
= > n(d)
=0 din

sans facteur carré
avec 1 facteurs premiers

3 (1)
0 din

sans facteur carré'
avec 1 facteurs premiers

()
r=0

@ Sin > 2, alors s > 1 et d’apres la formule du binéme,

%)

T

r=0

Attention, I'entier n = 1 n’admet aucun facteur premier et la discussion précédente est sans objet dans ce cas. On
constate seulement que
D wd)=p() =1
al
(puisque 1 est le produit de r = 0 nombres premiers deux a deux distincts).
2. Lapplication
[(p,q) = pql
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vade I = N* x N* dans N*, donc la famille (I,,)nen~ réalise bien une partition de I (chaque élément de I appartient a
un, et a un seul, des sous-ensembles I,).
@ Considérons la famille réelle

et la partition (C,)pen+ de I définie par
VPEN*) Cp:{(p)q)a qE]N*}

(on aura compris que C,, est la Colonne d’abscisse p).
Pour tout p € IN¥,

T (gl _ 1
V(P>Q) € C‘p) |up,q| = ? qz < ?
donc la sous-famille (lw, 41)(p,q)ec, est sommable, de somme
R o 11T} | S
LY - q? S 6 p2

puisque |p(q)| < 1 pour tout entier q > 1

Comme la série )} o}, est absolument convergente, on en déduit que la famille (u, 4)(p,q)e1 est sommable (premier
théoreme de Fubini).

@ D’apres le second théoréme de Fubini appliqué a la partition (Cp, )pen- de I,

Z upq—Z(( Z upq>

(p,q)el p=1 “(p,q)eCyp

z(z 2y

=1 q= 1 q

-(ZH(E5)

p=1 q=1

@# Comme la famille (1w, q)p, q)e1 est sommable, alors pour chaque n € N¥, la sous-famille (u, ), q)e1,, est som-

mable et sa somme vaut (@ (@)
. uq) uiq
2 W= ) S5 =) o
(p,q)€ln (P,q)€ln qin

D’apres le second théoréme de Fubini appliqué a la partition (In)nen~,

S wa=3( 5 wa)

(p,9q) n=1 (p,q)€ln
“+o00o < )
n=1 *gn
D’apres la premiére question,
1(q) i(q)
12 =1 et Vn>2, 2 =0.
ql1 qln
& On a ainsi démontré la Formule d’inversion de Mébius :
(f 1)(*2“’ u(q)> iy
2 2 )~
S P o q

Solution 34 23-34

Comme 37 est premier, alors K = 7Z/377 est un corps et la théorie des systemes linéaires s’applique sur K comme elle
s’applique sur R ou sur C.
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Par la méthode du pivot

Dans le corps 7,/377, on a €(3) # ¢(0), donc €(3) est inversible et I'opération de pivot (L; « [€(3)]7'Ly) en
* est donc légitime. Remarquer que, comme 21 et 30 sont multiples de 3 dans Z, il est inutile & ce stade de calculer
explicitement [%'(3)] 7.

6x + 7y = 30 21y = 30
{3x—7y— 0 N{3x— 7y = 0 (b= b =2La)
N 7y =10 N
x—-7y= 0
7y =10
N{3x=10 (LZ(*LZ"_L])

Le systeme est maintenant découplé, il ne reste plus qu’a résoudre (séparément) les deux équations qui le constituent.
Comme %(3) # €(0) et €(7) # €(0), alors les deux coefficients % (3) et € (7) sont inversibles dans Z/377, donc le
systéme admet une, et une seule, solution qu’on obtient en explicitant les inverses de % (3) et de €(7) par résolution de
I'équation de Bézout.
Avec une méthode quelconque (éventuellement le concours de la calculatrice), on obtient

3x25—2x%x37=1 et 7x16—3x37=1
donc [€(3)]7" = %(25) et [€(7)]~" = %(16). Par conséquent, I'unique solution du systeme est

(25 x 10,16 x 10) = (28,12) (mod 37).

A= 5)

6x(—7)—3x7=-63=11 (mod 37).

Avec les formules de Cramer
Le systeme étudié a pour matrice

dont le déterminant est égal a

Comme % (11) # ¥(0), alors €(11) est inversible dans Z/37Z, donc le systéme admet une, et une seule, solution, qui est
donnée par les formules de Cramer.

1x = ‘300 _77‘ —12 (mod 37)
1y = ‘g 300’ _ 21 (mod 37)
Il reste a calculer [£(11)]7 ! : les opérations de pivot
R R
~ <_13 Tg _41> (L2 L2 —3L4)
montrent que 3 x 37 — 10 x 11 = 1 et donc que [¢'(11)]~' = €(—10). Par conséquent,

x=—10x12=28 (mod 37) et y=-10x21=12 (mod 37).

Solution 35 23-35

Quels que soient les entiers naturels non nuls p et ¢, le pged de p et q est supérieur a 1, donc il existe un, et un seul,
entier naturel n = p /A q € N* tel que (p, q) € I,,. La famille (I, )nen+ est donc une partition dénombrable de 1.
a Soit (e, B) € I1. On pose (a,b) = (ne,nf).
Quels que soient x et y dans Z,

ax + by =n(ox + fy) € n7Z

donc aZ + bZ C nZ.
Réciproquement, comme « et 3 sont premiers entre eux, il existe deux entiers u et v tels que xu + v = 1. On en
déduit que
n=nx1=n(acu+ pv) =au-+bv e aZ + bZ.
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Par conséquent, nZ C aZ + bZ.
Finalement, on a nZ = aZ + bZ, ce qui prouve que (a, b) € I,, et donc que l'application est bien définie de I; dans
L.
@ Comme l'entier n n’est pas nul et que I'anneau Z est integre, ’application («, ) — (na, nf3) est injective.
@ Enfin, si (a,b) € I, alors il existe deux entiers x et 3 tels que a = no et b = nfp. En outre (Bézout), il existe deux
entiers u et v tels que
n=au+bv=n(oau+ pv).

Comme n # 0 et que I'anneau 7 est integre, on en déduit que
au+pBv=1

et donc que («, 3) € Ir.
Cela prouve que l'application («, ) — (na,nf3) est surjective de Iy sur I,.
@ Pour tout (p,q) € I, on note u,, 4 = /p242. On remarque (une fois pour toute) que (up, q)(p,q)e1 st une famille de
réels positifs et on consideére la partition (J,)pen- de I définie par

VPG]N*, ]p:{(p»q)> C[E]N*}

Up,q = O<p12)

et comme } /2 est une série convergente de terme général positif, on en déduit que la sous-famille (1, q)(p,q)e, est
sommable.
@ Pour tout entierp > 1,

@ Pour tout q € N fixé,

(2
Op = Z up,q:r()z)

(p,q)€Jp

ce qui prouve que la famille de réels positifs (0} )pen+ est sommable.
D’apres le théoréme de Fubini, la famille (w;, q)(p,q)e1 €st sommable et

+oo
Y upg=) op=1[1Q2)
p=1

(p,q)el

@# Comme la famille (w; q)(p,q)e1 €st sommable, alors pour chaque entier n > 1, la sous-famille (up, q)(p,q)e1, est
sommable et

[aznzzf[ > up,q}zf[;l > up,q}

n=1"(p,q)€ln n=1 (p,q)el;
=((4) Z Up,q
(p,a)el

puisque, en utilisant la bijection étudiée plus haut,

1 1 1 1
L T L TraEmpR w2

(a,b)€ln (e,B)ED (x,B)ED;

Solution 36 23-36

1. Il s’agit, semble-t-il, de vérifier une infinité de propriétés (pour tout a € N*...), ce qu'un ordinateur ne sait pas faire!
Cependant, si a = b (mod n), alors a* = b* (mod n) pour tout entier k € N. Par conséquent, pour vérifier que

a™ = a (mod n) pour tout a € IN*, il suffit de vérifier cette relation pour tout 0 < a < n.IIn’y a donc qu'un nombre
fini de vérifications a effectuer.

@ On suppose connue une fonction booléenne estPremier(n) qui retourne True si, et seulement si, 'entier n est
premier.

@ La fonction suivante calcule a™ comme le terme de rang n de la suite géométrique de raison a et de premier terme
1.

def puissance(a, n):

p=1 # Initialisation : po =1
for i in range(n): # Itération : V 0<i<mn,
p = p*xa # Pir1 = api

return p # pn=a”
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On modifie cette fonction pour calculer a™ modulo n en réduisant modulo n chague puissance calculée, de maniere
a ne manipuler que des entiers compris entre 0 et (n —1).

def puissanceModn(a, n):
p=1
for 1 in range(n):
p = (p*xa)%sn # Réduction modulo n
return p

On pourrait rendre ce calcul plus efficace avec l'algorithme d’exponentiation rapide, d’autant plus efficace que
I'exposant n est grand.
a Si'entier n est premier, ce n’est pas un nombre de Carmichael.
S’il est composé, on vérifie si a™ = a (mod n) pour chaque entier 2 < a < n.
— S'il existe un entier a tel que a™ # a (mod n), on sort de la boucle dés qu’on en trouve un (en retournant False).
— Sinon, la boucle va jusqu’a son terme et on termine en retournant True.

def estCarmichael(n):
if estPremier(n):
return False
else:
# Cas ol l’entier ?n? est composé
for a in range(2, n):
# La vérification échoue pour a™ # a (mod n).
echec = (puissanceModn(a, n)!=a)
# On arréte la vérification au premier échec.
if echec:
return False
# 0n n'arrive ici que si a™ =a (mod n)
# pour tout 0 < a<n.
return True

2. Onsuppose qu’il existe deux entiers p et m tels que n = p>m et on pose a = 1+pm. D’apreés la formule du bindme,

at=(1+pm)" =1+ (T]L)pnﬂ— kgz <2) (pm)*.

Or () =n, donc (7)pm est divisible par n et pour tout entier k > 2, le terme

1
(E) (pm)* = (p*m) [(Dpk‘zmk_‘}

eN

est divisible par n = p2m. Ainsi a™ =1 (mod n).
Mais par hypothese, a™ = a (mod n), c’est-a-dire

a=14+pm (mod n).
Comme p > 2, alors 0 < pm < p?m =mn, donc pm # 0 (mod n), donc
T+pm=#1 (modn)

et la contradiction est établie.

Ainsi, un nombre de Carmichael n’est pas divisible par le carré d'un entier et en particulier, la décomposition en
produit de facteurs premiers d’'un tel nombre est de la forme p1p; - - - p» olt les facteurs premiers pj, ..., pr sont deux a
deux distincts.

. Pour information, les nombres de Carmichael inférieurs a 10 000 sont les suivants.

561 =3.11.17 2821 =7.13.31
1105 =5.13.17 6601 =7.23.41
1729 =7.13.19 8911 =7.19.67

2465 =5.17.29
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Solution 37 23-37

On cherche la liste des éléments inversibles de Z/78Z, c’est-a-dire des entiers 0 < a < 78 qui sont premiers & 78.
Or78 =2-3-13, donc a est premier a 78 si, et seulement si, a est premiera 2, a 3 eta 13.
Comme 2, 3 et 13 sont premiers, I'entier a est premier a 78 si, et seulement si, a ¢ 2Z et a ¢ 3Z et a ¢ 13Z.
@ On va donc procéder de la maniere suivante :
— on constitue la liste des entiers 0 < a < 78;
— on supprime de cette liste les entiers multiples de 2;
— puis les multiples de 3
— et enfin les multiples de 13.
@ En pratique, on consideére une liste de booléens (bi)o<i<7s et supprimer l'entier i consiste a affecter la valeur False
au booléen b;.

n =78
diviseurs = [2, 3, 13]
premiers = [True]l*n
# Pour chaque diviseur d de n,
for d in diviseurs:
# U'entier m parcourt 1’ensemble des multiples de d
# qui sont strictement inférieurs a n.
m=20 # mo=0
while (m<n):
premiers[m] = False
m +=d # myg=me+d=(k+1)m

a [l reste a constituer la liste des indices 0 < i < 78 pour lesquels le booléen b est resté a la valeur True.
inversibles = [i for i in range(n) if premiers[i]]

@ Variante
On peut aussi parcourir la liste des entiers 0 < i < 78 et, pour chacun d’eux, vérifier s’il s’agit d"un multiple d'un
des diviseurs de 78 : I’entier i est un multiple d'un diviseur de 78 si, et seulement si,

3de{2,3,13}, i=0 (mod d)

for i in range(n):
multiple = False
for d in diviseurs:
multiple = multiple or (i%d==0)
premiers[i] = not(multiple)

ou encore :
vde{2,3,13, 1#0 (mod d).

for i in range(n):
premier = True
for d in diviseurs:
premier = premier and (i%d!=0)
premiers[i] = premier

@ Généralisation
@ Pour étendre le calcul précédent au cas d’un entier naturel n quelconque, il faut savoir calculer la liste de ses facteurs
premiers.
En admettant que la fonction diviseurs_premiers(n) retourne la liste des diviseurs premiers de n, I'étude précé-
dente conduit a la fonction suivante.

def inversibles_modulo(n):
diviseurs = diviseurs_premiers(n)
premiers = [Truel*n
for d in diviseurs:
m=0
while (m<n):
premiers[m] = False
m += d
return [i for i in range(n) if premiers[i]]
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@ Chaque entier n peut se décomposer en produit de facteurs premiers :
no=2m2.3ms . 5ms . .

ot les multiplicités m; sont des entiers naturels presque tous nuls.

@ Pour chaque nombre premier p, on va effectuer la division de n par p : si cette division tombe juste, on enregistre
I’entier p et on continue la recherche.

a Pour 'entier

(ot p1 < p2 < -+ < pr), On va passer en revue les nombres premiers jusqu’a pj, enregistrer la valeur de py, remplacer
X1 par
K2 -
Xz_pz p?‘)

passer en revue les nombres premiers jusqu’a p,, enregistrer la valeur de p,, remplacer x, par

— M
Xs_ps-”.....prf

et ainsi de suite.
@ On a besoin d"une fonction qui retourne le quotient de n = xj par pL* lorsque p = px est un facteur premier de n.
Pour cela, il est inutile de calculer uy : il suffit de diviser n par p = px tant que c’est possible.

def purger(n, p):
q=n//p
while (q%p==0):
q=4a//p
return q

Le code précédent suppose que I'argument n est divisible par I'argument p puisqu’il calcule le quotient de n par p
sans vérifier si le reste est nul.
@ Terminaison de l’algorithme
— Sil’entier xy est composé, on sait qu’il admet un diviseur premier py tel que

Prk—1 <px et Pignk-

En particulier, si x, est composé, alors x, = p¥™ avec . > 2 et 'algorithme s’arréte a 'étape suivante avec
v
Xrg1 = 1.
— Sil’entier x, nest pas composé, c’est qu’il est premier x, = xx. Dans ce cas, k = 1, x, = p) et u, = 1:1a recherche
T
des facteurs premiers est alors finie.

def diviseurs_premiers(n):
L =11l
X =n
if (x%2==0):
L.append(2)
X = purger(x,2)
p =3
while (px*2<=x): # Tant que x est composé...
if (x%p==0):
L.append(p)
X = purger(x,p)
# Siw.>2, alors x,po7 =1.
#Si w, =1, alors x, =p, <p2.
p += 2
if (x>1): # Cas p, =1
L.append(x)
return L

w Efficacité de I’algorithme
Apres avoir trouvé p1, ..., pk—1, on passe en revue les entiers impairs supérieurs a px_1 : le plus petit diviseur de

— M
Xk. _pkk ..... p.t"r

est forcément premier, puisqu’il s’agit de px. Autrement dit, deux cas peuvent se présenter :
— sip divise x, il est forcément premier;
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— si p ne divise pas x, peu importe que p soit premier ou non!
Ainsi, pour chaque nombre impair p, on effectue seulement
— une division euclidienne (pour vérifier si p divise x)
— et une multiplication (pour vérifier si la boucle while doit se poursuivre).
On ne cherche surtout pas a vérifier si p est premier ou non : ce serait aussi long qu’inutile.

Solution 38 23-38

On considére un isomorphisme d’anneaux
¢ : (A +,%) = (B, @, ©).

Cette bijection admet une bijection réciproque

Pp:B—A
telle que
VxeA, doolx)=x, 2
VyeB, ¢oily)=y. ®)
@ Additions
Soient y; et y, dans B. On pose alors
x1=P(y1) €A et x2=1P(y2) €A
de telle sorte que
yr=o¢(x1) et yz=elx2)
par (3).
Alors
Yy ®y2) =P (ex1) ® @(x2))
=P (e(x1 +x2)) (@)
=X1+X2 (par (2))
=P(y1) +¥(y2)
ot I'égalité (a) provient du fait que ¢ est un morphisme d’anneaux.
@ Multiplications
On reprend les mémes notations.
Yy ®y2) = (e(x1) ® @(x2))
=P (@(x1 xx2)) (b)
=X1]*xX2 (Par (2))

=P(y1) xb(y2)
ot I’égalité (b) provient elle aussi de la propriété de morphisme de .
@ Unités
Enfin, comme @(14) = 1 (puisque ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux), on peut déduire de (2) que

V() =vop(la) =1a.

a- Ces trois propriétés montrent que 1, bijection réciproque de ¢, est bien un morphisme d’anneaux de (B, ¢, ®) dans
(A, +,%).

Solution 39 23-39

Il est clair que ¢, C A.
@ Par définition de I'élément neutre (pour *),

axla=Ta%a

donc 1 € €,.
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@ Quels que soient x et y dans €,

ax*(x*xy)=(axx)xy (associativité)
=(xxa)xy (car x € €4)

x* (axy) (associativité)

=xx*(y=xa) (cary € %a)
(x+xy)*a (associativité)

donc le produit x * y appartient aussi a €,.
@ Dans une algebre, les deux lois internes + et * sont associatives mais il existe une sorte d’associativité étendue qui
assure que
A-x)xy=A-(x*xy)=xx*(A-y)

quels que soient les vecteurs x et y, quel que soit le scalaire A. Cette propriété sera notée (AE) dans le raisonnement
suivant.
Quels que soient x et y dans %, quel que soit A € K,

A-x+y)lxa=A-x)xa+(y*a) (distributivité)
=A-(x*xa)+ (yx*xa) (AE)
=A-(a*xx)+ (ax*y) (carx € Gq ety € €,)
=ax(A-x)+ (axy) (AE)
=ax(A-x+y) (distributivité)

donc la combinaison linéaire A - x 4+ y appartient aussi a €.
@ Ainsi, le commutant €, est bien une sous-algebre de (A, +, %, -).

#v Dans 64, tous les vecteurs commutent au vecteur de référence a (par définition méme de €,), ce qui ne veut pas dire que les
vecteurs commutent entre eux !
Dans A = M3(R), si on prend a = 13, alors €q = M3(R), ce qui montre bien que le commutant de a n’est pas toujours une
sous-algebre commutative.
Cela dit, les regles de calcul sur les puissances montrent que

Vae A, Kla] C %,

et il arrive que €4 = K[al. Dans ce cas, €4 est bien une sous-algebre commutative (car la sous-algebre K [a] des polynomes en a
est, elle, toujours commutative.)

Solution 40 23-40

Pour des raisons techniques, nous allons procéder dans le désordre, en commengant par établir les propriétés les plus
simples et non pas par ce qui serait logique, c’est-a-dire en vérifiant que ’ensemble G est une partie de IR’ qui est stable
par x.

@ Comme la multiplication est associative sur R, elle est en particulier associative sur G.

w Ilestclairquel=1++v3-0etque1?—3-0?2=1,donc1 € G.

. Supposons que le réel x + /3y appartienne a 'ensemble G. Il est alors clair que le réel x — /3y appartient aussi a G
et comme

x? —3y? = (x—\/gy)(er\/gy) =1>0,

les deux facteurs sont non nuls et de méme signe.
Siy € N, alors x + v/3y > 0 (puisque x et y sont positifs) et par conséquent x — /3y > 0.
Si, au contraire, —y € N, alors x — v/3y > 0 (puisque x et —y sont positifs) et par conséquent x + v/3y > 0.
Bref, tout élément de G appartient a R%_ et son inverse en tant qu'élément de R, :

(x+V3y) ' =x—V3y

appartient aussi a G.
: Considérons enfin deux éléments z; = x7 + \@y1 etz =x) + \Ey 2 dans G et calculons leur produit :

2122 = (x1%2 + 3y1Y2) +V3 (x1y2 +x2y1) .

EZ E€Z



Structures algébriques 33

Comme z; et z, sont strictement positifs, alors

0<V3yrl<x1 et 0<V3lyal<x2

dong, par produit,
3ly1yal < xixz

et donc x1x2 + 3y1y2 € N.
D’autre part,

(x1%2 +3y1Y2)? — 3(x1Y2 +%2y1)? = x7x3 + 9yTy3 — 3x7y3 — 3x3y7
=x}(x3 —3y3) — 3yi(x3 — 3y3)

= x% — 3y% =1.
On a bien prouvé que le produit z;z, appartenait a G et donc que G était un sous-groupe de (R, x).

# On peut vérifier que G est le sous-groupe engendré par 2 + /3, c’est-a-dire
G={2+V3)", nez}

(en vérifiant que H = {{nz, z € G} est un sous-groupe discret de (R, +)).

Solution 41 23-41

1. Soit By = ¢.(A), I'image de 'anneau A par le morphisme ¢. Nous allons montrer que By est un sous-anneau de
(B, ®, ®) avec la caractérisation habituelle.

a Tout d’abord, il est clair que ¢.(A) est contenu dans B.

@ Ensuite, par définition des morphismes d’anneaux,

Is = @(1a) € @.(A).
@ Enfin, quels que soient x et y dans By, il existe u et v dans A tels que
x=¢(u) et y=oH).
D’apres les propriétés des morphismes,

x—y=ou)—oeV)

=@(u—v) caru—v=u-+n-vavecn = —I

€ @«(A) car A est stable par différence
x®@y=ou) eV

=@(uxv) morphisme

€ «(A) car A est stable par *

Tout cela prouve que @.(A) est un sous-anneau de (B, &, ®).
2. Six € Aestinversible, alorsil existey € A tel que x xy =y xx = 15 et comme ¢ est un morphisme d’anneaux,

Px)@ey) =px*xy)=0yxx) =0y) @ o(x) =@(1a) =1s

donc @(x) est un élément inversible de B, dont I'inverse est @ (x ).
w Réciproquement, si @(x) est un élément inversible de B, alors x = @' [(p(x)} est un élément inversible de A (en
tant qu'image d’un élément inversible de B par un morphisme d’anneaux de B dans A, on vient de le vérifier).
On en déduit que : si @ : A — B est un isomorphisme d’anneaux, alors x € A est inversible si, et seulement si, @ (x)
est un élément inversible dans B.

Solution 42 23-42

ont méme polynéme minimal (sils en ont un).
Comme @ est un morphisme d’algebres, on sait que

VP e KX, ¢(P(a))=P(¢(a)).
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Premiére version
Si Py est le polyndme minimal de a, alors Po(a) = 0a et par suite

Po(@(a)) = ¢(0a) = Os,

donc Py est un polyndéme annulateur de b = ¢(a). De ce fait, b admet un polynéme minimal et ce polynéme minimal
divise Py.
Réciproquement, si Qo est le polyndme minimal de b, alors Qo (b) = Op et comme ¢ est un isomorphisme d’algebres,

Qo(a) =Qo(e (b)) =@ "(Qo(b)) = ¢ '(0p) =04

donc Qg est un polyndme annulateur de a. Comme précédemment, on en déduit que le polynéme Py (= polynome
minimal de a) divise le polyndéme Q.

On a ainsi démontré que Py et Qo étaient associés (ils se divisent I'un I'autre). Comme ils sont tous deux unitaires
(par convention), ils sont en fait égaux.
Deuxiéme version

Pour tout polynéme P, on sait que

et par conséquent,

P(b) =0 & P(a) €Kerep
& P(a) =0a (car ¢ est injective)
ce qui prouve que les idéaux annulateurs de a et de b sont égaux.

Or le polyndme minimal est 'unique générateur unitaire de 1'idéal annulateur (en supposant que cet idéal ne soit
pas réduit a {0}), donc a et b ont méme polynéme minimal.

Solution 43 23-43
Réflexivité
Pour tout entier a € 7Z,

a=0xn+aq,

donc a est congru a a modulo n.
Symétrie
Si a est congru a b, alors il existe q € Z tel que

a=qn+b
et par conséquent
b=(—qn+a.
Comme —q € Z, on en déduit que b est congru a a.
# Grice a cette propriété de symétrie, on dit plutot a et b sont congrus modulo n que a est congru a b modulo n.

Transitivité
Si a est congru a b et si b est congru a c, alors il existe deux entiers relatifs q; et q; tels que

a=qn+b et b=qgyn+c.

Par conséquent,
a=(qi+q)n+c
——

[S/4

donc a est congru a c.
w La relation “est congru modulo n a” est donc une relation d’équivalence.
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Solution 44 dm1608

1. Si (x engendre Uy, c'est-a-dire si Gy = Uy, alors en particulier ¢y € Gy, donc il existe un entier m € Z tel que

2in m 2ikmmt

eXpT:Q = (. =exp

c’est-a-dire
2i(km — 1)
exp ————— =1
n

donc 2i(km — 1)7/n est un multiple entier de 27 : il existe un entier q tel que km —1 = qn. Comme il existe deux entiers
m et g tels que
km—nq =1,

alors k et n sont premiers entre eux (BEZOUT).
Réciproquement, comme (. € U, le groupe engendré par (i est un sous-groupe de U,. Et si k et n sont premiers
entre eux, alors (BEZOUT encore) il existe deux entiers m et q tels que km +nq =1, donc

(1 =exp 2%71 = exp M = (exp ?)m exp 2iqm = ¢

€ Gyg.
Comme U, est engendré par (;, pour tout élément u € Gy, il existe un entier { tel que
u=_C5 = (M =t e Gy,

ce qui prouve que U, C Gy. Finalement, on a bien U, = Gy.
2. Passons au cas général : si d est le pged de k et n, alors il existe deux entiers ng et 0 < ko < ny, premiers entre eux,
tels que n = dny et k = dko. Dans ces conditions,

2ikm 2iko7t
Cx = exp = exp

Mo

et la question précédente montre que (x engendre le groupe Uy, .
# On a en quelque sorte démontré que les sous-groupes de U, sont les groupes de la forme U.y,, olt m divise n.
@ On présente maintenant quelques exemples.

Les racines cinquiémes de 1'unité
Tous les entiers 1 < k < 5 sont premiers a 5, donc (i engendre Us.

Les racines huitiemes de 1'unité o
Les entiers 2, 4 et 6 ne sont pas premiers a 8, donc les sous-groupes engendrés par (, (4 et (¢ = (, sont des
sous-groupes stricts de Us.

Les racines dixiémes de 1'unité o o
Les entiers 2, 4, 5, 6 et 8 ne sont pas premiers a 10. Seuls les sous-groupes engendrés par (1, (3, (7 = (3 et (o = (4
sont égaux a Uso.
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Les racines douziémes de l'unité - o
Seuls 1, 5, 7 et 11 sont premiers a 12, donc seuls les sous-groupes engendrés par (i, (s, {7 = (5 et {171 = (5 sont
égaux a Uj,.

SIS,
] 4

Les racines trentiémes de 1'unité
Comme 30 =2 x 3 x 5, seuls les entiers 1,7, 11,13, 17, 19, 23 et 29 sont premiers a 30. Les figures qui correspondent
a (1, C7, (11 et C13 ne sont pas légendées, faute de place!
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Solution 45

rms128-198

Considérons f € G : il existe un réel a # 0 et un réel b tels que
VxeR, f(x) = ax+b.

Sia=1,alors:



Structures algébriques 38

— oubien b =0 et tous les réels sont fixes par f = Iy ;
— oubien b # 0 et f n’a pas de point fixe, ce qui contredit I'hypothese f € G.

Sia # 1, alors f admet un, et un seul, point fixe & = %.

# Une application affine non constante réalise une bijection de R dans R, il faut donc comprendre que la loi de composition
interne considérée ici est le produit de composition o.
Sif(x) = ax + b (avec a = 0), alors la bijection réciproque de f s’exprime : =1 (x) = %/q — ¥/a.
Si on adjoint les fonctions constantes a G, I'ensemble des fonctions affines de IR dans R est muni d’une structure de groupe
pour I'addition des fonctions.

@ Considérons deux éléments f et g de G, distincts de Ir (en supposant que le groupe G n’est pas réduit au neutre :
G # {Ig}). Il existe donc quatre réels a ¢ {0,1}, b, c ¢ {0, 1} et d tels que

vVxeR, f(x) =ax+b et g(x)=cx+d.

1

Comme G est un groupe pour o, on en déduit que le commutateur f~' o g~! o f o g appartient aussi a G. Or

ad—d+b—-bc

VxeR, (fﬁlogflofog)(x)zx-i- ac

D’apres la discussion initiale, cette fonction affine appartient a G si, et seulement si,
ad—d+b—bc=0

ce qui revient a supposer que

ou encore a supposer que f et g ont méme point fixe.
. On a ainsi démontré que : si f et g sont deux éléments de G qui ont des points fixes distincts, alors f ' o g='ofog
est un élément de G qui n’a pas de point fixe — ce qui contredit ’hypothese sur G.
Autrement dit, deux éléments quelconques de G distincts de 1’élément neutre Ir ont méme point fixe. Il existe donc
un réel w tel que
vVfegG, flw) = w.

# Réciproquement, considérons un réel w quelconque et notons G, l'ensemble des fonctions affines non constantes f : R — R
telles que f(w) = w.
De la sorte, une fonction f appartient a G, si, et seulement si, il existe un réel a # 0 tel que

VxeR, f(x) =w+ alx — w)

et on vérifie sans peine que I'application
la—[x— w4+ alx —w)]]

est un isomorphisme de (R*, x) sur (G, o). (En particulier, G, est nécessairement un groupe commutatif.)
Les groupes (G, o) étudiés ici sont donc isomorphes a un sous-groupe de (R*, x).

Solution 46 rms128-436

On sait exprimer ¢ (n) au moyen de la décomposition de n en produit de facteurs premiers : s’il existe des nombres
premiers

P1<p2<--<Pr

et des entiers naturels non nuls

1y X2y ey Ky
tels que
n=ppytop,
alors
@) =(p1—1py T (p2 —1p3> " o (pr — 2.
On a donc

n=prp [P et o)== (pr—D ]y
k=1 k=1
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et par conséquent ¢ (n) divise n si, et seulement si, le produit
(pr—=1-(pr—1) divise  pj---pr.

@ En particulier, si ¢(n) divise n, il faut que (p; — 1) divise le produit p; - - - pr.
Or1<pr—1<p1 <pz2<---<prollespy sont des nombres premiers, donc (p; — 1) est premier a tous les py et
donc premier au produit p - - - pr.
IIn’y a qu'une seule possibilité : p; —1 =1, c’est-a-dire p; = 2.
a Reprenons : ¢(n) divise 1 si, et seulement si, le produit

(p2—1)-(pr—1)  divise  2pz---pr.

Or, pour k > 2, les px sont des nombres premiers strictement supérieurs a p; = 2, donc des nombres impairs et les
facteurs (px — 1) sont tous pairs.
Au second membre, la valuation de 2 est égale a 1 (puisque les py sont impairs pour tout k > 2). Il faut donc que
r<2!
a Sir =2, alors il faut que (p, — 1) divise 2p,. Comme (p, — 1) et p, sont premiers entre eux, il faut donc que p, — 1
divise 2 et donc que p, = 3.

& L'astuce taupinale 1 X p, — 1 x (p2 — 1) = 1 s’interprete ici comme la relation de Bézout !
. Réciproquement, si n = 2%, alors @(n) = (2 —1).2%°1 = 2% divise effectivement n et si n = 2*.38, alors

e(n) = (1.2%71).(2.38~1) = 2% 3B~ divise effectivement 1.
Les entiers n tels que @(n) sont donc les entiers qui se factorisent sous la forme 2% ou 2%.3P.

Solution 47 rms128-454

Comme les coefficients de la matrice A = (aij)1<i,j<n sont des entiers relatifs, son déterminant

a=detA = Z £(0)a1,6(1)a2,5(2) - * An,o(n)
[JSIGY

est également un entier relatif.
Pour les mémes raisons, les coefficients des comatrices Com(A) et Com(B) sont des entiers relatifs.
@ D’apres la propriété de Bézout, il existe deux entiers u et v tels que

au+bv=1.
D’apres les formules de Cramer,
A.[Com(A)]" =a-1, et B.[Com(B)]" =b-I,

donc
A.(u[Com(A)]T) + B.(v[Com(B)] ") = I,.

Solution 48 rms130-468

1. Six estun générateur de G, alors

G ={x*, kez}.
Comme ¢ est un morphisme, alors
¢:(G) = {o(x"), ke Z} = {[p(x)]", k € Z}

et comme @ est surjectif, alors
H = 0.(G) = {lo(x)]¥, k € Z}.

Donc H est engendré par ¢(x).
@ Réciproquement, si H est engendré par ¢(x), alors

HZ{[(P(XHk) kGZ} = {(p(xk)) kEZ}

morph.

Soit g € G. Alors h = ¢(g) € H et la description précédente de H nous assure qu’il existe un entier k € Z tel que
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Comme ¢ : G — H est injectif, alors
g=x

ce qui prouve que
GcC{x kez}

et donc que x engendre G (I'inclusion réciproque est évidente puisque G est un groupe multiplicatif qui contient x).
2. On considere un groupe monogene :
G=(a)={d", kez}

et un sous-groupe H C G.
L'application ¢ : Z — G définie par
VkeZ, ok =a*

est un morphisme de groupes. L'image réciproque du sous-groupe H par ¢ :
I={keZ: ¢k)eH}={keZ: a“cH}
est donc un sous-groupe de (%, +). On sait donc qu’il existe un entier ny € N tel que
I =noZ.
Comme ¢ : Z — G est surjectif, alors

VheH, Ikel ok =d*=h.

» Sing =0, alors I ={0} et H = {15} : dans ce cas (inintéressant au possible...), il est clair que H est monogene, engendré
par 1g.
» Sing > 1, alors
H={a"", p € Z} = {(a™)P, p € Z} = (a™)
et H est monogene.

# ['ai pris le parti d'une démonstration abstraite (on n’a pas souvent I'occasion d’utiliser le théoréme sur I'image réciproque d'un
sous-groupe par un morphisme) en supposant connue la structure générale des sous-groupes de (7, +).
On aurait pu démontrer le théoreme de maniere plus terre a terre en imitant I'étude des sous-groupes de (7, +) — et donc sans
supposer connue leur structure générale. L'étude des sous-groupes de (Z,+) mérite d’'étre connue.

Solution 49 rms130-469

#v Une chose est de savoir comment le groupe symétrique Sy, est engendré (par les transpositions, par les cycles...), autre chose
est de savoir expliciter une factorisation d une permutation o !

Soit 0 € &,,.
@ 5i o(n) =mn, alors on pose 07 = 0. Sinon, on considere la transposition

T =(n on))
et on pose
01 =T ©0O0.

Dans les deux cas, on observe que
o1(n) =n.

a [l ne reste plus qu’a continuer le processus, en augmentant a chaque étape le nombre de points fixés par la permu-
tation.
@ (HR) En supposant connue une permutation oy telle que

Yyn—k+1<ig<n, o) =1,

— oubien oy (n—k) = n—Xk, c’est-a-dire que oy fixe k+ 1 points (tous les entiers compris entre n et (n — k) inclus)
et on pose directement 0y, = 0y ;

— oubien ox(n — k) #n —k, donc ok (n — k) < n —k (HR et injectivité de o) et on pose alors oy 11 = Tn_x © Ok
oll Tn— est la transposition définie par :

Thx=(n—k ox(n—k).
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Dans les deux cas, on dispose d'une permutation oy qui fixe (k + 1) points :
Vn—(k+1)+1<i<n, oxpi(i) =1

a Le processus s’arréte avec la permutation 0,7 qui fixe (n—1) points : les entiers 2, ..., n et qui fixe par conséquent
aussi 1 (puisque 1 < o —1(1) < 2).
En notant 1y, ..., Ti,, les transpositions introduites dans ce processus (avec 0 < T < n), on a donc

On_1=Id=(1,0---071;,) 00

c’est-a-dire

0.—1 =Tj, O--- 0Ty,

et par conséquent
— ] —1
O=T 00T
=Ty, 00Ty,
puisqu’une transposition est son propre inverse (élément d’ordre deux).

# L'exercice [130-470] montre que toutes les transpositions de &, sont conjuguées. En particulier, pour quels que soient les
entiers i # j, les transpositions
L j) et (1)

sont conjuguées. En suivant au plus pres les explications du [130-470], on constate que
vizgi, () =0 9o j)o(1 1),

ce qui prouve que le groupe symétrique est aussi engendré par les transpositions de la forme (1 1).

# On rappelle la méthode pour factoriser en produit de cycles de supports deux a deux disjoints.
Les supports des différents cycles sont les orbites de la permutation o : chaque entier 1 < k < n appartient a une, et a une
seule, orbite sous I'action de o et la restriction de o a chacune de ces orbites est un cycle.
On commence par identifier I'orbite de 1, ce qui définit un premier cycle. On continue en identifier I'orbite du plus petit entier
qui n’appartient pas a I'orbite de 1, ce qui définit un second cycle. Etc.

Solution 50 rms130-470

# On connait un morphisme trivial de (&y,0) dans (C*, x) : I'identité! Et aussi un morphisme beaucoup moins trivial : la
signature. Nous allons démontrer qu'il n’en existe pas d’autre.

On consideére un morphisme de groupes
¢ : (Gn,0) = (T x).
@ Soit T, une transposition (ou 2-cycle). Comme T2 = Id et que @ est un morphisme de groupes, on a donc

[o(1)] = @(1d) =1

et donc @(T) = £1.
@ Nous allons maintenant vérifier que la valeur de ¢ (1) est la méme pour toutes les transpositions.
Considérons quatre entiers i # j et k # { compris entre 1 et nn et les transpositions

T]Z(i ]) et TzZ(k e).
Comme i # j et k # ¢, il existe une permutation o € &,, telle que
ok) =1 et o(f)=j

et nous allons vérifier que
Ty = o ! 0Ty o0O0.

# La transformation
T— 0 0TOoC0O
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est la conjugaison par o et est I'analogue exact de la relation de similitude sur les matrices carrées

M — P~ 'MP.

1l est en particulier intéressant de comparer les points fixes par T et les points fixes par o~

de relier les vecteurs propres de M aux vecteurs propres de P~ MP.

o To 0 — de méme qu’il est intéressant

Tout d’abord,
SIS R QA
O L T T S
et d’autre part, pour tout x ¢ {k, £}, comme o est injective,

x = o(x) ¢ {i,j}
puis
T7 0 0(x) = o(x)

car o(x) ¢ {i,j} et donc finalement

1

o 'otioo(x)=0""

oo(x) =x.

Tout cela montre bien que 1, = oot oo,

@ Revenons au morphisme ¢ : puisque c’est un morphisme,

0(12) = [0(0)] ' x @(T1) x [@(0)] = @(T1).

Ainsi, il n'y a que deux possibilités :
— oubien ¢(1) = 1 pour toute transposition T;
— oubien ¢(1) = —1 pour toute transposition T.
@ Or le groupe symétrique &,, est engendré par les transpositions : pour toute permutation o € &y, il existe un
certain nombre p de transpositions T, ..., T, telles que

O=TpO---0T].

Comme ¢ est un morphisme, on en déduit que

P
e(0) =] ] e(ri).

k=1

Par conséquent,
— si @(T) = 1 pour toute transposition T, alors ¢ = 1d;
— si @(T) = —1 pour toute transposition 7, alors ¢ est la signature.

Solution 51 rms130-471

L’application det : GL,(C) — C* est un morphisme de groupes (multiplicatifs) et son noyau est, par définition, le
sous-groupe SL,(C) :

SLy(C) = {M € GLz(C) : detM =1}.
@ Par conséquent, 'image par det du sous-groupe fini G :
D = {detg, g€ G}
est un sous-groupe fini de (C*, x).

Comme G NSL,(C) = {I,}, la restriction du morphisme det a G est injective :

detg=1
{geG — geGNSLy(C)

donc #(D) = #(G).
@ Soitn € N*, l'ordre de G (et donc celui de D). Comme 'ordre d'un élément divise I'ordre du groupe,

VgeG, (detg)"=1

ce qui prouve que det g est une racine n-ieme de 'unité.
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On a donc
D cCc U, et #D)=#(U,)=n

ce qui prouve que D = U,,.
@ En particulier, il existe go € G tel que
det go = (o = ezin/n
et par conséquent
U, = {det(gg), 0 <k <n}.

On a justifié que le morphisme det : G — D = U,, était injectif et comme il est surjectif par construction, on en déduit
que
G ={g¢,0 < k <n}=(go).

# On aurait pu conclure plus vite : ayant établi que det était un isomorphisme de groupes de (G, x) sur (U, X), on savait que
G était cyclique (tout groupe isomorphe a un groupe cyclique est lui-méme cyclique).
On aurait également pu invoquer le premier résultat du [468] : comme det est un isomorphisme de G sur Uy, alors go est un
générateur de G si, et seulement si, det go est un générateur de Uy,.

Solution 52 rms130-1127

1. Comme l'application

[P— P(a)]

est un morphisme d’anneaux de Q[X] dans C, le noyau
Io ={PeQIX] : P(a) =0}

de cette application est bien un idéal de Q[X], dit idéal annulateur de «.
Comme le nombre o est supposé algébrique, alors 'idéal I, n’est pas réduit au polynéme nul et il existe alors un
unique polynéme unitaire TT qui engendre cet idéal et en particulier tel que IT(x) = 0 : le polynéme minimal de «.
@ Vérifions maintenant que le polyndéme minimal est irréductible.
Si le polyndme minimal TT admet une factorisation IT = P.Q ot P et Q sont des polyndmes a coefficients rationnels,
alors
Ma) =P(x).Q(x) =0

et comme C est un corps, alors P(«) = 0 ou Q(«) = 0.

Supposons (par exemple) que P(«) = 0. Dans ce cas, P € I, et en particulier TT divise P. Mais P divise IT par
définition, donc P et TT sont associés et le cofacteur Q est inversible.

Cela prouve que IT est irréductible dans Q[X].

# Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.
Les polynomes irréductibles de R[X] sont d’une part les polyndmes de degré 1 et d’autre part les polynomes de degré 2 dont le
discriminant est strictement négatif.
En revanche, il existe dans Q[X] des polynomes irréductibles de degré arbitrairement grand...

@ Supposons pour finir qu’il existe un polynome irréductible et unitaire P tel que P(«) = 0. Ce polyndéme appartient
a I, donc il est divisible par le polynéme minimal IT, qui est irréductible et unitaire. Par conséquent, P = TI.

# Un polyndme irréductible P n'est divisible que par deux types de polynomes : les polyndmes inversibles (= les polynomes
constants non nuls) et les polyndmes qui lui sont associés.
Deux polyndmes associés qui ont méme coefficient dominant sont égaux.

Il existe donc un, et un seul, polyndéme irréductible et unitaire IT tel que TT(x) = 0 et c’est le polyndme minimal de
oL
2. Ilestclair que

Qa—1lal C Qled.

Réciproquement, soit x € Q[«] : il existe donc un polyndéme P € Q[X] tel que x = P(a). Effectuons la division euclidienne
de P par IT (polyndéme unitaire et donc non nul) :
P=QJI+R

avec degR < deglTT=detdoncR € Qq_1[X].
En substituant o a X, on en déduit que
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Par double inclusion, on a démontré que

Qa-1la] = Qled.

# On en déduit que, en tant que sous-espace vectoriel de C (considéré comme un espace vectoriel sur le corps Q), le sous-espace
Qo] est engendré par la famille finie
(1,064,877

et que sa dimension est par conséquent finie, inférieure a d.
Plus précisément, si la famille
a1
(1, 0.,

était liée dans le Q-espace vectoriel Qlod, alors il existerait une famille

(qo)”-)qdf])?é(oa‘”)o)

dans Q4 telle que
a1
Z qkock =0
k=0
et le polynome
a—1
Y qx* e QIX]
k=0

serait un polyndme annulateur non nul de o dont le degré serait inférieur a (d — 1) et donc strictement inférieur au degré du
polyndme minimal de o : impossible !
Donc dimg Qo] = d = degTT.
@ De méme, si f est un endomorphisme de I'espace vectoriel E qui admet un polyndme minimal de degré d, alors la dimension de
la sous-algebre K[f] des polynomes en f est égale a d et, plus précisément, K[f] = K q_1[f].

3. Onsait que Q[a] est la sous-algebre de € engendrée par «, donc c’est en particulier un sous-anneau de (C, +, x).
Soit xg € Q[a], non nul.

# En tant que nombre complexe non nul, xo est inversible : il existe un nombre complexe x1 tel que xo.x1 = 1. Mais pour le
moment, on ne sait pas si x1 appartient, ou pas, a Q[«].

L’application
[x — x0.X]

est clairement un endomorphisme de Q[«]. Comme x¢ # 0 et que Q[a] C C, le noyau de cet endomorphisme est réduit
a {0}. Comme Qo] est un espace vectoriel de dimension finie, cet endomorphisme est donc un automorphisme et il
existe en particulier un élément x; € Q[o] tel que

Xo.X1 = 1.

Donc x¢ est bien inversible en tant qu’élément de 'anneau Q[«].
Ainsi Q[o] est un sous-anneau de C dans lequel tout élément distinct de 0 admet un inverse : c’est bien un sous-
corps de C.

# Sion admet que tous les éléments de Q[ sont également des nombres algébriques, alors tout élément non nul de Q] admet
un polyndme minimal unitaire et irréductible (comme on I'a démontré pour x).
Le seul polynome unitaire et irréductible divisible par X est X lui-méme, c’est-a-dire le polyndme minimal de 0.
Sixo # 0 est algébrique, alors son polyndme minimal est irréductible et non divisible par X, donc son coefficient constant est
différent de O :
3(qo,q1y--,ar) EQ™, qexg+-+qixo+ qo =0
—

#£0
xo( — ~x§_1> =1
w3 Yo

ERIxo]CRIx]

et par conséquent

ce qui prouve que X est inversible dans Q[od.
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Solution 53 rms130-1128

1. Simdivise n, alors il existe un entier q € IN* tel que
n=gq.m

et par conséquent
XU —1=XIm ] = (X™—1)(XaUm XM )

donc (X™ — 1) divise (X™ —1).

#y Une expresion de la forme
X" —=1=X"—1"

doit impérativement faire penser a la formule de la somme géométrique :

n—1
a—b"=(a—Db)- (Z akb“k>
k=0

qui est vraie dans tout anneau pourvu que a et b commutent.
2. Réciproquement, si (X™ — 1) divise (X™ — 1), alors toute racine m-ieme de l'unité est aussi une racine n-ieme de

l'unité et en particulier
2im\ " :
exp— | =
P

2immn
exp — =1

c’est-a-dire

donc 2imm/n est un multiple entier de 2in. Autrement dit, n divise m!

# On doit savoir que 'application _
[t— e'']

est un morphisme de groupes de (IR, +) dans (U, x) et que le noyau de ce morphisme est le sous-groupe discret 27tZ.

Solution 54 rms133-984
1. Par définition, G4 C G.
Puisque e = ¢, 'ensemble G4 contient e (et n’est donc pas vide).
Soient x et y, deux éléments de Gg4. Par définition, x? = y4 = e et comme le groupe (G, -) est commutatif,
-y N=xt(y N=e [y = =g

ce qui prouve que x -y~ ' € Gg.

L’ensemble G4 est donc bien un sous-groupe de (G, -).
2. Comme (G, ) est un groupe fini, d’apres le Théoreme de Lagrange, I'ordre de tout élément x de G divise l'ordre n
de G.

Six € Gy, alors (par définition) x4 = ¢, donc l'ordre de x est un diviseur de d.

Comme n et d sont ici supposés premiers entre eux, on en déduit que l'ordre de x € Gq4 est égal a 1, c’est-a-dire
X =e.

Ainsi, G4 = {e} pour tout entier d premier a n.

3. Soit x = (x1,...,%;) € . Comme les xy appartiennent tous a G et que (G, -) est un groupe, le produit x; - - - X,
appartient aussi a G. Par conséquent, ’application f est bien définie de I' dans G.
a- Cette application f est bien un morphisme de groupes : quels que soient x = (x1,...,x,) ety = (y1,...,yr) dans T,

XY =(X1-Yiy..eyXr - Yr)
(par définition de la loi sur le groupe produit) et

Fx@y) = (X1 Y1) - (e yr) = (X1 o xe) - (Yr e yr) = F(X) - Fy)

par définition de f (f) et commutativité de la loi - (}).
Donc l’application f est bien un morphisme de groupes du groupe produit (I} ®) dans le groupe (G, -).
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@ Le morphisme de groupes f est injectif si, et seulement si, son noyau est réduit a I'élément neutre du groupe de

départ, c’est-a-dire :
Kerf = {(e,...,e)}.

#y Comme Ker f est un sous-groupe de (T, ®), l'inclusion
{(e,...,e)} CKerf
est toujours vraie et on n’en parle jamais.

Considérons donc x = (x1,...,%x;) € I' tel que

Par définition des sous-groupes G, on sait que

T T2 =TT
X1 =X = =X

Comme les entiers 1y = p7', mp =p3?, ..., M = pXr sont deux a deux premiers entre eux (puisque les entiers py, ..

.+ Pr

sont des nombres premiers deux a deux distincts), on déduit du Lemme chinois que, pour tout entier 1 < i < r, il existe

un entier n; tel que

ni=1 (mod 7) et Vi#£i ni=0

Autrement dit, il existe des entiers ki 1, ..., ki » tels que

ny = 1 + ki’iTCi et V] 75 i, ny = ki)jTCj.

On déduit alorsde xq - -+ - - Xr = e que

C Xy i

pour tout 1 < i < r.0On a ainsi démontré 'injectivité de f.

ng :X]Jrki,iﬂi .

II X;q’jﬂj =Xi

@ Nous allons maintenant démontrer la surjectivité du morphisme f. Pour cela, nous considérons un élément y € G

et nous cherchons un antécédent x = (x1,...,%;) € 'dey par f.

Comme les entiers 71y, ... ., 7, sont deux a deux premiers entre eux, on en déduit que les entiers

q1:H7T)') qZZHT[j) (RS} qr:HT(j

j#1 j#2

sont premiers dans leur ensemble. Il existe donc des entiers relatifs as, ..., a. tels que

T
Z aiqi = 1.
i=1

Par conséquent,
N

y :yl _ Hyaiqi — H(yqi)ai.
i=1

i=1

Par définition des entiers gi, on sait que qi7t; = n pour tout 1 < 1 < r, donc
vi<isr, [y =yiTm=yt=e

puisque 'ordre de I’élément y divise I'ordre n du groupe (G, -). Cela prouve que

vigigr, y9t € Gp,

et comme G, est un sous-groupe de (G, -), on en déduit que

vig<igr, (y9:)* € Gp,

(les a; sont des entiers relatifs). On a ainsi démontré que

VUEG) X:((Uq‘)m»(yqz)az»---»(yqr)ar)GF
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et quey = f(x).

a En conclusion, 'application f est bien un isomorphisme de groupes du groupe produit (I, ®) sur le groupe (G, -).
4.a. En particulier, le morphisme f réalise une bijection entre deux ensembles finis, donc les cardinaux de ces deux
ensembles sont égaux. Ainsi,

n=#(G) = [ [#(Gn,).
i=1

On suppose ici que

vig<igr, #Gr) <M
donc
T T
H#(Gﬂl) < HT[l =n
i=1 i=1
On en déduit que
vi<igr, #(Gr,) = m.

@ Le Théoreme de Lagrange nous assure que 'ordre de tout élément du sous-groupe G, divise l'ordre de ce sous-

groupe. Comme 7; est un puissance de p;, on en déduit que 'ordre de tout élément de G, est une puissance de p;.
Par conséquent, sil n’existe aucun élément de G, dont l'ordre soit égal a m;, alors l'ordre de chaque élément de
Gr, est un diviseur strict de m; :
og—1
Vx € Gp,, xPi =e.
Autrement dit,
GT['[ C Gp;xif1

et dong, en considérant les cardinaux,

M =#(Gr,) SH#(G ai 1) <P <,
ce qui est absurde.
@ On a ainsi démontré que chaque sous-groupe G, contient un élément g; dont I’ordre est égal a ;.
Puisque l'ordre du sous-groupe G, est égal a 'ordre de g; € Gy, le sous-groupe G, est en fait cyclique et
engendré par g; :
vi<igr, Gr, = (gi)-

# Le groupe produit H = (Z/27 x ZL/AZ) x 7/37Z est un groupe commutatif d’ordre 12.
Le groupe Hg = Z /27 x 7 /A7 n’est pas cyclique (I'ordre de chacun de ses éléments est au plus égal a 4, aucun n’est d’ordre
8), alors que le groupe Hz = 7./37 est cyclique. Par conséquent, le groupe produit H = Hg x Hz n'est pas cyclique et, par
isomorphisme le groupe (G, -) n'est pas cyclique non plus.
@ Non, ce groupe (G, -) n’est pas défini, mais c’est sans importance : quel qu'il soit, il est isomorphe a un groupe (bien défini!)
qui n’est pas cyclique, donc il n’est pas cyclique.
@ Oui, on peut expliciter un groupe (G, -) qui vérifie ces propriétés : il suffit de fureter dans le groupe symétrique (Sg, o).

4.b. Comme les entiers 7t; sont deux a deux premiers entre eux, 'ordre de 1'élément

est égal au produit des entiers 7r;, c’est-a-dire a n.
# Voir l'exercice corrigé rms135-492 pour le cas de deux éléments et conclure par récurrence sur .
On a donc un élément g de G dont 'ordre est égal a l'ordre du groupe (G, -), ce qui prouve que G = (g) et en
particulier que le groupe (G, -) est cyclique.
Solution 55 rms135-489

Le groupe (Z/NZ, +) est cyclique, donc tout sous-groupe est lui méme cyclique.
@ Pour tout entier 0 < k < n, il s’agit donc d’identifier le sous-groupe de Z/nZ engendré par la classe €' (k).
Soit d, le pged de k et n. D’apres le Théoreme de Bézout, il existe deux entiers a et b tels que

d=ak+bn

et donc tels que
¢d)=a-Fk)+b-Fn)=a-F(k).
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La classe ¢'(d) appartient donc au sous-groupe engendré par la classe € (k).
De plus, pour tout élément x du sous-groupe engendré par % (k), il existe un exposant m € N tel que x = m - €(k)
et comme d est un diviseur de k, il existe un entier q € N tel que k = qd. Donc

x=m-¢(k) =mq-€(d),

donc ¢ (d) est méme un générateur de ce sous-groupe.
On a ainsi démontré que le sous-groupe de Z/nZ engendré par ¢'(k) est aussi le sous-groupe engendré par ¢ (d)
oud=kAn.
@ Lepged d =k /An estun diviseur de n.
Réciproquement, tout diviseur strict d de n est le pged de n et de I'entier 0 < d < n. D’autre part, d = n est un
diviseurdenetn =0An.
Par conséquent, les sous-groupes de Z/nZ sont en bijection avec les diviseurs de n.

# Voir aussi 104-146.

Solution 56 rms135-490

1. Soient g et h, deux éléments de G. Dans tout groupe, on sait que

(gxh) "=hTxg "
Or, par hypothese, x ! = x pour tout x € G. En appliquant cette propriété a g, a h ainsi qu’a (g * h), on obtient
gxh=(gxh)"=hxgq.

Le groupe (G, *) est donc commutatif.
2.a. Comme a admet un symétrique dans G, l'application ¢, = [x — a *x] est une bijection de G dans G et cette
bijection est méme une involution :

Vx € G, Pa(Pa(x)) =ax*(a*xx) =a’+x=x.

# Une involution est une bijection f : G — G qui est sa propre réciproque :
Vx€eG, f'(x)=f(x) cesta-dire YxeG, fF(f(x))=x.
Par exemple, toute symétrie centrale ou axiale est une involution.

L'application ¢, est donc injective.
@ Par définition de aH, l'application ¢, induit une application surjective de H sur aH et comme @ est injective,
l'application induite est une bijection de H sur aH.
@ En particulier, les ensembles H et aH ont méme cardinal.
2.b. Six € HN aH, alors il existe deux éléments h et h, de H tels que

X = h] = a* hz.
On en déduit en multipliant a droite par h; ' que
H>hixhy' =a¢H

puisque H est un sous-groupe de (G, ). C’est absurde, donc l'intersection H N aH est vide.

# En particulier, I'ensemble aH ne contient pas I'élément neutre e (qui appartient au sous-groupe H), donc aH n’est pas un
sous-groupe de (G, *).

2.c. Ilestclair que I'union H U aH est contenue dans G.
@ Comme H est un sous-groupe de (G, *), on sait que

ec HCHUaH.

@ Soient x ety dans HU aH. Il faut démontrer que x*y~' € HU aH et quatre cas se présentent. Il existe deux éléments
h; et h, de H tels que :
— x=hjety =hy,doncx*y~" =hy xh,' € H puisque H est un sous-groupe;
— x =ax*xhj ety =h,, donc x * y*‘ =ax(hy * hf ) € aH puisque H est un sous-groupe;

1
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— x=hjety =ahy, doncxxy~ ! =hy* (hgl *a~") = a* (hy * hy) puisque (G, *) est un groupe commutatif
ol tout élément est son propre symétrique et comme H est un sous-groupe, le produit h; * h, appartient a H et
X * y*1 € aH;

— x=axhjety =axh,, donc

x*y*] =ax*hy >1<h;1 xa”! :az*h1 *h)y =h;xh, e H

pour les mémes raisons.
Dans tous les cas, on a démontré que x *y~' € HU aH.
On a ainsi démontré que H U aH était un sous-groupe de (G, *).
3. On procede par récurrence.
@ L’ensemble Hy = {e} est un sous-groupe de (G, ) de cardinal 1 = 2°.
@ HR : On suppose connu un sous-groupe H,, de (G, x) de cardinal 2™.
@ Deux cas se présentent.
— Si H,, = G, alors le cardinal de G est une puissance de 2.
— Sinon, Hy, est un sous-groupe strict de G et il existe donc an1 € G\ Hn. D’apres la question précédente,
I'ensemble
Hn+1 =H, U An+1 Hn

est un sous-groupe de (G, *) et
#(Hni1) = #(Hn) +#(ani1Hn) = 2#(Hy) = PARES

@a Comme G est un ensemble fini, que #(H,,) = 2™ pour tout entier n tel que H,, soit défini et que la suite (2™)necn
tend vers +o0, il existe un rang N tel que Hy soit défini mais que Hyn 1 ne soit pas défini.
On en déduit alors que G = Hy et donc que #(G) = 2N,

# Exemples avec #(G) = 2 : {£1} en tant que sous-groupe de (R*, x) ou {£1,} en tant que sous-groupe du groupe (SOZ (R), ><)
des rotations plances.
Exemples avec #(G) =4 :

1.0 0 ~10 0 -1 0 0
,fo =1 of,lo 1 of,[0o =10
0 0 -1 0 0 —1 0 0 1

en tant que sous-groupe du groupe (SO3(IR), x ) des rotations de R* ou le sous-groupe

Va={L(1 2),(3 4),(1 2)(3 4)}

en tant que sous-groupe du groupe symétrique (Sy, o).

4. Comme l'opération * est associative et commutative, on peut définir le produit des éléments de G sans qu’il soit
nécessaire de préciser la position des différents facteurs (commutativité), ni la position des parenthéses qui détermine
I'ordre chronologique des opérations (associativité).

@ Puisque Hn1 = Hy U anHy, et que Hy, et a, Hy sont disjoints,

I (109)- (11,9~ (1) (1L o)

XEHn 41 YyEH z€anHn yEH YyEH

Comme le groupe (G, ) est abélien et que y? = e pour touty € G,

T x=di s ( I yz> gt g2,

x€Hn 41 yEHR

@ 5i G = Hp ={e}, alors le produit des éléments de G est égal a e!

Si G = Hj, alors G ={e,a;}avec a; # e et le produit des éléments de G est égal a a;.

Si G =Hu1 avecn > 1, alors 2™ est un entier pair, donc afl“ = e et le produit des éléments de G est égal a e.
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Solution 57 rms135-492

1. Comme le groupe est commutatif,
(Xy)ab :Xab .yab _ (Xa)b . (yb)a _ eb .e% = e.

Par conséquent, 1’ordre de xy divise I’entier ab € N*.
a Réciproquement, supposons qu'un entier m € N* vérifie (xy)™ = e. On en déduit que x™ - y™ = e (puisque le
groupe est commutatif) et donc que x™ =y~ ™ ou, ce qui revient au méme x~ ™ =y™.
On a donc

ce qui prouve que l'ordre b de y divise I’'exposant am.

#y L'ensemble des exposants k € Z tels que y* = e est un sous-groupe de (Z,+) et, par définition, I'ordre b de y est I'unique
générateur positif de ce sous-groupe.
Par conséquent,
— y* = esi, et seulement si, l'ordre b divise Uexposant k;
— lordre b dey est le plus petit entier strictement positif k tel que y* = e.

Par hypotheése, a et b sont premiers entre eux, donc b divise m (Théoreme de Gauss) et doncy™ = e.

Par symétrie, a divise m et x™ = e.

On a ainsi démontré que m était divisible par a et par b, donc divisible par ab (puisque a et b sont premiers entre
eux).
2. D’apres la question précédente,

H= {(xy)k, 0<k< ab}.
# D’apres le cours sur l'ordre d'un élément, les puissances (xy)*

[0, abl.

On a démontré plus haut que : si (xy)™ = e, alors x™ = y™ = e et m est un multiple de a et de b. On pourrait démontrer
de la méme maniere que : si x™ - y™ = e, alors x™ = y™ = e, mest un multiple de a et n est un multiple de b.

On en déduit facilement que les produits x™ - y™ sont deux a deux distincts lorsque le couple (m,m) parcourt [0, a[x [0, b[.

sont deux a deux distinctes lorsque I'exposant k parcourt

@ Soit 0 < k < ab. Comme a € N* et b € N*, on peut effectuer les divisions euclidiennes de k par a et par b. Il existe
donc des entiers qq, qu, T4 et Ty tels que

k=aqq+T1qa =bqgp +71p avec 0<rag<a et 0<rp,<h.

Alors, comme le groupe est commutatif et que x* =y® =,

Ta b)rb .y‘rb — xTa .y‘rb

(xy)* = xFy* = (x*) 9 X" - (y

a Réciproquement, soient deux entiers 0 < m < aet 0 < n < b. Comme a et b sont premiers entre eux, on déduit du
Lemme chinois qu’il existe un (unique) entier 0 < p < ab tel que

p=m (mod a) et p=n (mod b).
11 existe donc deux entiers relatifs k, et ky, tels que
p=akqg +m=>bky +n
et on en déduit que
KTyt = e x™ ey = (xR X (yP) Ry = ety P = ()P € L
@ On a ainsi démontré I'égalité des deux ensembles par double inclusion.

Solution 58 rms135-493

#v ]l faut bien connaitre les axiomes des groupes pour savoir ce qu’il convient de démontrer ! Il suffit de vérifier que I'élément e
donné par I'énoncé vérifie en fait les propriétés suivantes.

Vx€G, x*e=exx=x et VxeG,Ix ' €G, xxx=xxx"=e.
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Considérons I'élément e donné par I'énoncé et choisissons un élément x € G. D’apres I’énoncé, il existe un élément
x" € G tel que x * x’ = e et x * e = x. Toujours d’apreés 1'énoncé, x’ x e = x'.
@ Considérons alors 1’élément x’ * x € G. Par hypothese, il existe un élément de G, que nous noterons (x’ *x)’, tel que
(x"*xx)* (x'xx) =e.
@ Par associativité de *, on déduit des relations précédentes que

x' =x"ve=x"*(x*xx") = (x"xx) xx’
et donc (en multipliant a droite par x) que
X ax=[(x"#x)xxTxx = (x"xx)* (x’ *%).

En multipliant a droite par I'élément (x’ * x)’ introduit ci-dessus, on en déduit que

e=(x"*xx)*(x" *x)
=[(x"%x) % (x %xx)] % (x" xx) = (x" %)% [(x %x)*(x"*x)]=(x"%x)xe

Nous avons ainsi démontré que
Vx€G, Ix' €q, x'xx=x*xx"=e.

@ Par conséquent, pour tout x € G, il existe un élément x’ € G tel que
exx=(xxx)sx=xx(x"xx) =x*xe=x

et nous avons enfin démontré que (G, *) était bien un groupe.



