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rms136-1230

On considere I'équation différentielle
y"(x) +qx)y(x) =0 (®)

ot q : R — IR est une fonction continue, paire et -périodique.
[ Question de cours ]
Démontrer que 'ensemble S des solutions de (E) est un espace vectoriel. Préciser sa dimension.
[1. ] Poury €S, on pose
ey) =Kk—=ykx+ml.

Démontrer que @ est un endomorphisme de S.
[2. ] Soit % = (y1,Y2), la base de S formée des solutions qui vérifient

y1(0) =1, y1(0) =0, y2(0)=0, y3(0)=1.

[ 2.a. | Démontrer que
Matz(@) =A o A= (‘J]%”) 92(71)) .

[2.b. ] Etudier la parité de y; et de y,.
[ 2.c. | Démontrer que detA =1.
[2.d. ] Que dire du polynome caractéristique de A ? Démontrer que A + A~ = tr A - 1, puis que

1 _ (y1(=m) ya2(—m)
a ‘(ys(m yé(n))'

En déduire que

y1(m) =y (m).
[1. ] Soity e S.
Comme y est €2 sur R (par définition de S) et que x +— x + 7 est € sur R (fonction affine),
la fonction ¢(y) est de classe €2 sur R.
De plus, d’apres la formule de dérivation des fonctions composées,

s

VxeR, [o)]"(x)=y"(x+m = —qx+myx+mr) = —qx)ey)x),

I'égalité x découlant de la périodicité de q. On vient de vérifier que ¢(y) appartient bien a S.
La linéarité de ¢ est claire.

# [l s’agit de vérifier que
Vy,zeS, VAR, VxeR,  oAy+2z)(x) =Ap(y)(x) + @(z)(x)

et, a mon avis, un examinateur normalement constitué se satisfait de voir un candidat écrire cette expression
(avec les quantificateurs qui vont bien).

Donc ¢ est bien un endomorphisme de S.
[2. ] #  On pourra se référer a chaque étape de I'étude a un cas particulier bien connu : si la fonction
q est constante, égale a 1, alors Yy, = cos et Yy = sin.
[2.a. ] On sait (Théoreme de Cauchy-Lipschitz) qu’il existe une, et une seule, fonction y; € S telle

que y;(0) = 1 ety (0) = 0. De méme pour Y.
On sait aussi (cf cours) que S est un espace vectoriel de dimension 2 et que 1’application

®:S— R?
y — (y(0),y'(0))
est un isomorphisme de S sur R2. Comme les vecteurs (1,0) et (0, 1) forment une base de R? et que

l'image réciproque d’une base (de R?) par un isomorphisme est une base (de S), le couple (y1,y2)
est bien une base de S.

# Certes, la question n’est pas posée, mais il faut savoir y répondre.
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Par définition de ¢,

ey =y1(0+m =yi(n), et VxeR, [oy1)] (x) =y]x+mn)

donc
{ ey1)0) =yi(n)- 1+ yj(n)-0
[o(y1)'(0) = yi(m) -0 + yj(m) -1~

Autrement dit, 'image de ¢(y1) par @ est en fait I'image de y; () - y1 +y; (7) - y2 par ®. Comme O
est injectif (c’est un isomorphisme),

ey1) =yi(m -y +yq(m) - y2

et, de méme,
©(y2) = y2(m) - y1 +y5(710) - y2
d’ou

_(yi(m) ya(m)
Matss() = <92(7T) yz(n)>'

[ 2.b.] Considérons la fonction z; définie par z1 (x) =y (—x) pour tout x € R. Alors

s

*

VxeR,  z{(x) = (=1)?y{(—x) = —q(=x)y1 (—x) = —q(x)z1 (x),

I'égalité x provenant de la parité de q. De plus,
z1(0) =y1(—0) =1 et z1(0)=—y;(—0)=0

donc z; est une solution de I'équation différentielle (E) qui vérifie la méme condition initiale que y;.
Par conséquent, z; = y1, ce qui signifie que la solution y; est paire.

@ En considérant z; (x) = —y,(—x), on vérifie de maniére analogue que z, est une solution de
(E) qui vérifie la méme condition initiale que y,, donc z, =y, et la solution y, est impaire.
[2.c. ] Pourtoutt € R, posons
(x)

Y1 y2(x)
yix) y '

_ 2
Wb = 3()

#  Cen’est pas une astuce, c’est du cours : le wronskien doit étre connu.

L’équation différentielle peut s’écrire sous forme matricielle :

d (y(x)\ _ y(x) X (0 1
VxeR, e (y'(x)) =B(x) (y'(x)) ou B(x) = (—q(x) 0)

donc le déterminant wronskien vérifie :

Vx€R, W' (x) =trB(x) - W(x) = 0.

4  Attention, le programme 2022 n’est pas clair sur ce point : le wronskien doit étre connu, mais rien
n’est précisé sur I'équation différentielle vérifiée par le wronskien.
En cas de doute, on peut développer W (x), le dériver et, a 'aide de I"équation (E), vérifier rapidement
que W'(x) est identiqguement nul : il n’y a aucune difficulté technique.

Par conséquent, la fonction W est constante et
det A =detW(m) = detW(0) =detl, =1.

[2.d. ] Comme detA =1, on déduit des formules de Cramer que
AT (yé m —yz(ﬂ))
—yi(m)  yi(m)

A+A"" = (yi(n) +y5(m) L =tr A - L.

et donc que

#  On peut éviter d'expliciter A~ et se contenter d’invoquer le Théoreme de Cayley-Hamilton en di-
mension 2, avec une matrice A inversible dont le déterminant est égal a 1.
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a  Onadémontré que ¢ était un endomorphisme de S et le calcul de déterminant a prouvé que
@ était en fait un automorphisme de S. La bijection réciproque de ¢ est facile a expliciter :

VzeS, Vx eR, 0 ' (z) = z(x — 7).

En raisonnant comme plus haut, on arrive a

A_1 _ m £ —1 _ (y] (771) 92(7'[)) .
atz(@ ) U= yj(=m)
Par parité de y; et imparité de y,, on en déduit que
AT = (y1(ﬂ) —yz(ﬂ))
—yi(m)  ys(m)

et donc que

—1 _ Zy](ﬂ) 0
A+A _< ) zyé(n)).

En comparant les deux expressions de A + A, on arrive a la conclusion :
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Le symbole IK désigne R ou C.
L'espace M4 (IK) est muni de la norme N définie par

a
VA =(ay;) € Ma(K), N(A)= sup } layl.
1<9<d i
[1. ] Démontrer que la norme N est sous-multiplicative :
VA,B e Ma(K), N(AB) < N(A)N(B).
[2. ] Soit k € N. Démontrer que I'application Ry définie par
VA eMa(K), Re(A)=AF

est différentiable et expliciter sa différentielle.
[3. ] Onfixe A € My(K). Démontrer que I'application ¢ : R — Rql[X] définie par

vVtelR, o(t) =xta

est dérivable et calculer sa dérivée.
[4. ] Soient A et B dans M4 (IK). Démontrer que l'application b : R — M4 (K) définie par

VteR,  ¥(t) =xta(B)

est dérivable et calculer sa dérivée.
[1. ] Notons AB = (ci;j)1<i,j<n- Par inégalité triangulaire,

n n
v1<ij<n, eyl = ‘ Z aixbyj| < Z|ai,k\ b,
k=1 k=1

En sommant sur i,

n n n n
vi<i<m  Yleyl<Y (Zmi,u)wk,ﬂ < N(A) Y bl < N(AIN(B).
i=1 k=1 i=1 k=1
| —
<N(A)

Le majorant est indépendant du parametre j, on peut donc passer au maximum :

1<5<

N(AB) = ma<xn;|ci,j| < N(A)N(B).

@ Variante.
Par inégalité triangulaire,

n
VX =(x)1gjgn € Mn 1 (K), VI <ign, [(AX)i] < Z|ai,j| Ix;] < <Z|ai,j|> I1X]] oo
j=1 j=1
et en passant au maximum,
VXEMua(K),  [AX]l o < NA)[IX] -

Une famille finie de réels positifs possede un plus grand élément : il existe donc unindice 1 <ip <n
tel que

n
N(A) =D lai, ]
=1

et il existe une famille de scalaires Xy = (x?)K j<n telle que

n n
. 0 0
V1<j<n, Ixj|:1 et E lai,,jl = E Qig,jXj -
=1 =1
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#  Siay,; =0, on peut choisir x? = 1. Sinon, on choisit

a; . s
X? _ ‘ lo‘]|’
aiOyj

c’est-a-dire le signe de as, ; (cas réel) ou son argument (cas complexe).

On a donc une colonne X # 0 telle que
Xollo=1" et [[AXolloc = N(A).
On a ainsi démontré que

VA€M (K), N(A)= sup [|AX].
X[, =1

Autrement dit, N est la norme (sur 91, (IK)) subordonnée & la norme |||, (sur IK™) et ipso facto N est
sous-multiplicative.

[2. ] L'ensemble Mt4(IK) est une algebre associative unitaire de dimension finie et Ry est une ap-
plication polynomiale de 94 (K) dans elle-méme, donc Ry est différentiable.

#  Siles matrices A et H commutent, on peut appliquer la formule du binéme :
<k
Ri(A +H) = Re(A) + KA TH + § (,)A‘“HR
i
i=2

L'application H — kAX~1H est évidemment linéaire (et continue). Par inégalité triangulaire,

N (i (k> A“Hi> < i (].‘)N(A‘“HU

iz \! i\
et comme N est sous-multiplicative,
N (i <k> A“Hi> < i C,‘)N(A)“N(H)i.
iz \! i\t

Dans cette somme, l'indice i est supérieur a 2, on peut donc factoriser par N(H)? et en déduire que

Ri(A +H) =R (A) + kA¥ TH+ O(N(H)?).

Seules les homothéties commutent a toutes les matrices : si A est quelconque, ce calcul seul ne permet pas
d’identifier I'application linéaire tangente dRy(A). Mais il donne I'idée de ce qui va suivre.

@ Pour k =0, 'application Ry est constante et dRy(A) est 'application nulle, quelle que soit la
matrice A.
@  Pour k € N, on sait que Ry est différentiable :

VAHE MG(K), Ri(A+H)=Rg(A)+ dRx(A)(H)+ea(H) H,
ol ea @ My(K) — K tend vers Ok au voisinage de 04, et par ailleurs
VA,BHKeMy(K), (A+H)(B+K)=AB+ (AK+HB)+ HK
(sans hypothese de commutativité). Par conséquent,
Rict1(A +H) = AR (A) + [A dR(A)(H) + HRi (A)] + ea(H) - AH + H dRy (A)(H) + ea(H) - H.

L’application
H — [A dRy(A)(H) + HR(A)]

est bien linéaire de M4 (IK) dans M4 (IK) et comme la norme N est sous-multiplicative,

N(ea(H) - AH+HdARK(A)(H) + ea(H) - H?) < lea(H)IN(AIN(H) + [ dRi (A)IN(H)? +[ea (H)IN(H)?
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ce qui prouve que

ea(H) - AH+HdARi(A)(H) +ea(H) - H? = o(N(H)).
N(H)—0

Par unicité du développement limité a I'ordre 1, on a démontré que
VA eMy(K), Vke N, VH e My(K), dRi;1(A)(H) = A dRk(A)(H) + HA.

On vérifie alors par récurrence que

k
VA eMg(K), VkeN, VH e Mg(K), dR1(A)(H) = ) ATHAN
i=0

#  On a en fait re-démontré la formule de Leibniz (différentiation d'un "produit”) et on a procédé par
récurrence pour que les calculs restent d'une ampleur limitée. Je préfere éviter d’écrire I'expression développée
de (A + H)* a grands renforts de ”...".

[3. ] Pourte R*,
@(t) = det(XI,, —tA)
X
— det(;ln - A) =t (¥).
Notons xA = X™ +b,, 1 X" ! 4+ ...+ b1X + by. On a alors

1 b b
o(t) :t“(t—nxn + t:*: XM T]X-i-bo)

=X "4 by XM 4 bt T X+ bot™.

Le polyndéme caractéristique de la matrice nulle est X™, donc cette égalité est vraie aussi pour t = 0.

n—1
VteR, @(t) =X"+ > byt™ *Xk, (%)
k=0

L’application ¢ est ainsi une application polynomiale de IR dans 914 (K) et

n
VteR, ¢'(t)=) kb (X" 5t5 .
k=1

#  En effet, on a exhibé une famille (wy)o<i<n de vecteurs de E = M4 (K) tels que

n

VteR, et) =) t* w,
k=0

ce qui permet d’en déduire que

n
VteR, @'(t) =) kt" .
k=1

[4. ] Onobtient(t) en substituant B € M4 (K) a 'indéterminé X : d’apres (x),

n
VteR, () =B"+ ) by ( t"B" "
k=1

Avec le méme raisonnement (seul 1'espace vectoriel d’arrivée, c’est-a-dire la nature des vecteurs
considérés, change), \ est dérivable sur R et

VteR, U/(t)=) kbn yt* B
k=1

#  Ce sont des calculs trés simples (dériver un polynome!), il convient de ne pas se laisser impressionner
par le fait qu’on étudie des fonctions a valeurs dans un espace vectoriel qui n’est pas R.
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Soient p et q, deux entiers naturels premiers entre eux, tels que p < q. Démontrer qu’il existe un entier

n > 1 et une liste strictement croissante (aq, ..., an ) d’entiers naturels strictement positifs telle que
n
1 k—1
@ < {qJ o Poy CUT
p 9 .- X

Nous allons démontrer le résultat par récurrence finie : la premiere itération ne se distingue pas des
autres, il suffit donc de considérer un entier k € IN* et de décrire l'itération du procédé en prenant
soin de justifier la terminaison de l'algorithme.
a  On suppose que px et qx sont deux entiers naturels premiers entre eux (et en particulier
supérieurs a 1) avec px < (.
On peut alors effectuer la division euclidienne de gy par py : il existe deux entiers ay et Ty
tels que
Jx = axPk + Tk avec 0 < ¢ < pk- (%)

Comme gy > pi, le quotient ay est supérieur a 1 et, par définition du reste,

ey g =9 T G
Pk Px  Px Pk
Donc ay est un entier tel que
Qi < % < ap+1
Pk
donc
qx
a=|—1=>1
=& 0

par définition de la partie entiére.

#  Sion sesent al'aise avec la division euclidienne et la division euclidienne, on peut directement affirmer
que ay = | 9x/p, |. L'inégalité ay > 1 est essentielle pour la suite.

En divisant (x) par axqx > 1, on obtient

pl_1_rk

(¢} ag axqdk

@  Sirty =0, ons’arréte 1a.
Sinon, le pged dx = 1A\ (akqi) est supérieura 1 (car v > 1 et axqx > 1), ce quinous permet
de définir deux entiers naturels non nuls py1 et qi+1 en posant

Sy 1
= diprsr et akqe=diqerr sibienque X — — Pl (69)
dik Ak qi+1

Par définition du pgcd, les deux entiers py1 et qx+1 sont premiers entre eux et
1 <prgr <1 < ag.

On peut alors applique le méme procédé au couple (px41, qx+1) car
— les entiers naturels py.1 et i1 sont premiers entre eux et en particulier supérieurs a 1;
— dkpk+1 = Tk < ak (définition du reste), ax < axqk car qx > 1 et comme axqx = dxq+1
avec dx > 1, on en déduit que pi+1 < qi+1 en simplifiant par dy.
@ Par construction, 1y = dipr+1 < pretdi > 1, donc pyy1 < pk. Tant que le procédé continue,
on définit une famille strictement décroissante d’entiers naturels (px). Au bout d’un nombre fini
d’itérations, on obtiendra donc un entier r,, nul et le procédé s’arrétera alors.

Il existe donc une famille finie d’entiers naturels non nuls (as, az,...,an) qui vérifient la
propriété () :
k—1
V1<k<n, (—1)k-1Pk =T 4 (=R PRt
Jx ak Ji+1
avec en outre
(—nn-1Pn ﬂ

qn an
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4y Par définition de n, I'entier v, est nul et, par construction (1), I'entier pr41 est nul lui aussi.

On en déduit par télescopage que

_1P1 k—1Px k Pk+1 n—1Pn
R L el B
qi 1<§<n qx Jr+1 dn

et donc, en partant de (p1,q1) = (p, q),
p_y DT
q ]; ax

#y  Sion sait coder I'algorithme d’Euclide, on peut coder facilement le calcul des entiers ay.

def decomposition(p, q):
A= 1]
while p>0:
a, r=4a//p, g%p
A.append(a)

d = pgcd(r, g*a)

p=r//d

q = (axq)//d
return A

Les fans de récursivité peuvent écrire un code récursif, mais c’est un peu plus délicat puisque la
fonction principale se contente d’appeler la fonction récursive.

def iterer(p, q, A):

if p==0:
return A

else:
a, r=4q//p, qQ%p
A.append(a)
d = pgcd(r, g*a)
return iterer(r//d, (axq)//d, A)

def decomposition(p, q):
return iterer(p, q, [1])

@ Jlreste a démontrer que la famille des entiers ay est strictement croissante.
La monotonie est assez évidente : comme 0 < 1 < py et que ay > 1 par (1),

Qi1 ) Akdic Gk
Pr+1 Tk Px

et comme la fonction |-] est croissante, la famille des ay est croissante.
Supposons que Tk > 1 et que ax41 = ax. D’apres (x),

dk = akPk + Tk et qx+1 = Qk+1Pk+1 + Tk+1 = QkPk+1 + Tk41-

En multipliant la seconde égalité par di > 1, on obtient

1) 1)
kg = diqi+1 = Qediprsr + AT = QT + i
et, en prenant en compte la premiere égalité, on obtient
app = dicTier1.

Par construction, 0 < 1x41 < px+1 (puisque Ty est le reste d'une division euclidienne par px41 > 1).
Or dx > T (en tant que pgcd de deux entiers naturels non nuls), donc

(1)
aipr = diTis1 < APyt = Tk
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Mais ax > 1 (puisque ax > a; > 1) et 0 < 1 < py d’apres () : on devrait donc avoir
aﬁpk 2> px > Tk.

Cette contradiction montre que 1'égalité ay1 = ax est absurde. Comme ayx;7 > ay, on en déduit
que ag4+1 > Q.

La famille (ax)i<kgn est donc une famille strictement croissante d’entiers naturels supé-
rieursa 1.
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|| Soit M € S;H(IR). Démontrer que la comatrice Com(M) appartient aussi a S;7(R).
Quelques rappels ne sont pas superflus : tout ce qu’il faut savoir sur la comatrice est 1a.

& Pour1 < 1i,j <m,onnote My; € Mn_1(R), la matrice obtenue en supprimant la i-eme ligne et la
j-eme colonne de A. Par définition, det My ; est un mineur d’ordre (n — 1) de la matrice M et

Com(M) = ((—1)" detMyj), ;... (M)

Le scalaire (—1)") det My j est un cofacteur puisqu’il apparait dans 'expression développée du déterminant
de M.
n . .
vi<ig<n, detM= Z mi;(—1)"7 det My (développement par la i-éme ligne)

j=1

n
V1<j<n, detM= Z mi;(—1)"7 det My (développement par la j-eme colonne)

i=1
Ces relations et la propriété d’antisymétrie du déterminant aboutissent a la formule fondamentale :

M.Com(M)" = Com(M) .M = detM - L. (%)

@ Sila matrice M est symétrique, alors My ; = MjT, ; et donc
vi<ij<n, (=) detMy; = (1) det My ;.

D’apres (1), si la matrice M est symétrique, alors sa comatrice est symétrique.
a  SiM € §;(R) est inversible, alors en fait M € S+ (RR) et det M > 0. D’apres (x),

1 M71

Com(M) = detM

La matrice M~ est symétrique (inverse d"une matrice symétrique inversible) et ses valeurs propres
sont strictement positives (puisque les valeurs propres de M sont strictement positives). Donc M~ €
S +(R) et comme det M > 0, la comatrice est elle aussi définie positive.

@ SirgM < n—2,alors det M; ; = 0 pour tout (i, j), donc la comatrice est nulle et en particulier
elle appartient a S, (R).

@  SirgM = n — 1, alors la relation (x) prouve que I'image de M est contenue dans le noyau
de Com(M), donc le rang de Com(M) est inférieur a 1. Comme rg M = n — 1, il existe au moins un
mineur d’ordre (n — 1) non nul, donc Com(M) # 0,,. Donc le rang de Com(M) est égal a 1.

11 existe donc une matrice ligne L et une matrice colonne C, non nulles, telles que

Com(M) = C.L.
Mais Com(M) est symétrique, donc
(c.)T=L".cT =C.L,

ce qui prouve que les colonnes C et LT sont proportionnelles : il existe un réel « tel que L" = o C et
donc tel que
Com(M) =« -C.CT. )

En particulier, o
v1<ign, ac? = (—1)" T det My ;.

Supposons que det M ; = 0 pour tout 1 < i < n. D’apres la relation précédente,
— ou bien « = 0 mais alors Com(M) = 0,, d’apres (1) : impossible puisque Com(M) est ici
une matrice de rang 1!
— ou bien & # 0 mais alors ¢; = 0 pour tout 1 < i < n et Com(M) = 0,, d'apres (}) :
impossible aussi, pour la méme raison!
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Il existe donc au moins un indice 1 < i < n tel que occi2 =detM;; #0.Or

X1 X1
Xi 1 Xi—1
vX=|"""emi(R), X" M i X=Y".MY avec Y=]| 0 [e€M,i(R)
Xi41 Xit1
Xn Xn

et YT.M.Y > 0 puisque M € S, (R). Donc ac? > 0, ce qui prouve que & > 0.
Finalement,

VX eMa(R), X .Com(M).X=o X".Cl.CX=a-|CX|*>0

et Com(M) € S} (R).
@ Nous avons donc démontré que, dans tous les cas, la comatrice d"une matrice symétrique
positive était symétrique positive elle aussi.

Variante. Merci YG!
Le résultat est, comme on 1'a vu, facile & démontrer pour M € S;;"(IR), on peut le prolonger
a §; (R) par un argument de densité (qui contourne les propriétés subtile de la comatrice).
@ Une matrice M € S, (R) appartient a S, (RR) si, et seulement si,

VX € My 1 (R), XT.M.X > 0.

Par conséquent,
StR) =8 @®)n (] X.MX=0l.
XeMn 1 (R)

— d’une part, Sn (R) est fermé (en tant que sous-espace vectoriel de dimension finie);
— d’autre part, [XT.M.X > 0] est I'image réciproque de l'intervalle fermé [0, +oo[ par l’ap-
plication M — XT.M.X (application linéaire sur un espace de dimension finie), donc c’est
une partie fermée de M, (R);
— enfin, une intersection quelconque de parties fermées est toujours une partie fermée,
donc S, (R) est une partie fermée de M, (R).
a  Soit M € S;f(R). Pour tout k € N*, on pose

1
Mk - M + Eln.
Il est clair que My € Sn(R) (combinaison linéaire de deux matrices symétriques réelles) et
1
VX eM i (RINO), X .MpX= XT.>I\:LX 1[I 1> >0,
Z >0

donc My € S;i"(R). De plus, par homogénéité de la norme,
1
Mk =M = L IM[| -—— 0,

donc la suite (My)xen converge vers M.
On vient de prouver que S; *(RR) est dense dans S, (RR).
@ SoitM € S;f(R) et (My)ken, une suite de matrices symétriques définies positives qui converge
vers M.

% ci, la suite (My ) e n'est pas nécessairement la suite (My )xen définie plus haut.
On sait que
VkeN, Com(My) € S (R) C SE(R).

D’autre part, ’application M — Com(M) est une application continue (car les coefficients de Com(M)
sont des fonctions polynomiales des coefficients de M), donc

lim Com(My) = Com(M).

k—+o00

Comme Com(My) € S/ (R) et que S (R) est fermé, on en déduit que Com(M) € S (IR).
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Soit S € S F(R).
[1. ] Démontrer 'existence d’une matrice A € S;;*(IR) telle que

A? =S.
[2. 1 Démontrer que A= € S;;*(R) et que
(A 1)2 =51,
[3. 1 Démontrer que
VXEM(R), (X|X)?< (SX|X) (ST'X|X)

(pour le produit scalaire canonique sur M 1 (R)).
[4. 1 Etudierle cas d’égalité.

[1. ] Il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D = Diag(A1,...,A) dont les
coefficients sont strictement positifs telles que

PT.S.P=D.

On pose alors
A = P.Diag(v/A1, ...y VAn).PT
et on vérifie que cette matrice A répond a la question.

#  On peut démontrer que cette matrice A est la seule possible.

[2. ] Vérification immédiate.

#  L'essentiel est de citer précisément le théoreme qui caractérise les matrices définies positives parmi les
matrices symétriques réelles.

[3. ] D’apres le Théoreme spectral, la matrice S € S *(RR) est diagonalisable, ses valeurs propres
sont strictement positives et ses sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux. De plus, S~
est diagonalisable et possede les mémes sous-espaces propres que S.

Par conséquent, pour tout X € 9, ;(RR), il existe une famille orthogonale (Xj)aesp(s) telle
que

> Xa et VAESP(S), SXp=MX.
A€ESP(S)

On en déduit que

1
1 _ b
E AXA et que ST X= E }\X;\.
AESP(S) AESP(S)

Comme la famille (X))aesp(s) est orthogonale, on déduit du Théoréme de Pythagore que

_ 1
(SXIX) = > AX>  etque  (ST'XIX)= Y X||><A||2.
AESP(S) A€Sp(S)
Il reste a remarquer que

xixz=( ¥ ||X7\||2>2_< > VAl i)

AESP(S) A€Sp(S)

2

et a appliquer l'inégalité de Schwarz pour conclure.

# On peut compléter cette majoration simple par I'Inégalité de Kantorovitch :

VX eMua(R), (SXIX) (ST'X|X) (/max /mm> X1X)?
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Ol Amin (1€Sp. Amax) est la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de S.
La page https://fr.wikipedia.org/wiki/Inégalité_de_Kantorovitch propose une démons-
tration astucieuse : pour tout t > 0,

(SXIX) (S7'X|X) < %(%(SXlX)t—i—t(S”XlX))Z:%<(%S+t$”)x‘x>

et en posant t = \/AminAmax, O peut vérifier que
1 Ami A
Yues (—S+tS*‘) <y = 4y =
" p t ’ " }\max }\min

[4. ] Linégalité de Schwarz est une égalité si, et seulement si, les deux vecteurs sont proportion-
nels. On en déduit que 1'inégalité précédente est une égalité si, et seulement si, le vecteur X est un
vecteur propre ou le vecteur nul.

En effet, si X # 0, alors les vecteurs

(VAIXI), et (%”XA”)A@},(S)

sont tous deux non nuls et sont donc proportionnels si, et seulement si, il existe un scalaire « € IR tel
que
o
VA € Sp(S), VX, = WHXAW
c’est-a-dire
VA€ Sp(S), (Ax —1)[|Xx]| = 0.

Comme les vecteurs X, ne sont pas tous nuls (puisque X # 0), il existe A € Sp(S) tel que o« = 1/ et
comme les A sont deux a deux distincts, il existe un seul vecteur X, non nul : le vecteur X est donc
un vecteur propre.
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Soit (an)nen, une suite de réels positifs telle que la série Y a,, diverge et que le rayon de convergence de
la série entiére ) anx™ soit égal a 1.
[1. ] Démontrer que

“+oo

E anx™ —— +oo.
x—1

n=0

[2. ] Soit (bn)nen, une suite réelle telle que

n—+oo
Démontrer que
+00 +o0
E anx™ ~ bx™.
x—1
n=0 n=0

[3. 1 Endéduire un équivalent au voisinage de 1 des sommes suivantes.

E (sin 1/, )x™ @)
n=1
S (1 4 Vet @)
n=1
Jio (Inm)x™ 3)
n=1
E n*x™ pourk € N 4)
n=1

[1. ] Comme lerayon de convergence est égal a 1, 1a somme de la série entiere est définie au moins

sur l'intervalle ouvert ]—1,1[ :

+oo
Vxel-1,1[, S(x):Zanx“.
n=0

Soit A > 0. Comme la série )} an est une série divergente de terme général positif, ses
sommes partielles tendent vers +oo. Il existe donc un rang N tel que

N
Y an=A+1
n=0

Une fonction polynomiale est continue, donc il existe 1 > 0 tel que

N N
vxel[l—m,l], ’Zanx“—Zan’<1
n=0 n=0
et donc tel que
N
Vxe[l—n,l], Zanx“>/\.
n=0
Comme les a,, sont tous positifs et que x > 0,
N
Vxel[l—m,1l, S(x)}Zamc“}A.
n=0

On a ainsi démontré que S tendait vers 4+-co au voisinage gauche de 1.

#  Par définition, S(x) tend vers +oco au voisinage de 17 si, et seulement si,

VA>0,Jeta>0, Vxel[l—n,1[, S(x)=A.
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C’est bien ce que nous avons démontré.

[2. ] Larelation a, ~ by, entraine que by, est positif (au moins a partir d’un certain rang) et que
le rayon de convergence de la série entiere } b, x™ est égal a 1. On pose donc

+o00
Vxel-1,1[, A(x):Zanxn et B(x anx
On en déduit que
+oo
Vxel-L,1[, AKX -BX)=) (an—bux™ ot  an—bn = ofan).
Il nous reste a vérifier que

ce qui nous donnera le résultat attendu.

# Question technique classique.

Il faut résister a la tentation d’appliquer un théoreme de comparaison qui ne s’applique pas ici :
les théoremes de sommation des relations de comparaison permettent de comparer des sommes partielles (cas
divergent) ou des restes (cas convergent), mais en aucun il ne permettent de comparer des sommes en fonction
d’un parametre.

@ Puisque a, ~ by, il existe une suite (en )nen positive et de limite nulle telle que
VneN, la, —bnl < enan.

On a donc

vxe 0,1, |AKx)—B(x)|< Z lan — bn|x™ (inégalité triangulaire)

+o0
n
< E EnanX .
n=0

Fixons € > 0. Il existe donc un rang N € NN tel que

VneN, 0<en< %
et donc
vxe 0,1, |A(x) Z Enanx™ + = Z anx™ (relation de Chasles)
N—1
13
< Z Enanx™ + EA(X). (anx™ > 0 pour tout n € N)
n=0

On a démontré que A(x) tendait vers +oco au voisinage de 1 et une fonction polynomiale est bornée
sur le segment [0, 1], donc

EnanX
x—)]A Znn

et par conséquent il existe o« > 0 tel que

1 N—-1 e
— < "L
Vxe[l—oll, O\A(X)nzzosnanx S5

Finalement,
vxel[l—oll, |A(x)7B(x)| < eA(x)
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et les quantificateurs (sur « et €) nous permettent de conclure :

Ax) —B(x) = o(A(x)), c’est-a-dire Ax) ~ B(x).

x—1 x—1
[3. ] Onsait quesinl/n ~ 1/, donc
+oo +oo
1 x™"
E sin— - x" ~ — =—In(1—x).
n n
n=1

x—1

@  De méme,
+oo 1 N
HZ:] €n<1 + E)X Nad —n(1 —x).

@ Lerayon de convergence de la série entiere } fnnx™ est égal a 1. Par linéarité,

+o0 +00 +00 +0o
vo<x<l, Y m(1+ %)x“ =Y i+ D= Y (tn)x" = (% ~1) > (e
n=1 n=1 n=1 n=1

avec le changement d’indice n «+— n + 1 (en remarquant que {n 1 = 0).

#  Interdit d’évoquer la linéarité de la somme avant d’avoir calculé le rayon de convergence de la série
entiere qu’on sort du chapeau !

On déduit alors de I'équivalent précédent que

+oo

S ()t ~ —m(—x)

x—1 1—x
n=1

# Oui, ce raisonnement est un peu astucieux. Mais pas le suivant (qui figure dans le cours).

@  De méme a nouveau,

“+o00 5 k+oo . 5 dk 1
T;n Xt o~ ox n7111(71—1)-~~(n—k+1)x =x W( )

donc

+oo 5 k!

E n“x" ~ T T
x—1 (1 fX) +

n=1



Mines25-06 BB2/2

Soit A € M (R). On suppose que, pour toute matrice nilpotente N € M, (R), le produit AN est une
matrice nilpotente. Déterminer A.

Propriété essentielle pour traiter cet exercice : La trace d'une matrice nilpotente est nulle.

# Le polyndme caractéristique d’une matrice nilpotente est égal a X™ et
XA =XT—trA- X" 4. 4 (=1)" detA
pour toute matrice A € My, (IK).

@w  Pour N = E;; (matrice élémentaire), le produit AN présente (n — 1) colonnes nulles et la
j-ieme colonne est égale a la i-eme colonne de A. Comme AN est nilpotente, sa trace est nulle, donc

Vi#j, ai; =0.
La matrice A est donc diagonale.
#  Pour le produit scalaire canonique sur My, 1 (R), défini par
VX, Y € My 1 (R), (X|Y) =Xy,
la base canonique (Ei)1<i<n est orthonormée :
V1<i,j<n, (EilEj) =81
et par conséquent, les vecteurs (E; + Ej) et (Ey — Ej) sont orthogonaux (ce sont les diagonales d'un losange).

Pour i # j, la matrice
Ni,j = (E1 + E))(El — E]')T

est nilpotente d’indice 2 :
NEj = (B + ) (B = B (B +E)) (B~ Ey)T = 0n

et
ANi;j = (aiiEi + a5, (E = )T = aiiEii — a55E5 5 — aiiBi + a5 55 i

Donc tr(ANi,j) = a;i — a;,; et comme ANj ; est nilpotente, on en déduit que
V1<i,j<n, aii = aj;.

Donc la matrice A est une homothétie.
a  Laréciproque est évidente.



